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Travaux pratiques - Méthodes des différences finies

TP 5 : Equation de la chaleur 1D instationnaire (version provisoire)

1 Conditions de Dirichlet

On souhaite résoudre numériquement l'E.D.P. suivante

Bu

Bt
pt, xq ´ ν

B2u

Bx2
pt, xq “ fpt, xq, @pt, xq Pst0; t0 ` T sˆsa; br, (1.1)

upt0, xq “ u0pxq, @x P ra; bs, (1.2)

upt, aq “ uaptq, @t P rt0; t0 ` T s, (1.3)

upt, bq “ ubptq, @t P rt0; t0 ` T s. (1.4)

avec ν un réel strictement positif, t0 P R, T ą 0, pa, bq P R2, a ă b.
On note tn, n P v0, Ntw et xi, i P v0, Nxw les discrétisations régulières des intervalles rt0; t0` T s et ra; bs avec

Nt pas de discrétisation en temps et Nx pas de discrétisation en espace.
On souhaite implémenter deux schémas de résolution de cette E.D.P. :

un`1
i ´ uni

∆t
´ ν

un`1
i`1 ´ 2un`1

i ` un`1
i´1

∆x2
“ fn`1

i . (1.5)

et
un`1
i ´ uni

∆t
´ ν

uni`1 ´ 2uni ` u
n
i´1

∆x2
“ fni . (1.6)

où ∆t “ T {Nt, ∆x “ pb´ aq{Nx, f
n
i “ fptn, xiq et u

n
i « uptn, xiq.

On rappelle que le premier schéma est le schéma d'Euler implicite et le second le schéma d'Euler

explicite. Le schéma d'Euler implicite est inconditionnelement stable et le schéma d'Euler explicite est stable
sous la condition de C.F.L.

ν
∆t

∆x2
ď

1

2
.

On note, @n P v0, Ntw, UUU
n les vecteurs de dimension Nx ` 1, de composantes UUUn

i “ uni´1, @i P v1, Nx ` 1w.

Q. 1 Pour chaque schéma, écrire sur feuille et de manière détaillée la discrétisation de l'E.D.P. (1.1) à
(1.4) ‚

On étudie cette E.D.P. avec les données t0 “ 0, T “ 2, a “ 0, b “ 2π, ν “ 2, k “ 5

fpt, xq “ ´k sinpktq cospxq ` ν cospktq cospxq,

u0pxq “ cospkt0q cospxq,

uaptq “ cospktq cospaq,

ubptq “ cospktq cospbq.

Dans ce cas, la solution exacte est donnée par uexpt, xq “ cospktq cospxq.

Q. 2 1. Pour résoudre l'E.D.P. par un schéma d'Euler implicite, le programme mainChaleurImplicite.m
(script Matlab) est fourni, ainsi que les fonctions CalculF.m, NormInf.m et PlotSol.m (ou PlotSol2.m)
(voir �chier TP5.tar.gz). Dans les codes fournis, il manque le �chier EulerImplicite.m correspondant
à la fonction :

[ t , x , u ]= E u l e r I m p l i c i t e ( EDP , Nt , Nx )

résolvant l'E.D.P. par un schéma d'Euler implicite avec
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‚ EDP : structure, dé�nie dans mainChaleurImplicite.m, contenant l'ensemble des données de l'E.D.P.
à résoudre.

‚ Nt : nombre de pas de discrétisation en temps,
‚ Nx : nombre de pas de discrétisation en espace,
‚ t : discrétisation en temps (dimension Nt+1), tpnq “ tn´1, @n P v1, Nt ` 1w,
‚ x : discrétisation en espace (dimension Nx+1), xpiq “ xi´1, @i P v1, Nx ` 1w,
‚ u : u(i,n) solution approchée au temps t(n) et point x(i) (dimension (Nx+1,Nt+1)).
Ecrire cette fonction.

2. Utiliser le Pro�ler de Matlab pour comparer les temps d'execution de la fonction EulerImplicite dans
les cas ou la matrice est stockée de manière pleine ou creuse. Pour celà, executer dans le pro�ler la
commande [t,x,u]=EulerImplicite(EDP,5000,500); dans les deux cas et réaliser dans chaque cas un
SnapShot (capture d'écran) que l'on nommera ProfilerMatFull et ProfilerMatSparse (format PNG
sous Linux).

3. Que pourrait-on faire, au niveau algorithmique, pour améliorer les performances de ce code ?

4. Implémenter ces améliorations et véri�er s'il y a gain de performances avec le pro�ler de Matlab. ‚

Q. 3 1. Pour résoudre l'E.D.P. par un schéma d'Euler explicite, le programme mainChaleurExplicite.m
(script Matlab) est fourni, ainsi que les fonctions CalculF.m, NormInf.m et PlotSol.m (ou PlotSol2.m)
(voir �chier TP5.tar.gz). Dans les codes fournis, il manque le �chier EulerExplicite.m correspondant
à la fonction :

[ t , x , u ]= C h a l e u r E x p l i c i t e ( EDP , Nt , Nx )

résolvant l'E.D.P. par un schéma d'Euler explicite. Les paramètres sont identiques à ceux de la fonction
ChaleurImplicite.m

2. Dans le programme mainChaleurExplicite.m, changer le paramètre Nt de 2100 à 2000. Que se passe-t'il
lors de la résolution ? Quel est le résultat théorique qui intervient ?

3. Ecrire un programme permettant de mettre en lumière ce phénomène. ‚

Comme application possible nous allons résoudre numériquement par le schéma implicite d'Euler le problème
de conduction thermique dans une barre de longueur L “ 6 :

Bu

Bt
pt, xq ´ ν

B2u

Bx2
pt, xq “ 0, @pt, xq Ps0;T sˆs0;Lr, (1.7)

upt0, xq “ u0pxq, @x P r0;Ls, (1.8)

upt, 0q “ ugptq, @t P r0;T s, (1.9)

upt, Lq “ udptq, @t P r0;T s. (1.10)

avec T “ 10, u0pxq “ 100,@x P r0, Ls

ugptq “

"

100´ 90t, @t P r0, 1s
10, @t ą 1

udptq “

"

100´ 80t, @t P r0, 1s
20, @t ą 1

Q. 4 1. Ecrire le programme barre1.m permettant de résoudre ce problème par le schéma d'Euler implicite.

2. Executer ce programme pour di�érentes valeurs de ν (par exemple ν “ 0.1, ν “ 1 et ν “ 10. Qu'observe-
t'on ? ‚

Pour la seconde application, la seule modi�cation par rapport à l'application précédente est que la conduc-
tivité thermique est une fonction constante par morceaux en espace :

νpxq “

$

&

%

1, @x P r0, L3 s
0.1 @x PsL3 ,

2L
3 s

1 @x Ps 2L3 , Ls.

Q. 5 Ecrire le programme barre2.m permettant de résoudre ce problème par le schéma d'Euler implicite. ‚
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2 Conditions mixtes

On souhaite résoudre numériquement l'E.D.P. suivante

Bu

Bt
pt, xq ´ ν

B2u

Bx2
pt, xq “ fpt, xq, @pt, xq Pst0; t0 ` T sˆsa; br, (2.1)

upt0, xq “ u0pxq, @x P ra; bs, (2.2)

δaupt, aq ` µa
Bu

Bx
pt, aq “ gaptq, @t P rt0; t0 ` T s, (2.3)

δbupt, bq ` µb
Bu

Bx
pt, bq “ gbptq, @t P rt0; t0 ` T s, (2.4)

avec ν un réel strictement positif, t0 P R, T ą 0, pa, bq P R2, a ă b.

Q. 6 Reprendre les questions 1 à 3 pour le problème (2.1)-(2.4). Lors de la programmation, les conditions aux
limites seront intégrées à la structure EDP. ‚

3 Schéma de Crank-Nicolson

Le schéma de Crank-Nicolson pour la discrétisation de l'équation de la chaleur (2.1) est donné par

un`1
i ´ uni

∆t
´
ν

2

˜

uni`1 ´ 2uni ` u
n
i´1

∆x2
`
un`1
i`1 ´ 2un`1

i ` un`1
i´1

∆x2

¸

“
1

2

`

fni ` f
n`1
i

˘

. (3.1)

Ce schéma est d'ordre 2 en temps et en espace et il est inconditionnellement stable.

Q. 7 A vous d'écrire un programme permettant de résoudre le problème (2.1)-(2.4) en utilisant le schéma (3.1).
Il faudra bien évidemment proposer une méthodologie de tests/validations. ‚
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