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TRAVAUX PRATIQUES - METHODES DES DIFFERENCES FINIES

TP 5 : EQUATION DE LA CHALEUR 1D INSTATIONNAIRE

1 Conditions de Dirichlet

On souhaite résoudre numériquement ’E.D.P. suivante

Mty v = f(t2), W(tw) etosto + TIxJast. (1.1)
u(to,x) = wup(z), Yz € [a;b], (1.2)

u(t,a) = wug(t), Vte [to;to + T1, (1.3)

’Lt(t7 b) = ub(t), Vt e [t(); to + T] (14)

avec v un réel strictement positif, to € R, T > 0, (a,b) € R?, a < b.

On note t", n € [0, N¢] et z;, i € [0, N, ] les discrétisations réguliéres des intervalles [to;to + T'] et [a; b] avec
N, pas de discrétisation en temps et N, pas de discrétisation en espace.

On souhaite implémenter deux schémas de résolution de cette E.D.P. :
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At Ax? E
ou At =T/Ny, Az = (b—a)/Ny, fI' = f(t™, x;) et ul! ~ u(t™, z;).

On rappelle que le premier schéma est le schéma d’Euler implicite et le second le schéma d’Euler
explicite. Le schéma d’Euler implicite est inconditionnelement stable et le schéma d’Euler explicite est stable
sous la condition de C.F.L. A )

V——b < —.
Ax? 2
On note, ¥n € [0, N¢], U™ les vecteurs de dimension N, + 1, de composantes U? = u!" ;, Vi € [1, N, + 1].
Q. 1 Pour chaque schéma, écrire sur feuille et de maniére détaillée, la fagon dont il a été obtenu ainsi que

la discrétisation de I’E.D.P. a et Uenvoyer par mail & l'adresse cuvelier@math.univ-paris13.fr ou
sur Discord en message privé. .

2 Implémentation et validation
On étudie cette E.D.P. avec les données to =0, T =2,a=0,b=2m,v=2,k=5

) = —ksin(kt)cos(x) + v cos(kt) cos(x),
) = cos(ktg)cos(x),

) = cos(kt)cos(a),

) = cos(kt)cos(b).

Dans ce cas, la solution exacte est donnée par uex(t, z) = cos(kt) cos(x).

Q. 2 Proposer un autre ezemple non trivialement similaire avec une solution exacte (non identiqguement nulle !).n

Q.3 1. Pour résoudre ’E.D.P. par un schéma d’Euler itmplicite, le programme mainChaleurImplicite.m
(script Matlab) est fourni, ainsi que les fonctions CalculF.m, NormInf.m et PlotSol.m (ou PlotSol2.m)
(voir fichier|TP5. tar. gz). Dans les codes fournis, il mangue le fichier EulerImplicite.m correspondant
a la fonction :


mailto:cuvelier@math.univ-paris13.fr
http://www.math.univ-paris13.fr/~cuvelier/docs/Enseignements/MACS2/TPs-EDP/21-22/TP5.tar.gz

[t,z,u]=EulerImplicite (EDP,Nt, 6 Nz)

résolvant I’E.D.P. par un schéma d’Euler implicite avec
e EDP : structure, définie dans mainChaleurImplicite.m, contenant [’ensemble des données de I’E.D.P.
a résoudre.
Nt : nombre de pas de discrétisation en temps,
Nz : nombre de pas de discrétisation en espace,
t : discrétisation en temps (dimension Nt+1), t(n) ="' V¥n e [1, Ny + 1],
z : discrétisation en espace (dimension Nz+1), «(i) = x;_1, Vi € [1, Ny + 1],
u : u(i,n) solution approchée au temps t(n) et point x(i) (dimension (Ne+1,Nt+1)).
Ecrire cette fonction.

2. Utiliser les commandes tic et toc pour comparer les temps d’execution de la fonction EulerImplicite
dans les cas ou la matrice est stockée de maniére pleine ou creuse.

3. Que pourrait-on faire, au niveau algorithmique, pour améliorer les performances de ce code ?

4. Implémenter ces améliorations et vérifier s’il y a un gain de performances. ]

Q.4 1. Pour résoudre ’E.D.P. par un schéma d’Euler explicite, le programme mainChaleurEzplicite.m
(script Matlab) est fourni, ainsi que les fonctions CalculF.m, NormInf.m et PlotSol.m (ou PlotSol2.m)
(voir fichier|TP5. tar. gz). Dans les codes fournis, il mangque le fichier EulerEzplicite.m correspondant
a la fonction :

‘[t,w,u]:ChaleurEmplic’Lte(EIJP,IVt,IVa:)

résolvant I’E.D.P. par un schéma d’Fuler explicite. Les parameétres sont identiques a ceux de la fonction
ChaleurImplicite.m

2. Dans le programme mainChaleurEzplicite.m, changer le paramétre Nt de 2100 ¢ 2000. Que se passe-t’il
lors de la résolution ? Quel est le résultat théorique qui intervient ?

3. Ecrire un programme permettant de mettre en lumiére ce phénomene. .

3 Application

Comme application possible nous allons résoudre numériquement par le schéma implicite d’Euler le probléme
de conduction thermique dans une barre de longueur L = 6 :

ou 0u
E(t,x) — u@(t,x) = 0, Y(¢t,z) €]0; T]x]0; L], (3.1)
u(to, x) uo(x), Y € [0; L], (3.2)
u(t,0) = uylt), Ve [0:T], (3.3)
u(t,L) = wy(t), Vte[0;T]. (3.4)
avec T = 10, up(z) = 100, Vz € [0, L]
{100 -90t, Vtel[0,1]
ug(t) = { 10, vt > 1
_ [ 100—80t, Vte[0,1]
ua(t) = { 20, Vit > 1
Q.5 1. Ecrire le programme barrel.m permettant de résoudre ce probléme par le schéma d’Euler implicite.

2. Ezecuter ce programme pour différentes valeurs de v (par exemple v = 0.1, v = 1 et v = 10. Qu’observe-
t’on ? .


http://www.math.univ-paris13.fr/~cuvelier/docs/Enseignements/MACS2/TPs-EDP/21-22/TP5.tar.gz

Pour la seconde application, la seule modification par rapport & I’application précédente est que la conduc-
tivité thermique est une fonction constante par morceaux en espace :

Q. 6 Ecrire le programme barre2.m permettant de résoudre ce probléme par le schéma d’Euler implicite. =

4 Conditions mixtes
On souhaite résoudre numériquement ’E.D.P. suivante

ou 0u

%(t»x) - Vﬁ(tvx) = f(tvx)v V(t,l’) e]tO; to + T]X]a§ b[v (4'1)

u(to, x) = ug(x), Vz € [a; 1], (4.2)
dqu(t,a) + uag—z(t,a) = g, (1), Yt € [to;to + T, (4.3)
5bu(t, b) + Mb%(t7 b) = gb(t), Vit e [to; to + T]7 (44)

avec v un réel strictement positif, to € R, T' > 0, (a,b) € R?, a < b.

Q. 7 Reprendre les questions 1,3 et 4 pour le probléeme (4.1))-(4.4). Lors de la programmation, les conditions
aux limites seront intégrées a la structure EDP. .

5 Schéma de Crank-Nicolson

Le schéma de Crank-Nicolson pour la discrétisation de I’équation de la chaleur (4.1)) est donné par

At 2

up ™t — v udy = 2ui ity upfi = 2uf " e _ Lo, L gntl 5.1
Ce schéma est d’ordre 2 en temps et en espace et il est inconditionnellement stable.

Q. 8 A vous d’écrire un programme permettant de résoudre le probléme (4.1))-(4.4]) en utilisant le schéma (5.1]).
1l faudra bien évidemment proposer une méthodologie de tests/validations. ]
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