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Sup’Galilée Année 2020-2021

TRAVAUX PRATIQUES - EXAMEN DU 8 MARS 2021 (3H00)

Sans documents, sans calculatrice, sans portable, ...
Le baréme est donné a titre indicatif

EXERCICE 1 (6 poinTs)

Cet exercice a pour objectif la résolution d’une E.D.O.

Q. 1 Rappeler précisement la définition d’un probléme de Cauchy (vectoriel). O

Un schéma de Runge-Kutta d’ordre 3 pour la résolution d’un probléme de Cauchy vectoriel est donné par

y[n+1] _ y[n] + %(3k2(tn’y[n]’ h) + kg(tn,y[n],h))
avec kl(taya h) = f(tay)7
ka(t,y, h) = f(t+ 3y + 3k (ty, b)), (1)
kS(t7ya h) = f t7y - hkl(tvyv h) + hk?(tvy7 h))a
ylo! donné.

Q. 2 (Matlab) (a). Ecrire la fonction Matlab REDRK3 permettant de résoudre un probléme de Cauchy vectoriel
par le schéma (1).

(b). Ecrire un programme Matlab permettant de vérifier numériquement l'ordre de cette méthode. O

La méthode de Nystrom explicite, & pas multiples, et d’ordre 3 est donnée par

n n— h’ n n n— n— n— n—
g =y 2 (T ) — 2f () 4 F( Ry )) (2)
La méthode de Gear d’ordre 3 implicite est donné par

18 9 2 2h
[n+1] _ ° [n] _ 2 . [n—1] “ . [n—2] “l thrl [n+1]
y 7Y LA T A T A ) 3)
Q. 3 (Matlab) Ecrire la fonction Matlab PC3 permettant de résoudre un probléme de Cauchy (vectoriel) par une
méthode de prédiction-correction utilisant les schémas (2) et (3). Cette fonction devra étre optimisée en nombre
d’appels de la fonction f et en place mémoire. O

Application : De maniére classique, un probléme & N corps se modélise par

d?q; o qi(t) —q;(t) ,
t) = -G mj—————~=, Vie [1,N
itz jz;j#i lqi(t) — q; ()] “lL ]

ot g;(t) € R? est la position du i-éme corps & Iinstant t. Les constantes strictement positives myq, ..., my et G sont
des constantes strictement positives supposées données.

On se propose de résoudre numériquement un probléme & N = 3 corps avec les positions et vitesses de ces 3 corps
supposées connues & 'instant initial ¢t = 0.

Q. 4 Ecrire le probléeme a N = 3 corps sous la forme d’un probléme de Cauchy. O

Q. 5 (Matlab) FEcrire un Matlab complet permettant de résoudre ce probléme a 3 corps (les données sont libres mais
devront étre spécifiées). Ce programme devra aussi représenter sur une figure les approximations des positions des 3
corps au cours du temps. ]



EXERCICE 2 (5 poinTs)

On cherche a résoudre par un schéma de type différences finies le probléme suivant

—u"(x) + at/(z) + c(z)u(z) = f(x), Vo €la;b] (1)
u(a) —u(a) = weeR (2)
ud) = wpeR (3)

ouc:[a,b] — R*, f:[a,b] — R, a > 0, w, et w, sont donnés.
Q. 1 Ecrire, en justifiant, un schéma d’ordre 2 associé au probléeme (1)-(2)-(3). O

Q. 2 (Matlab) Ecrire un programme Matlab permettant de :
e résoudre le probléme précédent avec des données judicieusement choisies (pour avoir une solution exacte),
e représenter graphiquement la solution exacte et la solution approchée. O

Q. 3 (Matlab) FEcrire un programme Matlab permettant de retrouver graphiquement 'ordre de la méthode. O

EXERCICE 3 (9 poinTs)

On souhaite résoudre numériquement I’E.D.P. suivante

%(t,x) - 5%(15,@ + V%(t,x) +au(t,z) = f(t,z), V(t, o) elto; to + T]x]as b, (1)
ulto, ) = uo(z), Va € [a; 0], 2)

Z“ (t,) + 2u(t, b) = vy(t), Vit € [to;to + T, (3)

u(t,a) = ua(t), vt €ltosto + T7. (4)

aveca >0,v>0,3>0,tge R, T >0, (a,b) e R?, a < b.

On note ", n € [0, N¢] et x;, i € [0, N, ] les discrétisations réguliéres des intervalles [to;to + T] et [a;b] avec Ny pas
de discrétisation en temps et N, pas de discrétisation en espace. On souhaite résoudre 'E.D.P. a I'aide des schémas
numériques

+1 +1 +1 +1 i
up Tt - BU?H —2up il yu?“ Ui +auptt = ! (5)
e 2 2ha .
U11<[+1_2 - 4unN+1 1+ 3+ 4hy)uly n+1 = 2h,u(t"T). (6)

Q.1 (a). Ezpliquer précisement comment le schéma (5) (ordre 1 en temps et ordre 2 en espace) a été obtenu a
partir de (1) et expliquer & quoi correspondent les valeurs u?“, fi”‘H, hy et hg.

(b). Expliquer précisement comment le schéma (6) (ordre 2) a été obtenu & partir de (3).

(c). Donner une discrétisation (détaillée) du probleme (1) a (4) en utilisant (entre autres) les schémas (5) et (6).

O
On note U™ les vecteurs de dimension N, + 1, de composantes U? = u? |, Yi € [1, N, + 1].

Q. 2 (a). Comment initialiser le vecteur U° ?
(b). En supposant le vecteur U™ déja calculé, montrer que le vecteur U™+ est solution du systéme linéaire

AU = pn (7)
en explicitant la matrice A et le vecteur b (préciser les dimensions). O

Q. 3 (Matlab) FEcrire la fonction AssembleMatl1D retournant la matrice pleine (pas sparse) M € My(R) définie

par
a; ¢ v 0 . . 0
b1 ag C2 0 . . 0
0 .
M= (8)
0
0 ... ... 0 bgo ag_1 cq-1
0 v cee 0 1% bd—l Qaq
otna=(a){_, eRY b= (b)) eR“ " e=(c;)!=} e R peR et veR sont donnés. N



Q. 4 (Matlab) On se donnea = —1,b=1,T =10, f(t,x) = 2% cos(t), up(z) =20, a =1, 8 =2, v = 1/2, v,(t) = 0,

20 + 50¢, sit <=2,
uq(t) = < 120, site[2;9],
120 — 50(t — 9), si t € [9;10].

Ecrire un programme Matlab complet permettant de résoudre le probléme (1) a (4) en utilisant les schémas (5) et (6).

(]

Pour améliorer les performances du programme, nous allons réécrire la fonction ASSEMBLEMAT1D sans utiliser de
boucles et en utilisant la commande A=sparse(i,j,s,m,n).

Q. 5 (Matlab) (a). Ezpliquer l'usage de la commande A=sparse(i,j,s,mn).

(b). Ecrire la fonction ASSEMBLEMAT1IDVEC retournant la matrice creuse M € My(R) définie par (8). Cette
fonction ne devra pas utiliser de boucles for ou while. O



