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Objectif :
e Définition d'un d-simplexe K < R"
e Définition des coordonnées barycentriques sur K,
e Volume de K,
e Gradients des coordonnées barycentriques sur K,

e Formule d'intégration sur K

1= Utilisation de resultats de
[1] F.J. Vermolen and A. Segal.On an integration rule for products of barycentric coordinates over
simplexes in R", Journal of Computational and Applied Mathematics, 330:289 - 294, 2018.
[2] F. Cuvelier. Exact integration for products of power of barycentric coordinates over d-simplexes in R",

hal-01816347, 2018. pdf fourni
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e a
Définition: d-simplex

A d-simplex K < R™ is the convex hull of (d + 1) points @°,...,q% of R™ which form the
vertices of K.

d d
K={qeR"| g= ) 0iq', with Vie [0,d], §; >0, and > 6; =1;. (1)

i=0 i=0
(. /

convex hull: enveloppe convexe.

For example, a 2-simplex is a triangle and a 3-simplex is a tetrahedron. It will be always

assumed that a d-simplex is not degenerated, i.e., the set of vectors {¢' — q°}<_, is linearly

independent.
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e N
Définition: barycentric coordinates on K of g

Let K € R™ be a non-degenerate d-simplex and {qi}?zo its vertices. The parametrization
of K with a convex combination of the vertices reads as follows

d d
K= {q eR" | ¢ =), \i(q)q’, with Vie [0,d], A\i(g) >0, and ) Ai(q) = 1}. (2)
i=0 i=0

The coefficients \o(q), ..., Ada(q) are called the barycentric coordinates on K of q.
- /

As immediat property, the barycentric coordinates on K satisfy

i) = dij, ¥(iJ) € [0,d]- (3)
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The unit d-simplex K¢ = R? is defined by the (d + 1) vertices

{a()?al?"' J?d} = {07617"' 7éd}

where {&',...,&%} is the standard basis of RY.
d =1 (segment) d = 2 (triangle) d = 3 (tétrahédre)
0,1)
Y
3° 3t Pel
0 1 (0,0) (1,0)

Représentation de d-simplexes unités K9

1
d!
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Le volume du d-simplexe unité K9, noté |K9|, est

Theorem: integration, change of variables, [2] page 8.

Let K = R" be a non-degenerated d-simplex and f : K — R.
| f@da =t [ o Fiarda
where K is the unit d-simplex in RY, Ax € M, q(R) is defined by
AK:(ql—qoéqz—qo .iqiogq® )

and Fx : K —> K is given by

k(@) = Akg +q°

4)

(5)

(6)

pecd=n, | fl@)da = [detlan)] [ foFi(a)da
K K
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Exo: Calcul de |K|, volume du d-simplex K = R™ de sommets {q'}{_,

Rappels:
© S F(@)da = det(han)] ? [ o Fi@)a
@Ac— (a0 ¢3¢ g ¢ )cMua®
Q |K| =1/d!
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2. Résultats

Lemma: gradients of barycentric coordinates on a d-simplex , [2] page 6.

the linear system

Let K = R™ be a non-degenerate d-simplex and and {g}% ; its vertices. The barycentric coordinates (\;(q))%, are solution of

Lt LN (9) 1
0 Mg | (T
. = _a° (7
AL Ak : Ak(q—q°)
0 Aa(q)
where A € My, 4(R) is defined by . .
AK<ql—q°§~~§qd—q") ®
The barycentric coordinates are multivariate polynomials of first degree and their gradients are given by
(V@i V@) ) = Ac(AAK)™ ©
and
d
Vo(q) = = >,V Ai(g). (10)
i—1
Les V \i(q) sont constants.
Avecd=n, (V(q) -]Vl )= A (11)
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Le volume de d-simplexe K = R™ de sommets {q’ }i:o est
1 t 1/2
K| = T |det(AkAK)|

avec

AK:(ql_qoiqz_qoi...!qd_qo )eMn,d(R)

Sid =n, on a aussi
1
K| = 3 ldet(Ax)|

Exo: écrire une fonction Octave/Matlab, volume, permettant de calculer | K|. Cette fonction
sera enregistrée dans le répertoire +simplex.
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Exo: écrire une fonction Octave/Matlab, gradBaCo, permettant de calculer, Vi € [[0,d],
V Xi(q) sur K, retournés sous la forme d'une matrice de My11n(R). Cette fonction sera
enregistrée dans le répertoire +simplex.

@ K : d-simplexe K = R" de sommets {q' j-i=0,

@Ac—(a"-a @ a} - iq" g )eMua®R)

Q@ (VMg Vi) ) = Ax(AkAK) ™ <= (A sid = H)
d

Q V(g = - ). Vg

i=1

2. Résultats
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P
Theorem: magic formula on a d-simplex K < R", [2] page 2.

Let v = (vp,...,vq) € IN9*L then

(Vll)

H::]c.

(12)

fHX" )dq = dl|K|—=—
(d+ g)

where |K| is the volume of K and (\;(q))S_, are the barycentric coordinates on K of q.

J

— On utilisera cette formule dans le cadre de la méthode des éléments finis P1-Lagrange.
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Définition 1: matrice élémentaire de D sur un d-simplexe K < R"

Soient {@}{_, les (d + 1) sommets de K, {\;}_, les coordonnées barycentriques de K et
D(e,®) un operateur bilinéaire.
Alors A®P(K) € Mq,1(R), matrice élémentaire de D sur K, est définie par

ACD L (K) = f DO, M) (@)d g, (i, j) € [0, d]? (13)

matrice de Masse élémentaire,

e avec D(u,v) = u.v:
e avec D(u,v) =
correspond au gradlent surfauque ou tangentiel.

° (I’7 5) € [[1:11]27 D(U, V) = %'Va D(u7 V) = (}%’r(%/s:

3. Matrices élémentaires
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Exo:

@ Calculer la matrice de Masse élémentaire (i.e. avec D(u,v) = u.v,) en fonction de
d et de |K]| (volume de K).

d+1d+1
Q \Vérifier que Z Z AED = |K]|.
i=1 j=1
© AT (k) = fKDWA;)(q)dq - | Man@da, ¥ € 0,41
d
H(Vi!)
GJ H)\V’ Ydg=dl|K|—=2 5 avec v = (v, ...,vq) € N9FL,
(d+ 2 wi)!
i=0
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Exo: Ecrire une fonction Matlab/Octave, MasseElem, permettant de calculer la matrice
de Masse élémentaire pour le d-simplexe K = R™. Cette fonction sera enregistrée dans le
répertoire +simplex.

K] (1+6:)), ¥(i,j) e [0,d]?

© Ai8m(K0 = | Mo 9= i)
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3. Matrices élémentaires

Exo:

@ Calculer la matrice de Rigidité élémentaire (i.e. avec D(u,v) = (V u,V v)) en
fonction de |K| (volume de K) et des gradients des coordonnées barycentriques sur K.
d+1 d+1

Q \Verifier que ZA ZAED =0,Vje[l,d+1]

Exo: Ecrire une fonction Matlab/Octave, RigiditeElem, permettant de calculer la matrice
de Rigidité élémentaire pour le d-simplexe K < R". Cette fonction sera a données mini-
males et enregistrée dans le répertoire +simplex.

© AR a(k) = | DOy N)@da = | V@),V N (@) da, (i) € [0.d°

d+1

Q Z Ai(q) =
iz1
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0 AT 1 (K) = fK (VA(a),V Xi(q)ydq = |K[{V A\i(a),V Xi(q)), V(i,)) € [0,d]

3. Matrices élémentaires
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Exo: Soient r € [1,n] et D(u,v) = L v.
’ 9 (‘)
© Calculer la matrice élémentaire A>P(K) en fonction de |K| (volume de K), des
gradients des coordonnées barycentriques sur K et de r.

@ Ecrire une fonction Matlab/Octave, MatElem duv, permettant de calculer cette
matrice.

1= Travail a faire en autonomie

Exo: Soit (r,s) € [1,n]? et D(u,v) = g—;.g—;.

© Calculer la matrice élémentaire A>P(K) en fonction de |K| (volume de K), des
gradients des coordonnées barycentriques sur K, de r et de s.

@ Ecrire une fonction Matlab/Octave, MatElem dudv, permettant de calculer cette
matrice.

1= Travail a faire en autonomie

3. Matrices élémentaires
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Fonctions Matlab/Octave écrites

e simplex.volume &= fichier volume.m dans répertoire +simplex
e simplex.gradBaCo = fichier gradBaCo.m dans répertoire +simplex
e simplex.MasseElem = fichier MasseElem.m dans répertoire +simplex

e simplex.RigiditeElem = fichier RigiditeElem.m dans répertoire +simplex
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