Ecole d’ingénieurs Sup Galilée
S G HE gang urs Sup " E\"?m‘m". s N
Hp e alllee o e s e Prérequis

e Notion de maillages,

Ingénieurs MACS 2 - TP F.E.M. (S8)

e Eléments finis P;-Lagrange en dimension 1,

e Coordonnées barycentriques sur un d-simplexe,

. . . . 1= voir épisodes précédents
Eléments finis Pi-Lagrange en dimension > 1 : épisode 3 . <

Objectif : calculer des approximations d'intégrales sur

Intégration et assemblage . " .
un maillage élémentaire, par ex.: x = (x1, x2)
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Plan E c R" borné. (E est sous-variété de dimension d de R")
Soient u, v € V(E) données, (V(E) = L%(E;R) par ex.), comment calculer

Alu,v) L u()v(x)dx?

© Principe ou, plus généralement,
Alu,v) = f D(u, v)(x)dx
avec ’
e D(e,e) bilinéaire
e supp (D(u, v)) < supp(u) N supp(v).
Par exemples,

e D(u,v) = u.v, (= matrice de Masse)
e D(u,v) = w.u.v, avec w une fonction poids donnée (= matrice de Masse avec poids)
e D(u,v) = g—;.v,

D(u,v)(x) =<V u(x),Vv(x)) (= matrice de Rigidité)
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Episode 1: rappels

e E;, un maillage élémentaire de type d-simplexes de E:
o En.q, size = (n,ng); Ep.me, size = (d + 1, nme); En.toGlobal, size = (1, nq)

— avec ng = Ep.ng, Nme = Ep.Nme, n = Ep.n, ...

e V/(E), espace des éléments finis P1-Lagrange sur Ej, :

V(En) = {veC(EnR) tq Yk € [1, mue], vik, € Ra[X1,..., Xa]}

Les p; € V(Ej) vérifient
» oi(d) =6, Y(i,J) € [1,ng]?
» ;i=0sur Ky, siqg ¢ Kk = supp(p) = U K
e Opérateur d'interpolation:
Th V(E) — V(Eh)

Epidodes 1 et 2: medley

Soit K un d-simplexe de R" dont les (d + 1) sommets sont les colonnes de q.
e vol=simplex.volume(q) retourne le volume d'un d-simplexe K < R" dont les (d + 1)
sommets sont les colonnes de q
e G=simplex.gradBaCo(q) retourne les gradients des coordonnées barycentriques de K

1= voir épidode 2

Exo: Soit Ep, un maillage élémentaire de type d-simplexes de E < R". On dispose du tableau
de point q = Ep.q, (n, ng), et du tableau de connectivité me = Ej. me, (d + 1, nme).

@ Ecrire la fonction Matlab/Octave, volumes, permettant de calculer tous les volumes
des d-simplexes de Ej,. Cette fonction sera enregistrée dans le répertoire +FEM.

@ Ecrire la fonction Matlab/Octave, gradBaCo, permettant de calculer tous les
gradients des coordonnées barycentriques de tous les d-simplexes de Ej,. On stokera le
résultat dans un tableau 3D initialisé par zeros(nme,d+1,dim). Cette fonction sera
enregistrée dans le répertoire +FEM.

1. Principe
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Nq
wo o ma(w) = ) w(q)e
i=1
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Nq Nq
Soient (u,v) € V(E)2. On pose up = mp(u) & Z u(qHpi et vy = mh(v) & 2 v(g")p; alors
i=1 i=1

Alu,v) LD(U, V(x)dx ~ Ap(up, vh) :L D(up, vp) (x)dx

Exo: Montrer que Ap(up, vi) = (AU, V') ot I'on explicitera A" € M, (R), U € R, et
VelRMn

e rappel: D(e, o) bilinéaire ...

1. Principe
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Comme A : V(E) x V(E) — R et Ay : V(E;) x V(Ep) — R sont bilinéaires:

Anon ) = An{ 35 @y 3 )

j=1 i=1
- Z Z u(q)v(q")An(e), ¢i)
i=1j=1
-3 (3 o) ) i)
i=1 Nj=1 ;E Lj
- 3 (), via)
i—1 S~
Vi

:<A’7U, v>, A" e M, (R), UeR™, VeR™

avec Al = An(gj, i), Uj = u(d) et Vi = u(q')
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Exo: On note M € M, (R) et K € M, (R), respectivement les matrices de Masse et de Exo: Soit k € [1, nyc]]. Déterminer des conditions sur i et j pour que D(ypj, ;) = 0 sur K.
Rigidite, definies par o D(e, ) bilinaire et supp (D(up, vi)) < supp(up) N supp(va).

o 0 =0sur K, sig ¢ K = supp(yi) = K
M;j = JE pi(@)pi(a)dg et K;j= J;E Vj(q),Vpi(q)) dq. k k {ke[[l,nxg: qieKi} k
h h

Soit W e R™, W, = 1, Vi € [1, ng].
@ Montrer que (MW, W) = |E,|.
@ Montrer que KW =0 et (KU, W) =0, YU € R™.

o Ona Ap(up, va) = (APU, V) ...
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Plan _ _ o
D(pj, ;) =0sur Ky siq ¢ Keoud ¢ K, Ep= U K, K nKe= Fsir+s,
k=1

Nme

IJ = Ah(‘PJv‘P: J D 90_/790: dX Z D »91 ~Pl )d

Algorithme Naive finite element assembly algorithm (version 1)  Algorithme Naive finite element assembly algorithm (version 2)

© Assemblage AP0

1 AP0
2 Pour i — 1 to nq faire 2:
3:  Pour j < 1 to nq faire 3:  Pour i <1 to nq faire
4: 4 Pour j — 1 to nq faire
5 Aﬁj — Aﬂj + D(pj, i) (x)dx 5: Alf"d‘ “— Ale + f D(pj, i) (x)dx
K
6: 6: Fin Pour ‘
7. Fin Pour 7. Fin Pour

& Fin Pour o FmPowr
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Nme

D(pj,¢j) = 0 sur K si q' ¢ Keou ¢ ¢ Kg, E, = U K, !2, N kszgsi r#s,

k=1 Algorithme classic finite element assembly algorithm with ele-
Nme mentary matrices
AI;_,J_ _ Ah(lpj7 SDi) _ JE D(gj, i) (x)dx= Z . D(j, i) (x)dx Algorithme 3 classic finite element assembly algorithm 1 Ah 0
' e 1 AP0 2: Pour k < 1 to np faire
2: Pour k < 1 to np, faire 3 A°(Kyg) « ElemMat(...) // A°(Ki) € Mai1(R)

Algorithme classic finite element assembly algorithm 3. Pour a < 1 to d + 1 faire 4 Pour a < 1 to d + 1 faire
Algorithme 2 Naive finite element assembly algorithm (version 2) : i 5: i < me(a, k)
h 1 A0 N i — me(a, k) fai 6: Pour 3 < 1 to d + 1 faire
1 AP —0 2: Pour k < 1 to ny, faire 5: Po'ur f«—1tod+1 faire 7: j < me(B, k)
2: Pour k < 1 to ny. faire 3: 6: J < me(B, k) 8: Al — AL+ AL 5 (Ke)
3 ) . h h 9: Fin Pour
4'_ : b ) T Al — A+ JK Dles, i) x)lx 10:_ Fin Pour
: : f .
. . 8 Fin Pour 11: Fin Pour
5 Al — AL+ J D(pj, i) (x)dx 6 J < me(B, k)  Finp
. K 7 Al AP f D, 1) (x)dx o in vour .
. - y i H
6: .Fm Pour i N PY J 10: Fin Pour AZ 5(Ki) :J D(pj, pi)(x)dx,
7. Fin Pour 8: Fin Pour Ki
8: Fin Pour 9:  Fin Pour avec i = me(a, k) et j = me(f, k).
10: Fin Pour
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k fixé. Les (d + 1) sommets de K = K sont

Plan

4% = q(:,me(a, k)), Yae[1,d+1]

Les « correspondent a une numérotation locale des sommets du d-simplexe K.
Soit € [1,d + 1], i = me(a, k), on note

Pa = Qi|K,-

e Po : K— R un polynéme de degré 1

o 3o(d?) = b0, VBl d+1].
Ce sont donc les coordonnées barycentriques du
d-simplexe K :

Matrice élémentaire vy
o Ba = Aa1, Vae[ld+1]. q-9®

A%(K) e Man(R), A7 5(K) = KD(@eAan)(x)dx, ¥(a.B) e [1,d +1]%,

’ A¢(K) est donc la matrice élémentaire de D sur K &5 voir épisode 2!
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Plan Algorithme 4 classic finite element assembly algorithm with ele-
mentary matrices

1 AP0 On dispose (voir épisode 2) des fonctions
2: Pour k < 1 to ny, faire
3t A®(Kk) < ElemMat(...) // A%(Ki) e Myoi(RR) Ae=simplex.MasseElem(d,vol)
4. Pour a < 1tod+ 1 faire
5: i < me(a, k) et . L
6: Pour 8 — 1 to d + 1 faire Ae=simplex.RigiditeElem(vol,G)
7 J < me(f, k) permettant de calculer respectivement les matrices
8 A,’-:j — A,hJ + AL 5(Kk) élémentaires de Masse et de Rigidité sur un d-simplexe.
9 Fin Pour
10:  Fin Pour
11: Fin Pour
@ Masse et Rigidite Exo:

@ Ecrire les fonctions d'assemblage Masse et Rigidite permettant de calculer respectivement les
matrices de Masse et de Rigidité associées & un maillage élémentaire E,. Ces matrices sont creuses!
Ces fonctions seront enregistrées dans le répertoire +FEM.

@ Proposer une premiére approche simple pour tester ces deux fonctions. = voir ep03.test01
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Fonctions Matlab/Octave écrites

e FEM.volumes iz fichier volumes.m dans répertoire +FEM
e FEM.gradBaCo == fichier gradBaCo.m dans répertoire +FEM
e FEM.Masse 1= fichier Masse.m dans répertoire +FEM

e FEM.Rigidite 1= fichier Rigidite.m dans répertoire +FEM
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