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( Prérequis

e Cours de Mr Vauchelet,

e Les épisodes précédents.

Objectif :
e Espaces fonctionnels discrets
e Passage de la formulation variationnelle a la formulation variationnelle discréte

e Passage de la formulation variationnelle discréte a la représentation matricielle
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nu—ADu=f, dans Q (1a) < R” un domaine borné, connexe de frontiere,
D 2Q, C* par morceaux. 0 = P U TR, avec
(1) u=gp, sur I (1b) o o
u R FD N FR = @
“n + au = gg, sur I (1¢)

Résumé épisode 5: Soient f € L2(Q), gr € L2(TR), gp e HY2(I'P), p > 0 et o > 0.

20,10 () tel que

Trouver ue H!
Aluv) = £(v), W e HL ()

avec
A(u, v) d:efnf u.vdq+f <Vu,Vv>dq+af uvdo
Q Q rR

L(v) d:eff f.vdq+f grvdo
Q rr

e Théoréme de Lax-Milgram + relévement = (F.V.) admet une unique solution
e Si u solution de (F.V.) appartient a H;DID(Q) N H?(Q) alors u est solution de (1).
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@ Espaces fonctionnels discrets

épisode 1: rappels

Soit 5 un maillage de Q < R". on note nq = Qp.ng, g = Qp.q, me = Qp. me, ...

Nme
Q= U Kk, Ki n-simplexe
k=1

e V(Qp), espace des éléments finis P1-Lagrange sur Qp, :
V(Qh) = {veCQnR) tq Yk € [1, nmel, vk, € Ri[X1,..., Xa]}
= Vect ((,21, R gonq)
Les p; € V(Qp) vérifient pi(of) = 8;j,  V(i,)) € [1, ngJ?
e Opérateur d'interpolation: V(Q) = H}(Q)

Th - HI(Q) —_— V(Qh)
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o Discrétisation de H'(Q) par V() = Vect ({¢}%,})
Nq
Soit v e HY(Q), ma(v) = > v(qi)pi € V(Qn)
i=1

o Discretisation de 1§ () = {veHYQ) t.q. yo(v) =0}
On note Zp < [1, nq] I'ensemble des indices des points de @ et Zp, = [1, ng]\Zp
VieIp, q elD et VieI§, q ¢IP.
Soit v € Hy 15 (Q),
Nq
m(v) = Y via)ei = ) V(C(I)/)SOI' + Y via)ei = ) vig)ei
i—1 =

ieTp ieTg ieTg

Hg 1o (Q) ~ Vo ro(Qh) = Vect ({pi}iers)

1. Espaces fonctionnels discrets
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o Discrétisation de H'(Q) par V(Qj) = Vect ({p;}7;})
Nq
Soit v e HY(Q), ma(v) = > v(qi)pi € V(Qn)
i=1

e Discrétisation de H;D,FD(Q) = {veHY(Q) t.g. yo(v) = gi}

On note Zp < [1, ng] I'ensemble des indices des points de I'P et Zf, = [1, ng[\Zp
Vielp, ¢ €D et VieZf, o ¢TP.

Soit ve HL 1 5(Q),

Nq

m(v) = D vig)ei = Y. viaei+ Y. via)ei = Y, gola)ei + Y, v(a)ei
i=1 ieTp ieTg ieTp ieTg
Veoro(Qn) = {ve V(@) ta. v =3 gola)ei+ Y migi, Y€ R}

i€Zp i€Zp
Hi,Der(Q) ~ gD,F,?(Qh) pas un espace vectoriel!
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© Normes discrétes

2. Normes discrétes
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Définition: [QV08], p.90

Une famille de triangulations (maillages) {7h}r=0, de , est dites réguliére si

h
3o >1tq. max—~ <o, Vh> 0. (2)

Kery PK

; (x,y) € K?} et pk = sup{diam(B); B boule incluse dans K}.

def
On note h = max hk.
KGT/,
J
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On note |.|m79 la semi-norme sur H™(Q):
/2
o = (3 | i0vutaran)” ®
|or|=

Si Q est un domaine polygonal alors V(Q5) < HY(Q).

P
Theorem: [QV08], p.90

Soient {Th}n~0, une famille de triangulations réguliéres de Q, un domaine polygonal, et
ue H3(Q). Il existe Co > 0 et C; > 0, indépendants de h < maxke,, hi, tels que

0,

lu—mh(u)lgg < Goh?|ulyq
<

Q
1.0

|u—7p(u)

S
o)

u(q)pi € V()
1

avec mp(u) =
1

Soit Ej, un maillage élémentaire de type d-simplexes de E — R" ( objet siMeshElt ). On note

1/2
= <J |uh(q)|2dq) = |unlo g si En = E polygonal
Ep

etsid=n
1/2
Junly g, = ( v f *un(q)| dq) ~ lunll g si En = E polygonal
lal<1
1/2
junly 5 = ( 3 j *up()] dq) — lurlo.e i En = E polygonal
la]=1
Exo:

@ Ecrire la fonction Matlab/Octave, normHO0, permettant de calculer |up|y E,
@ Ecrire la fonction Matlab/Octave, seminormH1, permettant de calculer [up; g, -
© Ecrire la fonction Matlab/Octave, normH1, permettant de calculer [[up]; g, -

Ces fonctions seront écrites dans le répertoire +siMeshElt

2. Normes discrétes

2. Normes discrétes
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© Discrétisation de (F.V.)
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Ona
Ap(up, vp) défnf up.vpdq + f V up,V vpydg+ af upvpdo
Qh Qh rf
Eh(vh) d=EFJ‘ f.vpdq + J nghdo
Qp I'f
Exo:
@ Montrer que Ap : V(Qp) x V(Q) — R est bilinéaire et que Ly : V(Qp) — R est

linéaire.

@ Que peut-on dire si Q est polygonal?
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Trouver ue€ HivD,rD(Q) tel que

F.V.
Alu,v) = £(v), Yv e H} ,(Q) (FV)
avec
A(u, v) d:EfnJ u.vdq + f (Vu,Vvydq+ aJ uvdo
Q Q rR
L(v d=EfJ- f.vdq-i—f grvdo
Q rR
On a alors la formulation variationnelle discréte appelée aussi méthode de Galerkin:
Trouver up € V, Qp) tel que
h€ Veprp(fh) telg (F.V.H)

An(tn; vh) = Ln(vh), Yvh € Vg ro(S2n)

avec

An(up, vi) d=EF77J-
Qp
Lp(vh) d:fj

Qp

uh.vhdq+f <Vuh,Vvh>dq+aJ upvpdo
Qp R

h

f.vpdq + J grvpdo
rr

3. Discrétisation de (F.V.)
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Si Q polygonal, 2, = Q.
Lemme: Lemme de Céa, (voir [QV08] p.174, [Coh] p.11)

Les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram étant vérifiées, la solution w de (F.V.R) et la solution wjy de
(F.V.R.)p, vérifient

W= whlio <2 inf Jw—
w — w, —_— n w — V| .
hle =7 EVy () hl.a

les constantes M > 0 et v > 0 étant respectivement celles de continuité et coercivité de A .

Theorem: [QV08], p.90

Soient {7h}p>0, une famille de triangulations réguliéres de Q, un domaine polygonal, et u € H2(Q). Il existe
Co > 0 et C; > 0, indépendants de h oef maxker, hk, tels que

|u—mh(u)lo.q < Coh?[ulq
|

Q
lu—mh(u)ly g < Gihlulyq

\ J

u e H?(Q) solution de (F.V.) et uj, solution de (F.V.H):

= u—unl; o = Oh) et |u—unlog=0(h)  (admis)
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@ Ecritures matricielles de (F.V.H)
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4. Ecritures matricielles de (F.V.H)

Trouver up€ V. Qp) tel que
{ h€ Veorp () telg (F.V.H)

An(tn; vh) = Ln(vh), Yvh € Vo ro(Qn)
e Etape 1: Montrons que
An(un, vi) = Ln(vh), Vvi € Voro(Qn) < An(un, 0i) = La(pi), VieIp

trivial car ¢; € V07th(Qh)a

.: épisode 6 [17 / 20] 4. Ecritures matricielles de (F.V.H)

Trouver up € VgD’th(Qh) tel que

F.V.H
( )< { An(un, 0i) = Lr(pi), Yielf

e Etape 2: De maniére générale (sans prise en compte de la condition de Dirichlet)

n
up € V(Qp) < up = Z ujp;
j=1
et, par bilinéarité de Ay, on a
n n
An(uny i) = An (Y, ujpj, i) = >, Anlip), 1) uj
j=1 j=1

On note A" € M, (IR), definie par A;’J = An(pj, pi) et U= (u;)}2, € RMa.

Anp(up, pi) = A,’-iz U ol A,'-’,: i-eme ligne de A" et % produit matriciel
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4. Ecritures matricielles de (F.V.H)

Trouver up € VgD,rf(Qh) tel que

F.V.H
( )< { An(un, i) = Ln(pi), VieIh

up € Vg, rp(Q) <= up = Y 80(a)es + ) ujps
jeIp JETh

Chercher uj, revient donc a déterminer les (u;)jezs .-

An(un, 1) = Y An(@j,01)80(a) + Y An(pjs pi)uj

Jj€Ip JELp
e Méthode 1: inconnues en Dirichlet

n,
Trouver (uj);2; tel que

Nq
(FVH) < D Anlgj i)y = Lalei), VieTg
j=1

u =gp(q), Vielp
Trouver U e R™ tel que
< (Sp) Al xU = Lulyi), YieI§
Ui =gp(q’), Vielp

(Sp) systéme linéaire de n, équations a n, inconnues. 1 On perd la symétrie si A" est symétrique!
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Trouver up € VgD,rf(Qh) tel que
An(un, i) = Lalpi), VieTh

up € VgD,rf(Qh) < up = Z gD(qj)pj + Z ujpj = Rh + wp
jeZp ez,

(FV.H) < {

e Méthode 2: relévement
Ry = ZJ-EID gp(«)pj, relévement/prolongement par 0 de gp dans V/(2p,)

ReR™ tq. R; = gp(q’), VieIpet R; =0, VieI§

On note U = (Uj)fil e R™; Uz, = Rz,

2 . def .
Chercher up, : déterminer les N <= ny — card Zp inconnues, (uj-)jezf7 = UIB

An(un, @) = An(Rn + why i) = D Anl(j, 01)8p(d) + Y An(j 0i)uj

J€Ip JELR

h § h .
= A":ID * RID + A"-Zf; * UILC)

Trouver Uzc, tel que
FV.H) < (S b .
( )= (Sr) { A,f{ZB «Uze = Ln(pi) — AQID # Ry, Vielf

(Sg) systéme linéaire de NV équations a NV inconnues. 5 On conserve la symétrie si A" est symétrique!
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