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F.E.M.: épisode 7 [1/31] 2024/03/23 F.E.M.: épisode 7 [2/31] 2024/03/23
nu—Au=f, dansQ  (la) QcR7un domaine borné, connexe de frontiére, nu—Au=f, dansQ  (la) QcR7un domaine borné, connexe de frontiére,
D 2Q, C* par morceaux. 0 = P U TR, avec D 2Q, C* par morceaux. 0 = P U TR, avec
(1) u=gp, sur [ (1b) 5 J (1) u=gp, sur [ (1b) 5 J
ou " M aArk =g. ou " M Ark =g.
— +au = gg, sur I (1¢) — +au = gg, sur I (1¢)
on on
Résumé épisode 5: formulation variationnelle Résumé épisode 6: formulation variationnelle discréte

Soient f € L2(Q), gr € L2(I'R), gp e HY2(MP), n = 0 et a > 0. def
V(Qh) € {veC®(QnR) tq Vk € [1, nmel, viK, € R1[X1,..., Xa]} = Vect {¢1,...,¢n, }

Trouver ue HL _,(Q) tel que def
gp,IP F.V. % rD(Qh) = {v € V(Qh) tg.v= Z gD(q,-)cp,- + Z HiPis V,u,- € R}
{ A(u,v) = L(v), Vve Héyro(ﬂ) (FV) B ieZp ieTs,
avec { Trouver up € VgD,th(Qh) tel que (FV.H)
A(u,v) déf”f u.vdq + f (Vu,Vv)dq+ Olf uvdo An(t; vi) = Ln(vh), Vvn € Vo rp(S2h) -
Q Q e avec
def
£n= JQ fovdq + er grvdo An(un, vi) = n L up.vpdq + L (Vup,Vvpydg+a er upvpdo
h h h
ﬁh(vh) d=eff f.vpdq + f grvpdo
Q rR

F.E.M.: épisode 7 3/ 31] 2024/03/23 F.E.M.: épisode 7 [4 /31] 2024/03/23



Trouver up€e V, Qp) tel que
{ h€ Vaorp () tel g (F.V.H)

An(tn; vh) = Ln(vh), Yvh € Vo ro(2n)
Résumé épisode 6: écriture matricielle

Trouver up € VgD’th(Qh) tel que

F.V.H
( )= { An(un, @i) = Ln(pi), VieIp

On note A" ¢ M, (R), definie par A,’-’J- = An(pj, i), be R, b; = Lp(pi) et
U= (Uj);il € R", up = Z;il Ujpj-
ZIp < [1, nq]) indices Dirichlet et

ReR™ tq. R; = gp(q’), VieIp et R; =0, VieIf

méthode 1 (inconnues Dirichlet) méthode 2 (relévement de gp)

n,
Trouver Ue R™ tel que Trouver Uzg, tel que
(Sr)

h —h. : c
(Sp) A}« U =b;, YieTj A?IB xUzg = b; — Alz Rz, VieTIf

U,':R,'7 ViEID

Soient A" € M, (R), be R™, Re R™ et Ip < [1, nq] donnés.
On cherche U e R™ (i.e. up = Zjnil Ujoj).
méthode 1 (inconnues Dirichlet) méthode 2 (relévement de gp)

n,
Trouver U e R™ tel que Trouver Urg, tel que
(Sr)

h R, : o
(SD) Ai,; «*U=b;, Vie Ip AIh,IB % UIB =b; _A?,ID " RID’ Vi EIB

U,’ = R,', VI'GID
avec Uz, = Rz,.

Exo: Ecrire une fonction FEM.solveBVPsystem retournant U par |'une des deux méthodes
(choix de la méthode passé en paramétre)

Résolution de systéme linéaire creux avec Matlab/Octave: U=A\b ; (fonction mldivide)

De nombreuses autres fonctions existent : pcg, bicg, bicgstab, gmres, minres, ...

1z FEM.solveBVPsystemV2 permet de choisir la fonction pour résoudre le systéme linéaire
de récupérer plusieurs arguments en sortie... voir ep07.P3V2.

F.E.M.: épisode 7 [6 / 31] 2024/03/23

et

F.E.M.: épisode 7 [5 / 31] 2024/03/23

Plan

© Calcul de A"

AP e M, (R), definie par A7, = An(p), i) avec

An(pj, ¢i) "éfnf pj-pidq + f (V;,Viydq+ ozf pjpido
Qh Qh rf
= M;;(Q) + Kij(Q) + aME(TF)

oll M(2p,) et K(€2p,) sont resp. les matrices de Masse et de Rigidité sur Qp, et

MC () € M, (R) matrice de Masse sur I'f en numérotation globale.
1= voir épisodes 3 et 4

AP = nM(Qp) + K(Q4) + aMC(TF)
avec

ME(rE) = > MS(T])
leRlabs

F.E.M.: épisode 7 [8 / 31] 1. Calcul de A"

[7 /31] 1. Calcul de A"

F.E.M.: épisode 7



Plan

© Calcul de b

F.E.M.: épisode 7 [o / 31] 2. Calcul de b

b e R™, definie par b; = £4(p;) avec

Ln(wi) = J f.pidq +J- grypido
Qp Ff

e Si gg est continue sur 'R, construit un relévement discret de gg,

gf = ). gr(d)pj € V()

JE€IR
o Zg < [1, ny] est I'ensemble des indices des points du bord 'R
On note G € R™, t.q. G; = gr(¢/), Vj € Ig et G; = 0, sinon.

i /MG(ER i
frng%d“W (Tf)+G.e')

o M¢(T'f) € M, (IR) matrice de Masse sur ' en numérotation globale et €', i-éme
vecteur de la base canonique de R".

X souvent trop restrictif!

2. Calcul de b

F.E.M.: épisode 7 [10 / 31]

b e R", definie par b; = Lx(¢;) avec

Ln(pi) = J f.pidq + f grypido
Qh Ff
ng )
e Si f est continue sur Qp, on approche f par my(f) = Z f(d)pj € V(Q).
j=1

On note F e R™, F; = f(¢/), Vj € [1, nq].
f f.pidq ~ (M(Qp) = F,ei>
Qp

oil €', i-éme vecteur de la base canonique de R™ et M(Q,), matrice de Masse de Q.

X peut-&tre un peu trop restrictif!

F.E.M.: épisode 7 [10 / 31] 2. Calcul de b

b e R™, definie par b; = £4(p;) avec

Ln(pi) = J fpidq + J gryido
Qh Ff

e Si f n'est pas continue sur Q. En supposant
» Qp = U QF oi les QF sont des maillages élémentaires de Q, (n-simplexes)

I€labs
» f est continue sur Q;’, VI € labs.

f.pidq = J f.pidq
fnh Z Qn

lelabs
On note F/ e R, FJ’- =f(¢),sid e Qif’ (i.e. j € QM .toGlobal) et FJ’- = 0, sinon.

Lh foidg~ Y, <MG(Qf’)*F’7e">: > MG(Q;’)*F’,e">

lelabs Ielabs
ou M¢(Q) e M, (R) matrice de Masse sur Q] en numérotation globale.

F.E.M.: épisode 7 [11 / 31] 2. Calcul de b



b e R", definie par b; = Lx(¢;) avec

be an, b,' = f f.(p,'dq + J gR<p,'dO'
Ln(pi) = L f.pidq + JFR grypido Q, R
h h

En résumé, pour le calcul du second membre:

: , : R . 1 . .
* Si ggr n'est pas continue sur I';'. En supposant o Q= U QF oir les QF sont des maillages élémentaires de Qj (n-simplexes),

> Ff = U Ff’ ou les r;’ sont des maillages élémentaires de Q4 ((n — 1)-simplexes). Ielabs
IeRIabs o f est continue sur Qf, Ve labs, et, on note
» gr est continue sur " VIe Rlabs.
I n I _ N o JeOf (e icOhb I i
JRER~S0idq: Z Jth-sOidq FleR™, F;=f(d), si ¢ €eQp (i.e je Q) .toGlobal ) et F; =0, sinon.
r r
' o leRlabs T o R = U " ou les I sont des maillages élémentaires de Qp ((n — 1)-simplexes),
On note G' € R, GJ’- = gr(¢), si o/ €T (i.e. j € [N.toGlobal) et GJ’- =0, sinon. IeRiabs
e gr est continue sur I'", ¥/ € Rlabs, et on note G' € R™,
Grh 1 i Grh 1 i
gr-pidq ~ <M (I',)*G,e>: M>(/) =G e I_ N < o TR (e ik I o
jrf le%;bs le%‘;bs G; =gr(d), sid el (i.e. jeT].toGlobal) et G; = 0, sinon.
ott M¢(I'") € M, (R) matrice de Masse sur ' en numérotation globale.
i q i
b 3 ME@)«Fl 4 Y MO(T]) « 6 (4)
lelabs leRlabs
F.E.M.: épisode 7 [11 / 31] 2. Calcul de b F.E.M.: épisode 7 [12 / 31] 2. Calcul de b
Algorithme générique Plan
nu—Au="f, dans Q (1a) € < R" un domaine borné, connexe de
O U= gp, sur P (1b) frontiere, 0, C* par morceaux.
ou R 0Q=TPUurR avec P ATR = .
— + au = gg, sur I (1c)
on
e Calcul de A, Validati
A" = M(Qp) + K(Qp) + aME(TR) 3) © Validations
avec MG(rf) = ZIERIabs MG(H’)
e Calcul de b
b Y ME@) < F + Y MO(rh) 6! (4)
lelabs leRlabs

e Prise en compte des C.L. de Dirichlet: méthode 1 ou 2
= Utilisation de FEM.solveBVPsystem

F.E.M.: épisode 7 [13 / 31] 2. Calcul de b F.E.M.: épisode 7 [14 / 31] 3. Validations




e Validation 1: n =0, I'? = .

RO e m—ow i nu—Au=f, dans Q (1a)
Validations progressives. avec solution exacte D 1b
@ =0, MR = &, & Dirichlet (1) v=ép sur (1b)
R . du R
@ n>0,I" =, = Dirichlet e + au = gg, sur I (1)
Q@ 7>0,T° =, a =0, = Neumann D _ UretQ=Q
Q@ 7=0,T° =&, a>0, = Robin elT4] ! 1
0, P = 0, = Robi ’
9 n>0, g, o >0, = Robin “Au=f, dans © (PL.1)
en:O7rD¢®7rR7&®7a:05 ; (Pl) D
@n>0MP 2 MRz a=0 ROATAVAYAVAYS Kk u = gp, sur T (P1.2)
nu—Au = f, dansQ  (la) @ n=0, P+ 3 TR % &, a>0, feL?(Q), gp € HY2(ID),
D R Trouver ue H _,(Q) tel que
- gp, b 1)y @ n>0,T"# " #J a>0, 20,T0
(1) .y u=gp sur ( ) _A(U, V) _ ,C(V), Yy e Hé rD(Q) (F\/l)
P + au = gr, sur R (1¢)

avec A(u,v) = J Vu,Vvydqet L(v) = f f.vdq = Relévement + Lax-Milgram = OK
Q Q

F.E.M.: épisode 7 [15 / 31] 3. Validations F.E.M.: épisode 7 [16 / 31] 3. Validations

e Validation 1: n =0, ' = &.
—Au=f, dans Q = (P1.1)
(P1) u = gp, sur 2= | 1 (P2 —Au = f, dans Q=Q; (P1.1)
lefLA] (P1) u=gp, sur P = U r (P1.2)
T V. ro(Q) tel e

(FVH) < { rouver up € ngrE( h) t? que

An(un, ¢i) = La(pi), VieIh On choisi la solution exacte u(x,y) = cos(m(x — y)), ce
qui impose f(x,y) = 272 cos(m(x — y)) et
avec Ap(u,v) = Jﬂ Vu,Vv)ydqet Lp(v) = J-Q f.vdq gp(x,y) = cos(m(x — y))

o Calcul de A" € M, (R), t.q. A,’-'J = An(pj, i)
(3) A" =nM(Qp) +K(2n) + aMO () = A" = K(2p)

Exo: Etudier les codes suivants

@ programme ep07.P1 résolvant (Py).

e Calcul de be R™, t.q. b; = Ly(¢)) @ programme ep07.ordreP1 permettant de représenter I'ordre de la méthode des
4) b MS(Qh) « E! + ME(T™M « G! = b—M(Q,) +F éléments finis P1-Lagrange.
) ,E%;)S (@) ,E%a:bs () (82) Utilise la fonction ep07.solveP1...

avec K(Qp,) matrice de Rigidité, M(2),) matrice de Masse, F € R™ t.q. F; = f(q')

F.E.M.: épisode 7 [17 / 31] 3. Validations F.E.M.: épisode 7 [18 / 31] 3. Validations




e Validation 2: n >0, I'f = &.

nu—Au=rf, dans Q =1 (P2.1)
(P2) u=gp, sur P = U M (P22)
Ie[1,4]

On choisi la solution exacte u(x,y) = cos(m(x — y)) et
1 = 1/2 ce qui impose

f(x,y) = 2% cos(m(x — y)) + nu(x,y) et

gp(x,y) = cos(m(x — y))

Exo: Ecrire les codes suivants

@ programme ep07.P2 résolvant (Ps)

@ programme ep07.ordreP2 permettant de représenter |'ordre de la méthode des

éléments finis P1-Lagrange.

F.E.M.: épisode 7 [19 / 31]

3. Validations

e Validation 3: > 0,T? = &, a = 0.

nu—Au=f, dans Q = (Ps.1)
(P3) % = &R, sur FR = U F, (P3.2)
n e[1.4]

On choisi la solution exacte u(x,y) = cos(m(x — y)) et
1 = 1/2 ce qui impose
f(x,y) = 2m2cos(m(x — y)) + nu(x,y) et ...

Exo: Ecrire les codes suivants

@ programme ep07.P3 résolvant (Ps3)

@ programme ep07.ordreP3 permettant de représenter |'ordre de la méthode des

éléments finis P1-Lagrange.

F.E.M.: épisode 7 [21 / 31]

3. Validations

e Validation 3: >0, ? = &, a = 0.

nu—Au=f, dans Q = (Ps.1)
(Ps) % = gr, sur TR = U r (Ps.2)
le[1,4]
Trouver up e V(Qp) tel que
F.V.H .
( )= { An(un, i) = Ln(pi), Vi€ [1,ng]

avec Ap(u,v) = J Vu,Vvydq+ nJ u.vdq et
Q Q

Lp(v) = Lz fovdq + + JRgR.vda

ry

o Calcul de A" € M, (R), t.q. Af’J = An(gj, ©i)
(3) A" =nM(Q) +K(Qp) +a > ME(IT) = A" = M(Qp) + K(Qy)

leRlabs

e Calcul de be R™, t.q. b; = Lp(¢i)
(4) b~ DI MOQN)«F'+ > MO(T)«G' = b=MQy)«F+ > MO(])«G

|elabs

F.E.M.: épisode 7

[20 / 31]

T

e Validation 5: >0, P = &, a > 0.

leRlabs /el:4

3. Validations

nu—Au="f, dans Q = (Ps.1)
(PS) % + au = B8R, sur I'R = U I', (P5.2)
n 1e[1.4]

Trouver up € V(Qp) tel que

(F.V.H) = { Ah(uh790i) - Ch(@i)v Vie [[L "q]]

Ap(u, v) =J (V u,Vv>dq+7]J u.vdq-i—af upvpdo
Q Q R

T

et Lp(v) = J f.vdg +J gr.vdo
Q rk

o Calcul de A" € M, (R), t.q. Af’J = An(pj, ¢i)

(3) = A" =1M(Q) +K(Qn) +a D) ME(T)
lel:4

e Calcul de be R™, t.q. b; = Lp(¢i)

F.E.M.: épisode 7

[22 / 31]

(4) = baMQy)=F+ > MO()« G’
lel:4

3. Validations




e Validation 5: >0, ? = &, a > 0.

nu—Au="f, dans Q = Q (Ps.1)
(Ps) § v + au = gg, sur IR = U Iy (Ps.2)
n
Ie[1,4]

On choisi la solution exacte u(x,y) = cos(m(x — y)),
n=1/2, alpha = 1/3 ce qui impose
f(x,y) = 2n% cos(m(x — y)) + nu(x,y) et

Exo: Ecrire les codes suivants
@ programme ep07.P5 résolvant (Ps)

@ programme ep07.ordreP5 permettant de représenter |'ordre de la méthode des
éléments finis P1-Lagrange.

F.E.M.: épisode 7 [23 / 31] 3. Validations

e Validation 6: =0, TP = &5, TR # &, a = 0.

—Au=f dans Q = (Ps.1)
u=gp, sur M0 = U I (Ps.2)
(Pe) le[1,2]
du_ sur MR = r (Pe.3)
on &R u U I 6-
1e[3,4]
On choisi la solution exacte u(x,y) = cos(m(x — y)) ce

qui impose ...

Exo: Ecrire les codes suivants
@ programme ep07.P6 résolvant (Pe)

@ programme ep07.ordreP6 permettant de représenter |'ordre de la méthode des
éléments finis P1-Lagrange.

F.E.M.: épisode 7 [25 / 31] 3. Validations

e Validation 6: 7 =0, P = &5, TR 2 &, a = 0.

—Au=f, dans Q = (Pe.1)
u=gp, sur T2 = | ) 1y (Ps.2)

(Ps) Ie[1,2]
@ = 8R, sur FR U F, (P63)

on 1€[3,4]

Trouver up € V op. rD(Qh) tel que
An(up, i) = [,h(go,) VieZp

Ap(u,v) = J (Vu,Vvydqet Ly(v) = f f.vdq + JR gr-vdo
Q Q rA
o Calcul de A" € M, (R), t.q. Aﬁj = An(pj 1), 3) = Al =
e Calcul de be R™, t.q. b; = Ly(¢))
(4) = baMQy)=F+ > MO(I!)«G!
1€[3,4]

(F.V.H) @{

K(S2h)

F.E.M.: épisode 7 [24 / 31] 3. Validations

e Validation 9: >0, P = &5, TR = &, a > 0.
Rl nu—Au=f, dans Q = O (Py.1)
u = gp, sur TP = U ry (Py.2)
(Pg) le[1,2]
0
a—: + au = gR, sur IR = U r (Py.3)
1€[3,4]
(FV.H) @{ Trouver up € VgD7th(Qh) te'zl qui:
An(un, i) = La(pi), VieIf
Ap(u,v) = nJ u.vdq + J (Vu,Vvydq+ ozf u.vdo et Lp(v) = f f.vdq + f gr-vdo
Q Q rR Q rR
e Calcul de Ah S an(R)7 t.q. Aﬁ] = Ah(<pj, (p,'),

(3) = A" =nM(Qp) +K(Qh) + @ X3 MO(TT)
e Calcul de be R™, t.q. b; = Lx(y;)
@) = baM@p):F+ 3 M) +G!
1€[3,4]

3. Validations

F.E.M.: épisode 7 [26 / 31]



e Validation 9: >0, P = &5, TR = &, a > 0.

nu—Au="f, dans Q = (Po.1)
u=gp, sur M0 = U I (Po.2)
(Pg) Ie[1,2]
0
af;l + au = gg, sur MR = U rr (Po.3)
1€(3,4]
On choisi la solution exacte u(x,y) = cos(m(x — y)) ...

Exo: Ecrire les codes suivants
@ programme ep07.P6 résolvant (Ps)

@ programme ep07.ordreP6 permettant de représenter I'ordre de la méthode des
éléments finis P1-Lagrange.

F.E.M.: épisode 7 [27 / 31] 3. Validations

—Au =0, dans Q = (A1)

A
( 1) u=gp, sur FD = Fl ) rgg U rgg (A1.2)

avec gp = 0, sur 1, gp = —12, sur ['gg et gp = +12,
sur [go.

meshfile=fc oogmsh.gmsh.buildmesh2d(’condenser’,N
Th=fc_simesh.siMesh(meshfile);

Exo: Ecrire un programme ep07.A1 résolvant (A;).

F.E.M.: épisode 7 [29 / 31]

4. Applications

Plan

@ Applications

F.E.M.: épisode 7

[28 / 31]

F.E.M.: épisode 7

[30 / 31]

4. Applications

—Au=0, dans Q (A2.1)

A
(%) sur 2 =00 (A22)

u= 8o,

avec gp = +12, sur 'y 3, gp = —12, sur ;5 7] et
gp = 0, sur I'1o1:104-

meshfile=fc_oogmsh.gmsh.buildmesh2d(’condenser11’,N);
Th=fc_simesh.siMesh(meshfile);

Exo: Ecrire un programme ep07.A2 résolvant (Az).

4. Applications



F.E.M.: épisode 7

[31/31]

—Au=0, dans Q (As.1)

u=gp, sur 2= | ) T (A32)
(A3) 1€[1,3,5,7]
ou
5 =0 surTR= | ] T (A33)

€[101:104]
avec gp = +12, sur '3 31, gp = —12, sur I'[5 7. et
gr = 0, sur I'01:104-

meshfile=fc_oogmsh.gmsh.buildmesh2d(’condenser11’,N);
Th=fc_simesh.siMesh(meshfile);

Exo: Ecrire un programme ep07.A3 résolvant (As).

4. Applications




