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1 Approximation de dérivées premiéres

Soit f une fonction définie sur Uintervalle [a, b] et suffisament réguliére.

Q. 1j

Montrer que l'on a
fl@)=—=———F—"">+0(h) (1.1)

+ O(h) (1.2)

Q. 2

On note x; = a + ih, i € [0,n], une discrétisation réguliere de lintervalle [a,b]. Soit une fonction f :
[a,b] — R suffisament réguliere. On suppose que les y; sont donnés par

yi = f(z;), Vie[0,n]. (1.3)

Ecrire une fonction diff.d1fol (fichier +diff/d1fol.m) permettant de calculer des approximations d’ordre
1 de f'(z;) pour i€ [0,n].

Pour obtenir une formule d’approximation d’ordre 2 de f’(Z), on suppose f € C3(]a,b[) et on peut alors
développer les formules de Taylor de f(Z + h) et f(Z — h) jusqu’au troisiéme ordre.

On obtient alors s h 1
iy = G40~ J@=1)

e Cette approximation est la formule des différences finies centrées.
e Cette approximation est d’ordre 2.

+0(h?). (1.4)



Q8]

Montrer que l’on a les deux formules suivantes

f(@+2h)—4f(z+h)+3f(x)

£(7) = — o +0(h?), (1.5)
f) = @ -4 E ;hh) I@E =20 L Hm). (1.6)

CHD

On note x; = a + ih, i € [0,n], une discrétisation réguliére de lintervalle [a,b]. Soit une fonction f :
[a,b] — R suffisament réguliére. On suppose que les y; sont donnés par

yi = f(x;), Vie[0,n]. (L.7)

Ecrire une fonction diff.d1fo2 (fichier +diff/d1fo2.m) permettant de calculer des approximations d’ordre
2 de f'(x;) pour i€ [0,n].

Q3]
Ecrire un programme, nommé diff.order d1f , permettant de vérifier graphiquement, pour chacune des 2
fonctions précédentes , U'ordre des erreurs. voir figure [1}.
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FIGURE 1 — Ordre de l'erreur des méthodes de dérivation

2 Approximation de dérivées secondes

L’objectif ici est déterminer une approximation d’ordre 2 de la dérivée seconde d’une fonction f (suffisament
réguliére) en les points d’une discrétisation réguliére x; = a + ih, i € [0, n], de lintervalle [a, b].

Q. 6

a. Montrer que l’on a la formule suivante utilisant deux points de part et d’autres de T :

f@+h)—2f(z)+ f(z—h)

1 @) = - +O(?) (21)




b. On va établir une formule n’utilisant que des points aprés T. Pour cela montrer que

W2 f2(z) = £(2) = 2f (T + h) + f(z +2h) = B2 ) (2) + O(RY), (2:2)
3h2fP(z) = 2f(z) — 3f(Z + h) + f(& + 3h) — 4R>fO)(z) + O(hY). (2.3)

Puis en déduire

£ (z) = 2f(z) = 5f(Z+ h) + ;lL];(ic +2h) — f(Z + 3h) Lot (2.4)

c. Etablir la formule suivante n’utilisant que des points avant T :

f(z)(.f) _ Qf(.’f) — 5]0(‘i — h) + ;ll.é(‘i — 2h) — f(f — Sh) + O(hZ) (25)

.7

Ecrire une fonction diff.d2fo2 permettant de calculer des approzimations d’ordre 2 de f) (x;) pour i €

[0,n].

8

Ecrire un programme, nommé diff.order d2f , permettant de vérifier/retrouver graphiquement, l’ordre de
la méthode d’approzimation précédente. voir figure [3
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FIGURE 2 — Ordre de l'erreur lors de 'approximation de la dérivée seconde




3 B.V.P. modéle Dirichlet /Dirichlet

On souhaite résoudre par un schéma de type différences finies le probléme aux limites (Boundary Value Problem)
suivant

—u"(z) = f(z), Yz €la;b[ (3.1)
u(a) = g.€R (3.2)
ud) = @peR (3.3)

On peut prendre comme jeux de données :

2 3 1 7
a=—z, b= 2 f@)=4cos(2x) —9sin(-3z+1), gaz—sin(l)—i et g = cos (3) + sin <2>

Dans ce cas la solution exacte est
u(x) = cos (2z) —sin (=3z + 1).

On définit la matrice associée au laplacien (en 1D opérateur dérivée seconde) discrétisé a Pordre 2 par K € My(R)
avec

-2 1 0 ... 0
1 -2 1

K=1o 0

,

0 0 1 -2

a. Ecrire une fonction matrix.LaplD (fichier +matrix/LaplD.m) permettant de générer cette matrice.

b. Proposer plusieurs méthodes pour tester/valider cette fonction sur des bases mathématiques et les
implémenter dans des fonctions matrix.LaplDvalid0l , matrix.LaplDvalid02 , ... ayant (au moins)
comme argument la dimension de la matrice.

On note = = (z;), une discrétisation régulieére de l'intervalle [a, b].

Q. 10 . . :
ontrer qu’un schéma aux différences finies pour la résolution du probléme (3.1|)-(3.49)-(3.5)) s’écrit sous la
M. un sch diff fi ! l du probl 3.1)-(3.9)-(3.9) s’ l
la forme matricielle
G S e 0 PO N/ wo N to
-1 i 2 -1 0 0 i 0 TTul fx)
0 ; -1 2 -1 0 0 ; 0 Uy f(z2)
010 o : :
! Lo ' = h? ‘ (3.4)
i 0 : : :
! ! ‘
L0 0 1 2 —1:0 UN-—2 flan—2)
00 0zt 2=l || v flon-1)
0 E 0 ! h? unN Up
ot u; ~ u(x;), Vi € [0, N].

On admettra que ce schéma est (au moins) d’ordre 2 (voir cours de Mme Darbas) :

N ol = O(h?
. [u(@:) —wif = O(R7). (3.5)

a. Ecrire une fonction BVPO.solve (fichier +BVP0/solve.m) permettant de résoudre numériquement le
probléme -- dont les données seront passées en parametre. Cette fonction devra retour-
ner la discrétisation en espace et la solution numérique trouvée.



b. Ecrire un programme BVP0.example (fichier +BVP0/example.m) permettant de de résoudre numé-
riquement le probléme ——, avec le jeu de données proposées, par un schéma différences
finies d’ordre 2. Ce programme representera graphiquement, et de maniére propre, la solution numé-
rique obtenue, la solution exacte et l’erreur.

Q. 12)
Ecrire le programme BVPO.order (fichier +BVPO0/order.m) permettant de représenter Uerreur en fonction
du pas h de discrétisation en échelle logarithmique et d’afficher l'ordre de la méthode. Un exemple de repré-
sentation est donné en Figure[3.
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FIGURE 3 — Ordre du schéma représenté avec BVP0.order . Dans la légende, la valeur de I'ordre est déterminée
numériquement.

Q. 13)
a. Ecrire un programme BVPl.example (fichier +BVP1/example.m) permettant de calculer une solu-

tion approchée de :

—u"(z) +vu(z) = f(x), Yz €la;b| (3.6)
u(a) = g,€R (3.7)
ul) = g eR (3.8)

avec v = 0 et un choix judicieur de données, ce programme représentera graphiquement la solution
numérique obtenue, la solution exacte et l’erreur.

b. Ecrire le programme BVPl.order (fichier +BVP1/order.m) permettant de représenter, en échelle
logarithmique, ’erreur en fonction du pas h de discrétisation et d’afficher l’ordre de la méthode. Le
jeu de données sera choisi judicieusement.




Q. 16)

. 15

.17

4 B.V.P. modéle Neumann /Dirichlet

On cherche a résoudre par un schéma de type différences finies le probléme suivant

@) = (@), Ve o] (4.1)

u'(a) = va€R (4.2)

u) = upeR (4.3)

On peut prendre comme jeux de données a = —%71‘, b = %71', f(z) = sin(z) — 2, g, = —%77 + %\/5 et

g = & ™ + 1 /3. Dans ce cas la solution exacte est u(z) = 22 + sin (z) .

4.1 Neumann ordre 1

Dans la condition aux limites de Neumann (4.2)), on va approcher '(a) a 'ordre 1 par

u(a + h) — u(a)
—

14

)
Ecrire le programme BVP2.example (fichier +BVP2/example.m) permettant de représenter une solution
approchée du probleme précédent. Avec un choiz judicieux de données, ce programme representera graphique-
ment la solution numérique obtenue, la solution exacte et l’erreur.

Ecrire le programme BVP2.order (fichier +BVP2/order.m) permettant de représenter Uerreur en fonction
du pas h de discrétisation en échelle logarithmique et d’afficher l’ordre de la méthode.

4.2 Neumann ordre 2

Dans la condition aux limites de Neumann (4.2)), on va approcher «’(a) a 'ordre 2 par

—u(a + 2h) + 4u(a + h) — 3u(a)
2h '

1

6

Ecrire le programme BVP3.example (fichier +BVP3/example.m) permettant de représenter une solution
approchée du probleme précédent. Avec un choiz judicieux de données, ce programme representera graphique-
ment la solution numérique obtenue, la solution exacte et l’erreur.

Ecrire le programme BVP3.order (fichier +BVP3/order.m) permettant de représenter Uerreur en fonction
du pas h de discrétisation en échelle logarithmique et d’afficher ['ordre de la méthode.

5 B.V.P. modéle Dirichlet/Robin

On cherche a résoudre par un schéma de type différences finies le probléme suivant

—u"(z) = f(z), Vrela;b| (5.1)
ula) = g.€R .
u'(b) + pu(d) = geR (5.3)

On choisira un jeu de données de maniére a avoir une solution exacte non triviale.

5.1 Robin ordre 1
Dans la condition aux limites de Robin 1) on va approcher u/(b) a 'ordre 1 par W



Q.

.18

.19

Ecrire le programme BVP4.example (fichier +BVP4/example.m) permettant de représenter une solution
approchée du probléme précédent. Avec un choix judicieux de données, ce programme representera graphique-
ment la solution numérique obtenue, la solution exacte et ’erreur.

Ecrire le programme BVP4.order (fichier +BVP4/order.m) permettant de représenter lerreur en fonction
du pas h de discrétisation en échelle logarithmique et d’afficher ['ordre de la méthode.

5.2 Robin ordre 2

20
~ a. Dans la condition auz limites de Robin , déterminer comment approcher u'(b) & l'ordre 2.

b. Ecrire le programme BVP5.example (fichier +BVP5/example.m) permettant de représenter une solu-
tion approchée du probléme précédent. Avec un choix judicieux de données, ce programme representera
graphiquement la solution numérique obtenue, la solution exacte et ’erreur.

. 21)
Ecrire le programme BVP5.order (fichier +BVP5/order.m) permettant de représenter Uerreur en fonction
du pas h de discrétisation en échelle logarithmique et d’afficher ['ordre de la méthode.

6 B.V.P. avec conditions aux limites génériques

On cherche a résoudre par un schéma de type différences finies le probléme suivant

—u"(z) = f(x), Yo e]a;b| (6.1)
Sat'(a) + pou(a) = go.€R (6.2)
' (b) + mpu(d) = greR

ol &, et 0, sont donnés dans {0, 1} et p, et pp sont deux réels donnés.

a. Donner un jeu de valeurs dq, Op, Lo, fb, pour lesquelles il n’y a pas trivialement unicité de la solution
de (516263,

b. Ecrire une discrétisation a l'ordre 2 de chacune des condition aux limites.

c. Pour chacune des conditions écrire une fonction permettant de la prendre en compte dans le systéme
linéaire.

d. Ecrire le programme BVP6.example (fichier +BVP6/example.m) permettant de représenter une so-

lution approchée du probleme précédent. Que se passe-t’il lorsqu’il n’y a pas unicité de la solution
(théorique) ?

e. Ecrire le programme BVP6.order (fichier +BVP6/order.m) permettant de représenter Uerreur en
fonction du pas h de discrétisation en échelle logarithmique et d’afficher l'ordre de la méthode.

7 Début de généralisation et valeurs propres (en autonomie)

On cherche a résoudre par un schéma de type différences finies le probléme suivant

—u’(z) +vu(z) = f(x), Yo €la;b| (7.1)
dot! (a) + pou(a) = ga€R (7.2
S’ (b) + mpu(d) = greR (7.3)

ol v est une constante. Les autres paramétres sont décrits dans la section précédente.
L’objectif ici est double : commencer une généralisation de TEDP a résoudre et étudier le comportement de la
solution numérique en fonction de v. Il faut aussi noter que I'existence et I'unicité d’une solution & ce probléme
ne sont pas forcément assurées dans le cas général! Toutefois, il est possible de les obtenir sous les hypothéses
(non optimales)

v>0, pe <0 pup=0




avec f suffisament réguliére.

Q. 23)
a. Ecrire une fonction BVP.solve (fichier +BVP /solve.m) permettant de résoudre numériquement le

probleme ([7.1)-(7.2)-(7.3) dont les données seront passées en paramétre sous forme d’une unique
structure. Cette fonction devra retourner la discrétisation en espace et la solution numérique trouvée.

b. Ecrire un programme BVP.example (fichier +BVP /example.m) permettant de représenter une solu-
tion approchée du probléme précédent.

c. Ecrire le programme BVP.order (fichier +BVP /order.m) permettant de représenter ’erreur en fonc-
tion du pas h de discrétisation en échelle logarithmique et d’afficher 'ordre de la méthode.

Pour regarder le comportement de la solution en fonction de v on va tout d’abord résoudre par un schéma de
type différences finies le probléme aux valeurs propres : Trouver (A, v) solution de

—"(x) = Xv(x), Yz €la;b] (7.4)
80" (a) + pov(a) = 0 (7.5)
Spv'(b) + ppv(b) = 0 (7.6)

On rappelle que pour le probléme aux valeurs propres de Dirichlet (6, = 0, = 0 et g = pup = 1) avec a = 0 et
b = L les valeurs propres et fonctions propres associés sont donnnés par

2
Ak = (k;) , vg(x) = sin (kga:) .
Q. 24)

On se place dans le cas 64 = 0 =0, ptg =pup =1, a =0 et b= L.

a. Proposer un schéma aux différences finies pour résoudre ce probleme. Celui-ci pourra alors s’écrire
sous la forme
Av = \Bov
ot A et B sont des matrices et v un vecteur.
b. A Uaide de la fonction eigs de Matlab/Octave, calculer les 10 valeurs propres les plus proches de 0
et representer les vecteurs propres associés. ([V, D] < eigs(A, B, 10,0))

c. As t’on unicité de la solution de (7.1))-(7.2)-(7.3) si v est Uopposé d’une des valeurs propres précé-
dentes.

d. Vérifier ces résultats on choisissant judicieusement les paramétres du programme BVP.example .

. 25
—On se place maintenant dans le cas général.

a. Proposer un schéma aux différences finies pour résoudre le probléme aux valeurs propres (7.4])-(7.5))-
(7.6). Celui pourra alors s’écrire sous la forme

Av = \Bv

ot A et B sont des matrices et v un vecteur.

b. A lUaide de la fonction eigs de Matlab/Octave, calculer les 10 valeurs propres les plus proches de 0
et representer les vecteurs propres associés. Vérifier la pertinence des résultats trouver.

c. As t’on unicité de la solution de (7.1)-(7.2)-(7.3) si v est 'opposé d’une des valeurs propres précé-
dentes ¢

d. Vérifier ces résultats en choisissant judicieusement les parameétres du programme BVP.example .
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