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1 Conditions de Dirichlet

On souhaite résoudre numériquement le probléme aux limites (boundary value problem ou B.V.P.) suivant
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avec v un réel strictement positif, ¢t € R, T > 0, (a,b) € R%, a < b. Bien evidemment des conditions de compatibilité
sont imposées entre les conditions aux limites et la condition initiale.

On note ", n € [0, N¢] et x;, i € [0, N, ] les discrétisations régulieres des intervalles [to;to + 1] et [a;b] avec Ny pas
de discrétisation en temps et N, pas de discrétisation en espace.

On souhaite implémenter deux schémas de résolution de (|1.1)) :

n+1 n n+l n+1 n+1
Uy T uiyy = 2up g nil
—v 5 = fIm. (1.5)
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At Az?
ou At =T/Ny, Az = (b—a)/Ny, fI' = f(t", x;) et ul ~u(t”, z;).
On rappelle que le premier schéma est le schéma d’Euler implicite et le second le schéma d’Euler explicite. Le

schéma d’Euler implicite est inconditionnelement stable et le schéma d’Euler explicite est stable sous la condition de

C.F.L.
At 1

YAz S 2
On note, ¥n € [0, N;], U™ les vecteurs de dimension N, + 1, de composantes U? = ul |, Vi € [1, N, + 1].

Q. 1 [Maths]

Pour chaque schéma, écrire sur feuille et de maniére détaillée, la facon dont il a été obtenu ainsi que la discré-
tisation du B.V.P. a et Uenvoyer par mail & l'adresse cuvelier@math.univ-paris13.fr ou sur Discord
en message privé.

2 Implémentation et validation

On étudie ce probléme aux limites avec les données to =0, T =2,a=0,b=2m,v =2, k=5

flt,x) = —ksin(kt)cos(z) + v cos(kt) cos(z),
ug(z) = cos(ktp) cos(x),
ga(t) = cos(kt)cos(a),
g(t) = cos(kt) cos(b).

Dans ce cas, la solution exacte est donnée par uex(t,x) = cos(kt) cos(z).

Q. 2 [Maths]

Proposer un autre exemple non trivialement similaire avec une solution exacte (non identiquement nulle!).
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. Pour résoudre le B.V.P. par un schéma d’Euler implicite, le programme heatld.implicit DirichletCL

est fourni, ainsi que les fonctions fsftxld.eval fsftx1d .norm et fsftxld.plot (voir larchive fournie :
TP4.tar.gz). Dans les codes fournis, il manque le fichier +headld/+implicit/Euler DirichletCL.m corres-
pondant & la fonction :

[t,x,u]=heat1ld.implicit.Euler DirichletCL(BVP,Nt,Nx)

résolvant le B.V.P. par un schéma d’Fuler implicite avec
e BVP : structure, définie dans heatld.implicit DirichletCL, contenant l’ensemble des données du B.V.P. a
résoudre.
Nt : nombre de pas de discrétisation en temps,
Nx : nombre de pas de discrétisation en espace,
t : discrétisation en temps (dimension Nt+1), t(n) = t"~1 Vn e [1, N, + 1],
x : discrétisation en espace (dimension Nx+1), x(4) = x;—1, Vi € [1, Ny + 1],
u : u(i,n) solution approchée au temps t(n) et point z(i) (dimension (Nx+1,Nt+1)).
Ecrire cette fonction.

. Utiliser les commandes tic et toc pour comparer les temps d’execution de la fonction

headld.implicite. Euler _DirichletCL entre un stockage plein ou creux de la matrice.

. Que pourrait-on faire, au niveau algorithmique, pour améliorer les performances de ce code ?

. Implémenter ces améliorations et vérifier s’il y a un gain de performances.

. Pour résoudre le B.V.P. par un schéma d’Euler explicite, le programme heatld.explicit DirichletCL est

fourni, ainsi que les fonctions fsftxld.eval, fsftxld.norm et fsftxld.plot (voir fichier TP4.tar.gz). Dans les
codes fournis, il manque le fichier +headld/+ezplicit/Euler_DirichletCL.m correspondant a la fonction :

[t,x,u]=headld.explicit.Euler DirichletCL(EDP,Nt,Nx)

résolvant le B.V.P. par un schéma d’FEuler explicite. Ecrire cette fonction, sachant que ses paramétres sont
identiques & ceux de la fonction headld.implicit. Euler DirichletCL.

. Dans le programme heatld.explicit DirichletCL, changer le paramétre Nt de 2100 a 2000. Que se passe-t’il

lors de la résolution ¢ Quel est le résultat théorique qui intervient ?

. [Facultatif] Ecrire un programme permettant de mettre en lumiére ce phénomeéne.

3 Application

Comme application possible nous allons résoudre numériquement par le schéma implicite d’Euler le probléme de
conduction thermique dans une barre de longueur L =6 :

%(t, x) — V%(t,x) = 0, V(t,z) €]0; T]x]0; L], (3.1
u(to,x) = wug(x), Yo € [0; L], (3.2

u(t,0) = wy(t), Vte[0;T], (3.3

u(t,L) = wuq(t), Yte[0;T]. (34

avec T' = 10, up(x) = 10,Yx € [0, L]

.5

{10+ 90t, vte[0,1]
ug(t) _{ 100, V¢ > 1

(104706, Vie[0,1]
ua(t) = { 80, Vit > 1

a. Ecrire le programme heatld.bar01 permettant de résoudre ce probléme par le schéma d’Euler implicite.

b. Executer ce programme pour différentes valeurs de v (par exemple v = 0.1, v = 1 et v = 3. Qu’observe-t’on ?

x. fsftx1d abréviation de functionnal space of functions in time and 1d in space


http://www.math.univ-paris13.fr/~cuvelier/docs/Enseignements/MACS2/TPs-EDP/24-25/TP4.tar.gz
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4 Conditions mixtes
On souhaite résoudre numériquement le B.V.P. suivant

ou 0u

a(tvx) 71/@@7‘%) = f(tvx)a V(t,’l}) E]to;to +T]X]a;b[> (41)

u(to, x) = uo(x), Va € [a; ], (4.2)
dqu(t,a) + ,uag—Z(t, a) = ga(t), Vi € [to;to + 17, (4.3)
Suult,b) + py oo (1,8) = () Ve e ltosto + 7], (1.4

avec v un réel strictement positif, to € R, T > 0, (a,b) € R?, a < b, (64, ) € [0, 1]?. Pour s’assurer de l'existence et
I'unicité d’une solution a ce probléme, on prend

e <0 sid, =1, ot wy =0 sidp =1, (45)
fa <0 sid, =0, pup >0 sidy =0. ’

Q.6

Reprendre les questions 1,3 et 4 pour le probleme (4.1)-(4.4). Lors de la programmation, les conditions auz limites
seront intégrées a la structure BVP.

5 Schéma de Crank-Nicolson (facultatif)

Le schéma de Crank-Nicolson pour la discrétisation de I’équation de la chaleur (4.1) est donné par

n+1
U; —

At 2

+1 +1 +1
u? _ K U?+1 — 2“? + u?—l + u?—‘rl — 2“? + u?—l _ 1 (fn + fn+1) (5 1)
Az? Az? T Vi i ' ’
Ce schéma est d’ordre 2 en temps et en espace et il est inconditionnellement stable.

Q. 7 [facultatif]
A vous d’écrire un programme permettant de résoudre le probleme (4.1))-(4.4) en utilisant le schéma (5.1). Il faudra

bien évidemment proposer une méthodologie de tests/validations.

6 Probléme de Cauchy

L’objectif ici est de montrer que le B.V.P. (4.1) a (4.4) peut s’écrire, aprés discrétisation en espace uniquement, sous
la forme d’un probléme de Cauchy :

r )

Trouver U : [tg,to + T] — R™ tq

Tty = F.Uw), Ve € frorto + T1, 6.)
Uty) =U"e R™ (6.2)

avec F : [to,to + T] x R — R™.

\. J

On note z; = a + ih, i € [0, N, ] la discrétisation réguliére en (IV, + 1) points de [a,b] et on pose

def Ha def  Ha def  Ma

e 5 _gka e gfa def _Ha .
g = 0g 32h’ o oh o9 oh (6.3)

def Hb def Hb def Hb

def fall £ 4= = —. 4
Bo =0y +35; B 57’ B2 =of (6.4)



Soient m = N, — 1, A € M,,(R) la matrice définie par

244 142 0 0
(e 7)) [e 7))
-1 2 -1
def v
A= h2 0 0 )

: . -1 2 -1
_ B2 B

0 0 1+5§ 2+5(1)

et b I'application définie par

b : [to,to+T] — R™
e ga(t) + [t 1)
f(taxZ)

£t Tmer)
@Tyfﬂgb(t) + f(ta il?m)

Q. 8 [Maths]|
Apres discrétisation en espace uniquement, et, en utilisant des approximations des dérivées spatiales & [’ordre 2,

montrer que le B.V.P. (4.1) a (4.4) s’écrit sous la forme d’un probleme de Cauchy (6.1)-(6.2) avec m = N, — 1,

U’ = (uo(w1)7...,u0(xm)) et
F o [toto+T] xR™ — R™
(1) s AY +b(t) (6.5)

La matrice A est une matrice tridiagonale de Jacobi et on admet le résultat suivant :

7

Proposition 6.1

La matrice A € M,,(R) définie en @) admet m valeurs propres réelles, distinctes deux & deux. De plus, en
notant A;(A), i € [1,m] ces valeurs propres ordonnées par ordre décroissant, on a

—4% <Am(A) < ... <A(A) <0. (6.6)
avec , - 9 , - 9
)\m(A)<ﬁ(—4+ (ml) ) et _h2<m1> <A1 (A) (6.7)

6.1 Schéma d’Euler progressif

Le schéma d’Euler progressif (ou explicite) pour la résolution d’un probléme de Cauchy s’écrit
vty g F v,

et il est d’ordre 1.

Q. 9 [Maths]|
a. Montrer qu’avec F donné par (6.5), on a

y+i — gyl 4 ¢ (6.8)

ow l’on explicitera B € M,,(R) et ¢ € R™.
b. Comparer ce schéma avec le schéma d’Euler explicite obtenu en Q.
c. En utilisant la Proposition [6.1), montrer que

hy

Vg = p(B) <1 (6.9)

N |




a. Ecrire une fonction ode.euler permettant de résoudre numériquement un probléeme de Cauchy quelconque
par le schéma d’Euler progressif.

b. Ecrire un programme résolvant numériquement le probléme de Cauchy associé au B.V.P. (4.1) a (4.4) et
décrit en Q. |8 Ce programme devra utiliser la fonction ode.euler .

c. Ecrire un programme permettant de calculer les 10 plus grandes valeurs propres en module de la matrice
d’itération B lorsque la condition de C.F.L est vérifiée et lorsqu’elle ne l'est pas. On utilisera la fonction
eigs .

6.2 Schéma de Runge-Kutta d’ordre 2

Un schéma de Runge-Kutta d’ordre 2 pour la résolution d’un probléme de Cauchy s’écrit
[n+1] _ vr[n] SR L 5 R Y e vy
Y =Y"™ 4+ hF(t +§,Y +5]-'(t Yy,

Q. 11 [Maths]

a. Montrer qu’avec F donné par (6.5), on a

yr U — gy 4 ¢ (6.10)
ow l’on explicitera B € M,,(R) et ¢ € R™.
b. En utilisant la Proposition [6.1), montrer que
1
y% <5 = r(B) <1. (6.11)

a. Ecrire une fonction ode. RK2 permettant de résoudre numériquement un probléme de Cauchy quelconque par
le schéma de Runge-Kutta d’ordre 2 proposé.

b. Ecrire un programme résolvant numériquement le probléme de Cauchy associé au B.V.P. (4.1) a (4.4) et
décrit en Q. [8 Ce programme devra utiliser la fonction ode.RK2.

c. Ecrire un programme permettant de calculer les 10 plus grandes valeurs propres en module de la matrice
d’itération B lorsque la condition de C.F.L est vérifiée et lorsqu’elle ne l’est pas. On utilisera la fonction
eigs .
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