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1 Approximation de dérivées premiéres

Soit f une fonction définie sur Uintervalle [a, b] et suffisament réguliére.

Q. 1j

a. [rapport] Montrer que l'on a

@D @ o an

+O(h) (1.2)

b. [code] On note x; = a + ih, i € [0,n], une discrétisation réguliére de Uintervalle [a,b]. Soit une
fonction f : [a,b] — R suffisament réguliere. On suppose que les y; sont donnés par

yi = f(x;), Viel[0,n]. (1.3)

Ecrire une fonction diff.dlfol (fichier +diff/d1fol.m) permettant de calculer des approzimations
d’ordre 1 de f'(z;) pour i€ [0,n].

Pour obtenir une formule d’approximation d’ordre 2 de f’(Z), on suppose f € C3(Ja,b[) et on peut alors
développer les formules de Taylor de f(Z + h) et f(Z — h) jusqu’au troisiéme ordre.

On obtient alors _— 1
poy = LI 1@=n

e Cette approximation est la formule des différences finies centrées.

+0(h?). (1.4)




e Cette approximation est d’ordre 2.

Q. 2j

a. [rapport] Montrer que l’on a les deux formules suivantes

f(@+2h)—4f(Z+h)+3f(T)

F@ = - o + O, 0
F(7) = 3f(z) —4f(z ;hh) + f(z —2h) + o). (1.6)

b. [code] On note x; = a + ih, i € [0,n], une discrétisation réguliere de lintervalle [a,b]. Soit une
fonction f : [a,b] — R suffisament régulicre. On suppose que les y; sont donnés par

yi = f(x;), Viel[0,n]. (1.7)

Ecrire une fonction diff.d1fo2 (fichier +diff/d1fo2.m) permettant de calculer des approzimations
d’ordre 2 de f'(xz;) pour i€ [0,n].

Q. 3}

Ecrire un programme, nommé diff.order d1f , permettant de vérifier graphiquement, pour chacune des 2
fonctions précédentes , l'ordre des erreurs et d’afficher l’ordre numérique pour chacune des méthodes. voir

figure [1].
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FIGURE 1 — Ordre de l'erreur des méthodes de dérivation

2 Approximation de dérivées secondes

L’objectif ici est déterminer une approximation d’ordre 2 de la dérivée seconde d’une fonction f (suffisament
réguliére) en les points d’une discrétisation réguliére x; = a + ih, i € [0, n], de l'intervalle [a, b].




Q. 4 [rapport

“Montrer que l'on a la formule suivante utilisant deux points de part et d’autres de T :

f(@+h) —2f(x) + f(T —h)
h2

@) = +0(h?) (2.1)

b. Montrer en utilisant 3 formules de Taylor que

£ (z) = 2f(z) —5f(x + h) + ;llj;(i' + 2h) — f(Z + 3h) L omd). (2.2)

c. Etablir la formule suivante n’utilisant que des points avant T :

2f(z) = 5f(x — h) +4f(Z — 2h) — f(T — 3h)

7O (@) = ! +O(h?). (2.3)
Q. 5 [code]
a. Ecrire une fonction diff.d2fo2 permettant de calculer des approzimations d’ordre 2 de f(z)(xi) pour

i€ [0,n].
b. Ecrire un programme, nommé diff.order d2f, permettant de vérifier/retrouver graphiquement,
Uordre de la méthode d’approzimation précédente. voir figure [3
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FIGURE 2 — Ordre de lerreur lors de 'approximation de la dérivée seconde

On définit la matrice creuse associée au laplacien (en 1D opérateur dérivée seconde) discrétisé a l'ordre 2 par
K e M4(R) avec

2 1 0 ... 0
1 -2 1

K=1o 0

. |

0 0 1 -2



Q-6

Q.

Q.

7 [rapport] . . .
— Montrer qu’un schéma aux différences finies pour la résolution du probléeme -- peut s’écrire
sous la la forme matricielle
L0 e 010 uo N\ Ja ...
| : 27771770 0 *I 0 | u h*f (1)
0 ;—1 2 -1 0 0 ; 0 g h2 f(x5)
010 i
! ! = (3.4)
i 0 :
! ! '
S0 0 1 2 —1!0 UN-2 h?f(zn-2)
010 0 -1 2 1-1 un—1 h2f(zn_1)
»»»»»» LT REr Lorl B IEEEEEEE ot
0 01 uN 9
ot u; ~ u(x;), Vi€ [0, N].

a. [code] Ecrire une fonction matrix.LaplD (fichier +matrix/LaplD.m) permettant de générer cette
matrice creuse en utilisant la fonction sparse .

b. [rapport] Ezpliquer, en lien avec la discrétisation de l'opérateur de dérivée seconde & l'ordre 2,
plusieurs méthodes permettant de tester/valider cette fonction et décrire les résultats attendus.

c. [code] Implémenter ces méthodes dans des fonctions matrix.LaplDvalid01 , matrix.LaplDvalid02 , ...

ayant (aw moins) comme argument la dimension de la matrice.

3 B.V.P. modéle Dirichlet/Dirichlet

On souhaite résoudre par un schéma de type différences finies le probléme aux limites (Boundary Value Problem)
suivant

—u'(z) = f(z), Vo €la;b] (3.1)
u(a) = go€R (3.2)
ud) = @peR (3.3)
On peut prendre comme jeux de données :
2 3 . . 1 (7
a=-—gm, b=§, f(x)=4cos(21)—951n(—3x+1),gaz—sm(l)—§etgbzcos(3)+s1n 3)

Dans ce cas la solution exacte est
u(z) = cos(2x) —sin (=3z + 1).

On note x = (z;)¥, une discrétisation réguliére de 'intervalle [a, b].

On admettra que ce schéma est (au moins) d’ordre 2 (voir cours de Mr Vauchelet/Mme Darbas, EDPs linéaires
et Différences Finies) :
D) — il = Oh?). 3.5
max [u(z) =l = O(F) (35)

8 [code]

a. En utilisant la commande A—=-—matrix.LaplD(N+1); , écrire une fonction BVPO.assembly (fichier
+BVPO0/assembly.m) retournant la matrice et le vecteur second membre décrit en (3.4).
b. Ecrire une fonction BVPO0.solve (fichier +BVPO0/solve.m) permettant de résoudre numériquement le

probléme -- dont les données seront passées en parametre. Cette fonction devra retour-
ner la discrétisation en espace et la solution numérique trouvée.

c. Ecrire un programme BVPO0.example (fichier +BVP0/example.m) permettant de de résoudre numé-

riquement le probléme --, avec le jeu de domnées proposées, par un schéma différences
finies d’ordre 2. Ce programme representera graphiquement, et de maniére propre, la solution numé-




rique obtenue, la solution exacte et l’erreur.

d. Ecrire le programme BVPO.order (fichier +BVP0/order.m) permettant de représenter lerreur en
fonction du pas h de discrétisation en échelle logarithmique et d’afficher l'ordre de la méthode. Un
ezemple de représentation est donné en Figure[3
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FI1GURE 3 — Ordre du schéma représenté avec BVP0.order . Dans la légende, la valeur de l'ordre est déterminée
numériquement.

Q. 9]

a. [rapport] Expliquer les modifications & apporter au systeme (3.4) pour déterminer une solution
approchée de :

—u"(z) +vu(z) = f(x), Yz €la;b] (3.6)
u(a) = g,€R (3.7
ub) = greR (3-8)

avec v = 0.

b. [code] Ecrire un programme BVPl.example (fichier +BVP1/example.m) permettant de calculer une
solution approchée de —— avec v = 0 et un choix judicieur de données. Ce programme
représentera graphiquement la solution numérique obtenue, la solution exacte et l’erreur. On utilisera,
si possible, les fonctions déja implémentées pour coller aux explications du rapport.

c. [code] Ecrire le programme BVPl.order (fichier +BVP1/order.m) permettant de représenter, en
échelle logarithmique, l’erreur en fonction du pas h de discrétisation et d’afficher l’ordre de la méthode.




4 B.V.P. modéle Neumann /Dirichlet

On cherche a résoudre par un schéma de type différences finies le probléme suivant

—u"(z) = f(x), Vo e]a;b| (4.1)

W'(a) = v,€R (4.2)

ud) = upeR (4.3)

On peut prendre comme jeux de données a = —iw, b = %71’, f(z) = sin(z) — 2, g, = —%77 + %\/5 et

g = & 72 + 14/3. Dans ce cas la solution exacte est u(z) = 22 + sin (z) .

4.1 Neumann ordre 1

Dans la condition aux limites de Neumann (4.2)), on va approcher u’(a) a 'ordre 1 par

u(a + h) —u(a)
—

a. [rapport] Expliquer les modifications & apporter au systéeme (3.4) pour déterminer une solution
approchée de (4.1)-(4.2))-(4.3) utilisant [’approzimation d’ordre 1 précédente.

b. [code] Ecrire le programme BVP2.example (fichier +BVP2/example.m) permettant de représenter
une solution approchée de (4.1)-(4.2))-(4.3). Avec un choiz judicieux de données, ce programme repre-
sentera graphiquement la solution numérique obtenue, la solution exacte et l’erreur. On utilisera, si
possible, les fonctions déja implémentées pour coller auzr explications du rapport.

c. [code] Ecrire le programme BVP2.order (fichier +BVP2/order.m) permettant de représenter lerreur
en fonction du pas h de discrétisation en échelle logarithmique et d’afficher ordre de la méthode.

4.2 Neumann ordre 2

Dans la condition aux limites de Neumann (4.2)), on va approcher u’(a) a 'ordre 2 par

—u(a + 2h) + 4u(a + h) — 3u(a)
2h '

S11
— [rapport]| Expliquer les modifications & apporter au systéme (3.4) pour déterminer une solution

approchée de (4.1))-(4.2))-(4.3) wutilisant ’approximation d’ordre 2 précédente.

b. [code] Ecrire le programme BVP3.example (fichier +BVP3/example.m) permettant de représenter
une solution approchée du probléeme (4.1))-(4.2)-(4.3). Avec un choiz judicieuz de données, ce pro-
gramme representera graphiquement la solution numérique obtenue, la solution exacte et l’erreur. On
utilisera, si possible, les fonctions déja implémentées pour coller aux explications du rapport.

c. [code] Ecrire le programme BVP3.order (fichier +BVP3/order.m) permettant de représenter Uerreur
en fonction du pas h de discrétisation en échelle logarithmique et d’afficher ordre de la méthode.

5 B.V.P. modéle Dirichlet/Robin

On cherche a résoudre par un schéma de type différences finies le probléme suivant

—u"(z) = f(x), Yz e]ab| (5.1)
u(a) = g.€R .
u'(b) + pu(d) = geR (5.3)

On choisira un jeu de données de maniére a avoir une solution exacte non triviale.



Q.

Q.

5.1 Robin ordre 1
Dans la condition aux limites de Robin 1} on va approcher u/(b) a 'ordre 1 par M

12
— [rapport] Ezpliquer les modifications a apporter au systéme (3.4) pour déterminer une solution

approchée de (5.1))-(5.2))-(5.3)) wtilisant ’approximation d’ordre 1 précédente.

b. [code] Ecrire le programme BVP4.example (fichier +BVP4/example.m) permettant de représenter
une solution approchée du probleme (5.1))-(5.2)-(5.3)). Avec un choix judicieux de données, ce pro-
gramme representera graphiquement la solution numérique obtenue, la solution exacte et l’erreur. On
utilisera, si possible, les fonctions déja implémentées pour coller aux explications du rapport.

c. [code] Ecrire le programme BVP4.order (fichier +BVP4/order.m) permettant de représenter l'erreur
en fonction du pas h de discrétisation en échelle logarithmique et d’afficher ordre de la méthode.

5.2 Robin ordre 2

13

a. [rapport] Dans la condition auzx limites de Robin , déterminer comment approcher u'(b) a lordre
2.

b. [rapport] Ezpliquer les modifications a apporter au systéme (3.4) pour déterminer une solution
approchée de (5.1)-(5.2))-(5.3) wutilisant I’approzimation d’ordre 2 précédente.

c. [code] Ecrire le programme BVP5.example (fichier +BVP5/example.m) permettant de représenter
une solution approchée du probléme précédent. Avec un choix judicieux de domnées, ce programme
representera graphiquement la solution numérique obtenue, la solution exacte et l’erreur. On utilisera,
st possible, les fonctions déja implémentées pour coller auz explications du rapport.

d. [code] Ecrire le programme BVP5.order (fichier +BVP5/order.m) permettant de représenter lerreur
en fonction du pas h de discrétisation en échelle logarithmique et d’afficher ordre de la méthode.

6 B.V.P. avec conditions aux limites génériques

On cherche a résoudre par un schéma de type différences finies le probléme suivant

—u"(z) = f(x), Vo ela;b| (6.1)
dat!(a) + pou(a) = ga€R (6.2)
S/ (b) + mpu(d) = g eR (6.3)

ou d, et 0, sont donnés dans {0, 1} et pu, et up sont deux réels donnés.

Q. 14 [rapport] -

a. Donner un jeu de valeurs dq, Op, fta, b, pour lesquelles il n’y a pas trivialement unicité de la solution
de (6.1),(6.2),(6.3) en le justifiant.

b. Ecrire une discrétisation a l'ordre 2 de chacune des condition aux limites.

c. Expliquer les modifications a apporter au systéeme (3.4)) pour déterminer une solution approchée de
(6.1)-(6.2)-(6.3) utilisant approzimation d’ordre 2 précédente.

15 [code]

M it )

a. Ecrire une fonction BVP6.solve (fichier +BVP6/solve.m) permettant de résoudre numériquement
le probleme (7.1))-(7.2)-(7.3). Cette fonction devra retourner la discrétisation en espace et la solution
numérique trouvée.

b. Ecrire le programme BVP6.example (fichier +BVP6/example.m) permettant de représenter une so-
lution approchée du probleme précédent.

c. Ecrire le programme BVP6.order (fichier +BVP6/order.m) permettant de représenter Uerreur en
fonction du pas h de discrétisation en échelle logarithmique et d’afficher l'ordre de la méthode.




Q.

@\

7 Généralisation et structure

On cherche a résoudre par un schéma de type différences finies le probléme suivant

—u"(x) + vu(z) = f(z), Vo €la;b| (7.1)
S (a) + pou(a) = ga€R (7.2)
S/ (b) + ppu(d) = greR (7.3)

ol v est une constante. Les autres paramétres sont décrits dans la section précédente.
L’objectif ici est double : commencer une généralisation de 'EDP a résoudre et étudier le comportement de la
solution numérique en fonction de v. Il faut aussi noter que I'existence et I'unicité d’une solution & ce probléme
ne sont pas forcément assurées dans le cas général! Toutefois, il est possible de les obtenir sous les hypothéses
(non optimales)

v>0, pe <0 pup =0

avec f suffisament réguliére.
Toutes les données du probléme (7.1))-(7.2)-(7.3) devront étre stockées dans une structure de donnée qui sera
utilisée dans les programmes (et fonctions) qui suivent.

a. [rapport] Ezpliquer les modifications & apporter au systéme obtenu en Q. (solution approchée a
Dordre 2 de (6.1])-(6.2)-(6.3]) ) pour déterminer une solution approchée a Uordre 2 de (7.1)-(7.2))-(7.3).

b. [code] Ecrire une fonction BVP.solve (fichier +BVP /solve.m) permettant de résoudre numérique-
ment le probléeme —— dont les données seront passées en parameétre sous forme d’une
unique structure. Cette fonction devra retourner la discrétisation en espace et la solution numérique
trouvée.

c. [code] Ecrire un programme BVP.example (fichier +BVP /example.m) permettant de représenter
une solution approchée du probléme précédent et de la comparer & la solution exacte (les données
seront choisies judicieusement avec v > 0).

d. [code] Ecrire le programme BVP.order (fichier +BVP /order.m) permettant de représenter l’erreur
en fonction du pas h de discrétisation en échelle logarithmique et d’afficher ordre de la méthode.

On va maintenant illustrer le caractére mal posé (i.e. non unicité de la solution dans certains cas) du probléme

aux limites ([7.1])-(7.2))-(7.3) avec des conditions de Dirichlet en a et b.

17
) .. . . .
On choisi comme jeu de données a = 0, b = 7 et, en prenant comme solution eracte u(x) = cos(x® — 1), on

peut en déduire g, et gy, ainsi que f(x) en fonction de v.

a. [code] Ecrire un programme BVP.exampleDD (fichier +BVP /exampleDD.m) permettant de repré-
senter une solution approchée du probléeme précédent, de la comparer a la fonction u et de représenter
Uerreur commise.

b. [rapport] Que se passe-t’il siv =—17 v =—-27 v =-3?v=—-47 v =-97?

La section suivante devrait permettre de comprendre le phénoméne observé.

8 Modes propres de problémes aux limites

Pour regarder le comportement de la solution en fonction de v on va tout d’abord résoudre par un schéma de
type différences finies le probléme aux valeurs propres : Trouver (A, v) solution de

—v"(x) = Xv(x), Vo €la;b| (8.1)
Sav'(a) + pav(a) = 0 (8.2)
v’ (b) + ppv(d) = 0 (8.3)

Le probléme aux valeurs propres avec les C.L. de Dirichlet (6, = 6 = 0 et pq = pp = 1) & pour modes propres

(Ak, Uk ) kenvs avec
kr \? -
Vke N* A\ = (b—ﬂ-a) , vg(z) = sin (kﬂri_s).




Ce résultat est démontré dans le mini-cours qui vous a été donné (voir document fourni).

Q. 18 [rapport] collectif}
Etablir les modes propres pour (8.1))

a. Groupe 1 : avec les C.L. v'(a) =0 et v(b) = 0 (Neumann en a et Dirichlet en b)
b. Groupe 2 : avec les C.L. v(a) =0 et v'(b) = 0 (Dirichlet en a et Neumann en b)

c. Groupe 3 : avec les C.L. v'(a) =0 et v'(b) =0 (Neumann en a et Neumann en b)

Sous Matlab/Octave, la fonction eigs permet, entre autres, de calculer certains modes propres du probléme aux
valeurs propres généralisés
Au = \Bu

ol A et B sont des matrices carrées de méme dimension.
Pour calculer numériquement les 10 valeurs propres les plus proches 0 ainsi que les vecteurs propres associés,
on peut utiliser la commande

[V,D]= eigs(A,B,10,0).

Dans ce cas V et D sont des matrices N-by-10 et 10-by-10 et le k-éme mode propre est

()\]“’U,k) = (D(k7k),V(:,k)) .

Q. 19 !rapport!

n se place dans le cas des C.L. Dirichlet en a et Dirichlet en b

a. [rapport] Proposer un schéma aux différences finies pour résoudre ce probléeme. Celui-ci pourra alors
s’écrire sous la forme
Av = ABv
ot A et B sont des matrices a expliciter et v un vecteur.

b. [code] Ecrire un programme eBVP.DD permettant de calculer les 6 valeurs propres les plus proches
de 0 representer les vecteurs propres associés.

c. As t’on unicité de la solution de (7.1)-(7.2)-(7.3) si v est 'opposé d’une des valeurs propres précé-
dentes.

d. Veérifier ces résultats on choisissant judicieusement les parameétres du programme BVP.example .
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