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Chapitre 1

Introduction et énoncé des

résultats

1.1 Introduction

On étudie ici le probléme de diffraction d’une onde incidente plane dans R2 dans Q, extérieur
d’un domaine € réunion finie et disjointe de compacts strictement convexes réguliers, pour
les équations d’Helmholtz et de Maxwell.

Une approximation haute fréquence classique est celle de I'optique géométrique qui,
en un point = de €, permet de calculer, & partir des rayons de 'optique passant par z,
une approximation du champ diffracté par Q'. Ici le terme "haute fréquence” signifie que
la longueur d’onde est petite devant les courbures du bord de . L’inconvénient majeur
de cette méthode est son instabilité numérique : il est nécessaire, en effet, de déterminer
tous les rayons optiques passant par z pour le calcul de cette approximation. Or cette
détermination peut étre entachée d’une erreur grande pour de petites erreurs dues a la
représentation numérique de 2.

Une autre approximation haute fréquence classique est celle de Kirchhoff, basée sur des
représentations intégrales (voir [7] dans le cas d’Helmholtz et [1] pour Maxwell). Cependant,
le domaine de validité de cette méthode est restreint & ' compact strictement convexe
(voir [6]). Celle-ci ne peut s’étendre & ' réunion finie et disjointe de compacts strictement
convexes du fait de son incapacité & ”voir” les réflexions multiples.

L’objet de cette these est la détermination, 'étude théorique et numérique, d’une méthode

intégrale itérative, numériquement stable, équivalente au premier ordre, & hautes fréquences,

7



8 Chapitre 1. Introduction et énoncé des résultats

a Papproximation de l'optique géométrique . Le premier pas de l'itération correspond &
Papproximation classique de Kirchhoff.

L’étude théorique est menée dans les chapitres 1,3 et 4. L’étude des méthodes numériques,
leur application au probléme de diffraction, et les résultats des tests numériques sont I’objet

du chapitre 5.

1.2 Enoncé du résultat pour I’équation d’Helmholtz

On considere I’équation d’Helmholtz suivante

([ Av(a; k) + K2o(@;k€) = 0 pour z € Q

v(z;k€) = 0 pour x € 0N

) v(z;kE) = a(m;ké)e T 4 u(z;k€) pour x € Q @y
ou u satisfait & la condition de radiation

de Sommerfeld Sortante :

r2(8% + iku) borné quand r =| & |— 400

\ (

ol le complémentaire de €, noté ', est un domaine régulier borné.L’onde incidente plane,
a(z; k&)e~ 4= est 1a donnée du probléme (1.1). On a la normalisation | £ |= 1. L’amplitude
a vérifie ’équation d’Helmholtz (Aa + k%a = 0) et admet un développement asymptotique

en k de la forme .
m— .
a;(x) 1
a(z; kE) = 2_; _J7c7~ +O(7c—"7)
J:
L’onde diffractée u est donc 'inconnu du probléme (1.1).
A la solution de ce probléme, on associe classiquement 'approximation de 'optique

géométrique donnée par

voo k) = 3 e *@gy(z) (1.2)
loc. finie
oll la phase ¢(x) est la longueur d’un chemin optique passant par x (rappelée au chapitre
7) et le calcul de 'amplitude ag(x) est rappelée au chapitre 7.
Une autre approximation classique de la solution du probléme (1.1) dans lecasotia =1

est donnée par :

—tkjz—o]|

" 1 e
—ik€.x 1. ' I £, ~ik€.o .
e + . /{m tk(é.n(o)—| En(o) |e oo | do (1.3)
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o n(c) est 1a normale unitaire & 8 en o, extérieure a Q'. Clest la formule d’approximation
de Kirchhoff, valable uniquement lorsque (' est un compact régulier strictement con-
vexe.(voir [9])

On se propose de généraliser cette formule & ' réunion finie ot disjointe de com-
pacts réguliers strictement convexes (K;)i=1,-,N-

Pour cel3, on introduit la suite de noyaux suivante

[ p1(0) = ikao(0)(] £.n(0) | —€.n(0))e 6 Vo € 5Q
et
{ pour o € OK; (1.4)
% T o —a NE o — o IJe-—-'ikla’-—a[ ,
\ nilo) = g /an\aK,-pl—l(U) H] o —o I'n(a) o' —0 l'n(a) o/ —a | do
On pose
uwo(z; k&) = 0
( L _ A 1 e_":kl"t"al d (15)
w(z;k€) = wi(zké) + 4 mpz(f’)m o
On note
e9) = {(01, oo 00) € (O avec (o; € OK; et 0jp1 € OKy = i # z")}
et 1 la phase définie sur Q x (6Q) suivante
-1
Yi(z; 01,0, 01) = €01+ E (i1 —ojl + |2 — a1 (1.6)
7=1
On appelle I-chemin généralisé passant par z, tout l-uplet (o1,---,01) € (O)! tel

que:
1. £n(oy) <0 et (0441 — 0j).n(oj+1) <Opour j e {1,---,l =1},
2. La phase t;(z, ») stationne sur (09), en (o1, -, a1).

On note C;(z) Pensemble des l-chemins généralisés passant par z et C(x) = U; Ci(z).
On appelle l-ombre portée généralisée des contours apparents, 'ensemble des

points z € Q tel qu’il existe (o1,--+,01) € (OQ)L vérifiant
1. énfoy) =0o0udj e {1, .-, -1} tel que (0j41 — 05).n{0j41) =0,

2. La phase 9;(z, ») stationne sur (8Q)* en (o1, -, 01).
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On note 7; 'ensemble des I-ombres portées généralisées des contours apparents et 7 = |J; 7.

On énonce le théoréme principal comparant la méthode itérative décrite précédement
(1.4-1.5) et Papproximation de loptique géométrique évoquée en (1.2), et rappelée au
chapitre 7, pour le probleme 1.1:

Théoréme 1.1 Soit Q un ouvert deR2, extérieur d’un domaine Q' réunion finie et disjointe
de compacts strictement convexes réguliers. Soit x € Q\ T. Si Ci(z) = O pour | > n alors
. 1
ao(2)e™ T +un(; kE) — vo.c. (w3 k€) = O <I> (1.7)

localement uniformément en x.

1.3 Enoncé du résultat pour les équations de Maxwell

On étudie ici les équations de Maxwell pour un probléme stationnaire dans €2, extérieur
d’un conducteur parfait borné noté ¥, plongé dans le vide.

On consideére les équations de Maxwell suivantes :

—ikE+rotH = 0 dans
divE = 0 dans Q
(1.8)
ikH+rotE = 0 dans
divH = 0 dans
avec les conditions aux limites homogenes
An = 0 sur OQ
B (1.9)
H.n = 0 sur 0Q

et des conditions de radiations a I’infini précisées ci-dessous. B et H sont appelés respec-
tivement champ électrique et champ magnétique et n est la normale extérieure & 9§Y.

On s’intéresse a la diffraction d’une onde électromagnétique incidente plane connue par
le conducteur parfait €’. Cette onde incidente définie par le couple {E;, Hs} vérifie les
équations de Maxwell (1.8) dansR? et s’écrit sous la forme

{EI; HI}(x; kf) = {eI(([,'; ké)e—iki.m, hI(.’B; k‘é)e_ikf'm}

ott el et h! admettent un développement asymptotique en k de la forme

-1 .1
e;(x) /1
el (z; k) = ka +0 <F>

=1
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=1 hi{z) 1
hl(z;k8) =) Jk]. +0 (ﬁ)

Jj=1
On cherche I’onde électromagnétique totale {E, H} sous la forme {E; + Er, Hr + Hr}
avec {Egr, Hr} onde électromagnétique diffractée solution des équations de Maxwell (1.8).
L’onde incidente étant connue, rechercher onde électromagnétique totale revient & déterminer

P’onde électromagnétique diffractée satisfaisant aux conditions aux limites :

(1.10)

ErAn = —ErAn sur 00
Hg.n = —Hry.n sur 9

Cependant ces conditions ne sont pas suffisantes pour déterminer {Eg, Hgr} de maniére
unique : il faut ajouter une condition de radiation a I'infini dite condition de rayonnement

de Sommerfeld Sortante donnée par

() rotEpAZ+ikEr = o(l) pour r=|z|— oo
(i) rotHrAZ+ikHR = o (71) pour r=|z|— o (1.11)
(i) Br=0(1) Hr=0(2)

En fait, il est possible d’éliminer 'un des deux champs lors de la résolution du probleme

(voir [1]). Cela revient alors & déterminer Eg solution du probleme équivalent suivant :

4

AER+Ek*Er = 0 dans Q
divER = 0 dans Q

{ ErAn = —ErAn sur 09 (1.12)
rot EgAZ+ikEr = o (—}) pour 7 =|x|— oo

| Er = 0 (})

Hpr étant alors donné par
1
Hgr = — rotEgr
ik
A la solution du probleme (1.12), on associe classiquement, & haute fréquence, 'approximation
de Poptique géométrique donnée par :
Eo.c.(x;k8) = Yioc. finie e~ke@efi(x)
et (1.13)
Ho.a. (.’B; kf) = ZloC.finie e—ik(p(:l:)hgl(m)
ol la phase ¢(z) est la longueur d’un chemin optique passant par z (défini au chapitre 7)

et olt "amplitude vectorielle ef*(x) est calculée au chapitre 7. Numériquement cette formule
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est instable (méme explication que pour le cas de I’équation d’Helmholtz), c’est pourquoi
nous étudions une méthode équivalente, & hautes fréquences, stable numériquement.

La solution du probléme (1.12) est donnée par la formule de Stratton-Chu :

e-—'iklm—al )
Br(eik) = —gkeVe [ Toer divi 3()ir(o)
o0 | =0 (1.14)

e—ik]m—-a[ P
+ [ GmaI@e)

L’approximation haute fréquence classique de Kirchhoff consiste & prendre

2n(c) AHr(o) sién(o) <0

(1.15)
0 sinon

J(o) = J(0) = {
ol o € 012, et & approcher le champ électrique diffracté par

-2 [ (- (F=530) 5=5) e o) (1.16)

|le—0a|/) |z—0]

et le champ magnétique diffracté par

ik r—a = x—g e tkle—ol
—E/<99<|w—a|/\'](0)>|m_(r||a;_g|d’)’(0) (1.17)

Cependant, comme dans le cas d’Helmholtz, cette méthode ne permet pas 'obtention
de champs multiplement réfléchis : & haute fréquence, cette méthode n’est équivalente a
Papproximation de 'optique géométrique que dans le cas ou €V est un compact régulier
strictement convexe.

On se propose de généraliser cette formule & Q' réunion finie et disjointe de com-
pacts (K;)i=1,.... v réguliers strictement convexes.

Pour cela, on note avec ¢ et ¢’ appartenant 3 652

6(0) = { 2 sién(o)<0

0 sinon
et
2 si 2=Z (o) <0
6(o,0") = lo"—=a] (o)
0 sinon

On introduit la suite de noyaux suivante

Ji(0) = 06(o)[hf(o) An(a)le"™*¢7 Vo € o0

et pour ¢ € 0K; ,j € {1,--+,N} (1.18)
3 ) ik/ 0( ,) [( og—o A M A 'l ——iklﬂ—(r']d .
o) = 3k —_ _ O

{ 4r 90\OK; a0 | o —do | Ji-(e)) n(U)J | o — o' | 7
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On pose
Eo(; k) 0
Ei(z; k€) Ei-1(; k¢) ool (1.19)
v [ (0~ (G 20) =) =@
et
Ho(z; k) = 0
Hi(z;k¢) = Hia(z; k) ool (1.20)
v g [ (EE o) Goh)

On a alors le théoréme suivant comparant cette méthode et ’approximation de 'optique
géométrique :

Théoréme 1.2 Soit Q un ouvert deR3, extérienr d’un domaine ' réunion finie et disjointe

de compacts strictement convezes réguliers. Soit x € Q\ T. Si Co(x) = @ pour n > 1 alors

] 1
e} (@) 7 + Ey(a5k€) — Boc.(2;k€) = O (Z) (1.21)
et
; 1
h{)(a:)e“’kf'x + Hi(w; k€) — Ho.g.(2;k€) = O (E) (1.22)

localement uniformément en z.
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Chapitre 2

Notations et propriétés

2.1 Notations

2.1.1 Notations différentielles
Soit (X;)i=1,...m des ouverts de R% et o une application C? :

p @ Xix---xX, — R

x= (ﬂ?l,"',.’ll-m,) L (p(CL)

w’l
avec T; = : . On note d = Y i~ d;.
w?"
on note V¢ le gradient de la fonction ¢ sur X, j = 1,-- -, m, i.e. Papplication suivante:

Ve ¢ Xixoox Xy — RY

&= (@1, ¥m) : (@)

on note Vi le gradient de la fonction ¢, i.e. Papplication suivante :

Vo + X3 x---xXp — R4
V¢
T = (wla"‘,mm) L ('L)

V-T'm, SO

15



16 Chapitre 2. Notations et propriétés

On note My (R) Pespace des matrices & coefficients réels & n lignes et m colonnes.

On note Hy, ;¢ Papplication

Hzi-zj(p . X]_ X e+ X .X-,n —_— M(li,d.j(]R')
Pygp o By

«lz;’
T = ((Bl,"',ﬂ}m) a— (GU)
2
Om;li@;@ . ;1,-" ijD

On note aussi Vi, (Vy;0) = He, 2,0
On appelle hessien sur X; de la fonction ¢ et on note Hess,; ¢ Papplication Hy, » .
On appelle hessien de la fonction ¢ au point 2 et on note Hess ¢(z) la matrice de My qR)

suivante

Hyymp -0 Hyam¥ ]

Hess p(z) = : : (x)
Hepmarp - Hzpam®
Soit X un ouvert de R™ a bord C* compact, de complémentaire une réunion finie de

compacts strictement convexes. Soit 0 X le voisinage de la sous variété 0X dansR™ constitué
des points de R™ dont la distance & 0X est inférieure a €. Par hypothése la sous variété 0X
est réguliere et donc il existe € > 0 tel que OX¢ est réguliere et tout point z € 90X, se
projette de maniére unique sur X en un point P(x).
A toute fonction f définie sur &X, on associe la fonction f définie sur 8X, par f(z) =
f(P(z)). La fonction f est constante le long d’une normale 3 dX. Pour o € 8X, le vecteur
V f(o) appartient au plan tangent en o & 8X. Ce vecteur du plan tangent est appelé gradient
surfacique de la fonction f au point ¢ € X et noté VS f (o).
Lorsqu’il n’y aura aucune ambiguité on notera VS f(s) = V f(o)

Soit (X;)i=1,....m des ouverts de R% du type précédent et ¢ une application C? :

¢ : OXyx--x0Xm — R

g = (015 Tty 0-117») L (p((r)

On définit alors de maniére analogue & ci-dessus :
1. Vﬁigo le gradient surfacique sur 0X; de la fonction ¢,

2. H? o,

05,04
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3. Hessfi ¢ le hessien surfacique sur 9.X; de la fonction ¢,
4. Hess® ¢ le hessien surfacique de la fonction ¢,

Lorqu’il n'y aura aucune ambiguité le symbole S correspondant aux dérivations sur-
faciques pourra étre omis. De plus, on s’efforce tout au long de ce travail d’utiliser les
variables 2 pour désigner un élément de R™ et les variables o pour désigner un élément d’un
bord.

On note ¢ la direction de propagation de Ponde incidente plane avec | § |= 1.

Pour une fonction ¢ sur Q, dite fonction phase, on appelle surface d’onde , notée X,

I'une de ses surfaces de niveay, i.e. :
5 ={z eR®| o) = ps}

2.1.2 Notations pour loptique géométrique et 'optique physique

Soit © un ouvert complémentaire de UY | K; olt K; sont des compacts disjoints strictement

convexes. On suppose I réguliere (i.e. C*°).

e On note (8Q)! ouvert de (9Q)! des éléments (a1, --,0n) tels que

oj € OK; et gj41 € 0Ky = j 7é_’}’

e On définit la phase 1 par :

Yo Qx(aﬂ)i -— R

(@01, ) — L+ Gilo—oi|+|z—al

e On rappelle qu’un I-chemin généralisé passant par 2, est un l-uplet (o1, -,07) €
(0L tel que :

1. &n(oy) <0 et (041 — a5).n(0j+1) <O pour j € {1,---,1 -1},

2. La phase v;(z, ¢) stationne sur (8Q)% en (o1, -+, 01).
On note C;(z) Pensemble des I-chemins généralisés passant par z et C(z) = UJ; Ci(x).

o On rappelle qu’'une l-ombre portée généralisée des contours apparents , est

ensemble des points z € § tel qu'il existe v = (01, - - -, 01) € (ON), vérifiant
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1. &n(o1) =0o0u3je{1,---,1 -1} tel que (0j41 — 05).n(0j41) = 0,

2. La phase (2, o) stationne sur (8Q)% en (ay,---, a7).
On note 7; 'ensemble des l-contours généralisés et 7 = {J; 7.

* On définit, pour z € Q\ 7, et pour v = (o1, - - -, 07) un élément de C;(z), les [ matrices

suivantes :
M{/ == H&gl,(rl’(/]l(a;: V)
et Vie{2,- -1} (2.1)
-1 X
M} = Hfj,ajz/)l(a;, V) — H;fj_m,wl(:zz, v) [J\/IJ’/_I] H;fj’,,j_lwl(a:, v)

7

Remarque : On montrera au Lemme 3.3 que M ¥ est inversible.
¢ On appelle l-rayon passant par x un l-uplet p = (01,---,07) € (3Q)L tel que

1. Yie {1,---,[} ](Ti,O'-H_l[ﬂQI:@,
2. {o1—-%; t>0NQ =0,

3. loi de réflexion spéculaire

En(or) = 2222 n(0y)
et Vie {2,---,1}
BBt n(oy) = @2 (o))
et
dA €R* vérifiant & + T%%%[ = Mno1)
et Vi € {2,---,1} I\, eR* vérifiant

Oi—0i—1 , O;j~0441 —
[ei~eii] T Joi—oiiq]

Ain{o;)

Ici 0141 = 2 et (o) est la normale extérieure & Q en o.
On note Ry(z) I'ensemble des l-rayons passant par x et R(z) = UiRi(x).
¢ On appelle ombre portée des contours apparents I'ensemble T' défini par

T= {:L €R? | 3 eW Ip=(o1,-,0) € Ri(x)
tel que {n(or) =0 ou Fie {1,--,1} (0i — 0341).n(0;) = 0}

ici op41 = 2.
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e Soit ¢ > 0, on note Sy C M3 3(R) 'ensemble des matrices A telles que I + oA soit
inversible. On note S, Papplication suivante:

Se Se — M3,30R')
A — A +0A)!

Remarque: Si A est une matrice symétrique appartenant & S, (¢ > 0) alors Sy(A) est
une matrice symétrique.

* Soit B € M3 ;3(R) une matrice symétrique, 7 €R3, ¢ € R3. On suppose (¢,7) # 0. On
note Tp, ¢ application de M3 3(R) dans lui-méme donnée par :
VA € M33®R) Vo eR3

(Tac(A)e = (A—2¢n)B)e —2(n,2)(An + BO)
~2(4n + BG,a)n +2 [2(An,n) — F52] (n,2)n

Remarque: Si A est une matrice symétrique alors (I’ ¢(A)) Vest aussi.

e Soit ¥ une surface deR? et ¢ un point de T. On appelle matrice de courbure de ©
au point ¢ la matrice de Weingarten dans le plan tangent & ¥ au point o, prolongée

4R? par 0 dans la direction n(¢) (normale extérieure & la surface).

e Soit z €N et p=(a1,---,01) € Ci(x). On dit que le l-chemin généralisé p passant par
x réalise :

1. une condition de transmission au point o5 (i=1,---,1) si

{]%ifﬂ;’h = ¢ pour i =1

,Z’j;:j}l = ﬁ;i:i, powr i€ {2,---,l}
2. une condition de réflezion au point o; (i =1,---,1) si
( o9 — 01
= ¢{-2(.n(01)) n{oy
| og— 01| (1) )
pour i =1
Jit1 — 0i 0i —0i-1 ( O — Oi—1 )
= —2{ —————.n(0;) | n{o;
| oit1 — 0 | | oi — i1 | | 0s — 0y | (i) ) n(os)
L pour i€ {2,---,1}

Remarque : On montrera (lemme 3.1) que tout I-chemin (o1, -, ;) réalise, en a;,

une condition de transmission ou une condition de réflexion.
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¢ On note Mg}: I’ensemble des matrices symétriques appartenant 3 M3 3®R) dont 'une

des valeurs propres est nulle et les deux autres strictement positives .

e Soit . € Q\ 7T et v = (01,---,01) € Ci(z). On définit par récurrence les | matrices
symétriques P} appartenant & Ms 3(R):

Py =

et

vo__
Pj_<

\

0 si v réalise une condition de transmission en oy

T'B(s1) (o), (0)  si v réalise une condition de réflexion en oy

.
v C o s
Sioj~a;_11(Fi-1) si v réalise une condition de

transmission en o;

TB (03l =i (Sl(fj—ﬂj—ll(Pj—l)) si v réalise une condition de
yrs

7j—1
réflexion en o;

ot B(o;) désigne la matrice de courbure de Q au point gj.

Remarque :

’

~ On montrera (Propriété 2.3) que pour z € @\ T et p = (a1,---,01) € Ci(z),

on a:

Vie{l,---,i-1} Pl €S, —o

— Par définition , p = (01,---,01) € C(2) entraine

n(01).£ <0 et Vie {2, 1} (o5 = oi-1).n(o;) <0

e Soit v €R®, on note F, Papplication suivante

Fo t B — R

*r o x- 2z, v)v

e Soit (v1,---,u) €R¥, on note G(vy,0) Vapplication

g(/vl,...’rul) : R3 — R3

T e Fyo---oFy(2)
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e Soit 7, 77 deux éléments de R. On définit pour tout v cR?

Hipy(0) =0 A Jo A]

et
Emm @) =AY = (m,uAn)n

e Soit z € Q\ T et v = (01, --,01) € Ci(x) Notons

2.2 Propriétés

2.2.1 Propriétés de I’ensemble S, et de Papplication S,
L’ensemble S, et Papplication S, vérifient les propriétés immédiates suivantes
Propriété 2.1 1. Pour tout réel o, 0 € Sy et S4(0) =0

2. Soit A€ Mg“g Alors pour tout ¢ >0 on a

AeS, et Si(A) e MIL

3. Soit ¢ > 0, A une matrice symétrique appartenant d Sy et ¢ eR3 avec | ¢ |=1.

Si A =0 alors S;(A)¢ = 0.

4. Soit o et o' deux réels strictement positifs, ' < o et A une matrice réelle symétrique

appartenant @ Sy NSy et possédant une valeur propre nulle.
Ona

re(I+cA)=r_(I+c'A)+r-(I+|d —a|Sx(4))

ot v_(B) est le nombre de valeurs propres strictement négatives de la matrice B.
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2.2.2 Propriété de Papplication T,

Propriété 2.2 Soit A et B deuz matrices symétriques appartenant ¢ Mz sR), n € R® et
¢ €R? avec | n|=| ¢ |=1. On suppose (.n <0, AC =0 et By =0. Alors

(1) (TBae(A) ((—2(¢mm) =0

(i) On suppose B € M3%. SiA=0ousi A€ MY alors Tpnc(A) € M

Preuve :

(i) Aprés simplification, on a

(TBn,c(A)) (€ —2(¢, mm) = AC + 4(¢, m)?Bn + 4(¢, 1) (B¢, m)n — 2(An, O

Par hypothése A et B sont des matrices réelles symétriques vérifiant A = 0 et Bn = 0.
Ceci implique :
(B¢m) = (¢, Bn) =0
et
(An,¢) = (1, AQ) = 0
On obtient donc
(TBnc(A)) (€ —2(¢mm) =0

(i) Soit v €R3 tel que v.(¢ —2(¢,7)n) =0.On a
(TBpc(A)v,v) = (Alv—2(v,mn),v - 2(v,n)n)
~t& (BU&,mv + (n,0)¢), (¢, mv + (n,9)¢)
Comme
(v —2(v,mn,¢) = (v,¢ ~2(¢,mn) =0
on a
(A(v = 2(v,mn),v — 2(v,n)n) >0

De plus, comme ({,7) <0 on a

_.-(—C%—ﬁ (B¢, mv + (m,v)0), (¢, n)v + (TI,'U).C) <0



2.2. Propriétés 23

On obtient done
(TBgc(4))v,v) >0
c’est & dire T, ¢c(A) € Mg*g

C.Q.F.D.

2.2.3 Propriété des matrices P/

Propriété 2.3 Soitx € Q\ 7 et p=(01,---,01) € Ci().
Soit m le minimum des j € {1,---,1} tels que p réalise une condition de réflexion en o;
alors

Vie{l,---,m—1}, Vo >0 P’ =0

et
Vk e {m,---,1}, Vo >0 PLeS, et PLe M3}

Preuve :
Ceci découle de la définition de m, P/, et des propriétés 2.1 et 2.2
2.2.4 Propriétés des applications &¢,), Hcn et Fy
Propriété 2.4 Soit e, h, (,n des vecteurs de R® vérifiant

(e=0 (h=0

(ANe=h (ANh=-¢

[{l=lnl=1
On note
¢ =F4(0)
{ e =Een® [ =En®)

W =Herm () W = Heq ()
alors

e = (¢, mFnle) ot e’ = (¢,ne

W = —(¢,n)Fy(h) = (¢, mh
De plus

¢le =0 ¢ =0 o (e =0 CR =0
C’/\e’:h’ CI/\h,-:-—B’ g/\(i” =R C/\h”=—-e”
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Preuve :
Soit (u,v,7) une base orthonormée de R3.

Cu P
noo= Co A he | A
—Cn b
—Cnhu
= ~Coha
—Cuhr — Cohy

= —(¢&mh—2(h,n)n)

e =[(¢Ae)An = (¢, (CAe) A

or
’
Cu =2
ne)ang = ¢ | A e A
Cn ey
Cneu — Culn
= | Gneo =Gy
0
(neu — Cuty ’/ Cu Cneu — Cuy Cu
e = Cﬂev - C've‘fl - Cu , C'I/e'u - Cven (o
o) o ~

euln — enCu(l — (2 — (2) - Culn(€ulu + €vCo)

= | ely— el == )~ Crlent + 0
QZ) (eulu + eyCo) — enCn(Cﬁ + Cf

; Eulny — Cu(n(eugu + ey + 67,{.,,)

= evln — Coln(eulu + vl + enCn)

an(eugu + vl +enCy) — ey

= (¢m{e—2(e,m)n)
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/ C’(L ll’ll.
o= | G [ ALl he [ A

> Cn \ Ny,
Cnhu

- Coho
\ _‘C’uhu - C'uh"u
= (¢, mh

e = [(CAe)An—((,(CAne)An)

(neu — Cuén Cu Cneu — Culn Cu
= (nev — Cuen | — Go |> | Cnev — Cueén Cu
> 0 Cn 0 Gy
euln — enlu(l — <’l2l, - Cﬁ) - Culplenlu + evo)
= evln — enCu(l — Cﬁ - Cg) - C*UCn(eu(u + evlo)

> —G?; (eulu + €uv) + en@)((ﬁ + (2
euln — Culn(eulu + €vlv + enly)

= e — Coln(eulu + eulo + enly)

\ "Cg(eugu + eyl + enCn) + enCy

= (e

Montrons que ¢’.e’ =0. On a

Cl'el = (C: ’f]) (C - 2(C’ 77)7/)'(6 - 2(67 77)77)
= (&)
= 0

De méme on a

fl

¢ — (¢, M —=2(¢,mm).(h~ 2(h,m)n)

= (Ci W)(h: O
= 0
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Montrons que ' Ae’ =h/.On a

¢ne =

Cn

[ ¢
G | A

)
—Gven + (nev
“C’qeu + C’uev]

\ Culo— Coeu

(Gm) (CAe—2(CAe,mn)
(¢ mn’

De méme on montre que {' AW = —¢'

Les résultats énoncés pour e” et h” découle directement des hypothéses sur e et h.

C.Q.F.D.



Chapitre 3

Preuve du théoréme 1.1 (équation
d’Helmholtz)

La preuve de ce théoréme suit la stratégie suivante:

I approximation de I'optique géométrique est donnée par une somme localement finie de
termes, contribution de rayons, qui ne font intervenir que la longueur optique de chaque
rayon, et la matrice hessienne de la surface d’onde le long du rayon. I’approximation de
Kirchhoff est donnée par une formulation intégrale. Appliquer la technique de la phase
stationnaire & cette intégrale 'exprime au premier ordre par des contributions de chemins
stationnaires, qui se trouvent étre les rayons de Yoptique géométrique, portant des ampli-
tudes lides & 'interaction de la surface d’onde et des obstacles.

Toute la difficultée est donc de démontrer Pidentité des amplitudes présentes dans I’approximation
de Poptique géométrique (exprimées par les matrices notées Pf), et les amplitudes présentes
dans Papproximation de Kirchhoff (exprimées par les matrices M. J” ). L’objet des paragraphes
qui suivent est d’analyser les relations entre ces deux familles de matrices, et de conclure &

Videntité des amplitudes portées par les rayons, dans les deux approximations.

On commence par expliciter approximation de 'optique géométrique rappelée plus en

détail au chapitre 7. Elle est donnée par
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Ve e Q\T
vo.q.(z; k)
: o (0- )e—1k¢[($;[)) (3.1)
a0(2)e™ 7 + T4 106 finie(—1)’ > 7 -
p=(01,,0n)ER(x) H \/d&ﬁ([‘i‘ I Ojr1 — 0 l PJp)

=1
Iei 041 =z, det(I+ | 0541 — a; | PY) est positif (propriété 2.3), et corollairement, I'indice
de Maslov est nul.

3.1 Nouvelle formulation pour l’'itération de Kirchhoff

Soit A; la fonction définie sur (99)% par

‘Al((fla Ty ‘Tl)
Pl n(o41) |~ LT n(oy40)
. — 7, —rr_,ll Jti ]n] ol it
ao(01)(| £n(er) | —¢n(on) T} lizn ,(,H’l_aj,“ ]

Cette notation permet d’écrire v; sous la forme:

zk l e'—ik’l/)l(m;ﬂj,' -,O'l)
w(aike) =uask) + () [ Ao )T oy (52)

Remarque 3.1 S;
éEn(oy) >0

ou sl existe j € {1,---,1 — 1} tel que

(o) >0

Oj+1 — 05
| 0541 — 0 |

alors
'Al(alv ror 7(71) =0

3.2 Détermination des points de phase stationnaire

Dans le but d’utiliser le théoréme de la phase stationnaire sur (9Q)* il nous faut calculer,
pour un point 2 € R?, ’ensemble des points ol Yy stationne. Pour 2 € Q\ 7, on montre

que ce sont les l-chernins généralisés passant par @ définis au chapitre 2.
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Soit & calculer 'ensemble les points v = (a1, -, ;) € (692) tels que
vflbl(-’”; g1, "7(71) =0 (3.3)

ou le gradient surfacique est défini pour la surface (9$)%.

Ona
§ . Oa—0
jr2—a1]
]——?___[d —=J1 __ J3-0
V’lﬁl(m; g1, "70'1) = g2—0) . I(’S-Gg
T1—di-1 T—a;

TR R |
La condition (3.3) est équivalente & V'existence de (A1, ---, \;) e R! tel que
[ Mn(or)

\_/'1;1(37;01,"',01)2 :
Mn(or)

ol n(;) est la normale unitaire extérieure & ¢ en o;.

Pour un tel v, (A1,---, \t) €R! est solution des équations suivantes:

Ti41=0; __ 0j=0j-1

rad] = Tormoia] — Aimlos) pour j € {1,---,1}

{ Toezaay =& — Mnfo1)

Comme, par hypothése, | £ |= 1 on obtient en prenant la norme de chaque équation:

Ar=0 ou A =2(¢,n(a1))n(o1)
et vj€{2)"'7l}

Ti—Ti—-1

Aj =0 ou Xy =220, n(og))n(o;)
On a donc :

Lemme 3.1 Soit x € Q. Soit v = (51,---,01) € (OQ)L. On a :

V(@i v) =0
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st et seulement si

4
oo = & Transmission

< ou
ﬁi:—iﬁ = {—2({n(o1))n(o1) Réflerion
et Vi€ {21}

9ix1=9; . Gj=0j—1 i5qi
= Transmission
ioj+1—0;] oj—aj_1]
ou
Tj41—0F;4 . Fj—04-1 D) ( Oj—0j-1 n . ) R ’ .
= —2 n(o;) i n(o Réflexion
\ lojt1~ay] 7j=0j-1]| loj—ajil (5) ) nle5) i

Ici 0141 = 2.

En utilisant la remarque 3.1 on conclut par

Remarque 3.2 Pourx € Q\T, les points de (O0), ot 4y(z, ») stationne et on la fonction

A; est non nulle sont les I-chemins généralisés passant par x.

3.3 Relations entre P;’ et MJ’-’

Soit x € Q\ T et v = (ay,--+,07) € C)(=).

Dans ®; = (aj;u;,v;,n(05)), j € {1,---,1}, repére principal de courbure de 8 en oj,
OfY est donné au voisinage de o; par la paramétrisation (u,v,95(u,v)). Si U; et V; sont les
rayons de courbures principaux de 99 en 0j, la matrice de courbure de 9 en 0j, notée
B(o;), est la matrice diagonale de diagonale (Ui], Vi!, ()).

On définit &;, pour j € {1,---,1} par:

Oj+1 = 05 = Aj&j avee Aj =| 0ji1 — 0

Ses composantes dans R; sont notées &; = (¢, , fj,mfj,a)mj
Soit P, 1a matrice de passage de la base (uj,v5,n(05)) & la base (uj1, vi41,n(0541)) et
0 si v réalise une condition de transmission en o

{4
6%(a;) = o " _
1 si v réalise une condition de réflexion en o
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Lemme 3.2 Soitx € Q\ T et v = (01,---,01) € Ci(x). AlorsVj € {1,---,1}

" 1
My =P\, o0t % (r-( tfjﬁj)mpo) (3-4)
Ry
det MY = g!/\:”:l- det(I + )\ PY) (3.5)
J
sgn M =2 (3.6)
M inversible (3.7)

3.3.1 Preuve du Lemme 3.2

Elle s’effectue par récurrence en notant P} = [(aé;z)),,,qe{l,g,g}]%
Au rang 1, on a: ’

si v réalise une condition de transmission en oy

P =0

si v réalise une condition de réflexion en o3

€13 €11
27 0 -2
f13 €12
_ofia _of12 _ 2 (&1, §ip
2U1 “W €1,3(U1+V1

ce qui donne dans les deux cas:

Pz, 00 = —261,36"(01) B(o1) 1,00
Or .
My = Hg . ¥i(z;v)
= HJ , (£o1+]|o2—a1])
= —2£136"(01)B(o0)r, 00 + 3y (I — (& t&)m,n(al))
Ce qui démontre la formule (3.4) au rang 1.
Pour établir la formule (3.5) au rang 1, on utilise les propriétés 2.1 et 2.2 pour obtenir
Pyé; = 0. On pose ensuite
1 0 &g
Hi=|01 &2
0 0 &3
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On a alors
det(I + M PY) = HS't'lHT)Z det (*Hy(I + M\ Py)Hy)

14 /\1a(1) )\w(llz) €11
= E%l_; det )\1(1,(1) 1+ /\10,%12) 51,2

€11 €1,2 1
Comume | &1 |= 1, on obtient & I'aide de la formule (3.4) au rang 1:
y A2
det(I+ M\ Py) = Gt —— det M{

Il reste donc, & établir la formule (3.6) au rang 1.
On a vu (propriété 2.3) que det(I + A\ PY) > 0. De plus, il est clair que Tr MY > 0. Ceci
donne sgn M} = 2.
Remarque : On a montré que det MY > 0 et par conséquent M { est inversible.
Au rang j +1: on suppose les formules (3.4), (3.5) et (3.6) vraies jusqu’au rang j

(7 <1). On va démontrer qu’elles sont vraies au rang j + 1.
On commence par établir la formule (3.4). Pour ceci on effectue la suite des caleuls
suivants:

1. Calcul de (P}, ;)n

J+1?

2. Calcul de M7, ,,
3. Calcul de D = (P +1)IT89(0 ) + ,\J+1 (I (&1 §/+1)fTaQ(ﬂﬁ-1])) M7y,

1. Calcul de (P}, )%,
On calcule tout d’abord Sx; (P]’-’ )g}j. Ona

det(I"*’ ’\]'P]!/) (S/\j (P]?))%j = (P;I)WJ + )‘I (I)])Q)p,qE{I,Q,S} + )\32 det P]V I

avec

bpp = (J)(a£21p+l+arl+2p+2) (1()]1))4-1)2 (zgjr)'-l)Q
b = oo —aflal) p#a k#p kg

Or det P} = 0, ceci donne :

1

(S5 (P7))w; = m

<(PJP)§RJ‘ + A (bm)p,qe{l,2,3}>
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On P’exprime ensuite dans ®;41 & I’aide de la matrice de passage PV :
S\ (P )wj = WTJ?IXFP_;‘T tpl) (( P)w; + ,\-(bpq)p,qeu,zs}) P9

TR (‘2 > P pip e + bko)

i=1k=1 P;q€{1,2,3}
On note
14 14
(’wpq)p,qe{l,z,s} = det(I + AjP; )(SAJ' (PJ' ))5’%‘4-1
Si v réalise une condition de transmission en ¢;4; alors
( +1)%]+1 (S)\j(P]y)):‘RJ’_*.l
Si v réalise une condition de réflexion en o4 alors
§J+1 3 . _ 9&it1l
2% Ujr LU].2£ Wi — gU j+1
7+1,3 _ - 7+1,2
( +1)%_1+1 = 'I.U12 2"7"‘"]+1 1023 22—V_-—j+1 ,
—wig — 28I gy — 2812 _ .2 (&na ) Siia
w13 = 29 —was Vi W3 T Eg ( Uit1 7 Vina
On a donc dans les deux cas:
Sx.(PY ) — 26" (0j+1€j+1,3B(0;
(( H)‘RJH)IT = ((S%(P)m;1n Ts,,100 (05+185+1,3B(9541)|1,,,, , a0
(3.8)
v
2. Calcul de M7,;.
S -1ygSs )
On calcule tout d’abord H, oY@ V) [ MY H, . (s v).
Par construction de ), on a :
(T]+1 G'J’ll[)l(m V) (TJ+1,(TJ I Jj+1 + oy |

Ceci donne, dans les coordonnées locales du repére R;
UJ+1,6]wl('v V) . (lkq)k,qe{l,Z}
.7

olt lg = Yoy p(])§J,1£J g T’S;]k)
On note

7 = Mgk qetn,2y
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Oll Mg = affq) + 55 (Bkg — &i.kk5q)-
Comme M} est inversible, on a :

- 1
H('ys;ﬂ,aﬂﬁl(x; v)[M7] leiy‘Tj-H"r/)l(x; v) = W(tkq)k,qe{m}

avec

2 2
thg = E Z(_l)&rlk,iﬂlq,rﬂ Mir

=1 r=1

On détermine ensuite HS Yu(z;v). Par construction de Y, ona:

Oj11,0541
s @) = B, g1 (031 = 03 |+ | 0310 — 031 )
Tit1,0541 PN V) = Mo o U 051 — 05 J+2 7 Oj+1
Aprés calcul dans le repere R, on obtient

H‘i‘ﬂﬂjﬂ hi(@;v)

(& +xk)0- &), o — 20°(0541)i+13B(0j41))g, o

Ceci donne

v
M'+1

(% + ﬁ;) (I~ t§j+1§j+1)]T,,j 00 26”(0j+1)§j+1,33(0'j+1)IT"j o0 B9

X2 aer i Ckakgeq1,2)
A2 det MY 7

Aj+1

. Calcul de D = JerllTajH 0T (1 = G Gy, +1an) - M,

On a, en utilisant les formules (3.8) et (3.9)
D= (S5Pmn) o+ (= Ceyratynn) )+ Srs )

- '\j J mj'f‘l ,Tﬂj-f-laﬂ /\‘7 J+187+1 ITaj+1(99 /\? det M]V 78 7',36{1,2}
On multiplie par A2det MY # 0, et on note:

1
A} det MYD,, = DI 4 rpﬁ? + ;D%
7
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avec D = (Drs)r,s€{1,2} et

= &, TL T pglaf)

+ Sh Tkt {070k = €3858) Ero ~ Ei10€511,6) + bnipaloprs } af)

(a)
T8

DY = 2,58, 55 pP00D + (a0 — (69)2)(6,s — &1410Ei410)

ott D9, DO et D sont indépendants de ;.
On a donc
Vr,s€{1,2} DY =D®» =D =0 = D=0

On démontre la nullité de Df) en utilisant uniquement les relations Py¢; =0, | & |=1
et POPW =

Ce qui achéve la démonstration de la formule (3.4) au rang j + 1.
Pour établir la formule (3.5) au rang j + 1, on utilise les propriétés 2.1 et 2.2 pour obtenir
P 1€i+1 = 0. On pose ensuite

1 0 &1
Hip1=10 1 €412
0 0 &itis
On a

det(I + A1 Ply) = (gampy det ( tHj+1({' + /\j+1P;~f+1)Hj+1)
L aaf™ 3aalt g
= gimdet| a1+ Xaedt g

4

i1, &i+1,2 i
Comme | ;41 |= 1, on obtient & P'aide de la formule (3.4) au rang j + 1:
v ’\32'4-1 v
det(I + A1 P, ;) = mdet 1
Ceci démontre la formule (3.5) au rang j + 1.
Remarque : En fait, on a montré mieux:

2

J 11,

det ﬂ{[gp +1
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ol p = (01, ++,0541) € Ciy1(A&jy1).
De plus:

o PP, =Pl et, pour A= \jyq, Mpy, = MY,

* VA > 0 det(I + APf;) > O car Pf,, est une matrice positive et donc YA >
0 detMf, ,>0

Ceci donne
VA>0 TrM? 1 #0

Cette quantité étant positive pour A au voisinage de zéro, on a alors par continuité :

VA>0 TrMf, >0

; 1+ &2
(TY Mfy = aft + a4+ -—-——~—§"“’3)

Ceci démontre la formule (3.6) au rang j + 1.
On a aussi montré que MY 41 est inversible.
C.Q.F.D.

3.4 Contribution des chemins stationnaires
Au paragraphe précédent, on a démontré que
Ve e Q\ T, VI el*, Vv e Cy(x), ¥j e {1,-- 1} MY inversible

En utilisant des fonctions cut-off valant 1 aux points de phase stationnaire, ceci nous permet
d’appliquer les corollaires 6.1 et 6.3(des théorémes de phase stationnaire et non stationnaire
pour une amplitude contmue) a wi(z; k€) pour obtenir

Ve e Q\ T

w(x; kE) — w1 (w; k€)

. l
ez{- Ej=1 sgn M;(x;v)

1k l 2r l
(M) (Z’) V=(‘71:‘§)Ecl(w) | TT—y det M;(z; v) |1/2

(3.10)

Aj(v)e~Filzw) O(-};)
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On utilise ensuite (3.6}, (3.8) et la définition de A; pour avoir:

wy(x; ké) — g1 (2; kE)

ao(or)e” =)
(ITh det(I+ | o341 — 0 | BY)) det(I+ | @ —or | BY)
+
o}

(=1 2

v=(01,,01)EC; (x}

12 (3.11)

3.5 Contribution des chemins non-optiques

Pour effectuer une comparaison avec approximation de Poptique géométrique donnée par
la formule (3.1), il faut tout d’abord étudier les ensembles C;(x) et Ry(z) définis au chapitre
t)

.

En effet, approximation de Poptique géométrique se calcule par une somme sur R;(x)
et Papproximation par le théoréme de la phase stationnaire de la méthode itérative fait
apparaitre une somme sur C;(z).

De maniére évidente, on a Ry(x) C Ci(x).

Onale
Lemme 3.3 (de transmission) Soit x € Q\ 7 et v = (0f,---,07) € Ci(x)
1. 8%l existe j € {1,---,1 — 1} tel que
o € {Jo};044[N00} et (0~ a¥)m(o) <0
alors
p=1(0y,,07,0,051,,0) € Ciy1(x)
2. Sl existe t € R} tel que
o=o0f -t €N et &n(o) <0
alors
u=(a,0y,--+,07) € Cry1(x)
En notant p = (a¥,---,004,), on a dans les deuz cas
ag(all’)e"'k’/”(m;”)

|(TTy det(T+ | azyy — oy | )]

ao(gf)e= kv

—0
K se1det(T+ | ogyy —of | P:f))ll/z

(-1 s H-D)
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Preuve :

1. Soit 4, #/, ©” € {1,---, N} vérifiant
o €9Ki, o] € 0Ky et o}, € 0Ky
Par hypothese v € C;(x) ce qui entraine
(0741 —a%)m(o¥) <0 et i £

Pour avoir u = (o¥,-- ©505,0,0541,°++,07) € Cipa(x), avec les hypothéses (o —
ai)n(e) < 0 et v € Cz), il faut vérifier que p € (MUY, e i £ i et i #£ &7
avec i/ #£ 17

On propose ici une démonstration par Pabsurde.

Supposons ¢ =1, i.e. ¢ € 9K; et 0¥ € K;. La condition (¢ — 07).n(o) < 0 entraine
o # of. Comme v € Ci(z), on a (07 —0j_1)-n(c¥) < 0. La stricte convexité de K; im-
pose alors & v de réaliser une condition de transmission en o avec (0 —o%).n(s) > 0.
D’ou une contradiction.

De fagon similaire on démontre que i # ”.

[ )

. Soit ¢, i’ € {1,---, N} vérifiant
o €0K; et o) € 0Ky

Pour obtenir u = (0,0%,--+,0%) € Ci11(z), avec les hypothéses E&nfo) < Oetrve
Ci(z), 1l suffit de vérifier que p € (AL ie. i # 4.

L’hypothése v € Ci(x) entraine é.n(o¥) < 0 et la condition o — of =t& avect >0
donne (o — o}).n(s) < 0 et (¢ — a¥).n(6¥) < 0. La stricte convexité des compacts

(Kj)jeq1, Ny impose alors i # i'.

Remarque : Dans les deux cas, le [ + 1-chemin généralisé u réalise une condition de trans-

mission en o et donc
Yia;v) = g (2 )
On établit maintenant la formule 3.6, dans les deux cas. En fait, il suffit de prouver que

1/2 1/2

1+1
(Foatrs1 -t 120

i=1

1
(II det(I+ | oy, — o? | P:))

i=1
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$ oV — AP
Ieiof =af,; =2x.
La preuve est immédiate pour le deuxiéme cas.

On se place sous les hypothéses du premier cas et on a
Vie {17"'7j} P’LV :Pi”
et, i réalisant une condition de transmission en ¢

2o

i+ = Slor—ol(Ff) = PY(I+ | o — o | P})™!

Ce qui donne
Ut+lof —o| P+ o) —a | Pf) =1+ ]| 0%, —a¥ | PY
En prenant le déterminant de la formule ci-dessus on obtient

det(I+| 07y — o | Pfyy)det(I+ | f — o | PY) = det(I+ | 051 — 0y | PY)

De plus
SI";+2“’$"+1|(P;L+1) - S"’;H“’i (S|”§’ ‘GI(PJ!/) )

Comme p réalise une condition de transmission en ¢ on a
v v — v y73
lofi—al+laj —ol=|afs - by,

Ceci donne

oy
S"’?ﬂ”"?ﬂi(Pf“"l) - S“’?ﬂ—”ﬂ(PJ?)
On obtient alors

Vie {j+17"°>l} P‘iy:PiI—LH
En regroupant les résultats on a

[Tiey det(I+ | 0%y — 0¥ | P?) = [Ty det(I+ | ofyy — ol | PY)det(T+ | oy, — ot | P¥)
X Hf::j-{-l det(I+ | Uﬁf—l — o}’ | PY)

= [I& det(I+ | o, — ok | PX)

t=1

C.Q.F.D.

On vient donc de montrer que les contributions des points de C () \ R(z) s’annule deux

3 deux.
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3.6 Comparaison avec I’approximation de Poptique géométrique

On effectue ici la comparaison entre I’approximation haute fréquence de la méthode itérative
donnée par le théoréme de la phase stationnaire (formule 3.10) et ’approximation de
Poptique géométrique donnée au chapitre 7.

Soit z € @\ 7. On Suppose que C;(z) = @ pour ! > n. On déduit du Lemme 3.2 que les

seuls éléments de C(x) ayant une contribution sont :

e le 1-chemin généralisé v = (01) passant par 2 réalisant une condition de transmission

en o1 et vérifiant
Vi>0 a1 —tEef

?
e les j-rayons v = (o1,---,01) passant par « (j < n).

On a donc prouvé le théoreéme 1.1.
C.Q.F.D.



Chapitre 4

Preuve du théoréeme 1.2

(équations de Maxwell)

Comme dans le cas de 'équation d’Helmholtz, la méthode proposée au chapitre 1 pour les
équations de Maxwell pallie 'inadéquation de la méthode de Kirchhoff au cas d’obstacle non
convexes. On démontre ici que cette méthode coincide au premier ordre avec 'approximation

de Toptique géométrique lorsque k& — o0.

Tout d’abord on explicite 'approximation de 'optique géométrique pour les équations

de Maxwell détaillée au chapitre 7 et donnée par

—’Lk’l/)l(m,[})

\ — Cinlo o niom (€8 (a1))e
Eog.(z; k) = eg(m)e k€.x + Z(_l)l Z (ln( 1)y B( l))( 0( 1)) .
IeN* p=(01,m)eRy(z) [ [j=1 \/de’ﬂ(f+ | 05 — 0j41 | MJ)

(4.1)
Ho.c.(z; k) = hj(@)e™™" + 3 " (-1)’ > G(n(or).- nioy) (B (1) e~ F01(=r)
HS p=(01, T ) ER () Hé’:l \ﬂiet(j'i" | G5 — 0j+1 l M;))

(4.2)

Ici o141 = .

41
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4.1 Nouvelle formulation

On note Py, Q; les fonctions définies sur R? x (99)} par

Pi(z;01,---,01)

-1
68(a1) [1,2; 0(0j41,05)

! I
1€/ o mos h
H;=1'Uj+1—djl (07“‘1 ( ”jii‘_cj ,n(q))) (hp(a1))

et
Qu(z;01,-+-,01)
6(a1) Hi:i 8ajy1.05) [ ;
— O-: H . -0 (hb(al))
H;-=1|0j+1—0j| i=1 (,—;ﬁi—_;ﬁ,n(w))
Ici Ol41 = Z.

Avec ces notations, on obtient

Eui(z;k€) = Ei—1(a; kE)
!
_iLC_ . P *—1’01/)[(.’13;0'1,'",(7[) e
+ (&) /(m)i Pi(;01, -+, 01)e doy---doy
et
Hi(z; k€) = Hi—1(z; k€)
&\ - L. —ikyy(x;01,-,07)
+ (47) /(09)1 Qi(z; 01, -, 01)e ! doy - --doy
Remarque 4.1 Si
Enf(o1) 20
ou s’il existe j € {1,---,1 — 1} tel que

Ij+1 — 05

—— (0 >0
Tos =z "0+

alors
Py(z;01,--,01) = Qu(w; 01, -, 01) = 0
4.2 Contribution des chemins de phase stationnaire

La phase ; des intégrales sur (0Q)., est identique & celle obtenue pour ’équation d’Helmholtz:

I’ensemble des points de (8Q)% oit la phase 9 stationne est donné au lemme 3.1.



4.3. Contribution des chemins non-optiques 43

Remarque 4.2 Pour x € Q\ T, les points de (0Q), ou la phase ¥(z, o) stationne et ot
les fonctions Pi(x;e) et Qi(x;e) sont non nulles correspondent auz l-chemins généralisés

passant par x.

Ensuite le corollaire 6.3 ainsi que l'utilisation de fonctions cut-off valant 1 aux points
de phase stationnaire permettent ’'emploi du corollaire 6.1 (itérée du théoréme de la phase
stationnaire) et le théoréme de la phase non stationnaire pour obtenir :

Vee Q\ 7T

Ei(x; k&) — Ei_1(x; k)

61% E;=1 sgn MY Pl(g;; y)e—‘lfci/,'g(a:;v) N O( 1 )
Hf-zl | det MY [1/2

)
2 k

v=(0o1,+,01)ECi(z)
et

Hi(2; k§) — Hi-1(@; k€)

PN
6&2 Ej=1 sgn M Qu(x; V)e—zkwl(z;u)

1
NS 1 +0(2)
On utilise les relations obtenues au lemme 3.2, pour obtenir
Ve e Q\T
Ei(2; k€) — Er-1(2; k€)
- (s 4.3)
EY (hi(o e ki (z;v) 1 (
(_1)l Z ; — ( 0( 1)) - 7 + O(E)
v=(01,-,01)€CI(x) Hj:l ]}%ﬁn(ﬂj) (det([+ | Gj41 — 05 I P;J))
et
Hi(z; k&) — Hu-1(x; k&)
-, (s (44
HY (hila e ki (z;v) 1 (
(=1)! E e (hiy(a1)) 7+ 0(3)
v=(oy,,01)EC () Hj:l I_Uﬁi_—f—ijl'n(aj)l (det([+ | 641 — 05 | P;’))

4.3 Contribution des chemins non-optiques

Pour établir une relation entre les formules précédentes et celles données par ’approximation

de P'optique géométrique, il faut, comme dans le cas de I’équation d’Helmholtz, établir le
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Lemme 4.1 Soient x € Q\ T et v = (0¥, --,07) € Ci(z)
1. Sl existe j € {1,---,1 — 1} tel que
oC {]a;-’;a;-’ﬂ[ﬂaﬂ} et (0—a%)n(o) <0

alors

H= (aga"'ﬂ’;‘/ao’:(’;’}—i—l) "'vgly) GC[.H(CE)

2. S’il existe t € R} tel que
oc=0{—t €00 et £En(o) <0

alors
= (0> 0{7 Tty ‘le) € Cl+1(m)

En notant p = (o¥',- -, 0{‘+1), on a dans les deux cas

E”(h‘b(a‘i’))e_‘k“’l(:‘”)

(—1)l U] Tgr1=% 1/2
T os | o) et~y )1
(1) X (h(ah))e” V141 () -0 (4.5)
T10 | T o) (et Hlat, ,— P2
q=1 m" Tq ) |ldet g+1%q 1
et , (e
() S
l 0’( bl 3
T, _, | ¥ n(ey) |ldet(I+|o, , —ay|Py)|1/2
gq=1 I q+1 ql q
(=1 Hb (b () i) _o (4.6)
" I -
I+1] ° - v
IS ] ot (o) [det(T oy~ | PP/
q
Preuve :

On reprend, ici, la preuve du Lemme 3.2 qui démontre les points 1 et 2, et donne les formules

(@, v) = Yy p)

et

1/2 1/2

41
(H det(T+ | oty — ot | P{‘))

i=1

l
( det(I+ | oy — a7 | Pf))
i=1

Ici o} = 0fyy = .
Pour établir les formules (4.5) et (4.6), il suffit de prouver que

£¥(hi(a})) _ £"(hi(a}))

(4.7)

l Tir1—0y TL(O’V 141 ”:;4—1"”’1‘ n(au)i
=1 foy, =T\ 1=1 |Joyi—eg] e {
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et , ,
H(hh(af)) H"(h(%(cr"))

ol b —ak
Gt noy) T | (o)

Ty41=]
Par hypothese, les champs electromagnétiques Ey et Hy vérifient les équations de Maxwell

(4.8)

1
q=1

dans B? suivante

—ikEr+rotH; = 0
divEr = 0 (4.9)
itk Hy +rotEy = 0
div Hr = ()
ol {Er, Hr}(x; ké) = {el(w; ké)e~*e= Wl (a; ke)e e} | el (;k€) = ]_0 E%;ﬂ +0 (Elr)

et b (z; k€) = yoioh ) S 1o (d).
En remplagant les (,hamps electromagnétiques By et Hy par leur développement asymp-

totique en 1/k dans les équations (4.9) on obtient
Vo eR?® hi(z) =& Ael() et el(x) =—£ Ahi(z) (4.10)

De plus, si les champs {Er, Hr} sont solution de (4.9) alors ils sont aussi solution de

(4.11)

AR +k*E; =
AH;+KH =

En remplacant les champs E; et Hy par leur développement asymptotique en 1/k dans les

équations (4.11) on obtient
Vo eR® ef(x).6 =0 et hi(@)e=0 (4.12)

Notations : Soient z € Q\7 et p = (a1, +,01) € C(x). Pour tout j € {1,---,1} on note
K% Papplication de R? suivante
Yo eR3

si p réalise une condition de transmission en o;

]
K5(v) R - s
Fron(v) sl p réalise une condition de réflexion en o
n(a;) J

On note K* = o}, K}
Les formules (4.10) et (4.12) permettent 'emploi de la propriété 2.4 pour obtenir

1
£ (nj(o7)) = []

q=1

q+1

F i ECALCIGY
q 1
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et
41 0’”+1 —a?
‘ : ; ,
H(bj(o})) = ] Ij;f,—l—:*(;,f“-n(ﬂﬁj) K*(e4 (7))
g=1 q+ q
ainsi que
) I+1 UV»+1 — 0.!1; )
g (hy(oy)) = H l—-f:*_-;{;}r-"(ﬁff KH(et(at))
q=1 q
et
o l+1 (T‘u_*_l - Jé‘ .
q 3 3 &
HA (o)) = ] W-n(ff'fﬁ L CHCY)
g=1 q
Pour conclure il suffit de montrer que
K*(ej(a7)) = K"(en(aT))
et

Vit V\Y — K e (A
K¥(hi(a7)) = K (hi(a1))
Or ceci découle directement du fait que g réalise une condition de transmission en o.

C.Q.F.D.

4.4 Comparaison avec I’approximation de I'optique géométrique

On effectue ici la comparaison entre Pdquivalent haute fréquence de la méthode itérative
donné par le théoreme de la phase stationnaire (formules (4.3) et(4.4)) et Papproximation
de l'optique géométrique donnée au chapitre 7.

Soit @ € Q\ 7. On Suppose que C;(2) = @ pour I > n. On déduit du Lemme 4.1 que les

seuls éléments de C(z) ayant une contribution sont :

o le 1-chemin généralisé v = (o1) passant par 2 réalisant une condition de transmission

en o1 et vérifiant
Vi>0 o -t

H
o les j-rayons v = (a1, -+, 0;) passant par @ (j < n).

On a donc prouvé le théoreme 1.2.
C.Q.F.D.



Chapitre 5
Résultats numériques

Le calcul numérique des intégrales contenues dans

'I:k l e—ik"/)l(m;dlx' ‘,(Tl)
wi(z; ké) = w—1(x; k€) + (——-) /(rm)z Aoy, -, o)) ——————doy - - - doy
O *

4 | & — oy |

n’est pas réalisable & hautes fréquences (i.e. pour un nombre d’ondes & grand par rapport
aux rayons de courbures de 98) du fait de la trés forte oscillation de e~ tkr(@or, o),
On propose ici des algorithmes basés sur la réduction des domaines d’intégration par

utilisation des théorémes de la phase stationnaire et non stationnaire.

5.1 Description des algorithmes

On peut, tout d’abord, réduire le domaine d’intégration (09Q)! en utilisant la remarque 3.1
qui donne l'ensemble des points (o1, -+, 0) de (A%, pour lesquels Ai(o1,-++,01) = 0. On

note I'; Pensemble donné par

I = {(01, v, 0y) € (00 tel que émn(or) <0
et Vj € {1a eyl = 1} (U:i+1 - aj)'n'((rj—f-l) <0 }

On a
V(o1 00) € BDINTL Ao+, 01) =0

et
V(o1 -, 00) €Ty Aoy, - ,00) #0

47
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Ce qui donne

e_ik¢l(m;”11"'1al)
dO‘l soe da’l

.k l
w(x; k€) = w—y(x; k€) + (Z—w) /I’z A(ar, -, 07)

- Cependant cet ensemble réduit environ de moitié le domaine d’intégration : celd reste in-

|2 — oy |

suffisant & hautes fréquences. On utilise alors le corollaire 6.3 (corollaire du théoreme de la
phase non stationnaire) pour le réduire de nouveau. En effet, celui-ci affirme qu’en dehors
d’un voisinage des points de I'; oli la phase ti(x, ®) stationne la contribution de I'intégrale
est en O(1/k!1).

5.1.1 Algorithme 1

Cet algorithme correspond & Pemploi du corollaire 6.1 (itération du théoréme de la phase

stationnaire) sur I';.

. ! l -1,% Zl= sgn MP — kg (w3p)
kE) = w(m ke) 4 (i) (2 A E e M g
‘U.l(m; kf) = ul—l(-’:‘, ]\15) + (47(') (_E_) Zp:((rl,...,m)eol(m) H;=1fdetM;)l1/2|m—Ull

+0(})

(5.1)
Soit # € Q\ T et p= (01,--,07) € Ci(z). On note

£l k . ’ik,' l 27r { Al(p)e—‘b% Zf’.:l sgn Al;.e""k"/’l(m;/l)
Uy (-L" f) = 4— -k— 5
" Tt [det 27|

x—ay |

et .

~ )

Wz kE) =" Z uf(2; k€)

J=1 [)=(0'1 ,-,ﬂI)EC](’E)
On a alors ‘
ui(@; k€) = iy (x; k€) + O(1/k)

Tout comme 'approximation de Poptique géométrique cette méthode est instable numériquement.
Toutefois en prenant pour € une réunion de compacts a frontiére analytique, les calculs
peuvent étre faits sans mailler la surface. Ceci permettra au paragraphe 5.2 de vérifier les
Lemmes 3.2 et 3.3.

5.1.2 Algorithme 2

L’algorithme décrit ici correspond & une méthode d’intégration au dernier rebond: on ap-

plique le corollaire 6.1 (itération du théoréme de la phase stationnaire) sur les [—1 premiéres
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surfaces (i.e. les variables a1,--+,0;-1) et on intégre sur la derniére surface (i.e. la variable
o1). On obtient, & 'aide d’une fonction cut-off f valant 1 en of et nulle hors d’un voisinage
de o}

N -1
w(@ke) = ch_l(x;k£)+(i§) (’kl) 2 p=(0f,0f)ECH(x)
A(v{ay), (rl)e-z% ZIJ: sen M;'I(me—tkw'(f;v(ffz),dz)

/ flon) 7 o1
V(ar) H§;11 ;det ]\/[;(”’)I / |z — o]
+ O(z)
olt ¥(a;) est un ! — 1 chemin généralisé passant par a; et V(o}) est un voisinage sur 6Q de

of. On a, en utilisant les formules du Lemme 3.2

w(z; k) = w-y(x;kE) + (- 1)l 1( )Zp (a8, 00)EC)(2)

u(a

£(00) |ty n(on) | oo} e Hhton e
/ d0'1
V(of) l O.i’_(_al) o l H Idpt (I+ | V(“’l) 11/((’1) l Py’{("l))l l T — 0y I
+ O%)
Ici UZJEL) = 0].
Soit z € Q\ T et p=(af,---,0}) € Ci(z). On note
ul (x; k)
(o) | 5= o) an( ™)kttt
(- 1)l 1 ( )/ -1 7Pl ; doy
a, a, VT /2
V("lp)}a —allﬂ Idet(I+|”j-(|—1[) ’{( ‘)]Pj('))' |z —a; |

On s alors

w(z; k€) = Z ul (a5 k&) + O(1/k)

I pec; (w)
Il faut donc déterminer numériquement les voisinages V(a?') , la fonction cut-off f, et calculer
I’amplitude et la phase de I'intégrale pour tout o; appartenant a ces voisinages & I'aide des

formules de propagation et de réflexion de approximation de 'optique géométrique.

5.2 Algorithme 1

Le but, ici, est de vérifier les formules du Lemme 3.2 (relation entre P} et M. 7) ainsi que le

Lemme 3.3 sur la contribution des chemins non-optiques.
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On prend comme cas modele §¥ réunion de deux spheres de rayon un. La premiére, notée
51, est centrée en (1.1,0,0). Le centre de la seconde, notée S, est située en (—1.1,0,0).
On choisit pour nombre d’onde k = 3000 et pour direction de propagation de I’onde incidente
£ =1(0,0,1).
On représente (figure 5.1) pour X = 10e¥ (ol 20z est assimilé au plan complexe) la
quantité | dz(X; k€) | €% qui prend en compte les réflexions et les transmissions simples et

doubles

Figure 5.1: Représentation de | @i2(X; k¢) |

On interpréte difficilement cette figure, c’est pourquoi, par la suite, on calcule et on
représente séparément les contributions provenant des différents chemins.
Les objets choisis étant analytiques, on peut comparer ces résultats avec ceux donnés par
'approximation de 'optique géométrique ol I'on note

pour z € Q\ T et p= (01,-+,0) € Ry(x) :

e—tkin(zip)

of (w; k€) = (1) 72

H;=1 'det <I+ l Tjt1 — 01 I PJ/))’
(i.e. 'UO.G. (m; k£) == e'—‘lkf.x + Zl Eﬂenl(r) ’Ulp(m; kf))

3.2.1 Calcul des contribution de Pintégrale sur T',

On compare les résultats obtenus (figure 5.2) avec ceux donnés par P'approximation de
p

Poptique géométrique en simple réflexion (figure 5.3). La notation pour notre approximation
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est ¥ qui désigne la contribution du chemin p. La notation pour 'approximation de optique

géométrique est v¥ qui désigne la contribution du rayon v.

0.06;

-0.06

-0.06"

Figure 5.2: | it{(X; k&) | ¥ ol p = (01) € C1(X) avec 01 € 8S)

0.06¢

-0.086

0.02 0.04 //5.06

-0.06

Figure 5.3: | v¥(X; k&) | €% oll v = (01) € R1(X) avec o, € 85;

La figure 5.5 fait apparaitre deux différences entre les courbes. La premiére (zone a)
correspond aux points X ¢ l’ombre de Si:
pour ces angles u{(X;k¢) = —e~*¢X ot R (X) = 0.
La seconde différence (zéne ) est due a I’ oubli de la sphére S5 par la méthode intégrale: les

1-chemins correspondant sont ceux réfléchis par S; et traversant S, (ce qui est impossible
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pour un 1-rayon). Nous verrons que cet oubli est corrigé lors du calcul de Pintégrale sur T's.

0.06;

~04

B .02

~0.06

Figure 5.4: Superposition des figures 5.2 et 5.3

1t
0.8}
0.6l
0.4 = :
/
0.2{
B[ - |
© -0.05 0.05 0.1 0.15

Figure 5.5: | i{(X; k&) — oY (X; kE) | €

5.2.2 Calcul des contributions de Pintégrale sur I'y

On compare les résultats obtenus (figure 5.6) avec ceux donnés par Papproximation de
Poptique géométrique en double réflexion (figure 5.7)
La figure 5.9 fait apparaitre deux différences entre les courbes. La premiére (zone a)

est due & I’oubli de la sphére S; aprés deux réflexions et la deuxieme (zbne () est le terme
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.

0.01;

-o.osk -0.04 W )}

Figure 5.6: | i5(X;k€) | € ot p = (01, 02) € Co(X) avec a1 € OS5y, 02 € 3S2

0.04;

0.03¢;

0.02¢

.

-0.08 ~-0.04 -80.03 -0.02 -0.0

0.01}

0.01

Figure 5.7: | v5(X; k€) | €% oll v = (01, 02) € Ro(X) avec a1 € 9S1, g2 € 053
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0.04;
0.03
/
0.02} ~
/N

. |
-0.05| -0.04 -0.03 - =U.0 0.01 j
0.01} S

Figure 5.8: Superposition des figures 5.6 et 5.7

0.03;

0.02¢ ’

.01t
. B
' -4
U.Uﬂ! -0.03 -0. =0.01 0.01
~

Figure 5.9: | ah(X; k&) — vy (X; k€) | ¥
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correctif correspondant a 1’oubli de la sphére S, en simple réflexion sur S;. Pour mieux le

voir, on représente en figure 5.10 la quantité

| a5 (X5 k8) + 5* (X kE) | €

= (0’1) eCl(X), g1 € 051

et
p2 = (01,02) € Co(X), 01 € 051 et 02 € 0Sy

0.15

0.1
>

[ % //@

Figure 5.10: | i7" (X; k&) + b2 (X; kE) | &

o

#
4

0.15

On obtient dans le zone 8 : | @) (X; k€) + 152 (X; k€) |= 0. Ceci découle du Lemme 3.3.

5.2.3 conclusion

D’autres tests ont été effectués en poussant les calculs jusqu’aux réflexions triples (plusieurs
spheéres de rayon quelconque, plusieurs ellipsoides,...). Ils ont permis, 13 aussi, de vérifier les
Lemmes 3.2 et 3.3. Les mémes phénomeénes apparaissant, on omet ici ces figures, par soucis

de concision.

5.3 Algorithme 2

Comme annoncé dans sa description, il faut tout d’abord déterminer les voisinages V(o?) de
y l

o} sur lesquels on integre (le but étant de réduire leur taille au maximum tout en gardant
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une bonne précision).

Pour cela on étudie numériquement les intégrales fortement oscillantes du type
/ a(z)e @) dy;
JX

On se limite aux études monodimensionnelles et bidimensionnelles d’intégrales fortement
oscillantes pour lesquelles

¢ une solution exacte peut étre déterminée pour comparaison et validation.
e la phase @ est indéfiniment dérivable et stationne en un unique point 2, de X.

e le hessien de la phase est non dégénérée en 2, : on fera 'expérimentation avec un
hessien dont les valeurs propres sont de 'ordre de 1. Une simulation en faisant varier
ce parametre est inutile : la grandeur significative est le produit de ce paramétre

par k. Faire varier k suffira 4 estimer la sensibilité des méthodes d’intégration.

o Pamplitude a est indéfiniment dérivable et nulle sur 9X.

Ces hypothéses permettent Pemploi du corollaire 6.3.

5.3.1 cas monodimensionnel

On choisit pour domaine d’intégration Pintervalle [a,b] (a < b), pour amplitude a(z) =
Vk(z — a)(zx — b) et pour phase p(z) = Az® 4 Ba + C.

On souhaite réduire la taille de Pintervalle [a, b] dans le calcul de intégrale
b 2
k) = / \/E(m —a)(z — b) (AT + Bo+C) 1,

Remarque : On choisit les réels a, b, 4, B, C tels que la phase stationne en un unique point
x5 de [a, b].

Pour le calcul numérique des intégrales on utilise deux méthodes classiques : la méthode
de Simpson et la méthode des rectangles. L'étude va montrer que la différence d’ordre n’est
pas significative, & notre précision.

e Méthode de Simpson

3 h
g(@)de & 2 (g(w1) +4g(22) + g(w3))
T

oWxy—zy=23—~2Zp=h>0
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e Méthode des rectangles

2 h
/ g(x)da =~ hg(ay + ;)
$ -

1
olzy—x1=h>0

Pour réduire la taille du domaine d’intégration, il faut utiliser une fonction cut-off valant
1 au point de phase stationnaire et ceci pour conserver la nullité de Pamplitude sur le bord
du voisinage. On choisit pour fonction cut-off de référence la fonction continue suivante
représentée en figure 5.11:

4

0 sie < —1

Se+5 si —1<x<-08
f@)y=41 si —08< 2 <08

be+5 si08Lw<l

0 siez>1

\

Pour le caractére non C™ de f, voir la conclusion qui suit la figure 5.18.

Fonction Cut-0ff F

4
&

-1 -0.5 0 0.5 1

Figure 5.11: Représentation de la fonction cut-off f(z)

On prend par la suitea = -1, b =1, A =3, B = -2 et C = 4. La phase stationne alors

en 2z, = 3 € — 1,1[.
On note

s+ mo—m .
1(B) = / s V(e +1)(@ = 1)f (:’_.B_J_i) (33 =2044) 1.
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On représente l'erreur relative entre I(k) (calculé formellement par Mathematica) et
'approximation numérique de I, ,{ (B) par la méthode de Simpson et la méthode des rectan-
gles pour les nombres d’ondes k = 100, 1000, 10000.

On fait varier 8 et N (nombre de points de discrétisation utilisés par les méthodes d’intégration).

B = 0.04+350.04 je{l,--- 24}
N = 100i ie{1,---,25}

Méthode des Rectangles - k=100

Figure 5.12: Erreur relative avec méthode des rectangles et k = 100

Méthode de Simpson - k=100

0.0s5
0.04

0.03
0.02 Erreur

0.01

Figure 5.13: Erreur relative avec méthode de Simpson et k = 100
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Méthode des Rectangles - k=1000

i} _.02 Errour

W g
DOM
UDU

== .
R
RN

k = 1000

thode des rectangles et

2

ec me

av

Figure 5.14: Erreur relative

Méthode de Simpson - k=1000

= 1000

ative avec méthode de Simpson et &

Figure 5.15: Erreur rel
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Méthode des Rectangles - k=10000

Figure 5.16: Erreur relative avec méthode des rectangles et & = 10000

Méthode de Simpson - k=10000

Figure 5.17: Erreur relative avec méthode de Simpson et k = 10000
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On représente (figure 5.18) le graphe de Perreur relative entre I(k) et Papproximation

numérique de I}(B) par la méthode de Simpson et pour k = 1000 (i.e. on omet la fonction

cut-off).

Méthode de Simpson sans Cut-Off - k=1000

0.0086
0.004 Erreur

0.0o2

Figure 5.18: Errewr relative sans cut-off

e L’emploi de la méthode de Simpson n’apporte aucun gain significatif par rapport a la

méthode des rectangles.

o L’utilisation de la fonction cut-off se révele indispensable.

o [’utilisation d’une fonction cut-off indéfiniment dérivable n’apporte aucun gain signi-

ficatif lors des calculs : P’essai fait avec des fonctions réguliéres le montre. On

ne représente pas ces essais ici par soucis de concision.

o Les essais précédents montrent que le bon paramétre est . Pour avoir une erreur
petite, il faut 2 < < 4.

e Le choix optimum entre la taille du domaine d’intégration et le nombre de points de

discrétisation dépend du nombre d’onde k.

Soit A > 0, on définit un voisinage |a%,b%[ de =z, :

lak, (= {:1' € [a,b] tels que | p(ag) — () |< %}
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et on note

v% — ak

v 22 — (ak + %
I(4) = [ VR + D@-1)f (__M_L)) K2 5
GA B

On représente lerreur relative entre I(k) et 'approximation numérique de Ix(A) par la
méthode de Simpson et la méthode des rectangles pour les nombres d’ondes k = 100, 1000, 10000.

On fait varier A et N (nombre de points de discrétisation utilisés par les méthodes d’intégration).

= 10+55 je{l,---,20}
= 104+104 ie{l,---,24}

>

Méthode des Rectangles ~ k=100

Figure 5.19: Erreur relative (méthode des rectangles) sur Jak, ¥4 et k =100
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Méthode de Simpson - k=100

Figure 5.20: Erreur relative (méthode de Simpson) sur Ja%, ¥5[ et k = 100

Méthode des Rectangles - k=1000

0.05
0.04
0.03 “\\

N

(it
7
O
0‘0
4

\

§
4
x‘::o
(N
Y

e

YA

\
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¢
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\
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\\..
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\

§
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\
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Figure 5.21: Erreur relative (méthode des rectangles) sur Ja%, b%[ et k = 1000
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Méthode de Simpson - k=1000

Il

W

j
J]
e tae s S AY,
‘3:::::36“1;\‘&-04
<

-
el [

Figure 5.22: Erreur relative (méthode de Simpson) sur Jak, 5[ et k = 1000

Méthode des Rectangles - k=10000

Figure 5.23: Erreur relative (méthode des rectangles) sur Ja%, b%[ et k& = 10000
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Méthode de Simpson - k=100008

0.05 .
0.04 4
0.03 ..0‘.""{‘. \ ‘J
Erreur g.p2%__< “““\‘{{\{!“!‘}\;g‘ I/
0.01 “ CIRSSsSRoe N
il 4
AR SO IRITEIIRRT
SRS
P
J

Figure 5.24: Erreur relative (méthode de Simpson) sur Jak, bk [ et k = 10000

Conclusion

Ces études montrent que A et N doivent étre choisis suffisament grand (ce qui coule de

source). Néanmoins, un choix d’une valeur relativement petite de A n’obére pas sérieusement
la précision : elle reste, en valeur relative, inférieur a 10~2. Par ailleurs, ’étude montre que

le rapport {% doit étre compris entre 2 et 5. Une estimation plus fine, donnée au paragraphe

suivant affine cette estimation en fonction de k.

5.3.2 cas bidimensionnel

On se propose de calculer numériquement

2 pr2 3 e oir
I(k) — / / k(.’l?2 . 4)(?/2 _ 4)ezk(z:r'—2‘y +3.r—2y+.1)dydal,
-2J-2

Remarque : L’amplitude est nulle sur le bord du domaine d’intégration et la phase elz,y) =

222 — 22 + 3z — 2y + 5 est non dégénérée et stationne au point (e, ¥s) = (—5, —3)-
b

Soit A > 0. On définit un voisinage Ja&, b5[x]cX, d5[ de (x4, ys) dans [-2,2] x [-2,2]

par :

: A
i, Wik a5l {(2,9) € [=2,2) [-2,2] tels e | oo, ) = (@) 1< |

On note
b dx , 92 — ( k Ik 9y — k dk:

IA(k) _ k/kA /kA(mz _ 4)(y2 i 4)f ( 1 lk\(lA ': 1A)> ( Y k((‘Ai A)) ezkga(x,y)dydm
ok Jck % — a4 d5 - G
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ol f est la fonction définie antérieurement.

On calcule cette intégrale en utilisant des éléments de références triangulaires pour k =
100, 1000 et 10000.

Méthode d’ordre 2 :

g.8¢

0.6

o

0.2}

L

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figure 5.25: Méthode d’ordre 2

1 1-¢ ( I
/0 /0 9(¢, mdnd¢ ~ g(a) +Jé’) +g(c)

avec a = (1/2,1/2), b = (0,1/2) et ¢ = (1/2,0). Cette méthode intégre exactement les
polynoémes d’ordre 2.
Méthode d’ordre 3 :

1 p1-¢ ; Y
L[ st mandc = —2ae) + =9 +9(6) + ()

96 96
avec a = (1/3,1/3), b = (1/5,1/5), ¢ = (3/5,1/5) et d = (1/5,3/5). Cette méthode intégre
exactement les polyndémes d’ordre 3.
On représente (figures 5.27 & 5.32) Perreur relative entre I(k) et 'approximation numérique
de I4(k) par ces deux méthodes pour :

A=10+5j je{L,---,20}
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/

0.8¢

0.6¢ d

0.2 0.4 0.e - 0.8 1

Figure 5.26: Méthode d’ordre 3

N=10+10i i€ {1,---,24}

ol N est le nombre de subdivisions des intervalles.

Méthode d'ordre 2 - k=100

Figure 5.27: Erreur relative - Méthode d’ordre 2 - k = 100
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Méthode d'ordre 3 - k=100

NSRRI
1l

e T m— o o
L T2

SN

Figure 5.28: Erreur relative - Méthode d’ordre 3 - k = 100

Méthode d'ordre 2 - k=1000

i

< S

Figure 5.29: Erreur relative - Méthode d’ordre 2 - k = 1000
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Méthode d'ordre 3 - k=1000
*"i"""‘;‘ﬁil‘;"i“

e RaRI, -\"* Ui
«‘\\'\.‘-‘\‘“‘i“‘\u

,“\,\\\!‘;‘%‘i’s‘&l

Figure 5.30: Erreur relative - Méthode d’ordre 3 - k& = 1000

Méthode d'ordre 2 - k=10000

R !l!lmi]?i:i 055
W/l

!
(IR ““‘\ _\lv,;g/:llll
T “‘::““3‘:{:3.,/

Figure 5.31: Erreur relative - Méthode d’ordre 2 - k = 10000
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Méthode d'ordre 3 - k=10000

Figure 5.32: Erreur relative - Méthode d’ordre 3 - k = 10000

Conclusion :
¢ La méthode d’ordre 3 n’apporte aucun gain significatif lors des caleyls.
e On choisira, par la suite A = 20 (environ trois longueur d’onde) et N = 60.

» Avec ce choix, la précision relative est peu sensible a la taille de & : en effet, la taille
de k est prise en compte dans le choix de la taille du voisinage et de la taille de la

discrétisation.

5.3.3 Intégration au dernier rebond

Soit z € A\ T et p=(0f,---,0f) € Ci(x). On définit V(a!') par
V(af) = 01 € OQ tels que | yy(a;p) — Pz, v(ay), op) |< %

ol v(01) est le I — 1-chemin généralisé passant par oy.
Le but, ici, est de valider le choix de ce voisinage. A I'aide des paragraphes précédents, on
choisit A = 20, le nombre de subdivision est N = 60 et on prend la méthode d’ordre 2 pour
le calcul de Pintégrale.

On prend comme cas modeéle Q' réunion de deux sphéres de rayon un. La premidre
notée 51, est centrée en (0,2, 0). Le centre de la seconde, notée Sy, est située en (0, -2, 0). Le
nombre d’onde k vaut 1000 et la direction de propagation de 'onde incidente est £ = (0,0, 1).

On calcule les contributions des différents chemins passant aux points X du cercle de rayon
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10 centré dans le plan yOz. Ce plan est assimilé au plan complexe : un point X du cercle
s’écrit 10e*.

Les résultats obtenus sont comparés avec ceux donnés par 1'algorithme 1.

Calcul des contributions de V’intégrale sur I'y

On note T le calcul pour notre approximation-avec intégration au dernier rebond sur les
voisinages des points stationnaires, u? la contribution du chemin p par cette approximation,
u le calcul par application du théoréme de phase stationnaire, uf la contribution du chemin

p dans ce calcul.

0.15¢ //

g.17

0.05) 0.1 0.1%

Figure 5.33: [;L—’E(X;kﬁ) | e ol p = (1) € Ci(X), 61 € 05
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‘j g.1 0.15
-0785+

Figure 5.34: | ui(X; k) | € oit p = (0y) € C(X), 01 € 884

0.15| /

0.1}

0.5/
Vi
j 0.1 0.15

Figure 5.35: Superposition des figures 5.33 et 5.34
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Remarque : La différence des deux méthodes provient, d’apres la figure 5.35, des con-

tributions des rayons proches de rayons tangents. Ceci implique la nécéssité, pour une telle

contribution, d’un choix plus raffiné du voisinage utilisé lors de Pintégration.

Calcul des contributions de P’intégrale sur I'y

0.015%
0.01
06.005¢
-0.02 -0.015 005 O.Effy

Figure 5.36: IE’Z’(X; k€) | e ol p = (01,02) € Co(X), a1 € OS] et a3 € S,

0.015¢

-0.02 -0.015 - T9os

-0.005

o
7

Figure 5.37: | ub(X; k€) | € ol p = (a1, 72) € Ca(X), 01 € S| et g2 € OS5,

Méme remarque que précédemment.
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0.015¢

0.61;

0.005¢

i

-0.02 -0.018 -0.01

0.0o

Figure 5.38: Superposition des figures 5.36 et 5.37

Calcul des contributions de P’intégrale sur Iy

0.0015¢

G001}

0.0005 | /

0.001 0.002 0.003

\.

-0.0815+

Figure 5.39: I@(X; k&) | e ot p = (aq,--+,03) € C3(X), 01,03 € 8S et 09 € DS,
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0.0015¢

001

0.000S}

0.001 0.002 0.003

~-0.0015¢

Figure 5.40: | u§(X; k&) | €% on p = (01, -+, 03) € C3(X), 01,03 € 051 et g2 € DSz

0.0015}

.001¢

/// 0.0005}

0.002

-n.nozst

Figure 5.41: Superposition des figures 5.39 et 5.40
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Remarque : la comparaison des contributions des intégrales sur I'y, ' et I'; fait apparaitre
la décroisssance de Pamplitude en fonction de la longueur du chemin optique: les amplitudes
passent de 6.102 4 6.10~2 puis & 103, pour une distance entre les sphéres de 2.

5.3.4 Conclusion

Le choix de N et A dépend de la précision voulue (les essais précédents permettent de faire
ce choix) et de Pordinateur utilisé (temps de calculs). A titre d’exemple, sur un PC (486 DX
33 - Language C++), le temps de calcul de @(X s k€) représenté en figure 5.39 est de quatre
heures. Un gain appréciable est obtenu par utilisation d’une station puissante. Mieux, ces
calculs peuvent étre grandement parallélisé (contributions chemin par chemin). Le temps

de calcul devient performant.

5.4 conclusion générale

Cette méthode itérative se révéle efficace pour des objets & frontiere Cy. Cependant elle
peut étre fausse lorsque Pon est en présence d’arétes ou de pointes.

Une comparaison de cette méthode avec des méthodes d’approximation directe est
intéressante : elle n’est pas inclue ici car cette approximation directe est en cours d’implémentation
par d’autres chercheurs. Elle n’est pas encore utilisable pleinement. Néanmoins les compara-
ison déja réalisées sont encourageantes.

Par ailleurs, il semble que dans la pratique, notre méthode reste efficace pour des objets
non convexes. Nous avons réalisé les essais numériques dans de tels cas. Ils ne peuvent étre
inclus ici, vue 'impossibilité d’en démontrer théoriquement la validité : il manque, pour
celd, une expression asymptotique de type G.T.D. dans un tel cas. En effet, si le théoréme
de propagation des singularités (en variables temporelles) est établi pour un rayon rampant
dans une concavité, il n’existe pas, pour I'instant, d’estimation de ’amplitude de la solution

de I’équation fréquentielle.



Chapitre 6

Rappel des théorémes de phase

stationnaire

6.1 Théorémes de phase stationnaire

En vu de calculer un équivalent asymptotique (k — o0) de la solution de des équations
d’Helmholtz et de Maxwell on a besoin de décrire le comportement asymptotique d’une

intégrale oscillante du type suivant :

Lpu(a; k) = / Py, s k) dy (6.1)

R,N
On montre que son comportement dépend uniquement de ¢ et u au voisinage des points de
H, ol
d
Hy =A{(2,9) | d—yw(ﬂf,y) = 0}.
La méthode de la phase stationnaire ou méthode WKB (Wentzel-Kramers-Brillouin)

montre que intégrale (6.1) est équivalente & une somme
M
Z Y @y (g s (@); k) (6.2)
i=1

ol pour j € {1,--+, M} les y; sont, localement, des fonctions de x vérifiant :

(33 ) € My et
yj(x) est une singularité de (2, -)

(sous ’hypothése que cette singularité est de type Morse ).

77
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Par contre, si les y;(2) ne sont pas des singularités de Morse (i.e. la matrice hessienne de
p(x, ) est dégénérée au point y;(z)) alors cette approximation n’est plus valable .

L’outil principal utilisé dans cette thése est le Théoréme de la phase stationnaire.
On peut en trouver une démonstration dans [4] et [5].
On cite, en premier lieu, des théorémes classiques pour des points critiques non dégénérés
puis on établit quelques corollaires.

Théoréme 6.1 (Théroréme de phase non stationnaire) Soient X CR™ un ouvert et

p € C(X;R) tel que dp # 0 partout.
VK CC X etVn € N, il existe une constante ¢ = C (k,o,n) telle que

/ e*e @)y () du

<C ( Z sup | 8*u(x) [) K7 k21, ueCP(K).

lol<n

Théoréme 6.2 (Théoréme de phase stationnaire non dégénérée) Soient X c R?
un ouwvert et ¢ € C°(X;R) tel que ¢ posséde un point critique non dégénéré xp € X.
On suppose de plus que ©'(z) # 0 pour 2 £ . Alors il existe des opérateurs différentiels
d’ordre < 2v; Ao, (D) tel que:

VK CC X etVn € N, il existe une constante ¢ = C (k,o,n) telle que

n—1
/ e @y (x)da — (Z(Azu(D)u)(.'zzo)r’c“”“%) gikelzo)

v=0

< (6.3)

c;c—n-%< S sup | 8u(x) '), k21, ueCP(K).

|| <2n+4d4-1
De plus
. g
Ag = (27(’) 2 2 ei-} sgn ¢’ (xg)
| det ”(20) |2

6.2 Corollaires des théorémes de phase stationnaire

Dans cette section, on étend le domaine d’emploi des théorémes de phase stationnaire:
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6.2.1 Itéré du théoréme de phase stationnaire

On examine ici, et cet outil est central, la possibilité d’itérer ’approximation de la phase

stationnaire. Ceci est donné par :

Corollaire 6.1 (Itération du théoréme de phase stationnaire) Soient n un entier,
n>2etie{l,---,n}. Soient X; un ouwvert deR% et K; CC X; un compact. On note
X=Xijx--xX, et K=Ky x---x K,.

n—1

Soient p € C§°(X), w(x) = o(1) + Z Yi(25,5401) + PYp(zn) vérifiant
Jj=1

(i) Ve(a®) =0,

(i) detHessp(2%) # 0,
(iii) Vr € X — {2} Vo(z) #0.
On définit par récurence

Ml = Hﬂ?lﬂ'i‘p
Mn = (Hxn,l'ngp - H’I’n-—l yTn (p[A/In"‘l] -1 Hln »En—1 So)

o1 I’on suppose les matrices M;(a®) inversibles pour tous j € {1,---,n — 1}.

On a alors:

1. pour tout j € {1,---,n — 1} il exite un voisinage ouvert U; de .1,2 dans X; et une

fonction T3 € C°(Ujy1; Uj) telle que, en notant
QOj(CUj.H, T :mn) = <pj-—1(?1_’7(:m]‘+1>7 Ljy1, , Tn) QVEC Qo = w, on a:
Vi1 € Ui

vgijOj—l(Tf(ﬂl’j-f-l), Ljtls (l"n) =0,

det He; 2,051 (F5(2j41), @jg1, -, @) # 0 et

Ti(2F,,) = af
De plus

H;tj,ijDj—l(@:(g"j-!-l): Tj41,0 >w7b) = Mf(T(97j+1))

avec |

T(wjp1) = (@ T5(i41) ), T (X41), Tkt - -+, Tn)

n
TT det Hoyony 031 (@3 (0541), 2541, o) at ) = ot Hss p(a?)
=1 :
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3. Yu € C°(K)
/ eik9°(“’)1t(a:)(lw
X

| det Hess (a0) l% u(20)eike(=®) | O(k'l‘% > d,-)

27!.) 3 ;.'=1 dj i sgnHessp(20)
k

w(@®)e*=) 4 o(k~1-3 il diy

1
H?:l ’ det H-’llj,:l:j(pj—l(a}?r T 72;7(1) ,2

et par identification

. n . O ... .0
(27r) 155G E sy, Ci=1(z32y)

k

n
sgn Hess p(2") = Z Sgn Hy o QOj..l(.’I)?, e, ud)
Jj=1

Preuve du corollajre 6.1

Preuve du 1.: Elle s’effectue par récurrence.
Au rang 1:
Par hypothése nous avong
V@, - ,28) = ¢

et
det Hy, 2, p(ay, - - - ,29) = det My(al, ... 22) £ 0

Comme
Vaip(21, -+, a0) = V,, (Wo(21) + Y1 (21, 20))

On définit la fonction V1 par:

Ifl(ml; 9:2) = V.’L‘] 50(51;17 U 751771«)
En prenant la dérivée en «x; de la fonction V1 on obtient
V1121 I/l(ml: "I”2) = H:I{:[ ST 90("1"17 Ty -'Un)

On a done
Vi(ah,28) = 0

et
det V, Vi(29, 29) £ 0
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Le théoréme des fonctions implicites appliqué & la fonction V; définit 2; comme fonction
implicite de 2. Et par conséquent, il existe Uy ouvert de X contenant x5, U} ouvert de X
contenant a:g et une fonction '

T Ué — U3
x> Ty(T2)

telle que
det Vi, Vi (23,29) # 0 r1 =77(x2) Vo € Ub
Vi(a,a9) =0 ) =7l
(%1,22) € X1 X Xo Vi(@1(w2),22) =0
Vi(z1,22) =0 det Vi, Vi(Fr(w2),22) #0
On a donc

pour tous z € U}
Hessz, po(ZTT(22), 22, - -, 2n) = M1 (Ti(we), 22, -+, 2n)  inversible (6.4)

et
Vxlwo(-’TJT(-’Ez), L2yt 0 e, xn) =0 (65)

Le rang 1 ne permet pas de voir clairement la récurrence. C’est pourquoi on effectue les
calculs au rang 2.

au rang 2:
e On établit tout d’abord
Ve 01(22, -+ ®n) = (Vasp0) (T1(22), %2, - - Tn) (6.6)
Pour cela, on écrit

Ve o122, ,2n) = Vi, (po(FT(22), 22, -+, Tn))
(V:tzQOO) (-71’_1.(3’2)7 PR ;-'En)
+V$1900(TT($2)7 T, - :wn)vzgﬁ(xﬂ

et en utilisant (6.5) on obtient
Vmg‘ﬁl(x% Y -'L'n) = (v:l:-_;(pO) (11_5(372), Loy 7',1;7&)
= vmz‘PO(f)—"T(m2): Ly,--- 7:17”)

La formule (6.6) est donc démontrée.
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e Ona

Voop1(®2, -+, 2n) = Vi, (po(Ti(w2), 22, -+, 2n))
Ve, (Y1(FT(22), 22) + o(22, 23))

fl

On définit la fonction V3 par
Va(zg, 23) = Vao1(22, -+ -, 2n) (6.7)

Par hypothése (Vg,00) (29, --,29) = 0. et ZT1(2) = 29. Ceci donne:

Va(23,23) = (Vayp0) (a1, -+, 20)) (6.8)
Montrons que
Vz2vrz(m27 '/173) = AJQ(.’_IET(QIQ), o PR iI;'n) (69)

V-T2‘/2(mzﬂ 11)3) = V-’L‘Z ((vmg(p(])(ﬁ((l&)a €2y, wn))
= (sz (vmz(pﬂ)) (?Ei.(mQ): £, ,&n (6'10)
+ (Vﬂn (Vz2lpn)) ("I}T(.’llg), &, -, mn)vzzﬂ(mﬂ

La dérivation en x2 de (6.5) donne:
sz € Ué

(sz,a:l(PO) (5"-1-(3‘2)1 L TR mn) + (H:111,:1:1§00) (:’E‘T((Bg), X2, ", mn)vmza:—l(xZ) =0
De (6.4) on a (Hy, z,0) (F1(22), 29, - -, 2,) inversible et donc

V;IJQTI‘TI("I“Z)

— [(Hay,2100) @1 (@2), 22, -+, 80)] ™" [(Hay 2:00) (F(@2), %2, -+, )]
En remplagant V., Z1(z2) dans (6.10) on obtient la formule (6.9)
Ceci donne au point (29, -, 22)
Vi, Va(23,20) = Ag(al,---,20) inversible (6.11)

Les équations (6.8) et (6.11) permettent d’appliquer le théoréme des fonctions im-

plicites & la fonction V3. Ceci définit alors 23 comme fonction implicite de 3. Et par
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conséquent, il existe Uy” ouvert de X, contenant z§, U} ouvert de X3 contenant z3

et une fonction

Ty Ué — Uy
23 s T3(23)

telle que
det Vg, Va(2d,29) #0 29 = Ta(x3) Vas € Ub
Va(af,29) =0 @ = 73(29)
(2, 23) € Xo x X3 Va(Tz(23),23) =0
Va(x2,23) =0 det Vg, Vo(T3(23),23) # 0
On a alors
Vs € U

Hessg, 01(T2(x3), 3, - - -, ) = Ma(T1(T2(23)), T2(23), - -+, Tn)  inversible (6.12)

et
Ve 01(Tz(23), 23, 2) = 0 (6.13)
On note Uy = Uy NUL” o

Aurang p<mn:

Hypothése de récurrence :( rang p—1)
Il existe p ouverts Uy de Xy, --+; Up—1 de Xp—1, U,’, de X, contenant respectivement

a9, ---, a3 et il existe p— 1 fonctions

{a,-'f:Uz——>U1 {T,T_—f:UI’,———»U,,_l
Ty > Ty(a2) xp > Tpoi(ap)
telle que, Vj € {1,--+,p—1}, en notant p;(2j41, ", 2n) = @;j—1(T7(Tj+1), **,Tn) avec
Yo =1, on a
Vzit1 € U
(Vas0i-1) @5(@541), -+, 30) = 0 (6.14)

et

(Hessa, ¢s-1) (@5(@j41), -+ 2n) = M(#(2541)) (6.15)

De plus il existe des fonctions Vj : U; x Ujy1 — R3 données par

Vi(zj,Tj41) = Vo, 0j-1(F(@j41)
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Montrons que les équations précédentes sont vraies au rang p.

e On prouve, tout d’abord, 'équation suivante :

(VmpSop—l) (3711; ree ) = (vzp(PO) (I(mp)) (6.16)

Par définition de ¢p_1 :

(vszOp—l) (371); Tty 9’1;)

Va, (o (F(2p)))

(V-T'p SOO) (m(',l“p))
+ (Vap_100) (T(2p)) Vo, Zp=1(2p)

+ (Vm ®o) (T(a:,,)) Vm,, (@(- - -'I’p-l(mp) 1))
or

(pr-1‘P0) (®(xp)) = Vp-1(@p=1(2p),2p) = 0

(le‘PO) (5"(’1}1,)) = Vl(Tf( i 371'—1(9:1)) . )75( . «'pr—l(mp) . )) =0

Ce qui donne la formule (6.16).
On définit la fonction V}, par

Vo(@p, 2p11) = (Va,0p-1) (2~ -+, 20) (6.17)
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o0
(&1}

e Montrons ensuite (ue

Hr,,.x,y,,_.l(;l_-l,, — :I.”)

(H.r,,.f,,?“) (T(p))

[(H-rp—l--rp;l’:“) (T(I/'))]
[(pr—l-fx)—lQI‘—l) ("l‘.l’_—l(:l"ll)! Tpyrooy :I""-)] -

[(Hr,,.r,,_n:()) (-"—-'(-"-'p))]

A, (7 ()
On a:

H-rp-«f‘p;[l—l(:’-'[b cee )

HAr,,,.r,, (99]1—2(:1'[)—1(3“11)‘ HETRR 51"”))

(Hr,,..r,,yjp—Q) (-'17[:—1(-'17/;)»-'1-'[n T -’“n)

+ (Hr,,_l,rl,pp—'l) ("I'p—l("l-'p)- Xy -’“u.)v.r,,f"'p—l(m[l)
Par construction de

Va, e U, ,’,

Tp—1:

vArp_lQp—2(:1-'p—l(-7"p)- Ty ~-'"'u) = ";,_1(.1'1,_1(.'1,'[,), "".[l) =0
En dérivant cette formule par vapport & 2, on obtient

v.r,. (v-r,,—lpp—2(-'"p—l (-’"p)» Xpyeoe ~51’1L))

(Hr,,,.r,,_p'p?p—2) (-"«’p—l(-":p)_v Tpyoey, -’“u)

+ (H.tl,_l.‘r,,_l'r?p—-‘Z) (-’“[:—1(-"»',;% Epyeee y:I'.Il)v.r,,:l“ll—l(:I“[))

()
Comime

(f[r11~lvfy—l oy (-'I"/»—l(-'“p)r Tpyeey )

“‘[I’-—l (]T(- . ‘TI’T{(”"/’) .. .)‘ cee m(ml‘), e -’I'.IL)

(6.18)

(6.19)
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est non dégénérée, nous pouvons l'inverser et écrive

Vo, Tpm1(ep)
N -1
- [(Hr,,_l,r,,_lpp—2) (-'1-'1:—1(-'171:)» Tpyoooy :I:u)]

[(Hr,,..rp_l‘p'p—‘z) (-’“p—l(:“p); Tpyeoe »-/I"IL)]

L’équation (6.19) devient alors

[‘[.r,.,,r,,'\,?p—l(-'r/ﬂ )

(I'[.r,,,.r,,i{)p—z) (5"/'—1 (-""1'— 1), Tpyee yi)

(6.20)
[(Hf,,_l,.r,,'y:p_'z) (;1,',,_1(:1:,,), Xpyee ,.’1.‘,,,)]
o -1
[(Hrl,_l,.rl,_lﬁpp—2> (II?I,_I(,'I.‘IJ)’ gy ’:I'-”)]
(Heporpo10p=2) @), ap o 2]
De plus
(Hryory2i=1) (Tomi() sy - )
- (6.21)
(H.r,,..r,,ﬂ)) (T()))
et

(Hr,,_l..r,,iﬁ‘p—z) (51711—1(5"'/1)' Lpyroe V)

([{-",,—1.1',: (20 (-'1_"(5"'11—1))))

|_rl,_1=3’;ff(.rl,)

V.r,,_l (v.r,,lﬂll (T(.’I?,,_ 1 )))

(Hrporrpe0) (T(p))
+ (Hr,_g.r,00) (F(a)) Ve To=2 (=) oy =Fr=i(p)

I'rl'—1=~rp—l('rp)

+ (Hn,xp‘P('l) (@(p)) Ve, T1( - Tz (1) - ')I.r:,,_1=x,,__1(x,,)
Par définition de ¢ :

(Hn.z,,sou) =0 pouri<p-1l.
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Ceci donne
(Hapoy 2, 0p—2) @p=i(@p), @py + 5 &) = (Hap_y 2, 00) (T(2p)) (6.22)
De méme on montre :

(Hmp,w,,—l‘Pz:—?) (Tp1(2p), py oo+, n) = (Hm,,,mp_1‘/70) (@(p)) (6.23)

A Paide des formules (6.21), (6.22) et (6.23), la formule (6.16) donne (6.18)

o Les équations (6.17) et (6.18) donne au point (2, - - ,

00,0 _ A0 ] .
Vi, Vo€, @p 1) = My(2y, - -+, 2,)  inversible (6.24)

et
V} (J'p) Q’p—H) =0 (625)

Ces deux équations nous permettent d’appliquer le théoréme des fonctions implicites &
la fonction V;,.Ceci défini alors @, comme fonction implicite de 2:,41. Et par conséquent,

il existe Up” ouvert de X,, contenant 2%, U} p41 ouvert de Xp41 contenant .l,p +1 et une

I
fonction
Ty UII)-H — U,
Tpr1 > Tp(@pi1)

telle que

det Vmp%(m}f, 3’21—1) # 0 @p = Tp(Tp+1) Vp41 € U)+1
r-. ,:0 ..__' ne — 7y "
V;’(‘I’g) ‘1’7)+1) =0 'I';) - ‘1‘7)('1‘7)4-1)
(@p, 2p11) € Up” X Upyy Vo(@p(@pr1), @p1) = 0
Vo (@p, @ps1) = 0 det Vo, Vo (T (2p41), @pt1) # 0
On a donc
pour tous Zp,+1 € U4y
Hessy, 0p—1(Tp(@p41), Xpt1, - ) = My(T(2p41))  inversible (6.26)
et
Vi @p—1 @Tp(Xpi1), Bppts o, ) = 0 (6.27)

On note U, = U,’, NnUp”
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Preuve du 2. Montrons tout d’abord que

T

. .0 A0y 0 0
det Hess(z),....z,) (27, <+, 28) = H det My (7, -, a,,

p=1
Pour cela, on note pour p < n
- -
Iy 0 oo oo oo Lo o
0
0
0 Iy
. o ) 0
Bp ! (J'l) &y
K I‘lp+1
0

0
0 cee v ce 0 0 I(lnj

avec K = — (Hy,,,,0) [Hmp,wp‘/’]_l
On a alors

) ‘I")).

e (] al)
Bn—l e Bl Heh‘“(ml,---,mn) 90(‘1'19 e

My Cy 0 .- 0
0

0 (29, a8

: . Chn-1

\ 0 - o 0 M,

avec pour tout p <n, Cp = Hy,,;,q,0.
Or

det (Bn_.l v ByHess(g, ... 0) ol ,:z:fi)) = det Hessy, ... ., wal, - ,a0)

Ce qui achéve la preuve du 2.

Par hypothése nous avons Vp <n  det M, (29, -+, 29) # 0 ce qui donne

det Hess(y, ...q,) 91, +, 25) # 0 = det M,y (2%, -+, 29) #£ 0
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Preuve du 3. Nous avons vu que Hess;, o(T1(22), -, 2n) est non dégénéré. Ceci nous
permet d’appliquer le théoréme de la phase stationnaire & la variable x; nous obtenons

f}(l e f_‘(n eikw{ml""’m")?l,(ml, [N ,mn)dml N dmn

Ni~1 R I
> [k‘”“‘*/ / <A%V1<Dm)u>(mf<w2),mz,---,a:n>e’k“’“““”‘z”""”“’dm"'d””"]
v1=0 X2 Xn

+O(k~M—)

En utilisant les hypotheses de non dégénérescence des Hessiens nous pouvons appliquer le

théoreme de la phase stationnaire successivement aux variables s, - - -, 2, nous trouvons

le fXT. e"k“’(“""”’")u(.'nl, coe g )day - day,
Ni—-1 N,—-1
i: - 5—_: k™ ;=1 Vf"’.lidj
v=0 Vn:()
S — —— i 0 ... 0
Sn (D)o 0 A%, (Dp )UW(TT(: - T (@) )y, Fm1 (@), mn)mg] etke(z],xn)
+

"0 (k‘”f“% chl"'*)

Choisissons pour i =1 an—1

n n
1+14 Z d; i Z d; pair
j=it1 j=it1
N; = n

K3
E(l1+3 Z ;| +1 st Z d; impair

j=it1 j=it1
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et N, = 1. Alors

Ix, Jx, eRP@L )y n)dzy - - dxy,

[EM e 1k Dt ViTE g

Vn—-1=
E(Dmn) O+++0 Agyl (Dml)u("ﬁ';‘f(. .. :L-n_l(mn) .. .)’ see a:n_l(mn)’ (I"'n)mg] eikw(:t(l),-..,zg)
._I..
1 O ( Ny’ﬁ Z )
—% Zn__ dp an n - — e
k 717 A5 (Dg, ) 0 -+ 0 AG (Do Ju(@T( - - Fn1(@n) - +-), -+, Tnmi (@), Tn)sg
X eik"p(m(l)’"'!m-(r;
+

oz

(2%)2221(17, eii'-(zj:lsgnM(x =0)) ( 0 o ) zk(p(z'l, ’mn)—}-O( —l——}::_ )
H;zlldetM(ml, ,mo)l%

C.QF.D.

6.2.2 Cas d’une amplitude C* hors d’une sous-variété oi1 elle s’annule
énoncés

Corollaire 6.2 Soient X un ouvert borné de R?, a et ¢ deux fonctions définies sur X

vérifiant :
(i) a € C*(X) et ajpx =0,
(7)) p e C®°(X) et Vo #0 sur X

Alors, pour k > 1,
L 1
/ a(z)e*P@) dy = O(3)
X k
Corollaire 6.3 Soient X = X3 x--- x X,, ot les X; sont des ouverts bornés deR2. Soient

a et @ deux fonctions définies sur X & valeurs réelles vérifiant :

(i) a € C=(X) et ajpx; =0 Vje{l,---,n},
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(i) ¢ € C®(X) et Vo £0 sur X

Alors, pour k > 1,

- 1
/Xa(m)e"”‘p( Vdo = O(k"H)

Preuve

Démonstration du Corollaire 6.2 En remarquant que

V(P(U, 'U) ikp(uw)) _ ike(u,v)
Y(u,v) € X TV, v) P \Y (e ) =e

on peut écrire

avec

a(u ’U) Oy i ikp(u,v)\ 7,
Lu(k) = / /X ik | Vp(u,v) |? Bu( ) ou (e ) dudv

a(u,v) dp 8/ iro
I(k iko(u,v) I
(k) //x ik | Vo(u,v) |2 ()u( & ) v (6 )(udv

Par symétrie le calcul de I, est identique & celui de 1,.

Calculons I,(k). Pour cela effectuons tout d’abord une intégration par partie en la variable

u. Comme ajpx = 0 nous avons

N 1 0 (I(’lL U) ()u(lb,’l)) ikp(1,9) 7,
Lu(k) = ‘{E//X'éi( Toluv) P e dudv

Une nouvelle intégration par partie en u et en v nous permet de conclure.
C.QF.D
Remarque : Comme les dérivées de a ne sont pas nulles sur le bord, on ne peut améliorer

ce résultat.

Démonstration du Corollaire 6.3 Ce Corollaire se démontre de maniére similaire au
Corollaire 6.2 en utilisant conjointement des intégrations par partie et le théoréme de la
phase stationnaire.

C.QF.D.
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Chapitre 7

Rappels sur ’approximation de

I’optique géométrique

7.1 Approximation de optique géométrique pour I’équation
d’Helmholtz

La théorie des opérateurs intégraux de Fourier donne, pour k — 00, la solution du probleme

(1.1) sous la forme

u(z; k) = k2 Z / afa; k, &)e~ ke (@t) gg (7.1)
loc. finie n
ol ik, &) = Tjen 25

On obtient par application du théoréme de la phase stationnaire non dégénérée

u(z; k) = Z a(:z:;k)e_ik"”(m) (7.2)
loc. finie

ol (&) = P(x; &o) avec Vetp(w; o) = 0 et Hesse (x; é0) non singuliere,

N a;(x)
et a(w,k) = Z—EJ—"

JjeN

La ”Théorie Géométrique de la Diffraction” permet de construire une solution asympto-
tique, & k~°° prés, du probleme (1.1). Celle ci est donnée hors des caustiques (points de
phase stationnaire dégénérée) par (7.3).
L’approximation de 'optique géométrique consiste & prendre le terme principal de ce dévelop-

pement et & le calculer le long des rayons de Optique Géométrique en dehors des points de

93
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caustique. Cependant, cette théorie permet de raccorder ce terme aux points de la caustique
par l'utilisation de I'indice de Maslov dans le cas ol un point appartenant 3 la caustique et
a un rayon est isolé sur ce rayon.

La plupart des résultats de ce chapitre proviennent de [3].

Remarque : Comme {2 est une réunion de compacts strictement convexes, il n’y a pas de
caustiques hors de 'ombre portée des contours apparents. C’est pourquoi elles ne seront pas

étudiées ici.

7.1.1 Position du probléme
Posons le probléme

( Av(z; k) + B2o(a; k) =0 pour 2 € Q
Vg =
. ik a;(o) ‘
(1) { wlosk)=e7*e= 3" ——’Z-l—— pour ¢ €%
JEN
ru et 12(3% + iku) bornés quand r =| 2 |— +oo
{ v(z; k) = w(w; k) +ulz; k) pour 2 €eR3

Ici w(zx; k) vérifie 'équation d’Helmholtz dans R?, & = {a: eR? | p(z) = wg}. On fait
I’hypothése sur ¥ que

Q' c{z=0+tN(o) |t eR}, 0 € T et N(0) = Vip(0) normale extérieur & T}

Pour justifier la donnée de w uniquement sur £ on a le résultat classique de P’optique

géométrique suivant :

Proposition 7.1 La donnée d’une surface d’onde T de w(x; k) et lo donné de la valeur
de Uamplitude sur cette surface suffisent pour en déteminer le terme principal dans tout

Despace, avec un reste en ()(%).

7.1.2 Equations de 'optique géométrique

L’approximation de 'optique géométrique pour ce probléme consiste 4 chercher un développement

asymptotique en % de la solution v(z; k) du probleme (I):

v(zy k) = E —GJ;S;B) g~ the(x) (7.3)
jeN
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L’existence d’un tel développement est donnée par la théorie des opérateurs de Fourier
intégraux. Ensuite, on approximera v(z; k) par ag(z)e~##(),
En appliquant opérateur (A+k2) au développement (7.3), nous obtenons par un réarrangement

en puissance de 1:

k2 (1- | Vi(z) [P)ao(z)
+k [1 {2(Vo(x), Vao(x)) + ao(2)Ap(2)} + (1— | V() [*)ai(z))
+Xjen ¥ (1 {2(Vo(x), Vart1(2)) + ars1(2) Ap(2)} + Aak(z)) = 0

En annulant successivement les puissances de k nous avons
e 1’équation eikonale
| Vo(e) =1 (7.4)
e ’équation de transport pour ag
(Vo(z), Vap(x)) + éa,o(a:)A(p(m) =0 (7.5)
e I’équation de transport donnant a; en fonction de a;_;

(Viz), Vax(@)) + 3ax(@)Ap(x) = +Aak (@) (7.6)

7.1.3 Résolution de I’équation eikonale dans R3
En dérivant (7.4) on obtient
V(V(x))Ve(z) =0 (7.7

Cette équation se résoud par la méthode des caractéristiques. Posons
X'(1) = V(X (1))

nous avons alors
F(Vo(X() = V(Ve(X(1)X'(t)
= V(Vp(X(1))Ve(X(2))
= 0
ce qui donne
V(X (1)) = V(X (0))

avec
X(t) = X(0) + tVp(X(0))
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Cest & dire : V(X (t)) est constant le long de chacune des droites d’équations X (t) =
X(0) + tVp(X(0)).
Or par construction de X, nous avons

X(t) = o+ tN(0)

avec 0 € ¥ et N(o) = V(o) normale 4 L en o .

Nous venons donc de montrer le lemme suivant:
Lemme 7.1 Les courbes caractéristiques sont les rayons de Uoptique géométriques.

la dérivation de @(X(¢)) par rapport & t donne :
d 4 7 7 -
= (P(X @) = Ve(X )X (1) =| V(X ()) ?=1

On en déduit alors
@(0 +tN(0)) =t + ¢z
Clest a dire
Lemme 7.2 La phase varie linéairement le long d’un rayon de Uoptique géométrique.
Les calculs précédants sont valables uniquement si 'on sait, pour o € R3 donné, trouver le

couple (0,t) € & xR tel que z = ¢ +tN(0), c’est & dire si 'on sait inverser Papplication

qui & (o, 1) associe 2 = ¢ + tN(o). Cette application n'est inversible qu’avant la caustique.

7.1.4 Résolution de I’équation de transport pour g, dans R?

On veut résoudre
(Vp(), Vao(2)) + an(z)Ap(a) = 0
ag donné sur ¥
En fait, il suffit de résoudre cette équation le long d’un rayon o + tN(o). L’équation de

transport pour ag s’écrit le lond dun rayon ¢ + tN (o)

(7.8)

#(ao(0 +tN(0)) + §Ap(0 +tN(a))ao(o +tN(a)) = 0
ao(c) donné

Pour résoudre cette équation, il faut connaitre Ap(c + tN(0)).
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Notation 7.1 On note
Ao(o) = (Hessp)(0)

et
Ai(0) = (Hess @)(a + tN (o))
Lemme 7.3 Si Ao(o) € St alors

A4(0) = Ao(o)(I + tAo(a)) ™} (7.9)

Preuve
Le développement limité & Pordre 1 de Vi au voisinage V(o) d’un point ¢ € T s’écrit:
vV € V(o)
Vo(z) = V(o) + Ao(o)(z —a) + Oz — o |) (7.10)

En remplagant V(z) dans Iéquation eikonale (7.4) par (7.10) on obtient pour tout z
appartenant a V(o):

1 = | V(o) +Ao(0) @ —0) +O(z—a ) I
| V(o) |2 +2(Ao(0) (@ — 0), V() + Otz ~a |?)
1+2(Ao0)(@ — 0), N(0)) + Ol 2 = ?)

Ce qui donne, par symétrie de Ao(o)
VeeV (Ao(o)N(a),(x—0))=0

et donc
Ao(a)N(a) =0 (7.11)

On établit maintenant une formule identicue pour la matrice A¢(o).

Soit z un point d’un rayon issu de &, un tel point s’écrit
z =0 +tN(g) avec g € &

Nous supposons qtie 2 n’appartient pas & la caustique (i.e. I + tAg(o) inversible). Alors il

existe un voisinage V(z) tel que
Vo' € V(z) 30" € V(o) et ' dans un voisinage de ¢ vérifiant 2’ = o’ +'N (o)
Le développement limité & I'ordre 1 de Vi au voisinage du point = s’écrit:

V(2') = V() + Ag(a)(@’ —2)+ Oz —a |) (7.12)
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En remplacant Vi(z') dans équation eikonal (7.3) par (7.12) on obtient :
A(a)N(o) =0 (7.13)

On va établir la relation (7.9) donnant A¢(¢) en fonction de Ag(o) .

Pour cela, on écrit

' —x = o +t'N(e')—0o—tN(o)
= o —a+{' —t)N(o) +(N(¢') — N(0))

or d’apres (7.10)
N(¢') = N(o) = Ao(a)(d' =)+ O(| o' —a |) (7.14)

ce qui donne
2 —x=0"—g+({ —t)N(0)+14o(a) (0 =) +O(| o' = |) (7.15)
En remplagant 2/ — 2 par (7.15) dans (7.12) et en utilisant (7.14) on a
N(d')=N(o) + At(cr).(a’ —a) +t'Ai(0)Ao(o)(0' —a) +O(| o' —a | + |t —t])
En utilisant (7.14) on trouve
Ao(0)(0d' —a)+O(| o' =0 |) = Al(o)(0' — )+t At(a) Ao(o) (o' —a)+O(| o' —a | + |t/ =t |)

Clest & dire
Ao(o) = Aia) +tAi(0)Ao(0)
= Ai(o)(I +tAo(a))
Or, par hypothese, Ag(o) € S;. Nous pouvons donc inverser (I +tAp(0)).
C.Q.F.D.

Lemme 7.4 Si Ap(c) € S alors

. ap(a)
ao(o +tN(0)) = N TN G) (7.16)

Preuve :
Par définition de A¢(o)
Ap(o +tN(0)) = Tr Ai(o)
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On peut alors résoudre ’équation (7.8):

L P 4y (0)d
ao(c +tN (o)) = ao(a)e_§ -/0 ~o)dr

= aof )e'":l; /tTr[Ao(U)(I+TAO(U))—1] dr
= ago)e <Jo

_ ao((r)e“"} [log det(I + 7Ao(a))]}
(LQ(O')
Vdet(I + tAg(o))

C.QFD.

7.1.5 Calcul d’une réflexion

Soit 09 € 02 un point d’un rayon issu de ¥ hors de la caustique. Connaissant ’onde
incidente sur %, a Paide des résultats obtenus précédemment, nous la connaissons aussi au
point ag.

Nous voulons alors calculer ’onde réfiéchie au point g . D’aprés les calculs précédents pour
la déterminer tout au long du rayon réfléchie, il suffit de la connaitre au point de réflexion.
Il est donc nécessaire de calculer la phase g , la direction Vg et la matrice Hesspp de
Ponde réfléchie au point 0. Ces calculs s’effectuerons en fonctions de py , la direction Vo
et la matrice Hess r de 'onde incidente au point oy et de la géométrie de Pobstacle.
Supposons la géométrie de Pobstacle 2 donnée & 'ordre 2 en tout point de 9. C’est & dire,

sont donnés en tout point de 9 le repére principal de courbure et les rayons de courbures.

Notation 7.2 e On note pour oo € 02, hors de la caustique :
R = (00; u,v,n) le repére principal de courbure de 0Q au point og,
R, et R, les rayons de courbures de 9 au point a¢ dans les directions respectives u
et v,

B(oo) € M33R) la matrice de courbure de 052 en ag

e On note pour l’onde incidente:
ar(oo) son amplitude au point og,
wr(oo) sa au point oo,
&1 = Vr{oo) la direction du rayon incident au point oy,

Ajr(oo) = (V(Ver))oe) la matrice de courbure du front d’onde incident en oy
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e On cherche d déterminer ’'onde réfléchie:
ar(oo) son amplitude au point og,
vr(00) sa phase au point oy,
&r = Vpr(ao) la direction du rayon réfléchi au point g,
Agr(00) = (V(Vir))(ao) la matrice de courbure du front d’onde réfléchie en og

Il existe un voisinage V(ao) de oo dans 852, il existe un voisinage V(0,0) de (0,0) dans R?
tels que
Vo € V(oou) I(u,v) € V(0,0) vérifiant

%
-0 —00=0(u,v) -0y = v
g(u,v)
avec g(u,v) = —2’—1‘;— - % + o(u? + v?)
Lemme 7.5 Avec les notations précédentes,
Er =& —2(&1,n)n (7.17)
Ar(00) = TB(aem(o0)e1) (Ar(00)) (7.18)

Preuve :

Pour démontrer ces résultats on utilise la condition de réflexion
U'ag =0

En fait elle revient & prendre sur 89 une amplitude réfléchie opposée & ’amplitude incidente
et a raccorder les phases réfléchies et incidentes -
pour tout o € 62

ag(e) = —ar{a) (7.19)

et
er(a) = pi(a) (7.20)
Ecrivons les développements limités & ordre 1 des phases incidente et réfléchie.

pour tout o € V(ap)

or(e) = pr(oo) + (¢1,0 — a0) + 0] 60 — o |)
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et
wr(0) = pr(do) + (§r,0 —00) +0(] o0 — 7 |)

En raccordant les phases, on obtient

(¢1,0 = a0) = (€, 0 — a0) + 0| 00 — 7 |)
Or NOUS avons

(n,o(u,v) —a0) = g(u,v) = o] oo — a |)

ce qui permet d’affirmer 'existence de A € R tel que

Er=¢&r+An
En prenant la norme de cette équation on obtient la valeur de A
A= _2(51 3 'IL)

Ce qui démontre la formule (7.17).
Nous allons maintenant donner les développements limités & 'ordre 1 du gradient de la
phase incidente et du gradient de la phase réfléchie en o € 9Q, c’est 3 dire de la direction
du rayon incident et du rayon réfléchi passant en o:
Yo € V(oo)

Vr(o) =& + Ar(oo)(0 — 00) +o(| g0 — a |) (7.21)

et
Vor(0) = Er + Ar(oo)(0 — ao) + ol o —a |) (7.22)

Calculons le développement limité & Pordre 1 de la normale & 9 au point o(u,v). Tout
d’abord,

do(uwv) Ba(wy) _ | T
ou o | B
1

®
= n(oa) + B(ao)(a(u,v) — ag) + O(u? + v?)

On obtient
n(oo) + B(oo)(o(u,v) — op)

2
(1+

n(o(u,v)) = + O(u? +v?)

u

+ v )l
—_—)2
p 2
R2 " R2
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or .
w2 v\ 7
(1+—R:2;+§%) =14 O(u? +v?)
Ce qui donne
n(o) = n(oo) + B(ao)(c —aa) +o(| 6 — 00 |) (7.23)

De fagon similaire & la démonstration de la formule (7.17), nous trouvons

pour tout o € V(ag)
Ver(o) = Vei(e) — 2(Ver(a), n(o))n(o) (7.24)
En utilisant les équations (7.21) et (7.23), ’équation précédente devient

Ver(o) = &+ Ar(oo)(o - ov)
+2 (¢1 + Ar(00)(0 — 0),n + B(ao)(a — 00)) (n + B(oo)(o ~ g0)) +o(| 0 — g0 |)
= & —2(¢,n)n + (Ar(oo) — 2(1,m) B(0o)) (o — 00)
—2(¢1, B(oa)(o — 00))n
—2(Ar(o0)(o —00),n)n+o| a —ap |)

Pour obtenir Pexpression de Vgr(z) pout tout 2 appartenant a un voisinage Vo de oo dans
R3, & partir de son expression pour o € V(ay), il faut ajouter & cette expression un vecteur
nul sur 99). Ceci se traduit, au deuxiéme ordre prés, par Pexistence d’un vecteur Cy constant
tel que :

pour tout € Vy

Vogr(z) = & —2(¢n,n)n+ (Ar(oo) — 2(¢1,m)B(00)) (x — g0)
—2(&1, B(oo)(x — a0))n — 2(A1(00) (z — ap),n)n (7.25)
+(x — 00,n)C1 +0o(J 2 — 00 |)

car si x € V(oy) alors (z —oo,n) =o(| 2 — 0y |)
On déduit, de la formule (7.23), Pexistence d’un vecteur Cy constant tel que :
pour tout Yz € V,

Vor(z) = €&r + Ar(oo)(2 — a0) + (& — 00,1)Co + 0o(] . — 00 |) (7.26)
Notons C =C1 —Cy,ona:

ARr(oo){x — o0)

f

(Ar(a0) = 2(¢1,m) B(00)) (z — 00)
- 2({1, B((T())(.’IZ - (T()))’IL — Q(A](O’o)(.’ﬂ — 0’0), n)n
+ (@—00,n)C+o(jx—00])
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Pour calculer C on utilise la propriété sur les matrices de courbures incidente et réfléchie :

Ar(o0)ér =0

et
Agr(a0)ér =0

Ce qui donne

Ar(oo)ér — 2(é1,n) B(00)¢r — 2(£1, B(0o)ér)n — 2(A1(00)ér, n)n + (§r,m)C =0
or on a établi les relations suivantes:
ép=¢&r —2(¢5,m)n
B(Uo)fR = B((f(_))fl
et (ér,n) =—(r,m)

et donc

¢ =2 |2(Ar(oo)n,n) — (—@i("g’—j)%i)-] n — 2[Ar(o0)n + B(oo)é]

C.QF.D.
Ces résultats sont donnés dans [3]

7.2 Approximation de ’optique géométrique pour les équations
de Maxwell

On cherche un développement asymptotique en 1/k de la solution Er, Hr pour le probleme
1.11 sous la forme

Ry,
e I o, —ikep(r) e} (r)
ER(.L,]\,) =g ; : kj
et =y | P( )
o 1\ ki) N 3 \E)
Hr(x; k) =€ ’Z: -
R R
€l i
R _ n A A
avec ej' = | e | et hy =1 hj,
efs hEy

L’approximation de 'optique géométrique consiste & prendre le terme principal de ce
développement. On le note Eo.¢.(@; k) et Ho.c..(2; k)

En appliquant Popérateur A + k21 au développement on obtient
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e Péquation eikonale
| V(@) P=1

e les équations de transport pour e}

1

(Ve(a), Vel @) +

eﬁfj(m)Ago(a:) =0
pour j=12a3
e les équations de transport donnant ef en fonction de e |
1 ]
(V‘:O(m):vellj,j(m)) + :,—eﬁj(:lr)Aw(m)) = :;Aellc2—1,j(37)
pour j=12a3

La résolution de ’équation eikonale dans R3 ainsi que les résolutions des équations de

transport pour e(lf,'j ont été effectuée a la section précedente et nous obtenons :

Lemme 7.6 1. Les courbes caractéristiques de I’équation eikonal dansR? sont les rayons

de I’Optique Géométrique.

2. La phase varie linéairement le long des rayons de I’Optique Géométrique.

3. Avec le notations du chapitre 2, la résolution des équations de transport pour el
donne:
si Ao(o) € S alors
R
R ey (o)
ey (0 +tN(o)) =
o (@) Vdet(I +t4y(0))

Le calcul d’une réflexion est en grande partie identique. Seul changement, la condition de

réflexion est vectorielle :
nAEgr=-nAE; pourz € N
Si on note
er(o) Pamplitude vectorielle incidente au point de réflexion o € 89

et

er (o) 'amplitude vectorielle réfiéchie au point de réflexion o € 69
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7.2. Approximation de 'optique géométrique pour les équations de Maxwell
DPp: D g ]

on obtient
(11(0’) A eR(U))e—ika(”) — _.(n(o-) A eI(a))e"ikﬂaI(”)
Ceci donne
wr(0) = @1(a)
et

(n(0) Aer(a)) = —(n(o) Aeg(0))

Dans le repére principal de courbure de 9Q en ¢, on obtient

ex(0) 0 e7(o)
0 [A] er(a) | == 0 |A] e} (o)
1 eh(0) 1 e (o)
c’est a dire
eh(a) = —€}(0) et eh(0) = —€}(o)

De plus les conditions
divEg=0et divEr =0

entraine
Vr(o).er(a) =0 et Vyr(a).er(a) =0

ce qui donne

1l

¢r-er(o) =0
(&1 —2(¢§,n(0)) n(o).en(a) 0

£f-ep(a) + &f-ex(o) — & eR(o) =

4:.){ {fef(o) + &fef(o) +Efef(o) =

- IQW+Q4M+&W@
—€7.ef(o) — &fef(a) — £FeR(o) =
et donc

er(0) = €} (o)

On obtient donc, au point de reflexion o

er(a) = —(er(a) — 2(n(0), e1(0)) n(a))
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Remarque : Pour le champ H on obtient :
hr(o) = hi(a) — 2(n(a), hr(o)) n(o)

L’approximation de 'optique géométrique pour les équations de Maxwell s’écrit alors :

Eoc.(z;k) = efi(z)e ()
+ anp (=n» ZP=(°‘1 o0 )ERp (2) g"(n(ﬂ).---,n(an))(eg‘i’(‘7'1))3—‘.'“'#,(1)‘12£ (727)
H?:l Vdet(I+oj—oj41 [M?)

et

Hoc.(z;k) = hff(z)e=*)
+ znéﬂ’ Zp:(ﬂl ¢ 0 )ERR(2) g(n("’l),"'yn("n))(hg(a()))e~ik¢P(z) ZZL (7'28)
H?:l \/(Iet(f-i-lo'j -—-aj.*_ljl\l;.’)




Chapitre 8

Rappels sur 'approximation de
Kirchhoff

8.1 Représentations intégrales
Soit © un domaine borné de R3 . Nous associons 3 Péquation d’Helmholtz
Au+k*u=0 sur® ousur O°
des conditions aux limites de type Neumann ou Dirichlet sur la surface I' = 9© Notons
ou

Xg = {u € H..(6° | ru et TZ(E‘- + iku) borné quand r =| x |— +oo}

— 5, 0u ,
Xg={ue HL (6% |ruet 7'2(6— — iku) borné quand r =| z |— +o0}
”
On a le théoréme d’existence et d’unicité suivant :

Proposition 8.1 Le probléme de Dirichlet extérieur

Au+ku = 0 pour 2z e®
F (8.1)
wWr = g
et le probléme de Neumann extérieur
Au+ku = 0 pourze®
P (8.2)
aur = J

admettent une unique solution dans Xs (ou Xg) si g€ H3(T) et f € H-3(T)
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Le théoréme qui suit donne la formulation en équation intégrale :

Théoréme 8.1 Soit u une fonction de R® dans C®(©)NC>°(6F) tel que u € Xg et vérifie
léquation

Au(z) +ku(x) =0 2 €0 et r€O,
Notons u; et ue les limites intérieures et extérieures de la fonction u sur T et

?_‘f] _ o o
on

[1] = u; —ue [ =5 T B,

alors nous avons la représentation:

du —zk[z‘ y] 1 ) e~ iklz—y|
u@ = 4= [ [520)] ) - = [z (———;ﬂ i) (83

pour tout t € OUO° | et

wi(2) + ue(w)

ou e—iklz—yl e—iklz—y] ;
—— 1
7 L 5w)] G - [l (57 ) v
pour tout x € I’
Le théoréme suivant est un théoréme d’existence et d’unicité & sauts donnés.

Proposition 8.2 Le probléme de transmission suivant:

déterminer u € HY(0) x X (resp. u € H'(©) x Xg) solution de :

(1) Au+kPu=0

(i6)  [u] = wiyp — wer = f € H2(T)donné, (8.4)
(i#) (8] = %% — B = g € H™3(T)donné,

admet une unique solution donnée par

—1.k:|:r yl —ikjzr—y]
ua) = gz L9005 [0 5 (‘T‘T—ﬂ) CTONNCE)

zk|z-—-ul ikjz—yl|
u(®) = = / 9(1 /)I I () “ZlE./p f(:u)g% ([em_y‘) dy(y) (8.6)

(resp.
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Les dérivées normales la surface de Pobstacle de la solution de I'équation d’Helmoltz sont
Pobjet du

Théoréme 8.2 Soit p une fonction p € C(I'). La fonction

giklz—y|
u@) = 5= [ o) 1) 57

est appelée potentiel de simple couche de densité p. u est alors solution de I’équation de

Helmoltz et est analytique dans R® —T'. Nous avons de plus

e ik'|11:—1/i 1
= eV dy(y) — =p(x), 2z €T .
oy (&) = 4«/’(’) (IJ 7] dy(y) = ple), @€ (8.8)
Bm giklz—yl 1
(@) = / Py 5— A, (m) dy(y) +5p(e), @€l (8.9)

Pour une démonstration de ces résultats se rapporter & 7], [8] et [2].

8.2 Approximation de Kirchhoff pour ’équation d’Helmholtz

L’approximation de Kirchhoff (ou de I'optique physique) est une méthode de résolution de
’équation d’Helmholtz & haute fréquence basée sur les représentations intégrales données
précédement.

Elle consiste, aprés prolongement du champ diffracté par opposé du champ incident dans
’obstacle, & approcher 'inconnu de Péquation intégrale ; c’est a dire la dérivée normale

extérieure A 'obstacle du champ diffracté.

Notation 8.1 On note i le prolongé de u (solution du probléme (8.1)) par —w dans . @

vérifie alors

Adi(z; k) + k*i(x; k)
[} (2 k)

rii et r2(52 + ?ku)

ot | | note le saut.

0 pour x €R3
0 pour xz € 00
—Gu ()”( w(ay k))  pour x € 052

on

bornés quand r =| & |- +oo
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Théoréme 8.1 (Taylor[9]) SiSY est strictement conveze et w(w; k) = e *ET guec [ £ |=1
alors

du —ik€.c ~00

%(a) = K(o;k)e +O(k™°), pour o € 8Q

avec
[K(o; k) + ik | én(o) || < CE°

localement uniformément en dehors des contours apparents

Remarque 8.1 (Melrose-Taylor[6]) Sans les hypothéses sur les contours apparents, on
a
|K(0;k) +ik | £n(a) || < CES,  powr o € OQ

Le théoréme de la phase stationnaire permet d’obtenir :

Corollaire 8.1 (Melrose-Taylor[6]) On pose
e—ik]m~a]

e
4 | x— o | 7

u(z; k) = /m ik(f Enfo) | —£.n(o))e e

51 Q) est un compact strictement convexe alors pour k — oo et pour & nappartenant pas a

Vombre portée des contours apparents, on obtient -
_ 1
w(x; k) — w(ay k) = O T

ot u est la solution du probléme (1.1 ), localement uniformément dans le complémentaire de

Vombre portée des contours apparents.

Pour étudier ces résultats se reporter & [9]

8.3 Approximation de Kirchhoff pour les équations de Maxwell

L’approximation de Kirchhoff est basée sur la représentation intégrale de la solution du

probleme (1.8-1.9). Cette représentation intégrale est donnée par

Br(ik) = —gk:Va Joo “ftay divs 3(0)dy(o)
e—iklz—o}

. (8.10)
+Joa = I(0)d(0)

Cette formule est appelée formule de Stratton-Chu.
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L’approximation haute fréquence classique de Kirchhoff consiste & prendre
- 2n{c) AHy(o sién(oc) <0
J(o)wJ(d)—{ () A Hi(e) ,f (@) (8.11)
0 sinon
ol ¢ € 9N et & approcher le champ électrique diffracté par
ik - T—0 - x—o \ e tkle—al ]
_ Z;/m (J(o’) _ <——---| e I.J(o)) = l) () (8.12)
et le champ magnétique diffracté par
. _ _ 7 — ‘—ik|m—a'[
ik /. (———--I Al J((r)) voo ¢ (o) (8.13)

T 4n 2z 0| |z —cl|lz—0o|

Ces résultats sont détaillés dans [1
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