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1 Reésolution d’un systéme raide d’EDO

Soit le systéme raide d’EDO
1
y'(1) = F(ty(1) + —g(t,y(1))

oy :RY =R f.g:RY x RY— R? et ¢ le paramétre de raideur.

1.1 Schémas IMEX Runge-Kutta (IMEX-RK)
Les schémas IMplicites-EXplicites de Runge-Kutta pour le systéme (1.1)) sont de la forme

1% ~ 1% 1
Y =yt B DY bef (" + @ YE) by b—g(t" + cph, YV
k=1 k=1 €
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avec, pour k € [1,v]

k—1 v
1
Y =y + 0 Y auft" +ah, YD)+ 1)y ari—g(t" + ah, YY)
=1 =1 €

(1.3)

Les matrices A et A sont des matrices v x v de composantes respectives a;; et a; ;. De plus a;; = 0si j > .

La notation de Butcher sous la forme d’un double tableau est la suivante

¢l A c| A
5 et bt
1.2 Les schémas SSP

Schéma SSP (Strong Stability Preserving)

1.2.1 SSP2
e Schéma SSP2(2,2,2)

0] 0 0 ¥ Y 0 1
1] 1 0 et 1—7v|1-2y v avecy=1-—7
12 172 12 12 V2
e Schéma SSP2(3,2,2)
0jo o o 12112 0 0
0/0 0 0 0 |-12 12 0
1o 1 o % 1] 0 1/2 1/2
[0 1/2 1/2 0 12 172
e Schéma SSP2(3,3,2)
o]0 0 o0 1/411/4 0 0
12112 0 0 /41 0 1/4 0
112 12 0o 1|13 13 1/3
|1/3 1/3 1/3 |1/3 1/3 1/3
1.2.2 SSP3
e Schéma SSP3(3,3,2)
0]lo o0 o0 5 5 0 0
11 0 0 l—-y|1-2y 4 0 .1
12014 14 0 Y 12 [12-49 0 4 mmCV_l"vg
| 1/6 1/6 2/3 | 1/6 1/6 2/3
e Schéma SSP3(4,3,3)
0lo o o o ala 0 0 0
0/0 0 0 0 0 |-a « 0 0
1/0 1 0 0 e 1|0 1-a a 0
1210 1/4 1/4 0 12| B 7 12-—-n—a «
[0 1/6 1/6 2/3 0 1/6 1/6 2/3

avec o = 0.24169426078821, 5 = 0.06042356519705 et n = 0.12915286960590.

(1.4)

(1.5)

(1.7)

(1.8)



2 Résolution de % + £ (f(u)) = g(u)

ou 0
- — = = s ; 2.1
8 () =g(w), Ve >0, V€ [ash] (21)
u(t =0,z) =ug(x), V€ [a;b] (2.2)
u(t,x = a) =uq(t), Vt =0 (2.3)
u(t,z = b) =up(t), V¢ =0 (2.4)
Le flux f: R — R est donné.
2.1 Discrétisation en espace
Soit Ax = %%, m; = a+ (i — 1/2)Ax, Vi€ [1,N,] et w1y =i+ 8% Vi e [0,N,].
Pour écrire un schéma conservatif, on introduit la fonction F telle que
1 z+Az/2 R
futta) = 5 [ Pl
Az z—Ax/2
On a alors of )
%(U(taxi)) = Az (F(ta Tiy1/2) — F(taxi71/2))
On note Fi,1/5(t) un flux semi-discret approchant F(t, Tir12) et ui(t) = u(t, ;).
Le schema discrétisé en espace s’écrit donc sous la forme d’un systéme d’EDO :
dui 1 .
(1) + 5 (Fiapa(t) = Fiaalt))) =g(u(0), Ve >0, Vie [1,N,] (25)
u(t = 0,2;) =ug(x;), Vie[l, Ng] (2.6)
u(t,z = a) =uy(t), Vt =0 (2.7)
u(t,z =b) =up(t), V¢ =0 (2.8)

2.2 Calcul du flux

Pour calculer le flux Fj_ /() on introduit la fonction F et on écrit

Fiap(t) = F [ur, (0, uf,, 00|

+

ot les “i+1/2(t) sont calculés & partir du polynéme d’interpolation sur les intervalles [z;41/2; Ti13/2] avec un

stencil de ENO et ui_+1/2

avec un stencil de ENO.
Avec les notations de 'annexe 77,

(t) sont calculés a partir du polynome d’interpolation sur les intervalles [x;_1/2; Zi41/2]

Uﬁl/g(t) = Z Cr(i)+1,j+1ui—r(i)+j(t) (2.9)
=0
d
Ui_+1/2(t) = Z (Cr(i)+2,j+1uifr(i)+j(t) (2-10)
§j=0

ot d — 1 est le degré du polynome de reconstruction et r(7), la valeur de r pour le stencil de ENO associé au
point x;.
Pour minimiser la viscosité numérique on choisit de prendre comme flux numérique, le flux de Godunov :

| miny<e<o f(6), si u<w
Felu,v] = { maxycien f(6), Sl v <u (2.11)



On a donc le schéma semi discrétisé

du;
dt

1
() + 5 (Fa [ur 1o 0] = Fa [ o004 (0)]) = gi) (2.12)
2.3 Discrétisation en temps pour f(u) = au, a > 0 : schémas IMEX-RK

Dans ce cas, le flux de Godunov devient
Felu,v] = au

et le schéma semi-discret devient

du; «

L0 + 1= (051500 = U1 p(®) =g(us(t), Ve >0, Vie [1,N,] (2.13)
4; (0) =uo(z;), Vie [1,Ny] (2.14)

u(t,z = a) =ug(t), YVt =0 (2.15)

u(t,x =b) =uy(t), Vt =0 (2.16)

On utilise alors des schémas IMEX Runge-Kutta pour la discrétisation en temps. On note At = %ﬁ, t" = nAt,

Vn € [0, N¢] et ul ~ u(t™, x;). A partir de (1.241.3), on a

v

ut =+ At Y bF® (2.17)
k=1
avec Yk € [1,v]
k k Qo (k)— k)—
F =g(u™) = - —u) (2.18)
k—1
uf =uf + At Y @Y (2.19)
1=1
et les ul(.i)gz sont calculés en utilisant les polynémes d’interpolation de degré d — 1 (??) et les conditions aux
limites :
ui%i = ug(t" + éAt)
d
k)— n .
u§+>1/2 = Y iy 4;Criyr2ge1s Vi€ [, Ny —1]
j=0
“5\1211/2 = wp(t" + &AL



Algorithm 2.1 Résolution de % + a’;—g =g(u),a>0

Utilisation du symbolisme Matlab par soucis de simplification de 1’écriture.
La fonction FONCLAGRANGEPM est décrite par l’algorithme ?7.

Données : « o oa>0
d polynéme d’interpolation de degré d — 1.
Xm :  tableau des N, points x;

Résultat : U matrice de dimension Nz x (Nt + 1)

U(i,n) ~ u(t"; ;)

1: C «— CoErSTENCILSFONC(d)
2: U(:,1) «— uo(Xpn)

3: F' «— zeros(Ny,v)

4: for n — 1 to N; do

5: Sop<—0 > Vecteur de dimension N,
6: for k — 1 to v do

7: S1 <0 = Vecteur de dimension NN,
8: for | —1tok—1do

9: Sl 4—81 +dk,l *F(,l)

10: end for

11: U®) — U(:,n) + At % Sy

12: [UR+ UF)~] «FoNCLAGRANGEPM(U®) d, C)

13: UF = — [ug(t" + e At); UR ] = Prise en compte de la C.L. en a
14: U(k)f(Nz + 1) — up(t™ + & At) = Prise en compte de la C.L. en b
15: F(k) <« g(U®) — 2 (UW=(2: N, +1) —UP=(1: N,))

16: So «— So + by, * F(:, k)

17: end for

18: U(:,n+1) < U(:,n) + At = Sy

19: end for

2.4 Discrétisation en temps pour f(u) = au, a <0 : schémas IMEX-RK

Dans ce cas, le flux de Godunov devient

et le schéma semi-discret devient

dCZZ () + 5= (4100 = w1 o) =g(wil®), V=0, Vie [LN,] (2.20)
wi(0) =u(;), Vi € [1,N,] (2.21)

u(t,z = a) =ug(t), YVt =0 (2.22)

u(t,x =b) =uy(t), Vt =0 (2.23)

A partir de (1.2{{1.3) et des notations de la section précédente, le schéma IMEX-RK s’écrit sous la forme

utt =l + A Y b (2.24)
k=1
avec Yk € [1,v]
k k a o (k k
Fi( : :g(uz(‘ )) - E(u§+)172 - “57)172) (2.25)
k—1
ul(.k) =uj + At Z d}glFi(l) (2.26)

=1



(k)+

» — 1]

et les u; /) P sont calculés en utilisant les polynémes d’interpolation de degré d — 1 (??) et les conditions aux
limites :

u§7;+ = ug(t" + ¢ At)

(k) :

+
’U,i+1/2 = Z i)+ 1,5+1> Vi e [1
j=0
k
ug\,)ilm = wp(t" + éLAt)

Algorithm 2.2 Résolution de S + oS = g(u), a <0

Utilisation du symbolisme Matlab par soucis de simplification de I’écriture.

La fonction FONCLAGRANGEPM est décrite par I’algorithme ?7.

Données : « o oa<0

d polynéme d’interpolation de degré d — 1.

X :  tableau des N, points x;

U matrice de dimension Nz x (Nt + 1)
U(i,n) ~ u(t™; z;)

Résultat :

1: C « COEFSTENCILSFONC(d)
2: U(:, 1) «— up(Xm)

3: F «— zeros(Ny,v)

4: for n — 1 to N; do

5: SO —0

6: for k — 1 to v do

7: S1 <0

8: for | —1tok—1do

9: S1 < 5 +sz71 *F(:,l)

10: end for

11: U®) — U(Z/fl) + At % Sy

12: [UR+ UF) =] —~FoNCLAGRANGEPM(U®) d, C)
13: Uk+ [U(k)+; up(t™ + e At)]

14: UFIT(1) « ug(t" + épAt)

15: F(i,k) « gU®) — 2 (U®M+(2: N, +1) —UP*+(1: N,))
16: So<—So+z)k*F(:,k)

17: end for

18: U(,n+1) < U(;,n) + At = Sy

19: end for

> Vecteur de dimension N,

> Vecteur de dimension N,

> Prise en compte de la C.L. en a
= Prise en compte de la C.L. en b

3 Résolution de & — DA(p(u)) = g(u) + f

ot
On veut résoudre 'EDP suivante
ou d
e~ DA((w) = g(u) + f, weRY £>0,

(3.1)

avec la condition initiale u(x, 0) = ug(z), ug € L*(R%), D > 0 qui est le coefficient de diffusion et f : R?xRT — R

une fonction donnée.

On suppose que p: R — R est non décroissante et Lipschitz continuous.

3.1 Transformation du probléme

Nous rappelons ici les grandes lignes (voir [?],[?])



On introduit une fonction additionnelle v : Rt x R — R? et un paramétre potitif ¢ pour obtenir le systéme
de relaxation suivant

2y dive = g(u)+f
& 3.2
{8100 - 32

Le parmétre ¢ est introduit pour obtenir des vitesses caractéristiques finies et pour ne pas avoir un opérateur
différentiel singulier quand ¢ — 07.

% +div(y) = glu)+f
{ %’ +?V(p(u) = —lv+ (e —L2)V(p(u)) (3.3)

Enfin, le terme non-linéaire dans le terme de convection est supprimé en utilisant une technique classique
dans les schémas de relaxation : on introduit une fonction w : RT x R? — R et on obtient

Uy div(v) =g(u) + ] (3.4)
% +©*V(w) =—-v+ <w2 - l;) V(w) (3.5)
k %" +div(v) = — =(w — p(u)) (3.6)

3.2 FEn dimension d = 1.

Le probléme modéle & résoudre est le suivant :

ou 0?

o t5) = D= (p(ult;0))) =g(u(t:2)) + f(t:), V¥t >0, Var eas ] (37)
u(0; z) =uo(x), VY €]a;b[ (3.8)
u(t;a) =uq(t), ¥t >0 (3.9)
u(t; b) =up(t), ¥t >0 (3.10)
Apres transformation de avec les techniques décrites en section on obtient
0z  0F(z) 1
e =9() + Zh(z) (3.11)
avec
u 0 g(u) + f
z=|v |, Flz) =Az, h(2) = [ —v+ (e — D)%% |, g(z) = 0 (3.12)
w p(u) —w 0
et

0 1 0
A=10 0 ¢?
0 1 0
A Taide d’un changement de variables (variables caractéristiques), on va montrer que (3.11) revient a la

résolution de 3 problémes d’advection avec vitesse d’advection positive, négative et nulle.

det(A — AI) = —A(\? — ¢?)

Les valeurs propres de A sont (¢, —p,0). Les vecteurs propres associés sont respectivement

1 1 1
[ZN BN a2 B 0
1 1 0



On note

1 1 1
P=|y —¢p O
1 1 0
On a alors
0 1 1
1 1
P = 0 ——55 5
1 0 -1
et
o 0 O
P'AP=D=[0 —¢ 0
0 0 O

On remarque immédiatement la propriété suivante de la matrice P!

Propriété 1 soit U e R3 et V =P~'U alors

3
ZVi =U;
i=1

On pose Z = P~1z et on obtient

v+ pw
u 2
2-lv]=]|—-v —ftpw
W 2¢
u—w
On remarque que 'on a
u=U+V+W.
Comme z = PZ, ’équation (??) devient
0% 0Z 1
P— + AP— = g(PZ) + —h(P
o TAP- =9g(FZ) + —h(FZ)
et en multipliant & gauche par P~!, on obtient
0% 0Z 1
— +D— =P 'g(PZ) + -P~'h(PZ
o T 9(PZ) + - (PZ)

ou encore

ou ou
T TP

ot ox

D - | =P 'g(P2) + éIP’*lh(}P’Z)

oW
ot

3.2.1 Discrétisation en espace

Nous devons discréstiser le systéme d’équation suivant :

%(t;x) + D%(t;x) =G(Z(t;z)), Vi>0, Yo ela;b]
Z2(0;x) =Zo(x) Vz€lasd|
+C.L.

avec

5(2) — P-g(PZ) + %P*Ih(PZ)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

—

3.17)

—~

3.18)



2g0 0
Zo(w) = | —vo(@) +¢wo(@) |, wo(x) = =D (p(uo())) et wo(x) = p(uo(z))
2
uo () —wwo(x)
Soient Az = %% et x; = a + (i — 3)Az, Vi€ [1, N,;]. On note Z;(t) = Z(t; z;),

Pour I'instant les condltlons aux limites ne sont pas prisent en compte (A FAIRE)
Du systéme d’équations (|3 , on obtient

i§@x0+m€2mx0=9a@mmy VE> 0, Vie[1,N,]
ou encore, Yi € [1, N,],
M 100+ T (100) = $a(2(0::),
O (10 = o 00 150) = S (2(15.),

ow

W(t;:zci) = 93(Z(t; ;).

(3.19)

(3.20)
(3.21)

(3.22)

On peux maintenant utiliser les techniques décrites en ??. Comme ¢ > 0, on utilise le schéma (??) pour

Péquation (3.20) et le schéma (??) pour ’équation (3.21). On obtient donc le systéme d’EDO suivant

d;ii (t)+ A (uz_+1/2( ) _ui_—l/2(t)) = G1(Z;(t)),

d;zi (t) — Ar (\7;1/2( ) _vj—uz(t)) = G2(Z(1)),

DV 1) = 5a(20).

En sommant ces trois équations et en utilisant (3.14]), on a

) 3
B 1) 42 (Upapo0) = U o 0) = (Vo 0) = Vo (6) - 3 i)

De part la propriété [} on a
3
Y Gk(Zi(t) = g(us(t) + f(t;2:)
k=1

Nous sommes donc ramené a résoudre le systéme d’EDO, Vi € [1, N,]

{d;“ (1) + £-50) =glont)) + (52, V1> 0
Uj (O) ZuO(l‘i)

avec

Filt) = Uy n(8) = Wiy () = (Vo (1) = Vi, 5 (0)

3.2.2 Discrétisation en temps : schémas IMEX-RK

(3.23)
(3.24)

(3.25)

On note ul ~ u;(t"). Les schémas IMEX Runge-Kutta associés a (3.2613.27) peuvent s’écrire sous la forme

uf =+ ALY B FY, Vie [1,N,]
k=1

(3.28)



avec Yk € [1,v]

FM =~ %fﬂ(k) +9(u) + f(" + a0t ;) (3.29)
k=1
uz(-k) =u] + At Z dlei(l) (3.30)
=1
(k) _q(k)— (k)= (k)+ (k)+
Ji _ui+1/2 - ui71/2 - (Vi+1/2 - Viﬂ/g) (3.31)
Il reste & décrire le calcul de uf,’_j)l;Q et \75_]?172 pour ¢ € [0, N, ] & partir des uz(k). On pose wgk) = p(ugk)) et
0P = -DV4 w® ot V4 note opérateur des différences centrées a d points. Par (3.13), on a
k k k k
B s A (SR A 0
7 280 i 2%0

On utilise alors des polynémes de reconstructions d’ordre s de type ENO ou WENO pour déterminer ulk-

i+1/2°
Uz@fp (resp. \75{?172, ng)ltz) en fonction de ug’” (resp. Vl(k) ).
On écrit maintenant la fonction CALCULFLUX1D (vectorisée) permettant de calculer le vecteur F*) € RN+

de composantes H'Z(k) = ugf?;/z - uj,’j)l;z — (VE?JQ — Vz(‘]i)f;z) par la méthode décrite précédemment.

Algorithm 3.1 Calcul de F*) deéfini en (3.31

Données : u : vecteur de RV=,
z : vecteur de R+ (discrétisation)
h :  un réel strictement positif, (pas de discrétisation)
Ug, Up : condition aux limites,
%) un réel
D fonction
D :
Résultat : F vecteur de RN+,

1: function F — CALCULFLUX1D(u,z, Az, h,us,u.b, p,p, D)
2w« p(u)

3 v «— —D x CENTERDIFF(w,, h, p(ug), p(up), 3)
4 U (v+ow)/(20)

5 Ve (—v+ ew)/(20)

6 [UF,U"] — WENO5(U)

7 [V*,V~] « WENO5(V)

s U e [UF(1);U]

9: VT — [VF;V(N)]

10: Im<—1:N, Ip—2:N+1

11: F—U(Ip)—U (Im)— (V*(Ip) —V*T(Im)

12: end function

10



Algorithm 3.2 Résolution de (??) par un schema IMEX Runge-Kutta de dimension v

Données : Schéma IMEX : les vecteurs b, ¢, b et & de R,
les matrices A et A de M, ,(R)

d polynome de reconstruction de fonction de degré d — 1.
d polynoéme de reconstruction de dérivée de fonction de degré d — 1.
Résultat : (™)), : les N; + 1 vecteurs de RN?,
avec u"(z;) ~ u(t", z;). du moins on ’espére!
1: u® — ug(x,,)
2: forn < 0to N, —1do
3 un+1 —u”
4: for £k — 1 to v do
5: t) 4 G x AL
6: fO = f (™, z,)
7: F*)  CALCULF1D(F(F-1 yn ) At Az, C,D,A)
8: utl — w4 At x by« B
9: end for
10: end for

Algorithm 3.3 Calcul de F*) défini en (3.29)

Données : F(#k-1) : k—1 vecteurs de RM=|
u™ : vecteur de RV«
f) : vecteur de RV«
At : un réel strictement positif,
Az : un réel strictement positif,
C : la matrice de Mgy1 q(R),
D : la matrice de Mg z(R),
A : matrice de M, ,(R),
Résultat : F®*) . vecteur de RN+,

1: function F*) — CALCULF1D(F®F-1) yn fF) At Az, C, D, A)
2 u®) — yn

3 for| —1tok—1do

4: u® —u®) 4 At Ak, 1) « FO

5: end for

6 F®) « — 2 CaLcutFLux1D(u®, z, .. .)

7 F® R 4 gu®) 4 f0)

8:

end function

11



3.3 En dimension d = 2.

Soit © un ouvert borné de R? de frontiére I'. Le probléme modéle a résoudre est le suivant :

U DA (p(u)) =g(u) + f, dans E* x O
u(0;z) =ug(zx), Yz € Q
u(t;x) =ur(zx), Vz el

Apres transformation de (3.32) avec les techniques décrites en section on obtient

0z 0FM(z) 0F?(2) 1
= —h
ot + 0x1 + 0x2 9(z) + € (2)
avec
U 0
) (W) 4 (p2 — D) 2w
v @ v + (g7 )("m
z = 0@ |’ 3:( )(Z) =Ayz, Vae [[1a2]]7 h(Z) = (2 + ((p2€—D) fu} ’ g(z)
cx2
w p(u) —w
et
01 0 0 001 0
10 0 0 ¢? 10 0 0 O
Al_OOOO’AQ_O()OcpZ
01 0 O 0 01 0
Les valeurs propres des matrices A; et Ay sont identiques : (¢, —¢, 0, 0)
1 1 10 1 1 10
_|le —» 00 [0 0 01
P1_0001’P2_<p—<p00
1 1 00 1 1 00

On veut calculer

On a alors

2F () ()

=
ox

o

0 5 0 3 00 5 3
. o -L o 1 _1 00 —L 1
Py = 2¢ 2 Pt = 2¢ 2
! 1 0 0 -1 2 10 0 -1
0 0 1 0 0 1 0 0
, Va € [1,2]. On note
Z(a,l) i(v(a) + ww)
Z(O‘72) L(_U(O‘) + w)
Z) = =P lz=|2 ¥
Z(a,?)) a w—w
VACT)) pler mod 2+1)
pZel)
—p7(a,2)
P 1F(@) (2) = PLAPLZ = DZ(®) = ‘PZO
0

12

(3.32)

(3.33)
(3.34)

(3.35)

(3.36)

. On note P; et Py les matrices



3.3.1 Discrétisation en espace
On note ng;) = Z(®)(x;,y;). En utilisant le flux de Godunov, on a

ZLD- (1)

: s
Wy~ P | =2 — 200 )
a— ]D )R - ) , 11— s
0x1( Z;;) Al +1/2,5 1/2,j
0
ot (2,1) (2,1)
; o
%(]D)ij)) ~ Ai 7(Zi,j7+1/2 - Zi,j7—1/2)
2 2
0

Comme F(®)(2) = Ayz et z = P,Z(®) on en déduit

P;IF) (2) = P ALPLZ Y = D2,

Ce qui donne

0 0

Z(F(z;,) ~ Pa=— (DZ\Y).
axa( (Z 7]) axa( 2,7 )
et donc
(1,1)— (1,1)— (2,1)— (2,1)—
; ; il G
© _(712+ 12+ © _(722+ _ S22+
671.1(?(1)(,2,‘7]‘) + Tw(g(z)(zid) ~ Epl (Z1+1/2.,j Z’L—l/?,]) + EPQ (Zz,j+1/20 21,3—1/2)
0 0
On obtient en prenant la premiére équation de (3.35)
Oui,j P 1) P g2) (4 _
S (1) 4+ T 00 + 2T = s, (1) + Fi(0) (37)
avec
(1) _ (1,1)— (1,1)— (1,2)+ (1,2)+
gi,j (t) - Zi+1/27j (t) - Zi71/2,j (t) - (Zi.,_l/g,j (t) - Zi71/27j (t)) (338)
2 2,1)— 2,1)— 2,2)+ 2,2)+
TR0 = 25050 — 25000 = (25070 — 2520,0) (3.39)
Pour simplifier les notations, on pose
_ 1,1)— 1,2)+ - 2,1)— 2,2)+
ui+1/2,j(t) = Zi(+1/)2,j(t)7 V:r+1/2,j = Zl'(+1/)2,j(t)’ ui,j+1/2(t) = Zi(,j+)1/2(t)’ V:j+1/2 = Zi(,j+)1/2(t)'

3.3.2 Discrétisation en temps

On note u; ~ u; ;(t"). Les schémas IMEX Runge-Kutta associés a (3.26({3.27) peuvent s’écrire sous la forme

u =+ ALY BF) Vie [1N,], ¥ e [1,N,] (3.40)
k=1
avec Yk € [1,v]
k o !
ul) =ul; + ALY aFY (3.41)
=1
(k) _ P q(1,k) P (2,k) (k) RN T
4 Fy=- E?i’j - ngi,j + g(ui,j )+ f(" + e At 2y, y5) (3.42)
(L,k) _q (k)= (k)— (k)+ (k)+
T3 _ui+1/2,j - uifl/Q,j a (vi+1/2,j a Vi71/2,j) (3-43)
(2,k) _q (k)= (k)— (k)+ (k)+
gi,j _ui,j+1/2 - ui,j—1/2 - (vi,j+1/2 - ’Vi7j—1/2) (3'44)
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A j fixé, le flux ffz(}j’k) revient au calcul 1D et on a

5{(3”“) — CALCULFLUXID(U:(S-)737 o)

A i fixé, le flux S"I(f’k) revient au calcul 1D et on a

ffﬁ’k) - CALCULFLUXlD(ugf),y, c).

Algorithm 3.4 Calcul de 5 = 20 ¢ gk

Az Vi) AxzpYiyj
Données : u :  matrice Ny x Ny,
T, : vecteur de RM= (discrétisation )
he : un réel strictement positif, (pas de discrétisation)
Ym : vecteur de R™v, (discrétisation )
hy, :  un réel strictement positif, (pas de discrétisation)
Ugq, Uypy :  vecteurs de RM= (condition aux limites),
Uyq, Uy, :  vecteurs de RYv (condition aux limites),
%) :  un réel
P : fonction
D :
Résultat : F : matrice N, x Ny.

1: function F <« CALCULFLUX2D (4, Uza, Uz, Uya, Uy, T, AT, Y, Ay)

2 for j — 1 to IV, do

3 F(:,j) « -2 CarcurFLux1D(u. j, z, . . .)

4 end for

5: for i — 1 to N, do

6 F(i,:) « F(i,:) — & CALCULFLUX1D (u;:, 9, - . )

7 end for

8: end function

Algorithm 3.5 Calcul de la matrice F*) défini en (3.42)

Données : F1:F=1 . L —1 matrices de N, x Ny,
u” : matrice de N, x N,
F® ¢ vecteur de Ny x Ny,
At : un réel strictement positif,
Az : un réel strictement positif,
Ay : un réel strictement positif,
C : la matrice de Mgy1.qa(R),
D : la matrice de Mg 4(R),
A :  matrice de M, ,(R),
Résultat : F*) . matrice de N, x N,
1: function F*) — CALCULF2D(FF-1) yn fF) At Az, Az, C,D, A)
2 ul®) — "
3: for| —1tok—1do
4 u® —u® 4 At Ak, 1) « FO
5 end for
6:  F®) — CavcurFLux2D(u®,...) + gu®) + f*)
7: end function

14



Algorithm 3.6 Résolution de (3.37) par un schema IMEX Runge-Kutta de dimension v

Données : Schéma IMEX : les vecteurs b, ¢, b et & de R,

les matrices A et A de M, ,(R)

polynome de reconstruction de fonction de degré d — 1.

polynéme de reconstruction de dérivée de fonction de degré d — 1.
'u,”)Nt ¢ les Ny + 1 matrices IV, x Ny,

Résultat : oo
avec u'; ~ u(t", i, y;).

/\&‘\g‘

1 ul — 'U/O(xm>ym)

2: forn < 0to N, —1do
un+1 —um
for k — 1 to v do
tR) 7 4 & w At
f(k) - f(t(k)azmyym)
F®) — CaLcULF2D(FXkR=1) gy B At Az, Ay, C,D, A)
u™tl — "t At Ek % FF)
9: end for
10: end for

15



4 Reésultats dimension 2

PME : Porous Medium Equation,
HEAYV : Heaviside,
HEAT : Chaleur.

4.1 PME et condition initiale Barenblatt : solution exacte

On compare la solution du probléme avec solution exacte (donnée par Nadia avec décalage temporel de +1.)
avec celle calculée par l'algorithme déterministe précédant.

[EDP]

NAME=PME;

p=@(u) u."

D=0.5;

I=[-2.5 ,2.5, -2.5, 2.5];
Ti=0;

Tf=1.5;

u0=0@(x,y) SolPME_2D(x,y,1)
uex=0(t,x,y) PME_Ex_2D(t,x,y,1)
ug=0(t,x,y) O;

g=0(u) Oxu;

f=0(t,x,y) 0;

phi=1;

[SCHEMA]
N=[100,100] ;
Nt=400;

Ns=100;
IMEXname=IMEX_SSP3;
k=3;

Sol. Num. : t=0 Sol. Num. : t=0.51

0.3

0.25

I‘ '. T
»'M’ H\\\\\
’I[’”’ "“ “‘%“ . » / :‘,‘%::‘:‘\ | 0.2
f 0“1‘ "N

I /l 00 fait
‘Nm WMW«M

0.15

o’"’"'t'oﬁ

0.1

0.05

FIGURE 1 — Solutions numériques au temps t = 0 et t = 0.51
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. 1=1.005

0.35

0.3

0.25

\' \ : :::‘ \

\\ I A

\\“\\\ 7

‘“\\\\\\\“\ ""’l',""" :‘o ‘“:::““\\‘\“\\‘{
. ‘ !

\y\\\\\\\“ , ‘, \\‘t\\«\“

FI1GURE 2 — Solutions numériques au temps t = 1.0005 et t = 1.5

L2—norm errors

0.01

0.009

0.008

0.007

0.006

0.005

0.004

0.003

0.002

0.001 |- b

FIGURE 3 — Erreur en norme Lo
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4.2 Condition initiale : densité loi normale
4.2.1 PME (PME_NORMAL_01.pde)

On résoud par 'algorithme déterministe le probléme avec donnée initale normale

[EDP]
NAME=PME;

p=@(u) u."3;
D=0.5;

I=[-4 ,4, -4 ,4];
Ti=0;

T£=20;

u0=0@(x,y) NormalDensity2Dv2([0, 0],[1, 0;0, 1],x,y)
ug=0(t,x,y) zeros(length(t),length(x),length(y));
g=0(u) Ox*u;

f=0(t,x,y) O;

phi=1;

[SCHEMA]
N=[100,100];
Nt=1000;

Ns=100;
IMEXname=IMEX_SSP3;
matlabpoolNum=4;

k=3;

Sol. Num. : t=0

Sol. Num. : t=0

0.15 3l

(i
I
[
i

(A
\\““v\

A
(i
A

FIGURE 4 — Solution numérique au temps t = 0
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Sol. Num. : t=3

Aoy

AN

i (i 4
“‘/h,\"‘rlw““."‘“ﬂl“h:qt“\\ﬁ I
o, O

FIGURE 5 — Solution numérique au temps ¢t = 3

Sol. Num. : t=10

i

, t‘l
it n, “
TG |\‘\\u\
NN
,///1,};1,;',': ‘o:ﬂ ‘1“\ ‘\‘\‘\‘“\ W
/ ""r," “‘o"t\ s \‘u\\‘{v\‘\

Mu O
AN
i /‘H!/,;{ ““"”“'u ‘4‘ f s\ n\\\. \

-3

Sol. Num. : t=!
T

t=10

Sol. Num.
T

FIGURE 6 — Solution numérique au temps ¢t = 10

Sol. Num. : t=20

A
5 ‘.‘\\‘.\\‘\\h\\ﬂ
/,,t,,:,' t‘u., \\\\ i
TR
i »s"""m"n “‘“‘-“
m i U

s
il
”//,, :,‘ M

FIGURE 7 — Solution numérique au temps ¢t =
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0.15

0.05
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4.2.2 HEAT (HEAT_NORMAL_O1.pde)

On résoud par l'algorithme déterministe le probléme avec donnée initiale normale

[EDP]
NAME=HEAT;

p=@(u) u;

D=0.5;

I=[-4 ,4, -4 ,4]1;
Ti=0;

T£=0.7;

u0=0@(x,y) NormalDensity2Dv2([0, 0],[1, 0;0, 1],x,y)
ug=0(t,x,y) zeros(length(t),length(x),length(y));
g=0(u) Oxu;

f=0(t,x,y) O;

phi=1;

[SCHEMA]
N=[100,100];
Nt=1000;

Ns=100;
IMEXname=IMEX_SSP3;
matlabpoolNum=4;

k=3;

Sol. Num. : t=0
T

Sol. Num. : t=0

0.15 sk

i
I
:"

i
T
"9‘\\\

FIGURE 8 — Solution numérique au temps ¢t = 0

20

0.15

0.05



Sol. Num. : t=0.14

o
i
i X0

Sol. Num. : t=0.35

FIGURE

Sol. Num. : t=0.7

SRS

FIGURE

Sol. Num. : t=0.14

Sol. Num. : t=0.35
T

10 — Solution numérique au temps t = 0.35

Sol. Num. : t=0.7

11 — Solution numérique au temps t = 0.70
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4.2.3 HEAV (HEAV_NORMAL_O1.pde)

On résoud par l'algorithme déterministe le probléme avec donnée initiale normale

[EDP]
NAME=HEAV ;

p=@(u) u.*((u-0.07)>0);
D=0.5;

I=[-4 ,4, -4 ,4];

Ti=0;

T£=0.7;

u0=0@(x,y) NormalDensity2Dv2([0, 0],[1, 0;0, 1],x,y)
ug=0(t,x,y) zeros(length(t),length(x),length(y));
g=0(u) Oxu;

f=0(t,x,y) O;

phi=1;

[SCHEMA]
N=[100,100];
Nt=1000;

Ns=100;
IMEXname=IMEX_SSP3;
matlabpoolNum=4;

k=3;

Sol. Num. : t=0
T

Sol. Num. : t=0

O
il
i
i
TS
A
0' i \‘\\;'

i

XX
o‘uw‘

i

FIGURE 12 — Solution numérique au temps t = 0
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Sol. Num. : t=0.14

Sol. Num. : t=0.14

FIGURE 13 — Solution numérique au temps ¢ = 0.14

Sol. Num. : t=0.35
T

Sol. Num. : t=0.35

FIGURE 14 — Solution numérique au temps ¢t = 0.35

Sol. Num. : t=0.7

Sol. Num. : t=0.7

FIGURE 15 — Solution numérique au temps ¢t = 0.70
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4.2.4 Comparaison : HEAT /HEAV

Sol. Num. : t=0 Sol. Num. : t=0

-3r

FIGURE 16 — Solutions numériques au temps ¢t = 0 HEAT (left) et HEAV (right)

Sol. Num. : t=0.14 Sol. Num. : t=0.14
T T T T

FIGURE 17 — Solutions numériques au temps ¢ = 0.14 HEAT (left) et HEAV (right)
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Sol. Num. : t=0.35 Sol. Num. : t=0.35

2t

FIGURE 18 — Solutions numériques au temps ¢ = 0.35 HEAT (left) et HEAV (right)

Sol. Num. : t=0.7
T

-3r

FIGURE 19 — Solutions numériques au temps ¢ = 0.7 HEAT (left) et HEAV (right)
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4.3 Condition initiale bimodale
4.3.1 PME (Init_PME_BINO_02.pde)

On résoud par 'algorithme déterministe le probléme avec donnée initale bimodale

[EDP]

NAME=PME ;

p=Q@(u) u."3;
D=0.5;

1=[-5 ,5, -5 ,5];
Ti=0;

Tf=10.5;

u0=0(x,y) (1/2)*( NormalDensity2Dv2([O, 1],[.1, 0;0, .1],x,y) + NormalDensity2Dv2([0,-1],[.2, 0;0, .21,

ug=0(t,x,y) zeros(length(t),length(x),length(y));
g=0(u) Oxu;

f=0(t,x,y) O;

phi=0.5;

[SCHEMA]
N=[120,120];
Nt=800;

Ns=100;
IMEXname=IMEX_SSP3;
matlabpoolNum=4;

k=3;

Sol. Num. : t=0

Sol. Num. : t=0

FIGURE 20 — Solution numérique au temps t = 0
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Sol. Num. : t=1.05

Sol. Num. : t=1.05 j j j j j j j
4
07
a3l
0.7 : 0.6 ol
06
s
05 05
> of
0.4
b
03
_af
02 3t
4l
0.1
4 3 2 4 0 1 2
0 x

FIGURE 21 — Solution numérique au temps t = 1.5

Sol. Num. : t=4.2
T T

Sol. Num. : t=4.2 T ; . ! ,
ab
07
sk
07 : 06 ol
06
05 T
05
=~ o}
04
il
03
o}
02 3
4l
01
. . . . . . .
4 3 2 3 1 2
o X

FI1GURE 22 — Solution numérique au temps t = 4.2

Sol. Num. : t=10.5

Sol. Num. : t=10.5 T T T T T T T
4k
07
a3l
07 06 ol
06
s
05
05
=~ of
0.4
s
03
o}
02 3l
4
0.1
. . . . . . .
4 3 2 4 [) 1 2
o X

FIGURE 23 — Solution numérique au temps ¢t = 10.5
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4.3.2 HEAT (Init_HEAT_BINO_02.pde)

On résoud par l'algorithme déterministe le probléme avec donnée initiale bimodale

[EDP]
NAME=HEAT;

p=@(u) u;

D=0.5;

I=[-3.5 ,3.5, -3.5 ,3.5];
Ti=0;

T£=0.75;

u0=0(x,y) (1/2)* (NormalDensity2D(x,y, [0,1] ,sqrt([.1,.1]))+NormalDensity2D(x,y, [0,-1],sqrt([.2,.2]1)));

ug=0(t,x,y) zeros(length(t),length(x),length(y));
g=0(u) O*u;

f=0(t,x,y) O;

phi=0.5;

[SCHEMA]
N=[100,100];
Nt=800;

Ns=100;
IMEXname=IMEX_SSP3;

k=3;

Sol. Num. : t=0
T

Sol. Num. : t=0

e
o

FIGURE 24 — Solution numérique au temps t = 0
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Sol. Num. : t=0.15

FIGURE 25 — Solution numérique au temps t

Sol. Num. : t=0.3

Sol. Num. : t=0.15

Sol. Num. : t=0.3

FIGURE 26 — Solution numérique au temps ¢ = 0.30

Sol. Num. : t=0.75

0.7

0.6

05

-2

Sol. Num. : t=0.75

FIGURE 27 — Solution numérique au temps ¢t = 0.75
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4.3.3 HEAV (Init_HEAV_BINO_02.pde)

On résoud par l'algorithme déterministe le probléme avec donnée initiale bimodale

[EDP]
NAME=HEAV ;

p=@(u) u.*((u-0.1)>0);;
D=0.5;

I=[-3.5 ,3.5, -3.5 ,3.5];
Ti=0;

T£=0.75;

u0=0(x,y) (1/2)*( NormalDensity2Dv2([O, 1],[.1, 0;0, .1],x,y) + NormalDensity2Dv2([0,-1],[.2, 0;0, .2],

ug=0(t,x,y) zeros(length(t),length(x),length(y));
g=0(u) O*u;

f=0(t,x,y) O;

phi=0.5;

[SCHEMA]
N=[120,120];
Nt=800;

Ns=100;
IMEXname=IMEX_SSP3;
matlabpoolNum=4;

k=3;

Sol. Num. : t=0
T

Sol. Num. : t=0

0.1 sl

L L L L L L L
-3 -2 -1 0 1 2 3

FIGURE 28 — Solution numérique au temps t = 0
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Sol. Num. : t=0.15

Sol. Num. : t=0.15 T T T T

FIGURE 29 — Solution numérique au temps t = 0.15

Sol. Num. : t=0.3
T

Sol. Num. : t=0.3 T T T

F1GURE 30 — Solution numérique au temps ¢ = 0.30

Sol. Num. : t=0.75

Sol. Num. : t=0.75 T T T T

FIGURE 31 — Solution numérique au temps ¢t = 0.75
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4.3.4 Comparaison : HEAT /HEAV

FIGURE 32 — Solutions numériques au temps ¢t = 0 HEAT (left) et HEAV (right)

Sol. Num. : t=0

3l

ol

1k

> of

s

2t

3t

L L
-3 2 -1 0 1 2
x
Sol. Num. : t=0.15
T
3l
ol
1k
> of
At
2t
-3r
L L L L L
-3 -2 -1 0 1 2

FIGURE 33 — Solutions numériques au temps ¢ = 0.15 HEAT (left) et HEAV (right)
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-1

-2

Sol. Num. : t=0.3

Sol. Num. : t=0.3

! !

1 0.18 3r
0.16

] A
0.14

] b
0.12

1 01 = of
0.08

] b
0.06

] ol
0.04

J 002 3}

FI1GURE 34 — Solutions

Sol. Num. : t=0.75
T

numériques au temps

t = 0.30 HEAT (left) et HEAV (right)

Sol. Num. : t=0.75
T

FIGURE 35 — Solutions

numériques au temps
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t = 0.75 HEAT (left) et HEAV (right)
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