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1 Résolution d'un système raide d'EDO

Soit le système raide d'EDO

yyy1ptq � fffpt, yyyptqq �
1

ε
gggpt, yyyptqq (1.1)

où yyy : R� ÞÑ Rd, fff,ggg : R� � Rd ÞÑ Rd et ε le paramètre de raideur.

1.1 Schémas IMEX Runge-Kutta (IMEX-RK)

Les schémas IMplicites-EXplicites de Runge-Kutta pour le système (1.1) sont de la forme

yyyn�1 � yyyn � h
ν̧

k�1

b̃kfffpt
n � c̃kh,YYY

pkqq � h
ν̧

k�1

bk
1

ε
gggptn � ckh,YYY

pkqq (1.2)
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avec, pour k P v1, νw

YYY pkq � yyyn � h
k�1̧

l�1

ãklfffpt
n � c̃lh,YYY

plqq � h
ν̧

l�1

ak,l
1

ε
gggptn � clh,YYY

plqq (1.3)

Les matrices Ã et A sont des matrices ν � ν de composantes respectives ãij et ai,j . De plus ãij � 0 si j ¥ i.
La notation de Butcher sous la forme d'un double tableau est la suivante

c̃cc Ã
b̃bb
t et

ccc A
bbbt

(1.4)

1.2 Les schémas SSP

Schéma SSP (Strong Stability Preserving)

1.2.1 SSP2


 Schéma SSP2(2,2,2)

0 0 0
1 1 0

1{2 1{2
et

γ γ 0
1� γ 1� 2γ γ

1{2 1{2
avec γ � 1�

1a
2

(1.5)


 Schéma SSP2(3,2,2)

0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 1 0

0 1{2 1{2

et

1{2 1{2 0 0
0 �1{2 1{2 0
1 0 1{2 1{2

0 1{2 1{2

(1.6)


 Schéma SSP2(3,3,2)

0 0 0 0
1{2 1{2 0 0
1 1{2 1{2 0

1{3 1{3 1{3

et

1{4 1{4 0 0
1{4 0 1{4 0
1 1{3 1{3 1{3

1{3 1{3 1{3

(1.7)

1.2.2 SSP3


 Schéma SSP3(3,3,2)

0 0 0 0
1 1 0 0

1{2 1{4 1{4 0
1{6 1{6 2{3

et

γ γ 0 0
1� γ 1� 2γ γ 0
1{2 1{2� γ 0 γ

1{6 1{6 2{3

avec γ � 1�
1a
2

(1.8)


 Schéma SSP3(4,3,3)

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
1 0 1 0 0

1{2 0 1{4 1{4 0
0 1{6 1{6 2{3

et

α α 0 0 0
0 �α α 0 0
1 0 1� α α 0

1{2 β η 1{2� β � η � α α
0 1{6 1{6 2{3

(1.9)

avec α � 0.24169426078821, β � 0.06042356519705 et η � 0.12915286960590.
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2 Résolution de Bu
Bt �

B
Bx pfpuqq � gpuq

$'''''&
'''''%

Bu

Bt
�

B

Bx
pfpuqq �gpuq, @t ¥ 0, @x P ra; bs

upt � 0, xq �u0pxq, @x P ra; bs

upt, x � aq �uaptq, @t ¥ 0

upt, x � bq �ubptq, @t ¥ 0

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

Le �ux f : R ÞÑ R est donné.

2.1 Discrétisation en espace

Soit ∆x � b�a
Nx

, xi � a� pi� 1{2q∆x, @i P v1, Nxw et xi�1{2 � xi �
∆x
2 , @i P v0, Nxw.

Pour écrire un schéma conservatif, on introduit la fonction F̂ telle que

fpupt, xqq �
1

∆x

» x�∆x{2

x�∆x{2

F̂ pt, sqds

On a alors
Bf

Bx
pupt, xiqq �

1

∆x

�
F̂ pt, xi�1{2q � F̂ pt, xi�1{2q

	

On note Fi�1{2ptq un �ux semi-discret approchant F̂ pt, xi�1{2q et uiptq � upt, xiq.
Le schema discrétisé en espace s'écrit donc sous la forme d'un système d'EDO :

$'''''&
'''''%

dui
dt

ptq �
1

∆x

�
Fi�1{2ptq � Fi�1{2ptqq

�
�gpuiptqq, @t ¥ 0, @i P v1, Nxw

upt � 0, xiq �u0pxiq, @i P v1, Nxw

upt, x � aq �uaptq, @t ¥ 0

upt, x � bq �ubptq, @t ¥ 0

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

2.2 Calcul du �ux

Pour calculer le �ux Fi�1{2ptq on introduit la fonction F et on écrit

Fi�1{2ptq � F
�
u�i�1{2ptq, u

�
i�1{2ptq

�

où les u�i�1{2ptq sont calculés à partir du polynôme d'interpolation sur les intervalles rxi�1{2;xi�3{2s avec un

stencil de ENO et u�i�1{2ptq sont calculés à partir du polynôme d'interpolation sur les intervalles rxi�1{2;xi�1{2s

avec un stencil de ENO.
Avec les notations de l'annexe ??,$''''''&

''''''%

u�i�1{2ptq �
ḑ

j�0

Crrrpiq�1,j�1ui�rrrpiq�jptq

u�i�1{2ptq �
ḑ

j�0

Crrrpiq�2,j�1ui�rrrpiq�jptq

(2.9)

(2.10)

où d � 1 est le degré du polynôme de reconstruction et rrrpiq, la valeur de r pour le stencil de ENO associé au
point xi.

Pour minimiser la viscosité numérique on choisit de prendre comme �ux numérique, le �ux de Godunov :

FGru, vs �

"
minu¤ξ¤v fpξq, si u ¤ v
maxv¤ξ¤u fpξq, si v ¤ u

(2.11)
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On a donc le schéma semi discrétisé

dui
dt

ptq �
1

∆x

�
FG

�
u�i�1{2ptq, u

�
i�1{2ptq

�
� FG

�
u�i�1{2ptq, u

�
i�1{2ptq

�	
� gpuiptqq (2.12)

2.3 Discrétisation en temps pour fpuq � αu, α ¡ 0 : schémas IMEX-RK

Dans ce cas, le �ux de Godunov devient
FGru, vs � αu

et le schéma semi-discret devient

$'''''&
'''''%

dui
dt

ptq �
α

∆x

�
u�i�1{2ptq � u�i�1{2ptq

	
�gpuiptqq, @t ¥ 0, @i P v1, Nxw

uip0q �u0pxiq, @i P v1, Nxw

upt, x � aq �uaptq, @t ¥ 0

upt, x � bq �ubptq, @t ¥ 0

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

On utilise alors des schémas IMEX Runge-Kutta pour la discrétisation en temps. On note ∆t � T
Nt
, tn � n∆t,

@n P v0, Ntw et u
n
i � uptn, xiq. A partir de (1.2-1.3), on a

un�1
i � uni �∆t

ν̧

k�1

b̃kF
pkq
i (2.17)

avec @k P v1, νw $'''&
'''%

F
pkq
i �gpu

pkq
i q �

α

∆x
pu

pkq�
i�1{2 � u

pkq�
i�1{2q

u
pkq
i �uni �∆t

k�1̧

l�1

ãklF
plq
i

(2.18)

(2.19)

et les u
pkq�
i�1{2 sont calculés en utilisant les polynômes d'interpolation de degré d � 1 (??) et les conditions aux

limites :

u
pkq�
1{2 � uapt

n � c̃k∆tq

u
pkq�
i�1{2 �

ḑ

j�0

uni�rrrpiq�jCrrrpiq�2,j�1, @i P v1, Nx � 1w

u
pkq�
Nx�1{2 � ubpt

n � c̃k∆tq
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Algorithm 2.1 Résolution de Bu
Bt � α Bu

Bx � gpuq, α ¡ 0

Utilisation du symbolisme Matlab par soucis de simpli�cation de l'écriture.
La fonction FoncLagrangePM est décrite par l'algorithme ??.
Données : α : α ¡ 0

d : polynôme d'interpolation de degré d� 1.
Xm : tableau des Nx points xi

Résultat : U : matrice de dimension Nx� pNt� 1q
Upi, nq � uptn;xiq

1: CÐ CoefStencilsFonc(d)
2: Up:, 1q Ð u0pXmq
3: F Ð zerospNx, νq
4: for nÐ 1 to Nt do
5: S0 Ð 0 � Vecteur de dimension Nx
6: for k Ð 1 to ν do
7: S1 Ð 0 � Vecteur de dimension Nx
8: for lÐ 1 to k � 1 do
9: S1 Ð S1 � ãk,l � F p:, lq

10: end for
11: U pkq Ð Up:, nq �∆t � S1

12: rU pkq�, U pkq�s ÐFoncLagrangePM(U pkq, d,C)
13: U pkq� Ð ruapt

n � c̃k∆tq;U pkq�s � Prise en compte de la C.L. en a
14: U pkq�pNx � 1q Ð ubpt

n � c̃k∆tq � Prise en compte de la C.L. en b
15: F p:, kq Ð gpU pkqq � α

∆x

�
U pkq�p2 : Nx � 1q � U pkq�p1 : Nxq

�
16: S0 Ð S0 � b̃k � F p:, kq
17: end for
18: Up:, n� 1q Ð Up:, nq �∆t � S0

19: end for

2.4 Discrétisation en temps pour fpuq � αu, α   0 : schémas IMEX-RK

Dans ce cas, le �ux de Godunov devient
FGru, vs � αv

et le schéma semi-discret devient

$'''''&
'''''%

dui
dt

ptq �
α

∆x

�
u�i�1{2ptq � u�i�1{2ptq

	
�gpuiptqq, @t ¥ 0, @i P v1, Nxw

uip0q �u0pxiq, @i P v1, Nxw

upt, x � aq �uaptq, @t ¥ 0

upt, x � bq �ubptq, @t ¥ 0

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

A partir de (1.2-1.3) et des notations de la section précédente, le schéma IMEX-RK s'écrit sous la forme

un�1
i � uni �∆t

ν̧

k�1

b̃kF
pkq
i (2.24)

avec @k P v1, νw $'''&
'''%

F
pkq
i �gpu

pkq
i q �

α

∆x
pu

pkq�
i�1{2 � u

pkq�
i�1{2q

u
pkq
i �uni �∆t

k�1̧

l�1

ãklF
plq
i

(2.25)

(2.26)
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et les u
pkq�
i�1{2 sont calculés en utilisant les polynômes d'interpolation de degré d � 1 (??) et les conditions aux

limites :

u
pkq�
1{2 � uapt

n � c̃k∆tq

u
pkq�
i�1{2 �

ḑ

j�0

uni�rrrpiq�jCrrrpiq�1,j�1, @i P v1, Nx � 1w

u
pkq�
Nx�1{2 � ubpt

n � c̃k∆tq

Algorithm 2.2 Résolution de Bu
Bt � α Bu

Bx � gpuq, α   0

Utilisation du symbolisme Matlab par soucis de simpli�cation de l'écriture.
La fonction FoncLagrangePM est décrite par l'algorithme ??.
Données : α : α   0

d : polynôme d'interpolation de degré d� 1.
Xm : tableau des Nx points xi

Résultat : U : matrice de dimension Nx� pNt� 1q
Upi, nq � uptn;xiq

1: CÐ CoefStencilsFonc(d)
2: Up:, 1q Ð u0pXmq
3: F Ð zerospNx, νq
4: for nÐ 1 to Nt do
5: S0 Ð 0 � Vecteur de dimension Nx
6: for k Ð 1 to ν do
7: S1 Ð 0 � Vecteur de dimension Nx
8: for lÐ 1 to k � 1 do
9: S1 Ð S1 � ãk,l � F p:, lq

10: end for
11: U pkq Ð Up:, nq �∆t � S1

12: rU pkq�, U pkq�s ÐFoncLagrangePM(U pkq, d,C)
13: U pkq� Ð rU pkq�;ubpt

n � c̃k∆tqs � Prise en compte de la C.L. en a
14: U pkq�p1q Ð uapt

n � c̃k∆tq � Prise en compte de la C.L. en b
15: F p:, kq Ð gpU pkqq � α

∆x

�
U pkq�p2 : Nx � 1q � U pkq�p1 : Nxq

�
16: S0 Ð S0 � b̃k � F p:, kq
17: end for
18: Up:, n� 1q Ð Up:, nq �∆t � S0

19: end for

3 Résolution de Bu
Bt �D∆pppuqq � gpuq � f

On veut résoudre l'EDP suivante

Bu

Bt
�D∆pppuqq � gpuq � f, x P Rd, t ¡ 0, (3.1)

avec la condition initiale upx, 0q � u0pxq, u0 P L
1pRdq, D ¡ 0 qui est le coe�cient de di�usion et f : Rd�R� Ñ R

une fonction donnée.
On suppose que p : RÑ R est non décroissante et Lipschitz continuous.

3.1 Transformation du problème

Nous rappelons ici les grandes lignes (voir [?],[?])
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On introduit une fonction additionnelle vvv : R��Rd ÞÑ Rd et un paramètre potitif ε pour obtenir le système
de relaxation suivant "

Bu
Bt � divvvv � gpuq � f
Bvvv
Bt �

D
ε ∇∇∇pppuqq � � 1

εvvv
(3.2)

Le parmètre ϕ est introduit pour obtenir des vitesses caractéristiques �nies et pour ne pas avoir un opérateur
di�érentiel singulier quand εÑ 0�.

"
Bu
Bt � divpvvvq � gpuq � f
Bvvv
Bt � ϕ2∇∇∇pppuqq � � 1

εvvv �
�
ϕ2 � D

ε

�
∇∇∇pppuqq (3.3)

En�n, le terme non-linéaire dans le terme de convection est supprimé en utilisant une technique classique
dans les schémas de relaxation : on introduit une fonction w : R� � Rd ÞÑ R et on obtient

$'''''''&
'''''''%

Bu

Bt
� divpvvvq �gpuq � f

Bvvv

Bt
� ϕ2∇∇∇pwq � �

1

ε
vvv �

�
ϕ2 �

D

ε



∇∇∇pwq

Bw

Bt
� divpvvvq � �

1

ε
pw � ppuqq

(3.4)

(3.5)

(3.6)

Formellement, quand εÑ O�, on a w Ñ ppuq et vvv Ñ �D∇∇∇pppuqq et l'on retrouve (3.1).

3.2 En dimension d � 1.

Le problème modèle à résoudre est le suivant :

$'''''&
'''''%

Bu

Bt
pt;xq �D

B2

Bx2
pppupt;xqqq �gpupt;xqq � fpt;xq, @t ¡ 0, @x Psa; br

up0;xq �u0pxq, @x Psa; br

upt; aq �uaptq, @t ¡ 0

upt; bq �ubptq, @t ¡ 0

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

Après transformation de (3.7) avec les techniques décrites en section 3.1, on obtient

Bzzz

Bt
�
BFFFpzzzq

Bx
� gggpzzzq �

1

ε
hhhpzzzq (3.11)

avec

zzz �

�
�uv
w

�

, FFFpzzzq � Azzz, hhhpzzzq �

�
� 0
�v � pϕ2ε�Dq BwBx

ppuq � w

�

, gggpzzzq �

�
�gpuq � f

0
0

�

 (3.12)

et

A �

�
�0 1 0

0 0 ϕ2

0 1 0

�

.

A l'aide d'un changement de variables (variables caractéristiques), on va montrer que (3.11) revient à la
résolution de 3 problèmes d'advection avec vitesse d'advection positive, négative et nulle.

detpA� λIq � �λpλ2 � ϕ2q

Les valeurs propres de A sont pϕ,�ϕ, 0q. Les vecteurs propres associés sont respectivement

�
�1
ϕ
1

�

,
�
� 1
�ϕ
1

�

,
�
�1

0
0

�

.
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On note

P �

�
�1 1 1
ϕ �ϕ 0
1 1 0

�

.

On a alors

P�1 �

�
�0 1

2ϕ
1
2

0 � 1
2ϕ

1
2

1 0 �1

�



et

P�1AP � D �

�
�ϕ 0 0

0 �ϕ 0
0 0 0

�

.

On remarque immédiatement la propriété suivante de la matrice P�1

Propriété 1 soit UUU P R3
et VVV � P�1UUU alors

3̧

i�1

Vi � U1

On pose ZZZ � P�1zzz et on obtient

ZZZ �

�
�U

V

W

�

�

�
����

v � ϕw

2ϕ
�v � ϕw

2ϕ
u� w

�
���
. (3.13)

On remarque que l'on a

u � U� V�W. (3.14)

Comme zzz � PZZZ, l'équation (??) devient

P
BZZZ

Bt
� AP

BZZZ

Bx
� gggpPZZZq �

1

ε
hhhpPZZZq

et en multipliant à gauche par P�1, on obtient

BZZZ

Bt
� D

BZZZ

Bx
� P�1gggpPZZZq �

1

ε
P�1hhhpPZZZq (3.15)

ou encore �
�����

BU
Bt � ϕ BU

Bx

BV
Bt � ϕ BV

Bx

BW
Bt

�
����
� P�1gggpPZZZq �

1

ε
P�1hhhpPZZZq (3.16)

3.2.1 Discrétisation en espace

Nous devons discréstiser le système d'équation suivant :

$'''&
'''%

BZZZ

Bt
pt;xq � D

BZZZ

Bx
pt;xq �GGGpZZZpt;xqq, @t ¡ 0, @x Psa; br

ZZZp0;xq �ZZZ0pxq @x Psa; br

�C.L.

(3.17)

(3.18)

avec

GGGpZZZq � P�1gggpPZZZq �
1

ε
P�1hhhpPZZZq
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ZZZ0pxq �

�
����

v0pxq � ϕw0pxq

2ϕ
�v0pxq � ϕw0pxq

2ϕ
u0pxq � w0pxq

�
���
, v0pxq � �D

B

Bx
pppu0pxqqq et w0pxq � ppu0pxqq

Soient ∆x � b�a
Nx

et xi � a� pi� 1
2 q∆x, @i P v1, Nxw. On note ZZZiptq � ZZZpt;xiq,

Pour l'instant les conditions aux limites ne sont pas prisent en compte (A FAIRE)
Du système d'équations (3.17), on obtient

BZZZ

Bt
pt;xiq � D

BZZZ

Bx
pt;xiq � GGGpZZZpt;xiqq, @t ¡ 0, @i P v1, Nxw (3.19)

ou encore, @i P v1, Nxw, $''''''&
''''''%

BU

Bt
pt;xiq � ϕ

BU

Bx
pt;xiq � G1pZZZpt;xiqq,

BV

Bt
pt;xiq � ϕ

BV

Bx
pt;xiq � G2pZZZpt;xiqq,

BW

Bt
pt;xiq � G3pZZZpt;xiqq.

(3.20)

(3.21)

(3.22)

On peux maintenant utiliser les techniques décrites en ??. Comme ϕ ¡ 0, on utilise le schéma (??) pour
l'équation (3.20) et le schéma (??) pour l'équation (3.21). On obtient donc le système d'EDO suivant

$''''''&
''''''%

dUi
dt

ptq �
ϕ

∆x

�
U�
i�1{2ptq � U�

i�1{2ptq
	
� G1pZZZiptqq,

dVi
dt

ptq �
ϕ

∆x

�
V�i�1{2ptq � V�i�1{2ptq

	
� G2pZZZiptqq,

dWi

dt
ptq � G3pZZZiptqq,

(3.23)

(3.24)

(3.25)

En sommant ces trois équations et en utilisant (3.14), on a

dui
dt

ptq �
ϕ

∆x

�
U�
i�1{2ptq � U�

i�1{2ptq � pV�i�1{2ptq � V�i�1{2ptqq
	
�

3̧

k�1

GkpZZZiptqq

De part la propriété 1, on a
3̧

k�1

GkpZZZiptqq � gpuiptqq � fpt;xiq

Nous sommes donc ramené à résoudre le système d'EDO, @i P v1, Nxw

$&
%
dui
dt

ptq �
ϕ

∆x
Fiptq �gpuiptqq � fpt;xiq, @t ¡ 0

uip0q �u0pxiq

(3.26)

(3.27)

avec
Fiptq � U�

i�1{2ptq � U�
i�1{2ptq � pV�i�1{2ptq � V�i�1{2ptq

3.2.2 Discrétisation en temps : schémas IMEX-RK

On note uni � uipt
nq. Les schémas IMEX Runge-Kutta associés à (3.26-3.27) peuvent s'écrire sous la forme

un�1
i � uni �∆t

ν̧

k�1

b̃kF
pkq
i , @i P v1, Nxw (3.28)
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avec @k P v1, νw $''''''&
''''''%

F
pkq
i ��

ϕ

∆x
F
pkq
i � gpu

pkq
i q � fptn � c̃k∆t;xiq

u
pkq
i �uni �∆t

k�1̧

l�1

ãklF
plq
i

F
pkq
i �U

pkq�
i�1{2 � U

pkq�
i�1{2 � pV

pkq�
i�1{2 � V

pkq�
i�1{2q

(3.29)

(3.30)

(3.31)

Il reste à décrire le calcul de U
pkq�
i�1{2 et V

pkq�
i�1{2 pour i P v0, Nxw à partir des u

pkq
i . On pose w

pkq
i � ppu

pkq
i q et

v
pkq
i � �D∇̂d

∆x
w
pkq
i où ∇̂d

∆x
note l'opérateur des di�érences centrées à d points. Par (3.13), on a

U
pkq
i �

v
pkq
i � ϕw

pkq
i

2ϕ
et V

pkq
i �

�v
pkq
i � ϕw

pkq
i

2ϕ
.

On utilise alors des polynômes de reconstructions d'ordre s de type ENO ou WENO pour déterminer U
pkq�
i�1{2,

U
pkq�
i�1{2 (resp. V

pkq�
i�1{2, V

pkq�
i�1{2) en fonction de U

pkq
i (resp. V

pkq
i ).

On écrit maintenant la fonction CalculFlux1D (vectorisée) permettant de calculer le vecteur FFFpkq P RNx
de composantes F

pkq
i � U

pkq�
i�1{2 � U

pkq�
i�1{2 � pV

pkq�
i�1{2 � V

pkq�
i�1{2q par la méthode décrite précédemment.

Algorithm 3.1 Calcul de FFFpkq dé�ni en (3.31

Données : uuu : vecteur de RNx ,
xxx : vecteur de RNx , (discrétisation)
h : un réel strictement positif, (pas de discrétisation)
ua, ub : condition aux limites,
ϕ : un réel
p : fonction
D :

Résultat : FFF : vecteur de RNx ,

1: function FFF Ð CalculFlux1D(uuu,xxx,∆x, h, ua, u,b, ϕ, p,D)
2: www Ð ppuuuq
3: vvv Ð �D �CenterDiffpwww,xxx, h, ppuaq, ppubq, 3q
4: UUUÐ pvvv � ϕwwwq{p2ϕq
5: VVVÐ p�vvv � ϕwwwq{p2ϕq
6: rUUU�,UUU�s ÐWENO5pUUUq
7: rVVV�,VVV�s ÐWENO5pVVVq
8: UUU� Ð rUUU�p1q;UUU�s
9: VVV� Ð rVVV�;VVV�pNqs

10: ImÐ 1 : N, IpÐ 2 : N � 1
11: FFF Ð UUU�pIpq �UUU�pImq � pVVV�pIpq �VVV�pImq
12: end function
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Algorithm 3.2 Résolution de (??) par un schema IMEX Runge-Kutta de dimension ν

Données : Schéma IMEX : les vecteurs bbb, ccc, b̃bb et c̃cc de Rν ,
les matrices A et Ã de Mν,νpRq

d : polynôme de reconstruction de fonction de degré d� 1.
d̄ : polynôme de reconstruction de dérivée de fonction de degré d̄� 1.

Résultat : puuunqNtn�0 : les Nt � 1 vecteurs de RNx,
avec uuunpxiq � uptn, xiq. du moins on l'espère !

1: uuu0 Ð u0pxxxmq
2: for nÐ 0 to Nt � 1 do
3: uuun�1 Ð uuun

4: for k Ð 1 to ν do
5: tpkq Ð tn � c̃k �∆t
6: fff pkq Ð fptpkq,xxxmq
7: FFF pkq ÐCalculF1D(FFF p1:k�1q,uuun, fff pkq,∆t,∆x,C,D, Ã)
8: uuun�1 Ð uuun�1 �∆t � b̃k �FFF

pkq

9: end for
10: end for

Algorithm 3.3 Calcul de FFF pkq dé�ni en (3.29)

Données : FFF p1:k�1q : k � 1 vecteurs de RNx ,
uuun : vecteur de RNx ,
fff pkq : vecteur de RNx ,
∆t : un réel strictement positif,
∆x : un réel strictement positif,
C : la matrice de Md�1,dpRq,
D : la matrice de Md̄,d̄pRq,
Ã : matrice de Mν,νpRq,

Résultat : FFF pkq : vecteur de RNx ,

1: function FFF pkq Ð CalculF1D(FFF p1:k�1q,uuun, fff pkq,∆t,∆x,C,D, Ã)
2: uuupkq Ð uuun

3: for lÐ 1 to k � 1 do
4: uuupkq Ð uuupkq �∆t � Ãpk, lq �FFF plq

5: end for
6: FFF pkq Ð � ϕ

∆xCalculFlux1Dpuuu
pkq,xxx, . . .q

7: FFF pkq Ð FFF pkq � gpuuupkqq � fff pkq

8: end function
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3.3 En dimension d � 2.

Soit Ω un ouvert borné de R2 de frontière Γ. Le problème modèle à résoudre est le suivant :

$'''&
'''%

Bu

Bt
�D∆ pppuqq �gpuq � f, dans R� � Ω

up0;xxxq �u0pxxxq, @xxx P Ω

upt;xxxq �uΓpxxxq, @xxx P Γ

(3.32)

(3.33)

(3.34)

Après transformation de (3.32) avec les techniques décrites en section 3.1, on obtient

Bzzz

Bt
�
BFFFp1qpzzzq

Bx1
�
BFFFp2qpzzzq

Bx2
� gggpzzzq �

1

ε
hhhpzzzq (3.35)

avec

zzz �

�
���

u

vp1q

vp2q

w

�
��
, FFFpαqpzzzq � Aαzzz, @α P v1, 2w, hhhpzzzq �

�
���

0

�vp1q � pϕ2ε�Dq BwBx1

�vp2q � pϕ2ε�Dq BwBx2

ppuq � w

�
��
, gggpzzzq �

�
���
gpuq � f

0
0
0

�
��
 (3.36)

et

A1 �

�
���

0 1 0 0
0 0 0 ϕ2

0 0 0 0
0 1 0 0

�
��
, A2 �

�
���

0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 ϕ2

0 0 1 0

�
��


Les valeurs propres des matrices A1 et A2 sont identiques : pϕ,�ϕ, 0, 0q. On note P1 et P2 les matrices

P1 �

�
���

1 1 1 0
ϕ �ϕ 0 0
0 0 0 1
1 1 0 0

�
��
, P2 �

�
���

1 1 1 0
0 0 0 1
ϕ �ϕ 0 0
1 1 0 0

�
��


véri�ant P�1
α AαPα � D, @α P v1, 2w, avec D � diagpϕ,�ϕ, 0, 0q. On a

P�1
1 �

�
���

0 1
2ϕ 0 1

2

0 � 1
2ϕ 0 1

2

1 0 0 �1
0 0 1 0

�
��
, P�1

2 �

�
���

0 0 1
2ϕ

1
2

0 0 � 1
2ϕ

1
2

1 0 0 �1
0 1 0 0

�
��
.

On veut calculer BFFFpαqpzzzq
Bxα

, @α P v1, 2w. On note

ZZZpαq �

�
���
Zpα,1q

Zpα,2q

Zpα,3q

Zpα,4q

�
��
� P�1

α zzz �

�
���

1
2ϕ pv

pαq � ϕwq
1

2ϕ p�v
pαq � ϕwq

u� w

vpα mod 2�1q

�
��


On a alors

P�1
α FFFpαqpzzzq � P�1

α AαPαZZZpαq � DZZZpαq �

�
���
ϕZpα,1q

�ϕZpα,2q

0
0

�
��
.
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3.3.1 Discrétisation en espace

On note ZZZ
pαq
i,j � ZZZpαqpxi, yjq. En utilisant le �ux de Godunov, on a

B

Bx1
pDZZZp1q

i,j q �
ϕ

∆1

�
����

Z
p1,1q�
i�1{2,j � Z

p1,1q�
i�1{2,j

�pZ
p1,2q�
i�1{2,j � Z

p1,2q�
i�1{2,jq

0
0

�
���


et

B

Bx2
pDZZZp2q

i,j q �
ϕ

∆2

�
����

Z
p2,1q�
i,j�1{2 � Z

p2,1q�
i,j�1{2

�pZ
p2,2q�
i,j�1{2 � Z

p2,2q�
i,j�1{2q

0
0

�
���
.

Comme FFFpαqpzzzq � Aαzzz et zzz � PαZpαq, on en déduit

P�1
α FFFpαqpzzzq � P�1

α AαPαZpαq � DZpαq.

Ce qui donne
B

Bxα
pFFFpαqpzzzi,jq � Pα

B

Bxα
pDZZZpαq

i,j q.

et donc

B

Bx1
pFFFp1qpzzzi,jq �

B

Bx2
pFFFp2qpzzzi,jq �

ϕ

∆1
P1

�
����

Z
p1,1q�
i�1{2,j � Z

p1,1q�
i�1{2,j

�pZ
p1,2q�
i�1{2,j � Z

p1,2q�
i�1{2,jq

0
0

�
���
�

ϕ

∆2
P2

�
����

Z
p2,1q�
i,j�1{2 � Z

p2,1q�
i,j�1{2

�pZ
p2,2q�
i,j�1{2 � Z

p2,2q�
i,j�1{2q

0
0

�
���


On obtient en prenant la première équation de (3.35)

Bui,j
Bt

ptq �
ϕ

∆1
F
p1q
i,j ptq �

ϕ

∆2
F
p2q
i,j ptq � gpui,jptqq � fi,jptq (3.37)

avec

F
p1q
i,j ptq � Z

p1,1q�
i�1{2,jptq � Z

p1,1q�
i�1{2,jptq � pZ

p1,2q�
i�1{2,jptq � Z

p1,2q�
i�1{2,jptqq (3.38)

F
p2q
i,j ptq � Z

p2,1q�
i,j�1{2ptq � Z

p2,1q�
i,j�1{2ptq � pZ

p2,2q�
i,j�1{2ptq � Z

p2,2q�
i,j�1{2ptqq (3.39)

Pour simpli�er les notations, on pose

U�
i�1{2,jptq � Z

p1,1q�
i�1{2,jptq, V

�
i�1{2,j � Z

p1,2q�
i�1{2,jptq, U

�
i,j�1{2ptq � Z

p2,1q�
i,j�1{2ptq, V

�
i,j�1{2 � Z

p2,2q�
i,j�1{2ptq.

3.3.2 Discrétisation en temps

On note uni,j � ui,jpt
nq. Les schémas IMEX Runge-Kutta associés à (3.26-3.27) peuvent s'écrire sous la forme

un�1
i,j � uni,j �∆t

ν̧

k�1

b̃kF
pkq
i,j , @i P v1, Nxw, @j P v1, Nyw (3.40)

avec @k P v1, νw $''''''''''&
''''''''''%

u
pkq
i,j �u

n
i,j �∆t

k�1̧

l�1

ãklF
plq
i,j

F
pkq
i,j ��

ϕ

∆x1
F
p1,kq
i,j �

ϕ

∆x2
F
p2,kq
i,j � gpu

pkq
i,j q � fptn � c̃k∆t;xi, yjq

F
p1,kq
i,j �U

pkq�
i�1{2,j � U

pkq�
i�1{2,j � pV

pkq�
i�1{2,j � V

pkq�
i�1{2,jq

F
p2,kq
i,j �U

pkq�
i,j�1{2 � U

pkq�
i,j�1{2 � pV

pkq�
i,j�1{2 � V

pkq�
i,j�1{2q

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)
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A j �xé, le �ux F
p1,kq
:,j revient au calcul 1D et on a

F
p1,kq
:,j Ð CalculFlux1Dpuuu

pkq
:,j ,xxx, . . .q.

A i �xé, le �ux F
p2,kq
i,: revient au calcul 1D et on a

F
p2,kq
i,: Ð CalculFlux1Dpuuu

pkq
i,: , yyy, . . .q.

Algorithm 3.4 Calcul de FFF
pkq
i,j �

ϕ
∆x1

F
p1,kq
i,j � ϕ

∆x2
F
p2,kq
i,j

Données : uuu : matrice Nx �Ny,
xxxm : vecteur de RNx , (discrétisation )
hx : un réel strictement positif, (pas de discrétisation)
yyym : vecteur de RNy , (discrétisation )
hy : un réel strictement positif, (pas de discrétisation)
uuuxa, uuuxb : vecteurs de RNx (condition aux limites),
uuuya, uuuyb : vecteurs de RNy (condition aux limites),
ϕ : un réel
p : fonction
D :

Résultat : FFF : matrice Nx �Ny.

1: function FFF Ð CalculFlux2D(uuu,uuuxa,uuuxb,uuuya,uuuyb,xxx,∆x,yyy,∆y)
2: for j Ð 1 to Ny do
3: FFFp:, jq Ð � ϕ

∆xCalculFlux1Dpuuu:,j ,xxx, . . .q
4: end for
5: for iÐ 1 to Nx do
6: FFFpi, :q Ð FFFpi, :q � ϕ

∆yCalculFlux1Dpuuui,:, yyy, . . .q
7: end for
8: end function

Algorithm 3.5 Calcul de la matrice FFF pkq dé�ni en (3.42)

Données : FFF p1:k�1q : k � 1 matrices de Nx �Ny,
uuun : matrice de Nx �Ny,

fff pkq : vecteur de Nx �Ny,
∆t : un réel strictement positif,
∆x : un réel strictement positif,
∆y : un réel strictement positif,
C : la matrice de Md�1,dpRq,
D : la matrice de Md̄,d̄pRq,
Ã : matrice de Mν,νpRq,

Résultat : FFF pkq : matrice de Nx �Ny,

1: function FFF pkq Ð CalculF2D(FFF p1:k�1q,uuun, fff pkq,∆t,∆x,∆x,C,D, Ã)
2: uuupkq Ð uuun

3: for lÐ 1 to k � 1 do
4: uuupkq Ð uuupkq �∆t � Ãpk, lq �FFF plq

5: end for
6: FFF pkq Ð CalculFlux2Dpuuupkq, . . .q � gpuuupkqq � fff pkq

7: end function
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Algorithm 3.6 Résolution de (3.37) par un schema IMEX Runge-Kutta de dimension ν

Données : Schéma IMEX : les vecteurs bbb, ccc, b̃bb et c̃cc de Rν ,
les matrices A et Ã de Mν,νpRq

d : polynôme de reconstruction de fonction de degré d� 1.
d̄ : polynôme de reconstruction de dérivée de fonction de degré d̄� 1.

Résultat : puuunqNtn�0 : les Nt � 1 matrices Nx �Ny,
avec uuuni,j � uptn, xi, yjq.

1: uuu0 Ð u0pxxxm, yyymq
2: for nÐ 0 to Nt � 1 do
3: uuun�1 Ð uuun

4: for k Ð 1 to ν do
5: tpkq Ð tn � c̃k �∆t
6: fff pkq Ð fptpkq,xxxm, yyymq
7: FFF pkq ÐCalculF2D(FFF p1:k�1q,uuun, fff pkq,∆t,∆x,∆y,C,D, Ã)
8: uuun�1 Ð uuun�1 �∆t � b̃k �FFF

pkq

9: end for
10: end for
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4 Résultats dimension 2

PME : Porous Medium Equation,

HEAV : Heaviside,

HEAT : Chaleur.

4.1 PME et condition initiale Barenblatt : solution exacte

On compare la solution du problème avec solution exacte (donnée par Nadia avec décalage temporel de �1.)
avec celle calculée par l'algorithme déterministe précédant.

[EDP]

NAME=PME;

p=@(u) u.^3;

D=0.5;

I=[-2.5 ,2.5, -2.5, 2.5];

Ti=0;

Tf=1.5;

u0=@(x,y) SolPME_2D(x,y,1)

uex=@(t,x,y) PME_Ex_2D(t,x,y,1)

ug=@(t,x,y) 0;

g=@(u) 0*u;

f=@(t,x,y) 0;

phi=1;

[SCHEMA]

N=[100,100];

Nt=400;

Ns=100;

IMEXname=IMEX_SSP3;

k=3;
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Sol. Num. : t=0
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Sol. Num. : t=0.51
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Figure 1 � Solutions numériques au temps t � 0 et t � 0.51
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Sol. Num. : t=1.005
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Sol. Num. : t=1.5
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Figure 2 � Solutions numériques au temps t � 1.0005 et t � 1.5
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Figure 3 � Erreur en norme L2
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4.2 Condition initiale : densité loi normale

4.2.1 PME (PME_NORMAL_01.pde)

On résoud par l'algorithme déterministe le problème avec donnée initale normale

[EDP]

NAME=PME;

p=@(u) u.^3;

D=0.5;

I=[-4 ,4, -4 ,4];

Ti=0;

Tf=20;

u0=@(x,y) NormalDensity2Dv2([0, 0],[1, 0;0, 1],x,y)

ug=@(t,x,y) zeros(length(t),length(x),length(y));

g=@(u) 0*u;

f=@(t,x,y) 0;

phi=1;

[SCHEMA]

N=[100,100];

Nt=1000;

Ns=100;

IMEXname=IMEX_SSP3;

matlabpoolNum=4;

k=3;
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Figure 4 � Solution numérique au temps t � 0
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Figure 5 � Solution numérique au temps t � 3
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Figure 6 � Solution numérique au temps t � 10
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4.2.2 HEAT (HEAT_NORMAL_01.pde)

On résoud par l'algorithme déterministe le problème avec donnée initiale normale

[EDP]

NAME=HEAT;

p=@(u) u;

D=0.5;

I=[-4 ,4, -4 ,4];

Ti=0;

Tf=0.7;

u0=@(x,y) NormalDensity2Dv2([0, 0],[1, 0;0, 1],x,y)

ug=@(t,x,y) zeros(length(t),length(x),length(y));

g=@(u) 0*u;

f=@(t,x,y) 0;

phi=1;

[SCHEMA]

N=[100,100];

Nt=1000;

Ns=100;

IMEXname=IMEX_SSP3;

matlabpoolNum=4;

k=3;
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Figure 9 � Solution numérique au temps t � 0.14
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Figure 10 � Solution numérique au temps t � 0.35
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4.2.3 HEAV (HEAV_NORMAL_01.pde)

On résoud par l'algorithme déterministe le problème avec donnée initiale normale

[EDP]

NAME=HEAV;

p=@(u) u.*((u-0.07)>0);

D=0.5;

I=[-4 ,4, -4 ,4];

Ti=0;

Tf=0.7;

u0=@(x,y) NormalDensity2Dv2([0, 0],[1, 0;0, 1],x,y)

ug=@(t,x,y) zeros(length(t),length(x),length(y));

g=@(u) 0*u;

f=@(t,x,y) 0;

phi=1;

[SCHEMA]

N=[100,100];

Nt=1000;

Ns=100;

IMEXname=IMEX_SSP3;

matlabpoolNum=4;

k=3;
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Figure 12 � Solution numérique au temps t � 0
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Figure 13 � Solution numérique au temps t � 0.14
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Figure 14 � Solution numérique au temps t � 0.35
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4.2.4 Comparaison : HEAT/HEAV
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Figure 16 � Solutions numériques au temps t � 0 HEAT (left) et HEAV (right)
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Figure 18 � Solutions numériques au temps t � 0.35 HEAT (left) et HEAV (right)
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Figure 19 � Solutions numériques au temps t � 0.7 HEAT (left) et HEAV (right)
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4.3 Condition initiale bimodale

4.3.1 PME (Init_PME_BINO_02.pde)

On résoud par l'algorithme déterministe le problème avec donnée initale bimodale

[EDP]

NAME=PME;

p=@(u) u.^3;

D=0.5;

I=[-5 ,5, -5 ,5];

Ti=0;

Tf=10.5;

u0=@(x,y) (1/2)*( NormalDensity2Dv2([0, 1],[.1, 0;0, .1],x,y) + NormalDensity2Dv2([0,-1],[.2, 0;0, .2],x,y) );

ug=@(t,x,y) zeros(length(t),length(x),length(y));

g=@(u) 0*u;

f=@(t,x,y) 0;

phi=0.5;

[SCHEMA]

N=[120,120];

Nt=800;

Ns=100;

IMEXname=IMEX_SSP3;

matlabpoolNum=4;

k=3;
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Figure 21 � Solution numérique au temps t � 1.5
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Figure 22 � Solution numérique au temps t � 4.2
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Figure 23 � Solution numérique au temps t � 10.5
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4.3.2 HEAT (Init_HEAT_BINO_02.pde)

On résoud par l'algorithme déterministe le problème avec donnée initiale bimodale

[EDP]

NAME=HEAT;

p=@(u) u;

D=0.5;

I=[-3.5 ,3.5, -3.5 ,3.5];

Ti=0;

Tf=0.75;

u0=@(x,y)(1/2)*(NormalDensity2D(x,y,[0,1],sqrt([.1,.1]))+NormalDensity2D(x,y,[0,-1],sqrt([.2,.2])));

ug=@(t,x,y) zeros(length(t),length(x),length(y));

g=@(u) 0*u;

f=@(t,x,y) 0;

phi=0.5;

[SCHEMA]

N=[100,100];

Nt=800;

Ns=100;

IMEXname=IMEX_SSP3;

k=3;
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Figure 24 � Solution numérique au temps t � 0
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Figure 25 � Solution numérique au temps t � 0.15
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Figure 26 � Solution numérique au temps t � 0.30
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Figure 27 � Solution numérique au temps t � 0.75
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4.3.3 HEAV (Init_HEAV_BINO_02.pde)

On résoud par l'algorithme déterministe le problème avec donnée initiale bimodale

[EDP]

NAME=HEAV;

p=@(u) u.*((u-0.1)>0);;

D=0.5;

I=[-3.5 ,3.5, -3.5 ,3.5];

Ti=0;

Tf=0.75;

u0=@(x,y) (1/2)*( NormalDensity2Dv2([0, 1],[.1, 0;0, .1],x,y) + NormalDensity2Dv2([0,-1],[.2, 0;0, .2],x,y) );

ug=@(t,x,y) zeros(length(t),length(x),length(y));

g=@(u) 0*u;

f=@(t,x,y) 0;

phi=0.5;

[SCHEMA]

N=[120,120];

Nt=800;

Ns=100;

IMEXname=IMEX_SSP3;

matlabpoolNum=4;

k=3;
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Figure 28 � Solution numérique au temps t � 0
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Figure 29 � Solution numérique au temps t � 0.15
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Figure 30 � Solution numérique au temps t � 0.30
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Figure 31 � Solution numérique au temps t � 0.75
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4.3.4 Comparaison : HEAT/HEAV
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Figure 32 � Solutions numériques au temps t � 0 HEAT (left) et HEAV (right)
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32



x

y

Sol. Num. : t=0.3

 

 

−3 −2 −1 0 1 2 3

−3

−2

−1

0

1

2

3

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

x

y

Sol. Num. : t=0.3

 

 

−3 −2 −1 0 1 2 3

−3

−2

−1

0

1

2

3

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

Figure 34 � Solutions numériques au temps t � 0.30 HEAT (left) et HEAV (right)
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Figure 35 � Solutions numériques au temps t � 0.75 HEAT (left) et HEAV (right)
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