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1 Notations
Soient a et b deux réels, a < b et N, un entier positif. On pose Az = (b —a)/N, et
Tip12 = a+iAz, Yie [0, N].
On note x; = QJ’UZQ& le point milieux de I'intervalle [x;_y/2, %;11/2]. on a alors
Typ=a<xy <T3pp <...<Ti_1/p <X <Tiy1jo <...<Ty,41/2=0b.
Soit k € N*, on note Sy ;(r) un stencil & k points consécutifs défini par

Sk,z’(T) = {xifra cee ,ICifkal}

*Version du 22 juin 2012 & 16:35

10
11

12
14
15

16



Siiek—1,N, —k+1], 11y a k choix possible de stencils & k points consécutifs contenant x; :

Sy.a(r), Vre [0,k —1].

2 Polyndéme d’interpolation d’une fonction

On suppose connues les valeurs V; = v(x;), ¢ € [1,N,] et on souhaite calculer 71_1/2 ~ v(w;_1/2) pour
ie[1, N, +1].

Pour cela on utilise des polyndmes d’interpolation de Lagrange de degré k — 1 judicieusement choisis. Sur
chaque intervalle [x;_1/9; ;1 1/2], on peut construire un polynéme d’interpolation de degré k — 1 en choisissant
k points consécutifs contenant x; (le stencil) : Sk ;(r) = {zi—r,. .., Ti—rsk—1} Vr € [0,k — 1] Il y a donc k choix
possible de stencils & k points consécutifs contenant x; :

Sk,i(T), Vr e [0, k — 1]].

Le polynome d’interpolation de Lagrange de degré k — 1 associé au stencil Sy ;(r), noté ]P’,[;,]i7 vérifiant

P (irig) = Vierags Vi€ [0,k —1] (2.1)
est donné par
k—1
PI(2) = Y Viepuy L (@) (2.2)
j=0
avec b1
L[r] (CL’) _ T —Tj—ril
J

=0 Li—rtj — Li—r+l
l#g

Soit r € [0,k — 1], si la fonction v € C**Y([x; ., 2; r1x_1]; R) alors

Pl[:]l(x) =v(x) + 0(A2¥), Vo € [wisp, Bipin_1]. (2.3)

)

On cherche a calculer ce polynome aux points x;_i/; et x;41/2. Dans le cas de points équidistants on a
Vre [0,k —1], Vj € [0,k — 1],

k—1

” r—1—1/2
LE ](ii_1/2) = H ?
1=0
l#7
k—1
r r—1+1/2
LE‘ ](9C¢+1/2) = H T
1=0
l#7
On défini C*) € My 11 x(R) par Vr € [0,k], Vj e [0,k —1]
k—1
k r—1—1/2
C£+)1,j+1 = H 7 (2.4)
=0/ !
I#j
On a alors, Vr € [0,k — 1],
k—1 .
Pl (wiiap) = VierCW) i
§=0
k—1 i
]P;[ft]i(xiﬂp) = Vvifr+j(c7(~+)2,j+1
§=0

[\



Algorithm 2.1 Calcul de la matrice C définie par (2.4)

Données : k£ : polynome de degré k — 1.
Résultat : C : matrice de dimension (k + 1) x k...
1: function C < COEFSTENCILSFONC(k)
2 C<0
3 for j —~0tok—1do
4 P1
5: for r < 0 to k do
6 for{ <~ 0toj—1do
7 P—Px(r—1-1/2)/(-1)
8 end for
9: forl—j+1tok—1do
10: P—Ps+(r—1-1/2)/(j -1
11: end for
12: C(r+1,j+1) <P
13: end for
14: end for

15: end function

Algorithm 2.2 Calcul des vecteurs V' et V7 définis par (5.1) et (5.2)

Données : V' : vecteur de dimension N,.
k :  polynéme de degré k — 1.
C : matrice de dimension (k + 1) x k
T vecteur de RV«
r(i) choix du stencil pour l'intervalle [2;_1/2; 7;41/2]-
Résultat : V' : vecteur de RN,
V. . vecteur de RM=.
1: function [V+,V_] « FONCLAGRANGEPM(V ,k,C,r)
2 for i — 1 to N, do
3 V') <0
4 V (i) <0
5: for j < 1to k do
6 Vi) =V (i) +Clr(i) +1,5) «V(i—r@i) +5— 1)
7 V @)=V (@) +Cr@)+2,5)=V(i—r@)+5—1)
8: end for
9: end for

10: end function

On a par exemple

Le principe des méthodes de type WENO est de rechercher de nouvelles approximations aux points frontiéres
de la i-éme cellule (i.e. aux points x;_; 2 et iy /2) par une combinaison convexe des k polynémes précédents
aux points considérés :

k—1
Vilyg = Z w;rpl[qi]i(xiilﬂ)
r=0



Pour obtenir la stabilité et la consistance de telles formules, il faut que

k—1
wf >0, Z wt=1. (2.5)

r=0

Si la fonction v est réguliére sur [2; k41, Titk—1], C'est & dire sur ensemble des stencils Sy ;(r), Vr € [0,k — 1],
alors il existe des contantes df telles que

k-1
Z dfpz[:,]i(xiim) = o(iz172) + O(AZ*)
r=0

et, elles vérifient aussi

di > Z df = (2.6)
Dans le cas régulier, on souhaite avoir
wi =df + 9(Az* 1), vre 0,k —1]
ce qui donne alors
VZ+1/2 Z Wy Pk z($2+1/2) = U(-rz+1/2) + 0(Ax Zk_l)'
En effet, on déduit de (2.5) et (2.6) la relation suivante
0(Tit1/2) Z —df) =
d’ou
k=1 k—1 k=1 B
Z WP (@isape) = D AP (wisre) = Y (WF — dD)P N @igrge) + v(@ipage) Y. (@F —df)
r=0 r=0 r=0
k=1 B
= (wi —df) (]P)l[:]i(xiilﬂ) - v(miil/Q))
r=0
k—1
= Yook = o(as? )
r=0
On prend alors
Fo_of oY yrefok- 2.7
= = s (= .
Wy Zi:olaé a, (6+6)2 r [[ ]] ( )

ol [, mesure la régularité de la fonction v pour le stencil Sy ;(r) :

o [ 201 011@1[:]1' :
B, = ZJ AT = () | da (2.8)

1=0 YTi-1/2

Notation 1 On note Wy, . Uapplication suivante :

Wie @ RExRF — RF (2.9)
(u,v) —  w =W (u,v) '
ot les composantes du vecteur w sont données par
(07 U;
Wy = ———, oy = ———— Vie[l,k] (2.10)
' Z?:l CVj (E +v )



En notant d* = (dg,....d{_,)",

Pour k£ = 3, on obtient :

Bo =
pr =
B2 =
et
et

On a, si u est suffisament réguliére, Vr € [0, 2],

r
Ps.

T
P35

d =(d,...,

k_‘,—l)t et ﬂ = (507 oo 7Bk71)t, on a

w+ = Wk,,s(dJraﬂ) et w = Wk,a(divﬂ)'

SleilsEils

_ 3 _ 3
dO :d;:TO’ dy =df=5, dy

c® =

]P’:[»,(E (Ti—1/2)
PEE (%‘—1/2)

PEE (Ti—1/2)

]PJ:[;E(:EZ’+1/2)
Pi[’,l,%(xi-&-lﬂ)

Pi[’,?g(xi-&-l/Z)

(Vi = 2Vig1 + Viga)?
(Vieg =2V, + Vi+1)2
(Vieg — 2Viii + V3)?

+13Vi— 4V + Viia)?
+ (Vi = Vig)?
+ 5 (Viea —4Viey +3V;)°
1
—dt = —
10
15 —-10 3
3 6 -1
-1 6 3
3 —-10 15
1
3 (15V; = 10Vj41 + 3Vig2)
1
3 (BVie1 + 6V = Viyr)
1
3 (=Via +6Vi1 + 3V))

1
3 (3V; + 6Vip1 — Vita)

1

3 (=Vie1 +6V; +3Viy1)
1

g (BVica = 10Vi1 +15V)

[ g(xi_l/g) = u(ri_1/2) + O(Ax?’), Vie[r+1,N—r]
M (@ip12) = w(wigrp2) + O(AT®), Vie [r+1,N =]

(2.11)

(2.12)

le meilleur polynome de degré k—1 qui s’écrit comme une combinaison des k£ polyndmes associés aux stencils
Sk.i(r), ¥r € [0,k — 1]. Un tel polynome s’écrit alors sous la forme ,Vi € [k, N — k],

On peut prendre les coefficients d7 et d;F de telle sorte que, si u est suffisament réguliére,

V+

les meilleurs coefficients

i—1/2 =

V-

i+1/2

k—1
=, d;Pl[:,]i(xiJrl/Q)
r=0

k-1

Vit1/2 = Z d;rPI[cT,]i(xiflﬂ)

r=0

T = PR (@igage) = v(@igae) + 0(A )

sz]fl,i(mi—l/Q) = v(wi_1/2) + O(Aka—l)-



945 —1260 1134 —540 105
105 420 —210 84 —15
o) 1 =15 180 270 —60 9
3841 9 —60 270 180 15
-15 84 —210 420 105
105 —540 1134 —1260 945
ce qui donne plus particuliérement
1
PP (2, 1) = 257 (18Vie2 +180Vioy +270V; — 60V 1 + 9Vio) (2.15)
1
ng(%ﬂﬂ) = 331 (Vg — 60V;_1 + 270V; + 180V 41 — 15Vi42) (2.16)

On cherche df et d7, r € [0,2] tels que

2

> di Pl (i)

r=0

PEE (331'—1/2) =

et

2
sz,g(xiﬂ/?) = Z dr_P:[f,}(JSM/z)-

r=0

PEE (Tiz1/2)

1
3 (—=dFVig + (3d} + 6d3 ) Viey + (15d§ + 6dT + 3d3)V; — (10dg + df )Viy1 + 3di Vieo)

(2.17)
En identifiant (2.17) et (2.15), on obtient
18(=df) - -15
18(3dF + 6d) = 180
48(3d5 + 6d+ +15dT) = 270
48(—10dS — diY) - 60
48(3dd) = 9
ce qui donne
3 30 15
+_ 2 g+ _ Y +_ 12
W= =g th=gg
De méme
1
B} @i 11/) = 5 (35 Viea = (45 +10d5)Viey + (3dg + 6dy +153d5)V; + (6d5 +3d7)Vir — dg Viga) (2.18)

En identifiant (2.18) et (2.16), on obtient

48(3d; ) =9
48(—d; —10dy) = —60
48(15dy + 6d; +3dy) = 270
(Gdo +3d1) — 180
15(~dy) - -15

ce qui donne

15 30 3
dy =—,d{ =— et dy = —.

T R T

Les schémas de type WENO s’écrivent
Viil/Q =



3 Polynéme d’interpolation de la dérivée d’une fonction

On connait v(z;) Vi € [1, N,]. On souhaite calculer dV; ~ 2(x;), Vi € [1,N,] et dVi1p & —(xiH/Q),
Vi e [0, N, ].
En dérivant I’équation (2.2), on obtient, Vr € [0,k — 1],
dP,El - dL[T]
Z xz r+j dr (.’L‘) Vo e [-’I/‘if’r‘vwi7r+k71] (31)
avec Vj € [0,k — 1]
k=1 k—1
H (= 2i—rq1)
dL[T] %=Ol =0
d;: () = 4= 1] L , Vo€ (212, @it12] (3.2)
H xzfrJrj - xifrJrl)
17
Comme les points sont équidistants, on obtient
k=1 k=1
(r=10)
dL[T] mzol;f&:'(;n
() = T (33)
Ax TG -1
1=0
1]
k=1 k—1
(r—1-1/2)
drl Mz g m
Tl; (Tio1p2) = : j’,ﬁl (3.4)
Az ]G -1
1=0
1%
k=1 k—1
(r—1+41/2)
Ll i
7da]c (Tit12) = S =) (3.5)
Ac]]G =0
1=0
l#j
(3.6)
On défini D € My, ,(R) par Vr e [0,k — 1], Vj € [0,k — 1]
k=1 k-1
(r—=1)
iy Flowy
Drii1j41 = kfl— (3.7)
Ax ]G -1
%5



et D € Myy1£(R) par Vr € [0,k], Vje[0,k—1]

k-1 k-1
(r—1-1/2)
g 15y
_ m 0
Drt1,j41 = P
Az ]G -1
1=0
1#5
On a alors
[r] k—1
%(%) = Vier+iDry1541
z =
apl’! kel i}
d : (xi—l/Z) VieryiDry141
x =
) o
TZE’(%H/Q) Vicr4iDrgaj+1
=0

On note dV, dV ' et dV  les trois vecteurs de RN= definis par, Vi € [1, N.],

ot R(i) est le choix du stencil de ENO associé¢ & l'intervalle [2;_1/2; %;11/2]-

(3.8)



Algorithm 3.1 Calcul des matrices D et D définies en (3.7) et (3.8)

Données : k£ : polynome de degré k — 1.
Résultat : D : matrice de My x(R),
D : matrice de My11 £ (R)

1: function [D, D] <+ COEFSTENCILSDIFF(k, h)
2 D0

3 D« 0

4: denom « 0

5: for j <~ 0tok—1do
6

7

8

9

P<1
for | —O0tok,l#jdo
PePx(j—1)

: end for
10: denom(j +1) « h = P
11: end for
12: for j —~0tok—1do
13: forr —0tok—1do
14: S <0
15: form—0tok—1, m+#jdo
16: P<1
17: for| —0tok—1,1+#7j I#mdo
18: P—Px(r—1)
19: end for
20: S« S+P
21: end for
22: D(r+1,j+1) « S/denom(j + 1)
23: end for
24: for r — 0 to k do
25: S <0
26: form—0tok—1, m+#jdo
27: P<1
28: for{ —0tok—1,1+# 7 I#mdo
29: P—Psx(r—1-1/2)
30: end for
31: S—S+P
32: end for
33: D(r + 1,5 + 1) « S/denom(j + 1)
34: end for
35: end for

36: end function

> vecteur de dimension k

> calcul de D

> calcul de D




Algorithm 3.2 Calcul du vecteur dV défini par (3.9)

Données : V

vecteur de dimension V.

k polynéme de degré k — 1.

D matrice de de My, ,(R), définie par (3.7)

r vecteur de RV=.

r(i) choix du stencil pour l'intervalle [2;_1/2; %;41/2]-
Résultat : dV vecteur de RV«

1: function dV « DIFFFONCLAGRANGE(V , k, D, )
2 for i — 1 to N, do
3 dv (i) <0
4: for j < 1 to k do
5: dV(i)=dV (i) +Dr@)+1,5)«V(i—7r@)+5—1)
6 end for
7 end for
8: end function

Algorithm 3.3 Calcul des vecteurs dV' et dV  définis par (3.10) et (3.10)

Données :

o<

W+
W_

Résultat :

vecteur de dimension V,.
polynéme de degré k — 1.

matrice de de M1 1 (R),

vecteur de RN=,

définie par (3.8)

r(i) choix du stencil pour l'intervalle [2;_1/2; %;41/2]-

vecteur de RN«

vecteur de RN«

function [W+,W_] « DIFFFONCLAGRANGEPM(V , k, D, 1)

1:
2
3
4
5:
6
7
8

9:

for i — 1 to N, do
av (i) <0
dv (i) <0
for j < 1to k do
> SN
dV (i) =dV (i)
dv (i) =dV (i)
end for
end for

10: end function

3.1

Calcul de v'(z;), v'(%i—12) et v'(x;41/2) avec 5 points + centré

Pour £ =5, on a

—-25 48 —36 16 -3 :gg
L |3 -1 -6 1| 1 )
= 1 -8 0 8 -1|,D=-——
12Ax 1 6 —18 10 3 24Ax _01
3 —16 36 —48 25 5

10

229
17
—27
1
5
—111

—225
9
27
—27
-9
225

111
-5
-1
27
—17
—229

—22

—1
22
93



On obtient les formules centrées

pour r = 2 :

dpt) 1
dr (x;) = 1Ar (Vieog = 8Vio1 + 8Vip1 — Vigo) (3.12)
dIP[zg 1
d—;(xi_m) = g (Vier = 27Viea +27V; = Vi) (3.13)
d]P’pg 1
T;(xi+1/2) = SiAm (Vier =27Vi +27Viq 1 — Viga) (3.14)
3.2 Calcul de v'(z;) avec 3 points + WENO
Pour £ =3, on a
-2 3 -1
(s N a0
C28a\ Ly g ) Azl 0 -1 1
1 -3 2
Ce qui donne
(0]
T (0) = g (Vi AV~ Viga)
dz " 2Ax R
apill 1
d33:7 (zi) = E(Vi-&-l —Vi-1)
dapl? 1
Tz(l‘z) = E(%—Q —4Vi_1 + 3V;)
[0]
dIP’&Z-(x e) = L( 2V; + 3Vig1 — Viga)
dx i—1/2 Az i i+ i+
1
Tol ) = =0~V
de Y Ax
dPy) 1
Tx'(ﬂfifl/z) = Az — (Vig1 = Vi)
dpy] 1
W(xi-&-l/Z = Az —(Vi=Vi1)
dP!] 1
e (Tig12) = Ax — (Vig1 = Vi)
d]P’gﬂ 1
I (Tig12) = Az —(Via = 3Vi1 +2V})
On cherche &, tels que
d]P’m 2 d[@;}

C’est & dire
dPY’)

2A
. dx

(zi) = ko (—3Vi +4Viy1 —
= raVi_

- 3w )

Vic1) + ko (Vig — 4V 1 +3V)
(-3/‘&0 + 3%2)‘/;' + (4%:0 + Iﬁ:l)‘/ﬂ_l — HOV;'_;,_Q.

Vige) + k1 (Vig1 —
9 — (l<61 + 4/&2)‘/2'_1 +

11



En identifiant avec (3.12), on est amené a résoudre le systéme

0 0 1 :
0 —1 —4] [k —3
-3 0 3 |[r]=1]0
4 1 0 | \ke 3
-1 0 0 -1

ce qui donne
Ko = 1/67 K1 = 2/3, Ko = 1/6

Soient k = (kg,...,kx_1)" et B = (Bo,...,Br 1)t deux vecteurs de R”.
On note NWENO = (K™, ..., KPYO) le vecteur de RF défini par

KV =W (K, B)

Alors approximation de WENO de v/(z;) est donnée par

d]P[’"l
VWENO _ Z WENO 71 z) (315)
Soient k = (ko,...,kr 1) et B = (Bo, ..., Br_1)" deux vecteurs de R¥. On note Wy, . la fonction de R* x R*

a valeurs dans R* qui pour tous vecteurs u et v de R¥

4 Reconstruction a partir des valeurs moyennes

On suppose connues les valeurs moyennes de v sur chaque intervalle

1 Tit1/2
v = J v(€)dg, donné Vi€ [1, NJ.
Axi Ti—1/2
Pour chaque i € [1, N], on cherche & évaluer v(x;), v(w;_1/2) et v(x;11/2)-
Soit .
V() = J o(€)de, Var € [as b] (4.1)
Z1/2
une primitive de v. On a alors, de maniére exacte,
1J+4/2
(%ix1/2) ZJ €)de = Z Az;7;, Vi€ [0,N] (4.2)
Tj—1/2 j=1

Le polynome d’interpolation de Lagrange de degré k associé au stencil Si41,;(r — 1/2) est donné par

k
be 1/2] Z i—r+m— 1/2L[T 1/2](33) Va € [2i—1/2, Tiv1/2] (4.3)

avec

k
L2 () = [[ ———rtl 12
m N
i—o Ti—r+m—1/2 = Ti—r4+i-1/2
I#m

Soit 7 € [0,k — 1], si la fonction v est réguliére sur [z;_._1/2, Ti—riyr+1/2] alors, Vo € [vi_r_1/2, Ti—ripy1/2];

(@) = V() + oAzt (4.4)
d@[r+1/2 . )
— (@) = V'(2) + 0(Az%) = v(2) + 0(Az"). (4.5)

12



On pose

[r+1/2
plr+1/2] _ dQy, ;
.t dx '
On aalors, Vje[i—r,i+k—r—1],
Zj Z; [r+1/2]
1 i+1/2 [r+1/2] 1 J i+1/2 d@k.i

o P & = — =Rt (6)d
A:Ej L ki (5) § A:Ej " dx (5) 3

J=1/2 j—1/2

1

= Aixj (V(l’jﬂ/z) - V("’ijl/?))

J

T1/2 T1/2
1 Tj+1/2
ATc-J v(§)dg
J

Tj—1/2

= Uj.

De part une propriété évidente des polynoémes de base de Lagrange, on a

k
LY (x)
m=0

On en déduit alors

k
][::—1/2]( ) = V(Tier—1/2) Z xl_T-l—m—l/Q)_V(xi_r_l/z))L%_l/Q](x)

Or d’apreés (4.2),
i—r+m—1 i—r—1

V(xi7r+m71/2)_V(xifrfl/Q) = Z Az;v; — Z Az;v;

i—r+m—1

D Az

j=i—r

m—1
Z AmifrJrj,l_]ifrJrj .

Jj=0

k m
A ) V(@) = ) 3 Avi ¥ LA (@)

En permuttant les boucles, on obtient

k-1 k
][:;rl/Q](x)—V(xi_r_l/Q) = Z Az;_ rs Ui r+]L[T 1/2]( )
j=0m=j+1
En dérivant cette equation, on a
k-l k [r—1/2]
r ~ dLn
]P)z[cjl/ﬂ (z) = Z ATy Vi gy Z T(x)
Jj=0 m=j+1
Or
ko k
Z 1_[ (:L' Ti—riq 1/2)
T G o
dx k
H(xi*”m*lﬂ Tirii-1/2)
1=0
l#m

13



ce qui donne
k

:l

l‘ifr+q—1/2)

k—1 k q=0
IP;[;:A/Z] (z) = Z AZiyyjOiryj 2 . i
=0 meI H ($¢7r+m71/2 - xi7r+171/2)
lzm
et plus particuliérement
k—1
Vig1/2 = Pz[:fl/z] (Tig12) = drj(Ti41/2)Vimrsj
§=0
k—1
Vi—1/2 = P;[::rlm] ($i+1/2) = drj(xi—1/2)5i7r+j
j=0
k—1

i = Pi[cr,:rlm (z;) = drj (T3)Vs—r1j

<.
Il
o

avec

=
:?r

(v — xi—7'+q—1/2)
0

#m ;ez
dj(z) = Awiyy Y, —

m=j5+1
H (Timrtm—-1/2 — Timrti-1/2)
1=0
l#m

4.1 Grille uniforme

On suppose ici que Az = Ax;. Soit DIFl e Mp+1,5(R), la matrice définie par

E ok
Z H (r—q+1)

k =0 ¢=0
D, = Y TR Vrel-Lk—1], Vje [0,k —1],
e H( -1
1=0
l#m
et DI*I € My (R), la matrice définie par
ko k
Z H (r—q+1/2)
k ll;o q= Ol
— [k mqg#m, .
DHLJ‘H = Z : % , V(r,5) € [0,k —1]%
m=j+1 H (m B l)
1=0
l#m
On a alors
[r+1/2] S ik
- _
Pkr,i (xi+1/2) = D7[~-i:-|2,j+1vi—7’+j
j=0
[r—1/2] 5 ik
Pkr,i ($i+1/2) = Dg«jl,jﬂﬁiwﬂ
j=0
plr+1/2] 5
r+
Py (z:) = Z 7+1 G410imrtj
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(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)



et on a, d’apres (4.5) et Vr € [0,k — 1],

4.2 WENO ordr

ebd

V(@ipr) = PET N (@ip) + 0(A)
v(Tis1p2) = Pz[:jl/z] (i_1/2) + O(Axk)
o(w:) = PLTY(w) +o(adk),

On cherche ot € R, o, € R, r € [0, 2] tels que

(4.20)
(4.21)
(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)
(4.27)
(4.28)

(4.29)
(4.30)
(4.31)

(4.32)

(4.33)

szjlp](xiq/z) = Z af Py ”1/2] (zi_1/2)
2+1/2 2 1/2
P i) = Y o BY A @i )
r=0
]P)E,jm] (z;) = Z IP’[’+1/2] )
On a, pour k =3
1 121 _57 _21 N L (23 2 -1
DBl = = et DBl = — -1 26 -1
61t 5 2 24\ 92 93
2 =7 11
On a, pour k=5
137 —163 137 —63 12 1680 684 —T746
12 77 —43 17 -3
1| -3 27 471 -13 2 N L | -To2044 26
Dbl = — et DPI=_—_[ 9 116 2134
60 2 —-13 47 27 -3 1920
9 —-36 —26
-3 17 —43 77 12 71 364 —746
12 —-63 137 —-163 137
Ce qui donne
]P):[aojlp] (z; —1/2) DE?’T%:H% Pz[),l,;rlp] (%71/2) = Dg?;]@i—uﬂy Pfflp] (%‘4/2) =
Pf[i?jl/z] (Zir1/2) = D[S]@i~i+2’ ]P[I-H/Q] (Tiy1p2) = D[S]Tii Lii+1, IP’[Q-H/Q]( +1/2) =
P:Eo:rl/z]( J) = ]D)[ ]vz iios ]P:[,j“/z](x) ]D)[ ]Uz L, P£2+1/2]( )=
et
IPE,;A/Q] (Tic1pp) = D:[),E:;]ﬁiﬂ;iw
PEZA/Q] (Tiy12) = Dz[j;]?jiflwr?
]P)Ejlm () = 15):[),5,;]171'—2:1‘”
1
sz,;rlm] (mi—l/Q) = 60 (—30;_o + 270; 1 + 470; — 130;41 + 20;42)
1
sz,;rlm (Tiz12) = 50 (2052 — 130; 1 + 470; + 270341 — 30i42)
De (4.23), on obtient
PV ) = L (o (110 — 7o + 20, F (20,1 + 50, — 5 S (=i o+ 501 + 20
5,4 i—1/2 6 Qg ( G Vit+1 + Uz+2) +ay ( Vi—1 + 04 vz+1) + ay ( Vi—2 + 0Vi—1 + vz))
1
= 3 [—a3vi2 + (201 a3 )01 + (1lag +5ayf + 2a3 )y
+ ( To 8_ — T)'Uprl + 20[0 ’U2+2:|
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Par identification, on est amené & résoudre le systéme

—af - =%
201?50[3 = 2
Hagd +5a; +2a5 = 31‘—2
“tag—ai = -B
+ _ 2
2040 = 10
ce qui donne
1 6 3
a(')"' = TO’ O[l"' = TO et a;" = TO (434)

De (4.24), on obtient

pl2+1/2]

5e | (Tiprp) = (o (20; + BU; 41 — Viga) + o7 (—Vim1 + 50; 4 20i41) + o5 (20,2 — 70,1 + 117;))

= o =

- 3 [205 D2 + (—ay = Tay)v-1 + (20 + 5oy + 11y )7,
+ (50[5 + 20&1_)?7“_1 — 050_171'_;,_2] .

Par identification, on est amené & résoudre le systéme

—oy —Togy = —i—g
209 +5a; + 1la, = 3—;
S0 j— 2000 = 10,
_2OZO = ~10
ce qui donne
_ 3 _ 6 _ 1
OLO = TO, ap = TO et Qo = TO (435)
De (4.25), on obtient
1
]P’E—f;rl/ﬂ (I’l) = ﬂ (040(231_}2' + 21_)1‘_;,_1 — I_JH_Q) + Oél(—l_)i_l + 261_)1 —_ 1_)Z‘+1) + OLQ(_'(_)Z'_Q + 2’[_)1‘_1 + 231_11))
1
= ﬂ [—Ozg@i_g + (—Oél + 20[2)'(_)1'—1 + (23040 + 261 + 230&2)1_)1‘

+ (20&0 — Oq)’L_)H_l — 040171'_;,_2] .

Par identification, on est amené & résoudre le systéme
9% 24

e L
6x 24
I, = i
230[0 + 260[1 + 230{2 = T%T)
200 — g = - 19334
— —  9x24
@0 = 71920
ce qui donne
9 98 9
a1 = — et ag=——. 4.36
W70 M T s ¢ T TR0 (4.36)
5 old
On note V' et V. les deux vecteurs de RN+ définis par, Vi € [1, N,],
— .
v, ZP;E-}E(Z)] (%‘4/2) (5.1)
—— _ o[R(
Vi =P;E,i( )]($i+1/2) (5.2)

ot R(7) est le choix du stencil de ENO associé a U'intervalle [z;_1/2; ¥11/2]-
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6 Matrices

6.1 k=3
6.2 k=4
6.3 k=5

17

15 —10 3
1{3 6 -1
B _ -
c s|-1 6 3
3 —10 15
L (-3 4 -1
pBl= — [-1 0o 1
2Azx 1 -4 3
-2 3 -1
_ 1 /-1 1 o0
B _ L
D Az 0 -1 1
1 -3 2
35 —35 21 -5
L5 1B =51
CM:Ta -1 9 9 -1
1 -5 15 5
-5 21 -35 35
—-11 18 -9 2
pl _ 1 2 -3 6 -1
“e6Az| 1 -6 3 2
-2 9 —18 11
71 141 —93 23
) —23 21 3 -1
DMl = 1 =27 27 -1
Az | 1 3 _91 93
—23 93 —141 T1
315 —420 378 —180 35
35 140 -70 28 =5
5] L [-5 60 90 -—20 3
“128 1 3 —20 90 60 —5
-5 28 —70 140 35
35 —180 378 —420 315
—25 48 -36 16 —3
) -3 —-10 18 -6 1
pPl=_—~ | 1 -8 0 8 -1
Az [y 6 18 10 3
3 —16 36 —48 25




6.4 k=6

6.5 k=7

—93 229 —225 111 —22
22 17 9 -5 1
o _ ! 1 —27 21 -1 0
YAz | 0 1 —271 21 -1
1 5 -9 —17 22
22 —111 225 —229 93
693 —1155 1386 —990 385 —63
63 315 —210 126 —45 7
Ll o1 20 0 o 3
clol=_— | 3 —25 150 150  —25 3
261 3 91 _70 210 105 -7
7 —45 126 -210 315 63
63 385 —990 1386 —1155 693
—137 300 —300 200 —75 12
12 —65 120 —60 20 -3
o1 3 —30 —-20 60 —15 2
G0Az | —2 15 —60 20 30 -3
3 —20 60 —120 65 12
12 75 —200 300 —300 137
—9129 26765 —34890 25770 —10205 1689
—1689 1005 1430 —1110 435  —71
. X 71 —2115 2070 10 45 9
Bl — —— | —9 125 —2250 2250 —125 9
1920z | _g 45 _j0  —2070 2115 -7l
71 —435 1110 —1430 —1005 1689
—1689 10205 —25770 34890 —26765 9129
3003 —6006 9009 —8580 5005 —1638 231
231 1386 —1155 924  —495 154  —21
—21 378 945 —420 189  —54 T
cm_ L |7 = 5% 70 175 42 =
04| =5 42 175 700 525 —70 7
7 54 189  —420 945 378  —21
—21 154  —495 924 —1155 1386 231
231 —1638 5005 —8580 9009 —6006 3003
—147 360 —450 400 —225 72  —10
10 —77 150 —100 50 —15 2
. 2  —24 —35 8 -30 8 -1
Dl = -1 9 —45 0 45 -9 1
60Az | g 390 _g0 35 4 -2
2 15 —50 100 —150 77 10
10 —72 225 —400 450 —360 147

18




—10756 36527 —59295 58310 —34610 11451 —1627

~1627 633 2360  —2350 1365  —443 62
62 —-2061 1935 190  —180 63 -9
om_ L -9 125 —2250 2250  —125 9 0
1920Az | 0 -9 125 —2250 2250  —125 9
9 —63 180 —190  —1935 2061  —62
—62 443 1365 2350 —2360 —633 1627

1627  —11451 34610 —58310 59295 —36527 10756

7 Calcul des coefficients de régularités : 3,

On pose h = Az. Soit k € N* et r € [0,k — 1]. On veut calculer 3, qui mesure la régularité du polynéme
d’interpolation de Lagrange pour la fonction v sur le stencil Sy ;(r). On choisi

k=1 ;i alP][:] 2
Br = Z J Azt ( 5 l’l (ZE)) dz (7.1)
=0 YTi—1/2 €T
avec
IP)I[:z Z V;, r+] T]
et
[ - T = Tiryl
L (x) = .
’ (=) 1= Ti—r+j = Li—r+l
l#]
71 k=3

On a, Vr € [0, 2],

) [r] 2 ; 2mp(r]
1 Tit1/2 [r] 2 Tit1/2 a]P)3 ; 5 J,m+1/2 a ]P>3 z
ro = i —
,B = A L (PB,Z (1‘)) dx + h ( or (.73) dx + h . a.’L'Z dx

i—1/2 Tij—1/2

2

1 [h2 []( ) 9 h/2 apgr]( | 2 , ) QIP’[T]( )
= = Py (zi + s ds-{—hf (s + s ds-i—hf x; +8) | ds
h Jh/Z ( 5 ) —nj2 \ Oz _hj2 \ 022

7.1.1 Calcul de gy

On a
P (2) = Vil (@) + Vit L (@) + Vio LY ()

et, en posant x = x; + s,

@) =Mz +s) = 73 (s = 1)(s — 2h)
1

Oy = +5) = 3 8(s —2h)
1

@) =@i+s) = 5ss—h)

ce qui donne,

PYNw) = PYN(s + ) = 2 {ViCs = B)(s — 20) + Visas(s — 2h) + Vieas(s — )}

s

4423, | 881 621 2083 L 52 1303
Po=00 Vi T g ViV g ViV + 54 Vi T oo VetV o Vit
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7.1.2 Calcul de S
On a

et, en posant x = z; + s,

L([)l] (z) = Lgl] (i +s) = ﬁs(s —h)
1

L@ =L @i+s) =50+ h)(s—h)
1

Lgl] (z) = Lgl] (x; +s) = ﬁ(s +h)s

ce qui donne,

1
Pl (2) =PI (s + ;) = 23 AVias(s = h) + V(s + h)(s = h) + Viga (s + h)s)

)

1243 341 341 1303
— V2SSV + SV
T 40 10 1+

| 261 1303
VieiVigr + Vi

2,
Vie 240

240 0

7.1.3 Calcul de p5

On a
PP (2) = Vio L (@) + Vi L (&) + ViLE ()

et, en posant x = x; + s,

1
L (@) = LN @its) = 5(s +h)s
1
ey =@ +s) = 23 (s +2h)s
1
L) =L (@i+s) = s+ 2h)(s+h)

ce qui donne,

1

Pl (2) = PLY(s + ;) = o5 (Viea(s + h)s + Viea(s + 20)s + Vi(s + 2h)(s + h)}

4423 ., 881 621 2083 3 L2y 1303 3

%= S0 510 Vi T qo VWVt g ViViee t g Vi g VieViee + 5 Ve
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