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I. Théorie des groupes

1. Groupes : définitions et premiers exemples
Définition 1.1. Soit G un ensemble, et
- GEGXGE— G

une loi de composition interne. On dit que la paire (G, ) est un groupe
si les axiomes suivants sont satisfaits :

(1) associativité : on a pour tout a, b, ¢ dans G,

a-(b-c)=(a-b) c

(2) élément neutre : il existe un élément eg de G tel que

(2a) pour tout a dans G on a
€Eg-a=a-eg = a;

(2b) inverses : pour tout a dans G, il existe un élément b
de G tel que
b-a=a-b=ec

Remarque 1.2.

i. L’inverse d’un élément a (axiome (2b)) est unique, on le notera

donc généralement a~*.

ii. Lorsque la loi est claire dans le contexte, on écrira simplement G
pour le groupe (G, ) et le produit a - b sera noté ab.

iii. Si G est fini en tant qu’ensemble, on dira que (G, -) est un groupe
fini.

Définition 1.3. Un groupe (G, -) est dit abélien (ou commutatif) si pour
tous a-b=b- a, pour tout a et tout b dans G.

Remarque 1.4. Par convention, on note souvent pour les groupes abéliens
la loi +, et on écrit alors ka plutot que a®. Aussi, on parle de I’opposé

d’un élément a plutdt que de son inverse, et on écrit —a plutdt que a1,

Ezemples 1.5.

i. Muni de l’addition, I'ensemble Z est un groupe (infini, abélien)
d’élément neutre 0.

ii. Pour tout n > 1, le groupe Z/nZ est fini, abélien.

iii. Pour tout ensemble X, '’ensemble G(X) des bijections de X dans
X, muni de la composition o des applications, est un groupe. On
dit que &(X) est le groupe symétrique de X.

iv. Pour tout entier n > 1, ’ensemble GL,,(R) des matrices inversibles
de taille n est un groupe, pour la multiplication matricielle.

Une des spécificités de la théorie des groupe est qu’elle propose de nom-
breux exemples trés concrets, et parfois trés exotiques. Pour I'assimiler
et résoudre des exercices, il est essentiel de garder en téte et maitriser
quelques exemples. Tout au long de ce cours, nous illustrerons chaque
nouvelle notion par des exemples pour éclairer la théorie : ne les négligez
pas.

Ezercice 1.6. Pour chaque axiome de la Définition 1.1, exhiber un contre-
exemple.

Lemme 1.7. Si (G,-) et (G',*) sont deux groupes, le produit cartésien
G x G’ est muni naturellement d’une structure de groupe en accolant les
lois respectives de G et G'. On parle alors du produit direct de G et G'.

Démonstration. On pose ((z,y), (z',y")) — (z-2',y*y’), qui est bien une
loi de composition interne associative, naturellement d’élément neutre
(eq,eq) et telle que (z,y)~' = (z7 ',y 1). O

Remarque 1.8. Plus tard, nous construirons & partir des lois de G et G’
d’autres lois plus sophistiquées sur le produit cartésien G x G’.
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2. Premiéres propriétés et table d'un groupe

L’axiome d’associativité semble évident, mais nous avons vu précé-
demment qu’il n’est pas toujours garanti. Il est en réalité tout sauf
anodin :
n-iéme d’un élément.

sans lui, on ne peut pas méme définir sereinement la puissance

Eszercice 2.1. (A faire chez soi). On considére I’ensemble
X={z€R, z>0et z#1}.

Montrer que la formule z * y = z'**) définit une loi de composition
interne sur X qui est associative. Montrer que (X, %) est un groupe.

Définition 2.2. Soit (G, -) un groupe, a € G et k € Z. Si k = 0 on pose
a’ = eq et si k est strictement positif on note a* :=a-...-a (produit de
k termes). Enfin on pose =% := (a=1)".

Remarque 2.3. En définissant ainsi les puissances (éventuellement né-
gatives) d’un élément g € G, on retrouve les identités habituelles des
puissances.

Lemme 2.4. L’élément neutre eq d’un groupe G est unique (on rappelle

que Uinverse d’un élément de G Uest aussi). Si a et b sont deux éléments

de G, linverse de ab est b~ ta™!.

Démonstration. Si e et ¢’ sont deux neutres, on a

On voit de plus aisément que (ab)™' =b"'a™ . O
On peut légérement affiner les axiomes de la Définition 1.1 en affai-
blissant les axiomes (2a) et (2b) comme suit.
Ezercice 2.5. Les axiomes (2a) et (2b) de la définition 1.1 peuvent étre
remplacés par les deux suivants :
(2') élément neutre a gauche : il existe un élément eq € G tel que
(2’a) pour tout a € G on a

eq - a=a;

(2’b) inverses a gauche : Ya € G, 3b € G,

b-a=eq

Une fagon parfois commode de représenter un groupe G fini est d’écrire
sa table, c’est a dire d’élaborer un tableau qui représente totalement sa
loi. Pour se faire, on choisit d’une part une expression de chaque élément
du groupe (choix important, nous y reviendrons) et on place tous les
produits possibles de ces éléments suivant la régle : a 'intersection de
la "ligne g" et la "colonne ¢'", on trouve le produit gg’. Etablissons-la
pour le groupe Z/6Z. D’une part, on choisit le systéme de représentants
classique donné par les restes de la division par 6, si bien que

7,)67 = {0,1,2,3,4,5}

et sa table est donnée par

0 1 2 3 4 5

G =) I DI =1 O

La table d’un groupe permet d’en observer quelques propriétés (par
exemple, on remarque qu’elle est ici symétrique par rapport a la diagonale
car G est abélien). On remarque aussi que chaque élément apparait une
et une seule fois sur chaque lignes/colonnes.



3. Groupes symétriques et diédraux

Les groupes symétriques et diédraux sont deux exemples fondamen-
taux, qui nous suivront tout au long du cours.

Théme 3.1.  (Rappels sur le groupe symétrique S,,).

Si X est un ensemble fini de cardinal n, on note généralement
S, le groupe G(X) de ses permutations. En notant 1,...,n les
éléments de X, on a pour habitude de représenter un élément
o € 6, par le tableau

_( 1 2 3 .. n-1 n >
7o) 0@ o(B) .. on—1) o(n)

ot (%) est 'image de i par o, ou encore par la suite d’associations

1 = o(1)
2 - 02

n—-1 — on-1)
n — on)
Ezercice 3.2. Montrer que le groupe &, est un groupe fini et

déterminer son cardinal.

Définition 3.3. (k-cycles) Soit 2 < k < n un entier et
(i1, . ik) € {1,...,n}" des entiers distincts.
On note (i1, ..., %) la permutation de &,, déterminée par

1 —d2 , 2 —>13 , -+ , Gg—1 —>1k , Ik —> 11

et qui laisse fixe les éléments hors de {i1, ..., it }. Les éléments de
cette forme sont les k-cycles de &,,. Les 2-cycles sont générale-
ment appelés les transpositions.

FEzxercice 3.4. Déterminer la table de G&3.

3. Groupes symétriques et diédraux

Théme 3.5. (Isométries qui préservent un triangle régulier)

Soit n > 2 un entier et U,, = {ezlvlbwr ,k=0,...,n—1} les racines n-
iémes de I'unité dans C. On considére le groupe D,, des isométries
affines de C (vu comme plan affinne sur R) qui laissent U,, stable.
En réalité, ces isométries laissent stable ’origine 0, donc on peut

supposer ces isométries vectorielles. On pose donc

D, :={f € O(R?), f(U,) C Uy,}.

Nous étudierons en détails D,,, mais commencons déja par le
cas n = 3 : on considére le triangle régulier formé par les racines
troisiémes de 'unité dans C.

B

Deux des éléments de ce groupe
diédral sont essentiels :

3 . ] 27 .
" i. la rotation r d’angle < ;

ii. la symétrie s d’axe hori-
zontal.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

C
On montrera par la suite que D3 posséde 6 éléments, qui sont
tous réalisés comme des compositions de puissances 7 et s.
Déterminer sa table, qu’en conclure ?

4. Ordre d'un élément

Définition 4.1. Soient G un groupe, et g € G. On considére le sous-
ensemble de N*

Ng :={neN", ¢" =eq}.
Si N, # 0, on pose o(g) := min(Ny), et on dit que g est d’ordre fini.
Sinon, on pose o(g) := oo et on dit que g est d’ordre infini. L’entier
positif o(g) est appelé l'ordre de g.

Proposition 4.2. Soient G un groupe g un élément d’ordre fini de G.
Sim € Z est tel que g™ = eq, alors, o(g) divise m.
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Démonstration. Posons n = o(g) et écrivons la division Euclidienne de
nparm:m=nq+r,qr€”Z 0<r<n. Alors,

ec = gm — gnq+r — (gn)qgr

et donc eg = ¢g", mais comme 0 < 7 < n, on ar ¢ Ng. Puisque 7 est
positif on en conclut que r = 0 et n divise m. O

Ezemples 4.3. i. Ordre des éléments dans (Z,+), dans (R*, ).
ii. Ordre des éléments dans (Z/nZ,+);

Exercice 4.4. Soit G un groupe.
i. Montrer que si g € G, alors o(g) = o(g™").

ii. Montrer que si G est fini de cardinal n, alors ’ordre de tout élément
de G est plus petit que n.

iii. Soit g et g’ sont deux éléments de G' qui commutent, d’ordres fi-
nis respectifs n et m premiers entre eux. Montrer que o(gg’) =
ppem(o(g),0(g’)). Et si n et m sont quelconques ?

Théme 4.5 (Le groupe symétrique, II).

Ezercice 4.6. Déterminer I’ordre d’un k-cycle dans G,,.

Vous 'avez vu ’année derniére, tout élément du groupe symé-
trique &,, se décompose de maniére unique en un produit de
cycles a support disjoints (donc qui commutent entre eux). La
preuve de ce résultat est de plus algorithmique, et permet de
déterminer aisément 'ordre de tout élement de &,,.

Ezercice 4.7. Déterminer la décomposition en cycles a supports
disjoints et I'ordre de la permutation o suivante

/1 23456 789
=\ 4 3 9 7 2 5 8 1 6 )"

5. Sous-groupes

Définition 5.1. Soit G un groupe et H C G un sous-ensemble non-vide.
H est appelé sous-groupe de G si les axiomes suivants sont satisfaits :

(1) hih2 € H, pour tout hi, he dans H.
(2) h=' € H, pour tout € H.

Exemples 5.2. i. Sous-groupes de (Z,+).

ii. Sous-groupe engendré par 1 élément.

Proposition 5.3. Soient G un groupe, et H un sous-groupe de G. Alors,
l’élément neutre e de G appartient a H.

Démonstration. En tant que sous-groupe de G, I’ensemble H est non-
vide. Choisissons h € H. Grace & 5.1 (2), son inverse h™! appartient
a H. Grace a 5.1 (1), le produit de h et de h™' appartient & H donc
I’élément neutre appartient & H. O

En particulier, 'axiome “H non-vide” de la Définition 5.1 peut étre
remplacé par “H contient ’élément neutre”.

Corollaire 5.4. Soient G un groupe, et H un sous-groupe de G. Alors
H, muni de la loi interne induite par celle de G, est lui-méme un groupe.
L’¢élément neutre de H coincide avec celui de G. Pour h € H, l'inverse
de h dans H coincide avec l'inverse de h dans G.

Démonstration. La loi est bien définie et associative dans H car elle I’est
déja dans G. L’élément neutre de G appartient & H d’aprés 5.3 ; 'unique
inverse dans G d’un élément de H appartient & H grace a 5.1 (2). O

Dans ce cours, on va utiliser la notation H < G (ou parfois H < G)
pour dire que “H est un sous-groupe de G”.

Proposition 5.5. Soit G un groupe.

(a) Soient H;, i € I des sous-groupes de G. Alors, leur intersection
m H, CG
iel

est un sous-groupe de G.

(b) Soient Hi, Hy des sous-groupes de G. Alors, leur union
HiUH, C G

est un sous-groupe de G si et seulement st Hi C He ou Hy C Hy.



Démonstration. (a) Vi € I, e¢ € H;, donc eq € N;H;, et N;H; # 0.
Soient hi,hs € N;H;. Par hypothése le produit hihe2, et I'inverse h1_1
appartient & H;, pour tout ¢ € I. L’intersection N;er H; est donc bien un
sous-groupe de G.

(b) Supposons d’abord Hy C Hs. Alors, Hy U Hy = Hy < G. Pareil si
Hy C Hi. Supposons maintenant H; U Hy < G, et H1 ¢ Ha, on a donc
un hy € Hy \ Ha. Soit he € H,. Puisque hi,he € Hy U Ha, et H1 U Ho
est un groupe, hihe € H; U Hy. Cet élément ne peut appartenir & Ho ;
sinon,

h1 = hi(hohy ') = (hiho)hy * € Ha
Donc, hihe € Hy, et
he = (hy "hi)ha = hy "(h1he) € H,
O

Corollaire 5.6. Soit M un sous-ensemble d’un groupe G. Il existe un
plus petit sous-groupe de G qui contient M. On Uappelle le sous-groupe
engendré par M, noté <M >.

Démonstration. On considére <M >= (1, <o H. Ce sous-ensemble
de G est non-vide, car l'intersection est non vide (prendre H = G) et
car M C< M >. C’est en outre un sous-groupe de G par la Proposition
précédente, naturellement le plus petit contenant M. O

On s’attéle maintenant & donner une définition "effective" du sous-
groupe engendré par une partie d’un groupe G

Définition 5.7. Soient G un groupe, A, B C G deux sous-ensembles.
On pose
AB :={aba€ A, be B} CG

Proposition 5.8. Soient G un groupe, H, K < G deux sous-groupes.
Alors, HK < G si et seulement st HK = KH.

Démonstration. Supposons d’abord que HK < G. Alors,

HK ={hk,hc H, ke K}={(hk) "', he H, ke K}

6. Groupes engendrés, relations

On rappelle que (hk)™! =k 'h~*. Donc :
HK ={k'h" ' heH, ke K}y={kh,he H, ke K}

ce qui est égal & KH car le passage a l'inverse est bijectif. Maintenant,
supposons que HK = KH. L’ensemble HK contient ’élément eq =
egec (puisque H et K sont des sous-groupes), donc il n’est pas vide.
Soient hlk‘l,thQ S HK, avec h; € Het k; € K. kithe € KH = HK,
donc 3 h € H, k € K tel que k1he = hk. Alors,

(h1k1)(h2k2) = hi(kih2)ka = hi(hk)ks = (h1h)(kk2)
ce qui fait partie de HK. Quant aux inverses,
(hik) ' =ki'hi' e KH=HK

Donc HK est bien un sous-groupe de G. ]

6. Groupes engendrés, relations

On a précédemment élucidé le plus petit sous-groupe d’un groupe G qui
contient un élément g. Généralisons cette description pour des (familles
de) sous-ensembles arbitraires.

Notation 6.1. Etant donnés plusieurs sous-ensembles Mi, My, M3, . ..
d’un groupe G, on écrit généralement <My, Ms, M3, ...> en lieu et place
<My UMz U Mz U...>. On écrit aussi simplement <a, b, c,...> au lieu
de <{a,b,c,...}>.

Proposition 6.2. Soit G un groupe, et M C G un sous-ensemble de G.
On pose
M= {m " me M}
Soit g e <M >, g # eq. Alors
dn>1, mi,ma,...,mn eMuM™* , g =mimsa---My
Démonstration. Posons
H = {6G1m1m2"'mn7n >1, mi,me,...my € MUM_l}

H est un sous-groupe de G ; 'observation essentielle étant que 'inverse
de mimg---my, est m; L. m;lmfl, ce qui est un produit d’éléments
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de M UM si tous les my sont dans M UM ™. M C H, donc H est un
sous-groupe de G contenant M et donc <M > < H.

Soit g = mima---mn, € H. ¥V k,mp € MUM™' C< M >. Puisque
<M > est un groupe, g € <M >. Donc : H < <M >. O

Les éléments du sous-groupe engendré par une partie M de G sont
donc les mots formés d’éléments de M ou de leurs inverses. On considére
I’élément neutre e, comme le "mot de longueur zéro".

Corollaire 6.3. Soit G un groupe, et M C G. Supposons que tous les
éléments de M commutent entre eux. Alors, le sous-groupe <M > de G
est abélien.

Démonstration. Il s’agit de montrer que pour tout g et h dans < M >,
gh = hg. Ecrivons

g=aiaz---ar et h=biba---by,
avec a;,b; € M UM™'; ceci est possible grace & 6.2. Pour prouver que

(a1az2 - --ar)(biba---bn) = (biba---bn)(ara2 - - - ar)

on applique une récurrence par k +n. Si k+n = 0, alors g = h = e¢
donc c’est clair dans cette situation.
Supposons le résultat démontré en longueur k + n — 1 et écrivons

gh =aiag - 'akblbz e bn.

Sik = 0, g est neutre et il n’y a rien & montrer. Pour invoquer I’hypothése
de récurrence et démontrer le résultat, il suffit donc de montrer que

gh =a1a2---ax_1b1ba - bnalm

c’est a dire que a; commute avec les éléments de M U M ~'. On traite
tous les cas séparément :

(1) ak,b; € M. Ceci est notre hypothése.

(2) axr € M,b; € M~*. Donc bj_1 €M, et

1 —1
akbj 7bj ak

On multiplie alors cette égalition par b; & gauche, et puis par b; & droite,
pour obtenir bjar = aib;.

(3) ar € M~ b; € M. Pareil.
(4) ax,b; € M~*. Donc a,;l,bj_1 €M, et
ap byt =b;tay !
Inverser cette équation, pour obtenir bjar = aib;. O
Définition 6.4. Soit G un groupe et M un sous ensemble de G. si
< M >= @G, on dit que M engendre le groupe G. Si G est engendré par

un seul élément g, on dit que G est monogéne. Si g est deplus d’ordre
fini, on dit que G est cyclique.

Ezercice 6.5. Déterminer les générateurs de Z/nZ.

Théme 6.6. i. (Le groupe Gy, III) On a vu précédemment
que les cycles engendrent &,. On peut trouver d’autres
générateurs que les cycles : par exemple, montrer que les
transpositions engendrent &,,. Suivant le probléme consi-
déré, certains générateurs sont étre plus ou moins adaptés.

ii. (le groupe D3, II) On considére toujours le groupe des
isométries qui préservent le triangle (régulier) ABC.

B Avec un peu de géométrie, on peut

) montrer que le éléments de D3 sont

i id, v, r?, s, ainsi que les deux sy-

' métries axiales 71 et 72 qui passent

7777777777777777777777777777777777 ‘. par les deux (autres) médianes de
ABC. Montrer que l'on a

" TL=rosetque e =sor.

On obtient donc
D3 = {id,r, 'r2, 8,78, 8T}

la rotation 7 et la symétrie s engendrent D3 entier.

Remarquez que n’importe quel produit d’éléments
§H¥pH2g93 rn-1g%" peut se simplifier en un des élé-




iii.

ments de D3 ci-dessus gréace a la relation srs = r2. Trouver
I’écriture la plus simple possible d’'un élément dans un
groupe, comme on vient de la faire avec D3, en fonction
d’éléments remarquables et des régles qui les lient, est
une tache utile et difficile. C’est ce qu’on appelle une
description par "générateurs et relations".

(le groupe Hg des quaternions) On considére ’ensemble
Hs = {+£1, £4, +j, £k}

pour lequel on définit une multiplication par les régles sui-
vantes :
a) 1 est I’élément neutre;
b) —1 commute avec tous les éléments de Hg et
(-1) (1) =1;
¢) ij = —ji = k;
d) ?=72=k=-1.
On construit ainsi bien un groupe, dont la table est donnée
par

1 -1 i —i § - k -k
T [ 1 -1 i —i j —j k -k

k| k -k —j § —i i -1
k| -k k j —j i —i 1 -1

Le groupe Hsg n’est pas abélien, —1 y est d’ordre 2, tandis que
tous les autres éléments non-neutres sont d’ordre 4.

7. Morphismes de groupes

7. Morphismes de groupes

Comme il est d’usage en algébre, aprés avoir considéré des structures
algébriques, on s’intéresse aux applications qui les respectent.

Définition 7.1. Soient (G,-), (H,*) deux groupes. Une application

a:G—H

est appelée homomorphisme (de groupes) ou morphisme (de groupes) si

pour tous g1, g2 dans G, (g1 - g2) = ag1) * a(g2)

L’ensemble des morphismes de (G, -) vers (H, x) est noté
Hom((G,-), (H, %))
Un morphisme d’un groupe G dans lui-méme est un endomorphisme.

On va & nouveau se permettre de supprimer les symboles - et * quand
il n’y a pas d’ambiguité quant aux lois de composition :

Hom(G, H) aulieude Hom((G,"),(H,*))

Remarque 7.2. On dit que G et G’ sont deux groupes isomorphes (noté
G ~ @) s'il existe un isomorphisme de groupes G — G’ (c’est a dire un
morphisme de groupes bijectif).

Définition 7.3. On définit I’image de o comme
Imoa:={a(g),ge G} CH
On définit le noyau de o comme
kera:={g€ G,a(g) =en} CG

Ezemples 7.4. i. L’application déterminant définit un morphisme de
groupes GL,(R) — (R*, X). Son noyau est le groupe SL,(R).
ii. Les deux projections m1 : G X G’ — G et m : G x G — G
sont des morphismes de groupes surjectifs, de noyaux respectifs
isomorphes & G’ et G.
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Proposition 7.5. Soient G, H deux groupes, et o € Hom(G, H).
(a) o envoie l’élément neutre de G vers [’élément neutre de H.
(b) Pour tout g € G, a(g™") = a(g) ™.

(¢) Im« est un sous-groupe de H. Plus généralement,
a(@) = {alg).g €G'y C H

est un sous-groupe de H pour tout G’ < G.

(d) L’image réciproque d’un sous-groupe de H est un sous-groupe de G.
En particulier, ker a est un sous-groupe de G.

(e) a est un monomorphisme si et seulement si ker a = {e}.

Démonstration. (a) Si g € G, on a a(g) = aleq - g) = aleq) * a(g) donc
en multipliant par Uinverse de a(g) on a a(eg) = en.

(b) Pour tout g € G, a(g) *a(g™') = a(g- g7 ") = aleg) = en.

(c) a(G") est clairement non-vide car G’ I'est, stable par produit car
alg) xa(g’) =alg-g') et gg' € G', et stable par inverse par (b).

(d) Soit K < H. On a eg appartient & o '(K) par (a) et car ex
est un élément de K. Si g et ¢’ sont deux éléments de o !(K), alors
a(gg’) = a(g)a(g’) est un élément de K. De méme par b) si g appartient
aa H(K), a(g™") = a(g)"" est un élément de K.

(e) Supposons que « soit un monomorphisme : si z est un élément de
ker « alors a(z) = a(eg) donc z = e¢. Réciproquement si a(z) = a(y),
alors a(zy™') = eg donc xy™! =eg et z = .

O

Ezercice 7.6 (Morphismes et ordre). Sia : G — H est un morphisme de
groupes et g € G, alors o(a(g))|o(g). Cela impose de sévéres restrictions
sur les morphismes entre deux groupes.

Ezercice 7.7. Montrer qu’'un morphisme « : G — G’ est un isomor-
phisme si et seulement si « est bijective.
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Théme 7.8. (Automorphismes intérieurs)
Soit G un groupe, et x € G. On définit I’application

int,: G —> G
g > xgx_l

Soient g1, g2 € G. Alors,

intz(g192) = 191923671 = ﬂﬁglﬂfll"gﬂfl = (intz(g1))(intz(g2))

Donc, int, est un endomorphisme de G. En fait, c’est un auto-
morphisme : son inverse est égal & int,—1. L’application int, est
appelée la conjugaison par x et pour tout sous-ensemble H de
G, on note

cHz ' :=int,(H) = {xhz',h € H}

L’ensemble Aut(G) des automorphismes d’un groupe G est lui-
méme un groupe, pour la compositions des applications. On ob-
serve méme que ’application

mt: (G,) — (Aut(G),0)
x — inty

est un morphisme de groupes. Quel est son noyau ?

Remarque 7.9. Soient G un groupe, et H < G. Alors,

VgeG, gHg ' <G




Théme 7.10. i. Etant donné un entier n strictement positif,

iii.

on peut considérer la surjection

7. Z — Z/nZ
E — E -

Cette application est un morphisme de groupes car elle est
compatible avec ’addition dans Z, et on a kerm = nZ. Le
morphisme 7 est appelé la projection canonique de Z sur
Z/nZ. On construira dans la suite une vaste généralisation
de ces propriétés, dans le cadre des groupes quotients.

ii. (Morphismes et générateurs) Tout morphisme

a:(Z,+) — (G, %)

est uniquement déterminé par I'image de 1, puisque pour
tout k € Z, on a nécessairement

alk) = a(l) % ... x (1) = a(1)*".

De méme, tout morphisme 3 : Z/nZ — (G, *) est déter-
miné par I'image de 1.

Ezemple 7.11. Déterminer tous les morphismes de groupes
a:Z/27 — 7/3Z et B:Z/nZ — (R*, X).

Plus généralement, si {g1,...,gx} est un systéme de géné-
rateurs d’un groupe G, alors tout morphisme v dont I’en-
semble de départ est G est uniquement déterminé par les
images v(g1), ..., Y(gr) de ces éléments.

(le groupe &,, IV) Vous avez montré en L2 (preuve qui
n’est pas facile) qu'il existe un et un seul morphisme

e: 6, — {x1}.

défini en décrétant que pour toute transposition 7, on a
e(r) = —1. Ce morphisme est appelé la signature et son
noyau, noté 2,, est un groupe dit alterné.

8. Classes modulo un sous-groupe

8. Classes modulo un sous-groupe

Définition 8.1. Soient G un groupe, H un sous-groupe de G, et g € G.
On pose gH := {gh,h € H} C G et Hg := {hg,h € H} C G. Le sous-
ensemble gH est appelé la classe 4 gauche de g modulo H, et Hg est la
classe a droite de g modulo H.

Ezercice 8.2. Soient G un groupe, x € G et H un sous-groupe de G. On
définit une application

mg: H — zH
h +—— zh

Alors, m, est une bijection. En particulier H et xH ont méme cardinal.

Proposition 8.3. Soient G un groupe, et H un sous-groupe de G.
(a)
G:UgH, et G:UHg

geG geG

(b) Soient g1, g2 € G. Alors,

g H=gH si gflgg cH
HNgoH =
o g2 { O  sinon

En particulier go € g8 H = g1 H = g2H.
(c) Soient g1, g2 € G. Alors,

Hgi = Hgs sigzgfl cH

Hgl M Hgg = { .
0 sinon
En particulier go € Hgn = Hg1 = Hgs.

Démonstration. On montre uniquement les énoncés pour les classes a
gauche.
(a) Evidemment, J,., 9H C G. Soit g € G. Alors,

g =gec € gH
Done, G C U, cq 9H.

11
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(b) D’une part g1 H N g2 H n’est pas vide alors on a g1h1 = g2ha pour
certains hi, he dans H. Dés lors si g1h € g1 H, alors

g1h = gihahT'h = gahahi'h

et donc ¢1H C g2H. Le méme raisonnement en remplagant gi par
g2 montre donc que soit g1 H N g2 H est vide, soit g1 H = g2 H. Cette
derniére condition est alors clairement équivalente au fait que g; 1gs est
un élément de H, puisque dans ce cas g1 H N g2 H # .

On voit donc bien que si g2 € g1 H, c’est a dire qu’on a g2 = g1h pour
un élément h € H, alors bien entendu g2 H C g1 H, et réciproquement si
g1k’ € g1H, alors g1h' = g1thh™'h = goh™'h' € goH. O

Deux classes & gauche modulo H (ou a droite) sont donc soit égales,
soit disjointes.

Corollaire 8.4. Soient G un groupe, et H un sous-groupe de G. Sup-
posons donné un systéme de représentants pour les classes a gauche mo-
dulo H, c’est a dire un sous-ensemble R C G tel que pour tout g € G,
Card(LNgH) =1 (on choisit un élément dans chaque classe modulo H ).
Alors on a la réunion disjointe

G:HgH

geER
Les classes 6 a gauche modulo H forment donc une partition de G.

Cette partition est appelée la décomposition de G en classes a gauche
modulo H. L’ensemble R est appelé un systéme de représentants pour les
classes & gauche modulo H.

Définition 8.5. Soient GG un groupe, et H un sous-groupe de G. On dit
que H est d’indice fini dans G si ’ensemble des classes a gauche modulo
H est fini. On définit alors !%ndice de H dans G, noté [G : H|, comme
étant le cardinal de cet ensemble de classes. Si H n’est pas d’indice fini
dans G, on pose [G : H] = cc.

Donc, [G : H] est égal au cardinal de tout systéme de représentants
pour les classes & gauche modulo H.

Ezemples 8.6. i. Classes a gauche modulo un sous-groupe de (Z, +).

12

ii. (le groupe &, V) Le sous-groupe 2, de &,, (n > 1) est d’indice 2,
puisqu’étant donnée une transposition 7, on a &,, = 2, U 72,.

iii. (le groupe Ds, III) On a vu précédemment que le groupe D3 des
isométries laissant invariant un triangle régulier ABC d’écrit

. 2
Ds = {id,r,r",s,1s,5r},

On note H =< r > le sous-groupe engendré par la rotation r
précédente et K =< s > celui engendré par la symétrie s. Identifier
les classes a gauche modulo H et K et exhiber dans les deux cas
un systéme de représentants pour les classes & gauche. Comparer
les cardinaux de GG, des sous-groupes et des classes & gauches.

Remarque 8.7. Si G est un groupe fini, alors tout sous-groupe de G est
d’indice fini. En revanche si G est infini, on ne peut prédire la finitude
des indices des sous-groupes de G

Théoréme 8.8 (Lagrange). Soient G un groupe fini, et H un sous-
groupe de G. Alors

Card(G) = Card(H) - [G : H]
En particulier, les nombres entiers Card(H) et [G : H] divisent Card(G).

Démonstration. On fixe un systéme de représentants R pour les classes
a gauche modulo H. D’aprés 8.4,

G:HgH

geER

est une partition. Donc :

Card(G) = ) Card(gH),

gER

D’apreés ’Exercice 8.2

Card(G) = Y  Card(H) = Card(H) - Card(L) = Card(H) - [G : H]

gER



Corollaire 8.9. Si G est un groupe fini, l'ordre de tout élément de G
divise Card(Q).

Démonstration. L’ordre de g € G est égal au cardinal du sous-groupe
< g> engendré par g; un diviseur de Card(G). O

Corollaire 8.10. Si G est un groupe d’ordre un nombre premier, alors
il est cyclique (donc abélien) et ses sous-groupes sont {e} et G.

Démonstration. L’ordre de g est égal & ’ordre du sous-groupe < g> qu’il
engendre, et ce dernier divise , G, par le théoréme de Lagrange.

Si, G, est premier, alors tous les éléments de G \ {eg} sont d’ordre
p et engendrent G. Autrement dit si un sous-groupe de G contient un
élément g # eq, il contient <g>= G. O

9. Groupes quotients

Soit (G,-) un groupe et H un de ses sous-groupes, disons d’indice
fini. On fixe un systéme de représentants {gi, ..., gn} pour les classes a
gauche modulo H. Il s’agit de munir I'’ensemble des classes & gauche
{g1H,...,9n H} modulo H d’une structure de groupe compatible avec
celle de G, mais pour cela quelques restrictions sont nécessaires.

Définition 9.1. Soient G un groupe, et H un sous-groupe de G. On dit
que H est un sous-groupe distingué de G (et on écrit H 4G) si pour tout
élément g de G, on a gHg ' = H.

Lemme 9.2. Soit o : G — H un morphisme de groupes. L’image réci-
proque de tout sous groupe distingué K < H est un sous-groupe distingué
de G. En particulier, le noyau d’un morphisme de groupes est distingué.
Démonstration. Soit x € a ' (K) et g € G. L’élément

algeg™") = alg)a(z)alg)

appartient bien a K, donc le sous-groupe o *(K) est distingué. O

Remarque 9.3. i. L’image d’un sous-groupe distingué n’est en re-
vanche pas toujours distinguée.

9. Groupes quotients

ii. Prouver qu’un sous-groupe est le noyau d’un morphisme est sou-
vent trés pratique pour montrer qu’il est distingué. On obtient par
exemple immédiatement que A, est distingué dans &,, SL,(C)
est distingué dans GL,(C)... On verra trés vite la réciproque :
tout sous-groupe distingué est le noyau d’un certain morphisme.

Remarque 9.4. Bien entendu, si G est abélien alors tous ses sous-groupes
sont distingués

Lemme 9.5. Un sous-groupe H d’un groupe G est distingué si et seule-
ment si pour tout g € G, gHg™' C H.

Démonstration. 1l s’agit de montrer que g € G on a H C gHg '. En
effet si h € H, alors h = gg 'hgg™! Cc gHg ' car g 'Hg C H. O

Proposition 9.6. Soient G un groupe, et H un sous-groupe de G. Les
énoncés suivants sont équivalents :

(a) H est distingué dans G.

(b) Pour tout g € G, gH = Hg.

(c) Pour tout (g1,92) € G?, (91H)(92H) = (9192)H .

Démonstration. (a) = (b) : Si g € G et H est distingué, on a

gH =gH(g 'g) = (9gHg ')g = Hg.

(b) = (c) : Un élément de (g1H)(g2H) s’écrit gihig2h2 pour deux
éléments hi, ha de H. Par hypothése goH = Hg> donc on a un élément
h e H tel que ~

glh192h2 = gngth

et (g1H)(g2H) C g1g2H. L’inclusion réciproque est claire.
(c) = (a) : Ona (¢gH)(g *H) = ec H = H par hypothése, donc gHg ™ *

est bien entendu contenu dans H. Le Lemme 9.5 indique alors que H est
distingué. ]
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Théme 9.7. (le groupe des quaternions Hg, II) On peut ob-
server une propriété du groupe Hg : tous ses sous-groupes sont
distingués. Un groupe qui vérifie cette propriété est appelé un
groupe de Dedekind. Avez-vous d’autres exemples de groupes de
Dedekind ?

Définition 9.8. Soient G un groupe, et H un sous-groupe de G. On pose
G/H := {classes a gauche modulo H}, et donc Card(G/H) = |G : H].
Théoréme 9.9. Soient G un groupe, et H un sous-groupe de G.
(a) La regle

(91H) - (92H) = (9192)H
définit une loi de composition - sur G/H qui le munit d’une structure de

groupe. Son élément neutre est ecH € G/H, linverse de gH € G/H est
g 'H. On a de plus Card(G/H) = |G : H].

(b) L’application
T G — G/H
g +— gH
est un morphisme de groupes surjectif, de noyau kerm = H. En particu-
lier, m est un isomorphisme si et seulement si H = {eg}.

Démonstration. (a) Il s’agit d’abord de prouver que 'application

G/HxG/H — G/H
(g1H,g2H) +— (g192)H

est bien définie. Autrement dit, il faut que pour g1, g}, g2, 95 € G avec
g H =g H et goH =g,H, on a

(9192)H = (g192)H
D’aprés la Proposition 9.6 (c), on a
(9192)H = g1Hgo H = g1 Hgo H = (g195)H

donc c’est effectivement le cas et on obtient une loi de composition sur
G/H. La vérification des axiomes de groupes pour cette loi découle di-
rectement du fait que G lui-méme est un groupe, grace a la relation

(g192)H = (g1 H)(g2H).
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En effet par exemple pour I’associativité on a
aH((bH)(cH)) = aH((bc)H) = (abc)H = ((ab)H)(cH) = ((aH)(bH))cH

(b) Prouvons d’abord que 7 est un morphisme. Ceci est encore la Pro-
position 9.6 (c). En effet, dire que 7 est un morphisme est équivalent
a

pour tous g1, g2 dans G, (g1g2)H = (91H)(g2H)

La surjectivité de 7 est évidente. Pour déterminer son noyau, soit g € G.
Alors,

8.3 (b)

gEkerm<—=gH =eH <" gc H

O

Définition 9.10. Dans la situation du Théoréme 9.9, on appelle G/H le
groupe quotient de G par H, et m : G — G/ H est la surjection canonique
(ou projection canonique) de G vers G/H.

On fixe désormais H un sous-groupe distingué d’un groupe G et
on note m : G — G/H la surjection canonique associée. La Propo-
sition suivante décrit tous les sous groupes de G/H a partir de ceux de G.

Proposition 9.11. La surjection canonique 7 induit une bijection entre
les sous-groupes de G/H et les sous-groupes de G qui contiennent H.
Cette bijection préserve de plus les sous-groupes distingués.

Démonstration. Soit H un sous-groupe de G/H. On a
H=nx(r""H)

car 7 est surjectif. On en déduit que lapplication H — 7 '(H) est
injective, & valeurs dans les sous groupes qui contiennent H car Wﬁl(f] )
contient évidemment 7~ ' (eg,x) = H.

Il reste & montrer que si K est un sous-groupe de G qui contient H,
on a K = 7 (n(K)) : linclusion C est triviale. Pour 'autre si x €
7 (n(K)), alors m(x) = 7(k), pour un k € K. Dés lors k™! appartient
au noyau H de 7, donc & K et x lui-méme est dans K.

O



10. Propriété universelle du groupe quotient

On sera souvent confrontés au probléme suivant : soient E, F deux
ensembles, et ~ une relation d’équivalence sur E. Supposons qu’on essaie
de construire une application

E/~— F

ou E/~ est le quotient de F par ~, c’est-a-dire ensemble des classes
d’équivalence. Cette construction se passe en deux étapes : (1) Définir
une application f : E — F. (2) Montrer que pour z,y € E, la relation
x ~ y implique que f(z) = f(y). On peut alors définir

E/~ — F
] — f(®)

(out [z] est la classe de z). Ceci est bien défini car [z] =
f(@) = f(y) (daprés (2)).

Théoréme 10.1 (Propriété universelle du groupe quotient).
Soient G1 un groupe, et H un sous-groupe distingué de G1. On note
la surjection canonique de G1 vers G1/H. Soit G2 un groupe.

[y] implique

(a) Soit @ € Hom(G1,G2). Si H C ker «, il existe une unique application
&:G1/H — G2

telle que oo = & o . L’application & est un morphisme de groupes.

(b) La régle o — & induit une application
{a € Hom(G1,G2), H C ker a} — Hom(G1/H, G2)

Cette application est bijective.
Autrement dit : se donner un morphisme G1/H — G2 revient & la méme
chose que se donner un morphisme G1 — G2 qui est trivial sur H.

Démonstration. (a) Vu la surjectivité de m, il est clair qu’il existe au plus
une application & telle que @ = & o w. On souhaiterait poser

a(gH) == a(g)

Mais il faut montrer que ceci est bien défini : soient g, ¢’ € G1, gH = g'H.
Il s’agit de vérifier que a(g) = a(g’). D’aprés la Proposition 8.3 (b),

10. Propriété universelle du groupe quotient

()" 'g € H, ce qui est contenu dans ker o d’aprés notre hypothése.

Donc,
—1

eay, = a((g) 'g) = alg) talg)

et a(g) = a(g’). Pour montrer que & est un morphisme, on fait comme
dans la preuve du Théoréme 9.9.

(b) Il s’agit de montrer que
{a € Hom(G1,G2),H C kera} — Hom(G1/H,G32) , a — &

est bijectif. La surjectivité est évidente : pour 8 € Hom(G1/H, G2), po-
sons
a:=Fom: G — G»

On a alors & = 3 grace a I'unicité dans (a). Quant a U'injectivité, prenons
a1, a2 € Hom(G1, G2), avec restrictions triviales & H. Si a1 = dz, alors

A1 = Q1O =02 0T = Q3

11. Premier théoréme d’'isomorphisme

Les groupes quotients sont fondamentaux et le résultat suivant, dont
Iintérét dépasse la théorie des groupes, est extrémement utile pour les
identifier.

Théoréme 11.1. Soient G1 et G2 deuzx groupes, et « € Hom(G1, G2).
Notons m la surjection canonique de G1 vers G/ ker a.

(a) Il existe une unique application
B:Gi/kera — G2

telle que o = B om. L’application B est un morphisme de groupes.
(b) B est injectif.
(¢) (premier théoréme d’isomorphisme) 8 induit un isomorphisme

Gi/kera ~Ima
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Démonstration. (a) Ceci résulte de la propriété universelle 10.1 (a), ap-
pliquée a H := ker a. On a donc

pour tout g dans G1, B(gkera) = a(g)

(b) Prouvons que ker 8 est trivial : soit g un élément de Gi tel que
B(gkera) = e. D’apres (a), ceci veut dire que a(g) = e, et donc, que
g € ker . Autrement dit,

gkera = eker«

est I’élément neutre de G/ ker a.

(c) Par définition Im(a) = Im(B) donc B : Gi/kera — Im(a) est
surjective. O

Définition 11.2. Dans la situation du Théoréme 11.1, on appelle
G1/ker a ~ Im « lisomorphisme canonique entre G1/ker a et Im a.

Lemme 11.3. Soit K < H < G. Si K est distingué dans G, le noyau
de la surjection canonique g : H — G/K est égal o K. D’aprés le
Théoréme 11.1, my induit un morphisme injectif

H/K < G/K
Son image est w(H). Il induit donc un isomorphisme H/K ~ w(H).
Démonstration. Notons d’abord que K < H car K <G. On utilise 9.9 (b)

et 7.4 (b) pour le premier et le dernier énoncé. Par construction, 'image
de H/K — G/K est n(H). O

FEzemples 11.4. i. Soit G un groupe, g € G et

Yo L — G
i — g
le morphisme Z — G donné par 74(1) = g. Par définition, on a
Imvy, ={¢' €G,i€Z}C G

donc Im~vy, =< g > est le sous-groupe de G engendré par g. En
outre, )

keryy ={i €Z,g' = e} CZ
qui est un sous-groupe de Z et est donc de la forme nZ, pour un
certain n € Z. L’entier n détermine 'ordre de G :
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— sin =0, alors g est d’ordre infini;
— sinon o(g) = n.

Autrement dit, v, est injectif si et seulement si g est d’ordre infini.
Le premier théoréme d’isomorphisme indique donc que 74 induit
un isomorphisme

Z/kervyg ~<g>

On retrouve donc l'alternative précédente : pour un groupe G en-

gendré par un élément g :

— si g est d’ordre infini, alors v, € Hom(Z, G) est un isomorphisme
et <g>~7;

— si g est d’ordre fini, 74 € Hom(Z,G) induit un isomorphisme
entre G et Z/o(g)Z; G est donc cyclique.

12. Lemme chinois et un peu d’arithmétique

Les deux exemples suivants montrent que les produits directs de
groupes cycliques peuvent étre de différente nature.

Ezemples 12.1. (a) Le produit direct Z/27Z X Z/27Z est un groupe abélien
d’ordre 4. Il n’est toutefois pas cyclique, puisque tous ses éléments sont
d’orde 2 :

V(a:,y) € Z/QZ X Z/QZ ’ 2(337:[/) = (a:,y) + (337’!/) = (2$72y) = (070)

Il n’y a donc pas d’élément d’ordre 4 dans Z/2Z x Z/2Z.

(b) Le produit direct Z/27Z x Z/3Z (abélien d’ordre 6) est lui cyclique :
en effet 1'élément zo := (1,1) € Z/27 x Z/37Z est d’ordre 6 car

220 = (6,?) 5 3z0 = (i,()) y 4zp = (6, i) s 520 = (i,i) 5 620 = (6, 6)
Le lemme Chinois suivant explicite ce phénomeéne.

Théoréme 12.2 (Lemme chinois). Soient m,n deux entiers strictement
positifs et premiers entre eux. On a un isomorphisme

Z/mnZ = L/mZ x T./nZ

Le groupe Z/mZ x Z/nZ est donc cyclique dans cette situation.



Démonstration.

Preuve 1 : On a en général que si G, G’ sont deux groupes abéliens et
g, g’ sont d’ordre fini dans G et G’, respectivement, alors I’élément (g, g')
du groupe produit G x G’ est d’ordre n = ppem(o(g), 0(g’)). En effet on
a clairement (g,g')" = (eq,eq), et si k est un entier non nul tel que

(9.9 = (6",9") = (ec,eqr),

alors o(g) et o(g’) divisent tous deux l'ordre de (g,g’). L’élément (1, 1)
est donc d’ordre mn et Z/mZ x Z/nZ est cyclique.

Preuve 1’ : En notant zo = (1, 1), on considére le morphisme associé

Z/mZ X Z/nZ

Yzo : L 23
k (k, k)

—
—
Déterminons le noyau de v;, : si k € Z,

k € kery,, < (k,k) = (0,0) € Z/mZ x Z/nZ <= m|k et n|k

En particulier mn divise ¢ car m et n sont premiers entre eux. Donc,
ker ., = mnZ et le Théoréme d’homomorphie implique que

Z/mnZ = Im~;,
Notons que Im~y., a le méme ordre que Z/mnZ, a savoir mn. Mais
Im~., < Z/mZ x Z/nZ, ce dernier groupe étant aussi d’ordre mn. On

en conclut que Im~., = Z/mZ x Z/nZ et I'isomorphisme escompté. [

Corollaire 12.3. Soienta,b,m,n € Z, m,n > 1, pged(m,n) = 1. Alors,
il existe x € 7 tel que

r=a modm, x=b modn
Démonstration. Le morphisme
Vao 1 L —> Z/MZ X /0T

de 12.2 est surjectif. O

12. Lemme chinois et un peu d’arithmétique

Corollaire 12.4. Soitn € N>, n = Hp PP sa factorisation en puis-
sances de nombres premiers différents (ap > 0). Alors,

z/nZ= [ 2/p*" 2

p,n

Démonstration. Récurrence sur le nombre de p, en appliquant le Lemme
chinois. O

Théme 12.5 (Groupe des inversibles, indicatrice d’Euler).

i. Soit n un entier strictement positif. On considére le groupe
((Z/nZ)*,-) : en tant qu’ensemble,

(Z/nZ)* :=={z € Z/nZ, 3y € Z/nZ, zj =1} C Z/nZ
Nous avons vu précédemment que
(Z/nZ)* = {z € Z/nZ, pged(z,n) = 1}.

L’ensemble ((Z/nZ)*,-) est un groupe dont 1’élément
neutre est 1 pour la multiplication
(Z/nZ)* x (Z/nZ)* — (Z/nZ)*

(,9) — Ty

On obtient ainsi un groupe fini contenu dans Z/nZ, mais

qui n’est pas un un sous-groupe de (Z/nZ,+).
ii. Prenons n = 5. Alors,

(z/52)" ={1,2,3,4}
On considére 1’élément 2 de (Z/5Z)*. On a

22=4,22=8=3,2"=16=1

Donc, 0(2) = 4, et 2 est un générateur de (Z/5Z)*. On a
donc
7JAT. = (2/57)"

17
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iii.

D’aprés la théorie des corps (que vous verrez peut-étre ’an
prochain), (Z/pZ)* est cyclique pour tout nombre premier
p. Ce n’est pas le cas pour tout entier : regardons pour
n=28.0n a

(z/82)" ={1,3,5,7}
On a
32=9=1,5"=25=1,7"=49=1
Donc, aucun élément de (Z/8Z)* n’est d’ordre 4. On peut
en conclure que le groupe (Z/8Z)* n’est pas cyclique et
qu’il est isomorphe & Z/27Z x Z/2Z.

iv. (indicatrice d’Euler et petit théoréme de Fermat)

Définition 12.6. L’indicatrice d’Euler est ’application

p: N — N
n +—— Card((Z/nZ)*)

Ezemple 12.7. On voit bien que, ¢(p) = p — 1 si et seule-
ment si p est premier (ou égal a 1).

Proposition 12.8. Soit n € N, =z € Z tel que
pged(z,n) = 1. Alors 2% est congru @ 1 modulo n.

Démonstration. 1l faut montrer que o(Z), l'ordre de T dans
(Z/nZ)*, divise p(n), ce qui est immédiat par le théoréme
de Lagrange. O

Corollaire 12.9 (Petit Théoréme de Fermat). Soit p un
nombre premier. Alors pour tout © € Z on a zP = z[p).

Démonstration. Si p ne divise pas x, on sait d’aprés la
Proposition 12.8 que zP~! =1 et ainsi ¥ = Z. Si p divise
x, T et ¥ sont tous les deux nuls modulo p. O

Remarque 12.10. Le Petit Théoréme de Fermat est em-
ployé dans les tests de primalité : pour savoir si un (grand)
nombre entier n peut étre premier, on voit si

Vi<z<n,nz"—=z

Exemple : n = 6 et £ = 2. En fait, 26 — 2 = 64 — 2 = 62
n’est pas divisible par 6. Donc, 6 n’est pas premier.

Théoréme 12.11 (Théoréme de Wilson). Un entiern > 1
est premier st et seulement si (n —1)! = —1[n].

Démonstration. Si n n’est pas premier, alors en notant d
un diviseur non trivial on a que d divise (n—1)!, donc d ne
divise pas (n — 1)! + 1 (les deux sont premiers entre eux)
et n ne le divise pas non plus.

Réciproquement toutes les classes non-nulles de Z/pZ sont
inversibles. Les seules classes qui sont leur propre inverse
étant —1 et 1 (solutions du polynéme X2 — 1 = 0) on
obtient en regroupant par paquets d’inverses mutuels que
dans le produit (p — 1)! modulo p, il ne reste que —1. [

Théoréme 12.12. Si m et n sont des entiers strictement positifs pre-
miers entre eux, alors

(Z/mnZ)* =2 (Z/mZ)* x (Z/nZ)*
En particulier, o(mn) = ¢(m)e(n) si pged(m,n) = 1.
Démonstration. On considére la bijection

v: Z/mnZ — Z/mZXxZ/nZ
koo (k, k)

du Lemme chinois. Les inversibles respectifs de Z/mnZ, Z/mZ, et Z/nZ
sont caractérisés par les conditions pged(z, mn) = 1, pged(z,m) = 1, et
pged(z,n) = 1. Comme les m et n sont premiers entre eux on obtient

k€ (Z/mnZ)* < (k) € (Z/mZ)* x (Z/nZ)*.
L’application v induit ainsi une bijection
v : (Z/mnZ)* — (Z/mZ)* x (Z/nZ)*

Elle respecte les lois de multiplication puisqu’elle envoie k vers (k, k).
Donc, c’est un isomorphisme. O



Corollaire 12.13. Soit n € N>, n = Hpnpap sa factorisation en
puissances de nombres premiers distincts. Alors,

en)=[[—p " =n]] %

p,n

Démonstration. Il suffit de montrer 1’énoncé pour n = p%, pour un
nombre premier p et o > 0 (le Théoréme 12.12 permet alors de rai-
sonner par récurrence sur le nombre de premiers dans la décomposition
de n). On a

Z/p°Z ={0,1,...,p* — 1}
La condition pged(z,p®) = 1 équivaut au fait que p ne divise pas z, ce
qui exclut 1/p des éléments de Z/p°Z. O

13. Autres théorémes d’isomorphisme

Les deux autres théorémes d’isomorphismes suivants sont des applica-
tions directes du Théoréme 11.1.

Théoréme 13.1 (Deuxiéme théoréme d’isomorphisme). Soient G un
groupe, K 4G un sous-groupe distingué et H < G. Alors

(o) HK = KH <G, et K<HK.

(b)) HNK < H.

(c) H/(HNK)~ HK/K.

Démonstration. (a) Pour tout h € H, on a hK = Kh d’aprés la
Proposition 9.6 (b), donc HK = KH et HK est un sous-groupe de

G par la Proposition 5.8. En outre comme K est distingué dans G et
K < HK, on K est distingué dans HK.

(b) Soient k € K et h € H. Alors, hkh™' € K car K <G. Si de plus
k€ HNK, alors hkh™" € H.

(c) On considére la composition
a:H< HK — HEK/K

de l’inclusion du sous-groupe H dans H K, et de la surjection canonique
de HK vers HK /K. Concrétement, ce morphisme envoie h vers la classe

13. Autres théorémes d’isomorphisme

de h modulo K. Clairement « est surjectif : tout élément de la cible est de
la forme hkK, pour h € H et k € K et a(h) = hK = hkK. Déterminons
ker av : soit h € H. Alors

hekera<= hK =eK € HK/K < he K

Ainsi kera = H N K, et il reste a appliquer le premier Théoréme d’iso-
morphisme. O

Remarque 13.2. En considérant le deuxiéme théoréme d’isomorphisme
dans le cas ot H et K sont tous les deux finis, on obtient

Card(H)  Card(HK)
Card(HNK)  Card(K) ’

Card(H)Card(K)

d’ou Card(HK) = Card(HNK)

élémentaire).

(on peut aussi le montrer de maniére

Théoréme 13.3 (Troisiéme théoréme d’isomorphisme). Soit G un
groupe et H, K deux sous-groupes distingués de G tel que K < H. Alors

(G/K)/(H/K) =~ G/H.

Démonstration. Le noyau de la surjection canonique G — G/ H est égal a
H, et contient donc K. On applique la propriété universelle pour obtenir

a:G/K — G/H.

Concrétement, ce morphisme envoie la classe de g modulo K vers la
classe de g modulo H, et on voit bien que « est surjectif. Déterminons
son noyau ker « : soit 7 : G — G/ K la surjection canonique. Pour g € G,

gK €kera <= gH =eH € G/H <= g€ H

Ceci montre que kera = 7(H) 1L3

H/K. Ainsi « est une surjection

G/K — G/H,

de noyau H/K, et il reste a invoquer le premier Théoréme d’isomor-
phisme. O
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14. Groupes abéliens

On définit le produit direct [] , G« d’une famille arbitraire de groupes
(Ga)a & la maniére du Lemme 1.7.

Soient & nouveau G et H deux groupes, avec éléments neutres eg et
em. On définit des morphismes de groupes

ic:G—GxH, g—(g,en)

tg:H— GxH, h— (eq,h)

pc:GxH—G, (¢g,h)— g

pa:GXxH —H, (g,h) — h
Visiblement, ig et iy sont des morphismes injectifs, tandis que pg et pa
sont surjectifs. Comme précédemment on remarque que via ig et ig, G
et H s’identifient respectivement & des sous-groupes de G x H, tous deux
distingués car iq(G) = kerpn et ig(H) = ker pc. L'intersection de ces
sous-groupes dans G X H est triviale et leur produit ic(G)ig(H) est
égal & G x H. Le résultat suivant montre que réciproquement, on peut

identifier avec ces propriétés un groupe comme produit direct de deux de
Ses sous-groupes.

Proposition 14.1. Soit G un groupe, H et K deux sous-groupes distin-
gués tels que HNK = {e} et G = HK. Alors, lapplication

a: HxK — G
(hyk) +— hk

est un isomorphisme de groupes.

Démonstration. Montrons d’abord que sous nos hypothéses, les éléments

de h et k commutent. Comme H est distingué dans G, on a khk™' € H,

donc khk~th~! est un élément de H. De méme K est distingué donc

hk~'h™! est dans K et khk~™'h™' € H N K est trivial, i.e. hk = kh.
Ainsi pour tous couples (h1, k1), (he,k2) de H x K :

a(hi, ki)a(he, k2) = hikihzks = hihakiks = a(hihz, kikz),

et a est un morphisme, clairement surjectif car d’image HK = G. On a
enfin

(h,k) Ekera <= hk=e+=h=k'€ HNK = {ec},

Donc, a est un isomorphisme de groupes. O
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Ce théoréme est une premiére petite étape vers la Classification des
groupes Abéliens de type fini (vous la démontrerez 1’an prochain).

Théoréme 14.2. Soit G un groupe Abélien, engendré par un nombre
fini d’éléments. (On dit alors que G est un groupe Abélien de type fini.)
Alors, G est isomorphe & un produit direct fini de groupes cycliques (finis
ou infinis). Plus précisément :

(a) Il existe v > 0, des nombres premiers p; (non nécessairement diffé-
rents), et des ai; > 1 tels que

G=z" x|[z/piz
r et les p; et a; sont uniquement déterminés par G.

(b) Si G est fini, alors il existe des nombres premiers p; (non nécessai-
rement différents), et des entiers a; > 1 tels que

G HZ/p‘i“Z

Ezemple 14.3. Soit G un groupe abélien d’ordre p?, oil p est un nombre
premier. D’aprés le Théoréme 14.2, il n’y a que deux cas possibles :

i. soit G est isomorphe & Z/p°Z,
ii. soit il est isomorphe & Z/pZ x Z/pZ.

On peut en réalité montrer que tous les groupes d’ordre p? sont abéliens ;
on obtient ainsi tous les groupes d’ordre p? (ce n’est plus le cas dés p?).
15. Produits semi-directs

Définition 15.1. Soit (G, ) un groupe, E un ensemble. Une action ou
opération (& gauche) de (G,-) sur E est la donnée d’une application

-:GxFE—F

tel que les axiomes suivants sont satisfaits :

1) Pour tout hneG?etxeE
(1) 9 ,

g (h-2)=(gh) -



(2) Si e est I’élément neutre de (G, -), alors
ecx=x;Vrek
Définition 15.2. Soient G, (H, *) deux groupes,
:GxH-—H

une action - de GG sur I'ensemble H est appelée une action par des auto-
morphismes de groupes sur H si de plus

g-(h1xhg)=(g-h1)*(g-h2)VgeG hiha€H

Une action par des automorphismes de groupes sur H est une action,
qui respecte la loi de composition interne de H.

Proposition 15.3. Soit - : G Xx H — H une action de G par des auto-
morphismes de groupes sur H.

(a) Si en est l’élément neutre de H alors pour tout g € G,
g-€Hgq =€
(b) Soit h € H. Alors pour tout g € G,
g-ht=(g-n)"

Démonstration. (a) D’aprés la définition g-exg = (9-em) * (g em), d’ou
g-en =emH.

(b) D’aprés la définition (g-h) * (g-h™) = (g - en) @ er, et ainsi
g-h™t=(g-h)" O

Ezemples 15.4. (a) L’action triviale de G sur H est donnée par g-h := h,
pour tout (g,h) € G x H. C’est une action de G par des automorphismes
de groupes.

(b) Soit G un groupe non-trivial. Alors, action par multiplication a
gauche de G sur lui-méme (g - g’ = gg’) n’est pas une action de G par
des automorphismes de groupes, car elle ne respecte pas I’élément neutre.

15. Produits semi-directs

(c) Soit G un groupe. Alors, 'action par conjugaison (g-g' = gg’g~*) de
G sur lui-méme est une action de G par des automorphismes de groupes :
en effet pour tout (g, z,y) € G*

9(zy)g ™" = (929~ ) (gyg ")

(d) Plus généralement, soient G un groupe et H un sous groupe distigué
de G. Alors, G agit sur H par conjugaison :

GxH — H
(9,h) +— ghg™!

C’est une action de G par des automorphismes de groupes.

Définition 15.5. Soient G, H deux groupes et
-:GxH-—H

une action par des automorphismes de groupes sur H. On définit le pro-
duit semi-direct externe par rapport a l’action - comme étant le produit
cartésien H x GG, muni de la loi de composition
(HxG)x (HxG) HxG
((h1,91), (h2, g2)) (ha(g1 - h2), 9192)

On note H x. G le produit semi-direct par rapport a -.

—
—

Quand il n’y a pas d’ambiguité quant & ’action -, on écrit parfois H xG
au lieu de H x. G.

Ezemple 15.6. Si - est Paction triviale (Exemple 15.4 (a)), on remarque
que le produit semi-direct H x. G n’est autre que le produit direct H X G.

Proposition 15.7. Soient G, H deux groupes, avec éléments neutres eg
et eq,
-:GxH-—H

une action par des automorphismes de groupes.

(a) Le produit semi-direct H x. G est un groupe. Son élément neutre
est (em, eq). L'inverse de (h,g) € H x. G est donné par (g7 -h™ ', g71).
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(b) L’application

ic: G — HxG
g — (em,g)

est un morphisme de groupes injectif.

(¢) L’application

ig: H — HXx. G
h +—  (hyeq)

est un morphisme de groupes injectif. Son image ig(H) est un sous-
groupe distingué de H x. G.

(d) L’intersection de ig(H) et de ic(G) dans H x. G est triviale ; leur
produit i (H)ic(G) est égal ¢ H x. G.
(e) L’application

Hx. G — G
(h,g) +— g

est un morphisme de groupes surjectif de noyau est égal & i (H).

pG -

Démonstration. Exercice. O

On a vu plus haut comment construire le produit semi-direct externe
de deux groupes (relativement a une action). Tout comme on l’a fait pré-
cédemment pour le produit direct, il est possible d’exhiber des conditions
suffisantes pour qu’un groupe G soit isomorphe au produit semi-direct
de deux de ses sous-groupes H et K, ou K agit sur H par conjugaison.
On dit dans ce cas que G est le produit semi-direct interne de H et K
(comparer avec la Proposition 14.1).

Proposition 15.8. Soit G un groupe, H et K deux sous-groupes tels
que HN K = {e} et G = HK. On suppose de plus que H est distingué
dans G. Considérons l’action par conjugaison

KxH — H
(k,h) +—— khk™!
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Alors, lapplication

a: Hx K
(h, k)

— G
— hk
est un isomorphisme de groupes.
Démonstration. On a pour tout (hi, k1), (ha,k2) € H x. K :
a(ha, k1)a(ha, ko) = hikihoks = hi(kihoky kiko = hy (k1 - he)kiks
Donc, a(hi, ki)a(he, k2) est égal a
a(hi (k1 - ha), kik2) = a((h, k1) (h2, k2))

et « est un morphisme, surjectif car d’'image HK = G. De plus « est
injectif car

(hk) Ekera <= hk=e<=k=h"' € HNG = {e}.

Théme 15.9. i. (le groupe &,, VI) La proposition 15.8
s’applique sans peine au groupe symétrique : considérons
le sous-groupe (distingué) 2, de &, et K = {id, 7} le
sous-groupe engendré par une transposition. Bien entendu
A, N K = {id}. En outre

Card(2, K) = Card(2,) - Card(K) = nl.

par la Remarque 13.2. Le groupe &, s’écrit ainsi bien
comme le produit semi-direct interne 2, x Z/2Z.

ii. (le groupe diédral, V) La description que nous avons faite
de D3 avec les générateurs r (rotation) et s (symétrie) se
généralise pour les polygones réguliers a n cotés. Notre
groupe D, est le groupe des isométries qui préservent un
tel polygone, de cardinal 2n et engendré par r (d’ordre n)
et s (d’ordre 2) avec la relation srs = r~'. Ses éléments
sont les suivants

2 n—1
yo,0r, Ly or" T}

- 2 n—1
D, = {id,r,r",..,r




iii.

On a que H =< r > est un sous groupe distingué de
D,,. En posant K = {id, o} le sous-groupe engendré par la
symeétrie o, on a évidemment H N K = {id}. En outre

Card(HK) = Card(H) - Card(K) = 2n,
et D, est isomorphe a un produit semi-direct interne

Z/nZ x 7./ 2T.

(Groupes de petit cardinal) On a désormais en main les
outils qui permettent de déterminer (& isomorphisme prés)
tous les groupes finis de cardinal plus petit que 12.

15. Produits semi-directs
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Il. Anneaux commutatifs

1. Définition et premiers exemples

Définition 1.1. Soit A un ensemble muni de deux lois de composition
internes + et -. On dit que le triplet (A, +,-) est un anneau (unitaire) si
les axiomes suivants sont satisfaits :

(1) (A,+) est un groupe abélien.

(2) (A,-) satisfait la loi d’associativité :
a-(b-c)=(a-b)-c pout tous a,b,c€ A
(3) Il existe un élément 1 € A tel qu’on ait
l-a=a=a-1 pour tout a € A

(4) On a
(a+b)-c=(a-c)+ (b-¢)

et
a-(b+c)=(a-b)+ (a-c) pour tout a,b,c€ A

L’axiome 1.1 (4) s’appelle la loi de distributivité. Un élément 1 comme
dans laxiome 1.1 (3) est appelé élément neutre pour la multiplication.
On note 0 I’élément neutre pour ’addition 4. Pour alléger la notation,
on notera souvent ab au lieu de a - b. Aussi, on parlera simplement de
“Panneau A” au lieu de “I’anneau (A4, +,-)".

Exemples 1.2. (a) Munis des additions et multiplications habituelles, les
ensembles Z, Q, R sont des anneaux.

(b) Un exemple pathologique : 'anneau nul {0} formé. Il est caractérisé
par le fait que 1 = 0 et on ’excluera généralement dans la suite.

(c) Si I est un intervalle de R, l’ensemble F(I,R) des fonctions de I
dans R est un anneau, pour lequel I’élément neutre pour 'addition est
la fonction identiquement nulle, et 1’élément neutre multiplicatif est I’ap-
plication constante égale a 1.

(d) Pour n un entier strictement positif, ’ensemble M, (R) des matrices
carrées de taille n a coefficients dans R, muni de ’adddition et de la
multiplication des matrices, est un anneau. Les axiomes d’associativité
et distributivité proviennent de ces mémes propriétés, dans R. L’élément
neutre additif est la matrice nulle, tandis que 1’élément neutre multipli-
catif est la matrice identité.

Définition 1.3. Soit A un anneau. On dit que A est commutatif si
ab = ba, pour tous a, b dans A.

Remarque 1.4. Les anneaux (a), (b) et (c) de la série d’exemples 1.2 sont
commutatifs, contrairement a I’anneau (d) des matrices qui ne l’est pas.
Dans ce cours, sauf mention du contraire, les anneaux seront toujours
supposés commutatifs et non réduits & {0} : beaucoup de résultats pour
les anneaux commutatifs ne subsistent pas dans le cadre non-commutatif.
Proposition 1.5. Soit (A, +,) un anneau.

(a) L’élément neutre pour la multiplication est unique.

(b) Si a,b sont deux éléments de A, alors
a-0=0=0-a, a(-b) = —ab=(—a)b
En particulier, a(—1) = —a = (—1)a.

Démonstration. (a) Si e et ¢’ sont deux éléments neutres multiplicatifs,
onae=¢e-€e =¢'.

(b)OnaO-a+a=0-a+1-a=(0+1)-a = a par distributivité,
donc 0 -a = 0. La preuve est similaire pour 0 - a. On a ainsi

a-(=b)+a-b=a-(-b+bd)=a-0=0

et donc a - (—b) = —a - b (méme chose pour (—a) - b). O
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II. Anneaux commutatifs

Théme 1.6 (Anneaux Z/nZ et de polyndmes).

i. Soit n > 1 un entier. Comme vu précédemment I’ensemble
Z/nZ = {0, ...,n — 1} est muni d’une structure de groupe
via l’addition Z + ¢ = = + y. On définit de méme une mul-
tiplication par la formule

T -y = Ty, pour tous x, y dans Z

Cette multiplication est bien définie et munit Z/nZ d’une
structure d’anneau commutatif, dont le neutre additif est
0 et le neutre multiplicatif est 1. Notons que dans I’anneau
(Z/nZ,+,) les structures additives et multiplicatives sont
étroitement liées.

ii. Soit A un anneau commutatif. On considére 1’ensemble
A[X] des polynomes en une indéterminée a coefficients
dans A, c’est & dire le polynéme nul, et I’ensemble des élé-
ments de la forme P = an X" 4+ an—1 X" ' +...4+a1 X +ao,
avec ao, ..., an dans A avec a,, # 0 (formellement, on consi-
dére les suites a support fini de coefficients dans A). Munis
des lois habituelles des polynémes (pour 'addition et la
multiplication dans A), (A[X],+-) est un anneau commu-
tatif, d’élément neutre additif le polynéme nul et d’élément
neutre multiplicatif le polynéme constant 14.

Remarque 1.7. On peut en outre définir de maniére simi-
laire le degré deg(P) d’un polyndéme P en une variable &
coefficients dans A, et les inégalités

— deg(P + Q) < max{deg(P), deg(Q)};

— deg(PQ) < deg(P) + deg(Q).

Tout comme pour les polynoémes & coefficients réels ou com-
plexes deux polyndmes sont égaux si et seulement s’ils ont
méme degré et méme coefficients.
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2. Sous-anneaux, éléments inversibles

Tout comme en théorie des groupes, on peut définir la notion sous-
anneau d’un anneau A. Nous verrons par la suite que celle-ci s’avére peu
intéressante en pratique.

Définition 2.1. Soit (A4, +,-) un anneau. Un sous-anneau de A est une
partie non-vide B C A telle que

i. (B,+) est un sous-groupe de (4, +);
ii. B est stable par la multiplication -, c’est a dire
x -y € B, pour tous z, y dans B.

iii. le neutre multiplicatif 14 appartient & B.

Remarque 2.2. Si B est un sous-anneau de (A4, +, ), alors (B, +, ) est un
anneau avec pour neutres additifs et multiplicatifs 0Op = 04 et 15 = 14.

Théme 2.3 (Entiers de Gauss). L’ensemble Z[i] des entiers de
Gauss est celui des nombres complexes dont les parties réelles et
imaginaires sont toutes deux entiéres, c’est & dire

Z[i] := {a+ib € C, (a,b) € Z°}.

Il s’agit clairement d’un sous-anneau de C.
L’application

N: Z[] — 7
a+ib — a?+b2

qu’on appelle la norme dans Z[i], s’avérera extrémement utile
dans la suite. Cette application est multiplicative (c’est a dire
N(zy) = N(z)N(y)). On peut montrer cette propriété a la main
ou en tirant parti du fait Z[i] est contenu dans C.

Définition 2.4. Un élément a d’un anneau A est dit inversible (ou une
unité) 8’il existe un élément b € A tel que ab = 14. On note A* I’ensemble
des éléments inversibles de A.



Remarque 2.5. (a) L’élément neutre 1 est toujours bien entendu inver-
sible, et il en va de méme pour —1 par la Proposition 1.5. Si I’élement 0
est inversible, alorson a b € A tel que 0 = 0b = 1 et A est anneau trivial.

(b) L’inverse d’un élément est unique (méme preuve que pour 'unicité
de l'inverse dans un groupe).

Proposition 2.6. Si (A,+,) est un anneau, alors (A*,-) est un groupe
abélien d’élément neutre 14.

Démonstration. L’élément neutre multiplicatif 14 est en effet inversible
et si z, y sont deux inversibles, alors leur produit xy admet pour inverse
y~'z7! et la multiplication définit bien une loi de composition interne
pour A*. Si z est inversible, son inverse ! l’est bien entendu aussi et
l’associativité découle de celle dans A. Ainsi (A*, ) est un groupe abélien
(on rappelle que par défaut, A est un anneau commutatif). O

Ezemple 2.7. (a) Z* = {1,—1}.
(b) On a déterminé précédemment les inversibles de Z/nZ.
(¢) Zli)* ={1,-1,4,—4}

3. Anneaux intégres, corps

Définition 3.1. Un anneau A non-nul est intégre s’il vérifie la propriété
suivante :

pour tous éléments a, b dans A, ab=0<a=0o0ub=0.

Remarque 3.2. On dit aussi qu'un élément (non-nul) a d’un anneau A est
un diviseur de zéro s’il existe b € A* tel que ab = 0. Un anneau intégre
est donc un anneau non-nul et sans diviseur de 0.

Ezemple 3.3. (a) Panneau Z est intégre.
(b) Quels sont les diviseurs de 0 dans Z/5Z 7 dans Z/6Z 7
Proposition 3.4. Soit A un anneau.

i. Si A est integre et P, Q € A[X], alors deg(PQ) = deg(P)+deg(Q).

it. A est inteégre si et seulement si A[X] est intégre.

3. Anneaux intégres, corps

Démonstration. i. Si P ou Q est nul, avec la convention deg(0) =
—o0, le résultat est vrai. Si P et Q sont non nuls de coefficients
dominants a,, et by, alors le coefficient dominant de PQ est a,bm,
puisque par intégrité cet élément est non-nul.

ii. La multiplication dans A[X] étend celle de A (sur les constantes)
donc bien entendu si A[X] est intégre, A l'est aussi. Réciproque-
ment si P et Q dont tels que PQ = 0, le point 7) indique que P
et Q ne peuvent étre tous deux de degré strictement positif, on est
donc ramenés a l'intégrité de A.

]

Corollaire 3.5. Si A est un anneau intégre, alors A[X]* = A*.

Démonstration. Par intégrité & nouveau, si P est inversible, alors il est
non-nul et son degré ne peut étre que 0. C’est ainsi une constante et
les polynoémes inversibles sont bien les polynémes constants, & coefficient
dominant inversible. (]

Proposition 3.6. Six, y, a sont trois éléments d’un anneau intégre A,
avec a non-nul, alors ar = ay = r = y.

Démonstration. En effet ax = ay donne a(z — y) = 0 et par intégrité
T =y. O

Définition 3.7. On dit qu'un anneau A est un corps (commutatif) si
tous les éléments non-nuls de A sont inversibles.

Ezemples 3.8. (a) Q, R, C sont des corps.
(b) Le sous-ensemble de C
Qi) = {a+1ibe C,(a,b) € Q°}

est un corps.

(c) Si p est un nombre premier, alors Z/pZ est un corps.

Proposition 3.9. Tout corps est un anneau intégre.

Démonstration. Si A est un corps et a € A un diviseur de 0, alors a est
inversible. On a donc un élément b non-nul tel que ab = 0, mais alors
b= a'ab = 0, contradiction (un inversible ne divise pas 0). O
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II. Anneaux commutatifs

Remarque 3.10. Un anneau de polyndémes A[X] n’est jamais un corps.

Proposition 3.11. Soitn > 2. On a
(Z/nZ est intégre) < (n est premier) < (Z/nZ est un corps)

Démonstration. On a déja vu que si n est premier, Z/nZ est un corps;
il reste donc & montrer que si Z/nZ est intégre, alors n est premier. Par
contraposée : si n n’est pas premier, on a une décomposition non-triviale
n = ab, si bien que a et b sont des diviseurs de 0. O

Théoréme 3.12. Un anneau A fini est intégre si et seulement s’il est
un corps.

Démonstration. Il s’agit de montrer qu’un anneau fini et intégre est un
corps. Soit donc a € A*. La multiplication par a

A — A
b — ab

Mg -

est injective par intégrité, puisque par la Proposition 3.6, ab = ab’ im-
plique b = b’. L’application m, est une injection d’un ensemble fini dans
lui-méme ; c’est donc une bijection et par surjectivité il existe un élément
a"! tel que aa”! =14. On a donc A* = A% et A est un corps. O

4. Morphismes et idéaux

Définition 4.1. Soient A et B deux anneaux. Un morphisme d’anneaux
de A dans B est une application f: A — B tel que

i. f:(A,+) — (B,+) est un morphisme de groupes (abéliens) ;
ii. f(zy) = f(z)f(y), pour tous z, y dans A;
i, f(1a) = 15.
Hom(A, B) est I’ensemble des morphismes d’anneaux de A vers B.
Remarque 4.2. (a) Si A’ est un sous anneau de A et f : A — B est un

morphisme d’anneaux, alors f(A’) est un sous-anneau de B. En particu-
lier 'image de f est un sous anneau de B.

(b) L’image réciproque d’un sous anneau de B est aussi un sous-anneau
de A. En revanche, le noyau d’un morphisme d’anneaux f : A — B
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n’est pas un sous-anneau de A (a moins que A ne soit trivial).

(c) La composée de deux morphismes d’anneaux est un morphisme d’an-
neaux.

(d) Puisqu’un morphisme d’anneaux f : A — B est en particulier un
morphisme de groupes, f est injectif si et seulement si son noyau est
réduit a {0}.
(e) Si f : A — B est un morphisme d’anneaux bijectif, alors f est
un isomorphisme (l’application réciproque est elle aussi un morphisme
d’anneaux).

Ezxemples 4.3. i. Pour tout entier n strictement positif, la surjection
canonique Z — Z/nZ est un morphisme d’anneaux.

ii. Si « est un réel, I'application d’évaluation
RX] — R
P +— Pla)
est un morphisme d’anneaux.

iii. L’application
C — M (C)

. (a b)
a-+ib +—
—-b a

est un morphisme d’anneaux.

iv. Si k # 1 la multiplication par k, my : Z — Z, n’est pas un
morphisme d’anneaux.

Comme vu, le noyau d’un morphisme d’anneaux f : A — B n’est pas
nécessairement un sous-anneau de A. La notion adéquate et beaucoup
féconde que celle de sous-anneau est celle d’idéal.

Définition 4.4. Soient (A, +,-) un anneau, et I C A. On dit que I est
un idéal de A §’il vérifie les proppriétés suivantes :
i. (I,+) est un sous-groupe de (A4,+);

ii. I est absorbant, c’est & dire pour tout (a,i) € A X I, ai € I.

Remarque 4.5. (a) Tout anneau A posséde deux idéaux triviaux : I'idéal
nul {0} et I'idéal A.
(b) Les idéaux de Z sont les nZ, n € N.



Lemme 4.6. Soit f: A — B un morphisme d’anneaux.
i. Le noyau de f est un idéal de A ;

4. Plus généralement si J est un idéal de B, alors ffl(J) est un idéal
de A.

iii. Pour tout idéal I de A, f(I) est un idéal de Uanneau Im(f) (at-
tention, pas de B!).

Démonstration. i. L’application f étant un morphisme de groupes,
ker(f) est un sous-groupe de A. En outre si a € A et x € ker(f),
alors f(az) = f(a)f(xz) =0 et ker(f) est un idéal.

ii. L’image réciproque d’un sous-groupe est un sous-groupe. De plus
si = appartient & f~*(J), alors pour tout a € A,

flaz) = f(a)f(z) € J.

iii. D’une part f(I) est un sous-groupe de Im(f). De plus f(I) est
absorbant car si b = f(i) € f(I) et b' = f(a) € Im(f), alors on a
b'b = f(ia) € f(I).

O

5. Idéaux engendrés, opérations sur les idéaux

De la méme maniére que pour les groupes, on introduit la notion d’idéal
engendré par une partie d’un anneau A.

Proposition 5.1. Soit A un anneau.

(a) Soient I des idéaux de A. Alors, leur intersection
m Ij CcA
J
est un idéal de A.
(b) Soient I, I> des idéaux de A. Alors, leur union
LU, CA
est un idéal de A si et seulement si I C Iz ou I C I.

Démonstration. Similaires au cas des groupes. O

5. Idéaux engendrés, opérations sur les idéaux

Définition 5.2. Si B est un sous-ensemble d’un anneau A, on note < B >
le plus petit idéal de A qui le contient ; on ’appelle I'idéal engendré par
B. Concrétement, il s’agit de l'intersection de tous les idéaux de A qui
contiennent B.

Remarque 5.3. A la maniére des groupes on notera < a >, < a,b >...
L’idéal engendré par un nombre fini d’éléments de A. Notez que la no-
tation est la méme pour le groupe engendré et I’idéal engendré dans ce
cours; il faudra donc prendre garde au contexte.

Ezemples 5.4. (a) On obtient facilement la description de 'idéal engendré
par un élément : si x € A, alors

<z>=zA={za,a € A}.
(b) On a <x>= A si et seulement si z est inversible.

Définition 5.5. Soient A un anneau, et I, J deux idéaux de A.

(a) La somme de I et J est définie comme
I+J={z+yecA zel, yelJ}

(b) Le produit de I et J est défini comme
IJ=<{azye A, zel, yeJ}>

Proposition 5.6. Soient I, J deux idéaux d’un anneau A.
(a) L’idéal engendré par I et J est I + J; IJ est aussi un idéal de A.
(b)) OnalJCINnd.

Démonstration. (a) Le produit est clairement un idéal.

La somme I + J est un idéal : d’une part elle contient 0 + 0 = 0, et
n’est donc pas vide. Si x + y et o’ + 3 deux éléments de I + J, leur
somme x + ' + 1y + 3y’ est dans I+ J car I et J sont des sous-groupes et
de méme —z —y € I+ J, qui est donc un sous-groupe de A. De plus I+ J
est clairement absorbant : si a € A, alors a(x +y) = ax +ay € [ + J.
11 s’agit donc bien d’un idéal, le plus petit qui contient I et J (tout tel
idéal contient au moins les sommes d’éléments de I et J).

(b) En effet pour tous (z,y) € IxJ, zy € INJ car I et J sont absorbant.
O
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II. Anneaux commutatifs

Ezemples 5.7. (a) On considére 'anneau Z, et deux idéaux nZ et mZ.
Alors

nZ N'mZ = ppcm(n, m)Z
puisque x € nZ N'mZ si et seulement si x est divisible a la fois par n et
par m, c’est a dire si et seulement si ppcm(m,n) divise x.

On a de plus

nZ + mZ = pged(n, m)Z.
en effet C car pged(m,n) divise m et n, et D découle de l'identité de
Bezout. Enfin on a clairement (nZ)(mZ) = nmZ.

Proposition 5.8. Soit A un anneau et I un idéal de A.
. [=As1a€el.

it. A est un corps si et seulement si {0} et A sont ses seuls idéaux.

Démonstration. i. Puisque I est absorbant, si 14 € I, alors pour tout
ac€A a=a-1a€l.
ii. Si A est un corps et J C A est un idéal non-nul, ce dernier contient
un élément a € A non-nul, donc inversible. Comme J est absorbant
il contient alors I’élément 14 = a ‘a et donc J = A par i.

O

Définition 5.9. On dit qu’'un idéal I d’un anneau A est principal s’il
est engendré par un élément, c’est & dire qu’il existe un élément a € A
tel que I =<a>.

6. Anneaux quotients, théorémes d’'isomorphismes

Soit A un anneau et I un idéal de A. Puisque le groupe (A, +) est
abélien, le quotient A/I est naturellement lui-méme un groupe abélien.
Théoréme 6.1. Soit (A,+,-) un anneau, et I C A un idéal.

(a) La regle

(a1 +1) - (a2 +1) = (aa
définit une loi de composition - sur A/I et (A/I,+,-) est un anneau. Son
élément neutre pour la multiplication est 1 +1 € A/I.

caz) + 1

(b) La surjection canonique m: A — A/I est un morphisme d’anneaus ;
de plus kerm = 1.
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Démonstration. Théoréme 6.1 (a) Il s’agit avant tout de prouver que
I’application
A/l x AJT
(a1 +1,a2 +1)

—
—

AT
(alag) + 717

ce qui justifie 'introduction de la notion d’idéal. Si a; + 1 = a} + I et
az+I=a5+1I,alorsa; —aj €1 et az —a € I. On a donc

ajaz — ajay = ai(az — alg) + (a1 — all)a/2 el

car I est un idéal, et donc, (a1az2) + I = (ajay) + I et la multiplication
est bien définie sur le quotient A/I.

Ainsi A/T est un groupe abélien, tandis que 'associativité, la distri-
butivité et 'unité 14 + I découlent directement des propriétés de A.

(b) On sait déja que m est surjective, de noyau I d’aprés le cas des
groupes. Il reste & observer que m(1a) = 1a + 1 = 14,5 et que d’aprés
(a) on a bien pour tous a1, az dans A

7r(a1a2) =aias +1 = (a1—|—I)- (a2+I) :7r(a1) -71'(@2).
O

La propriété universelle et le théoréme d’isomorphisme se transmettent
sans peine de la théorie des groupes a celle des anneaux, les idéaux jouant
toujours le role des sous-groupes distingués.

Théoréme 6.2 (Propriété universelle de 'anneau quotient).
Soit A et B deuz anneauz, et I un idéal de A. On note w: A — A/I la
surjection canonique.

(a) Si a : A — B est un morphisme d’anneauz dont le noyau contient
I, alors il existe une unique morphisme d’anneaux

a:A/I — B
tel que o« = aom.
(b) L’assignation o — & induit une bijection

{a € Hom(A, B),I C kera} — Hom(A/I, B).

Autrement dit : se donner un morphisme Ay/I — Ay revient a la méme
chose que se donner un morphisme A1 — Aa qui est trivial sur I.



Démonstration. (a) La propriété universelle du groupe quotient montre
Pexistence et l'unicité de 'application &, qui est définie par

ala+ 1) = ala).

Il est ainsi clair que & est un morphisme d’anneaux.

(b) Méme preuve que pour les groupes. O

Théoréme 6.3. Soit « : A — B un morphisme d’anneauz et soit
m: A — A/ker(a) la surjection canonique.

(a) L’unique morphisme d’anneauz
B:A/kerae — B

telle que a = S o1 est injectif.

(b) B induit un isomorphisme d’anneauz
A/kera ~Ima

Démonstration. (a) Si a € A est tel que S(a + kera) = 0, alors par
définition de 8 on a a € ker(a) donc sa classe est nulle dans A/ker(«).

(b) Méme chose que pour les groupes. O

Théme 6.4 (Caractéristique d’un anneau). Si A est un anneau,
on peut toujours considérer ’application

p: Z — A
kE — 1la+...+14 .
—_——

k fois

qui est un morphisme d’anneaux. Si ¢ est injectif, alors A
contient un sous-anneau isomorphe a Z. Sinon, ker ¢ est un idéal
de Z, donc de la forme Z/nZ et d’aprés le premier théoréme d’iso-
morphisme, ¢ induit donc une injection Z/nZ — A. L’entier n
est le plus petit k strictement positif tel que k14 = 0. On 'ap-
pelle la caractéristique de 'anneau A.

7. Produits direct, lemme Chinois

Proposition 6.5. Soient A un anneau, I un idéal de A etmw: A — A/l
la surjection canonique. Un idéal de 'anneau quotient A/I est de la forme
w(J) = J/I, pour un unique idéal J de A qui contient I.

Démonstration. Déja vu pour les groupes, il reste & observer que 'image
réciproque (pour la projection canonique) d’un idéal de A/I est en effet
un idéal de A. O

7. Produits direct, lemme Chinois

Tout comme pour les groupes, on peut définir le produit direct A x B
de deux anneaux A et B, via (a,b) - (a’,V") := (a-a a’,b-pb).
Remarque 7.1. L’égalité (14,08) - (04,15) = (04,0p) implique que si A
et B ne sont pas triviaux, le produit direct A x B n’est jamais intégre.
Théoréme 7.2 (Lemme Chinois). Soit A un anneau et I, J deux idéaux
de A tels que I + J = A. Alors,

. IJ=1INJ;

7. On a un isomorphisme d’anneaux
A/(INJ) =2 A/T x A/J.

Démonstration. i. On a toujours IJ C I N J. Réciproquement soit
x € I NJ. Par hypothéde on a deux éléments i € I et j € J tels
que i+ j = 1. En particulier x = xi 4+ xj est dans IJ puisque z est
a la fois dans I et J.

ii. On applique le premier théoréme d’isomorphisme &

AJI x AJJ
(a+1I,a+J)

a: A —
a

Déterminons le noyau de « : soit a € A. Alors,
a € kera < (a+1,a+J) = (0+1,0+J) € A/IXA/J <> a € INJ,

et donc kera = I N J. Reste & monter que a est surjective, ce
qui découle du fait que I + J = A. En effet si on fixe un couple
(a+1,b+J)de A/I x B/J,onécrit a =x+y, b=1a"+1vy avec
(z,2') € I? et (y,y') € J%. On voit alors que

a@ +y) =@ +y+1,2" +y+J)=@y+1,2'+J)=(a+1,b+J)
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II. Anneaux commutatifs

et a est surjective.

O

On retrouve comme cas particulier le Lemme Chinois pour ’anneau
A =7 : comme vu précédemment, une condition équivalente au fait que
nZ + mZ = 7 est que les entiers met n soient premiers entre eux. Le
Théoréme correspond dans cette situation a ’isomorphisme d’anneaux

Z/nmZ = 7/nZ x ./mZ

8. Idéaux premiers, idéaux maximaux

Définition 8.1. On dit qu'un idéal I d’un anneau A est propre, s’il n’est
pas égal A.
Définition 8.2. Soit A un anneau et I un idéal de A.

1. On dit qu’un idéal I de A est premier si I et propre, et si pour tous
éléments z, y dans A, zy € [ ==z €l ouy€ I

ii. On dit qu'un idéal I de A est maximal si I est propre, et s’il est

Théoréme 8.6. Soit A un anneau et I un idéal de A.
i. I est premier si et seulement si l’anneau quotient A/I est intégre ;
1. I est mazximal si et seulement si 'anneau quotient A/I est un corps;

En particulier, tout idéal maximal est premier.

Démonstration. i. D’une part I étant propre, Panneau A/I n’est pas
trivial. On a de plus le fait qu’une classe a est nulle si et seulement
si @ € I donne

A/T intégre <= Ty =0= 7 =0 ou y = 0, pour tous x,y € A.

< zy€l=zxze€louyé€l, pourtouszx,y € A.

= I premier.

ii. On rappelle que comme vu précédemment, les idéaux de A/I sont
les J/I, ou J est un idéal de A contenant I. On obtient alors

A/I est un corps <= les seuls idéaux de A/I sont les idéaux triviaux.

maximal pour l'inclusion, c’est a dire

<= les seuls idéaux de A qui contiennent [ sont I et A.

si J C A est un idéal qui contient strictement I, alors J = A.

<~ I est maximal.

Remarque 8.3. Par définition, I’idéal {0} C A est premier si et seulement

. N . . . Comme nous 'avons vu précédemment, les corps sont des anneaux
si A est intégre, et maximal si et seulement si A est un corps.

intégres, donc les idéaux maximaux sont premiers. O

Exemple 8.7. (a) Dans 'anneau Z, nZ est premier si n = 0, ne l’est pas

P iti 4. it f: A B ] ’ . L . .
roposition 8 Soit f — B un morphisme d’anneaux. L’image sin=1etsin>2 alors

réciproque fﬁl(J) d’un idéal premier de B est un idéal premier de A.

. _ . Z est, ier «<— t ier <= nZ est imal.
Démonstration. On a vu précédemment que f 1(J) est un idéal, et nié est premuer 7 6t premier fif €St thaxuma

puisque J est propre, ona lg ¢ J, donc 14 ¢ f1(J) car f(14) = 15, et
ainsi f~'(J) est lui-aussi propre. Soient x, y dans A tels que zy € f~*(J).
Comme on a f(zy) = f(z)f(y) € J, f(z) € J ou f(y) € J puisque J est
premier. On a donc z € f~*(J) ou y € £~ (J). O

(b) Dans ’anneau Z[X], I'idéal engendré par le polynéme X est premier,
sans étre maximal.

Théme 8.8 (Théoréme de Krull). Nous allons maintenant avoir
besoin du lemme de Zorn, un résultat important (et contro-
versé!) des mathématiques qui vous sera trés utile plus tard dans
divers domaines des mathématiques. On le formule ici unique-
ment pour la relation d’ordre de 'inclusion (de sous-ensembles

Remarque 8.5. (a) Le résultat de la proposition précédente ne vaut pas
pour 'image directe (considérer par exemple la projection canonique
7 — 7Z/nZ).

(b) La proposition précédente ne vaut pas pour les idéaux maximaux
(considérer par exemple l'injection Z — Q).
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dans un ensemble fixé).

Lemme 8.9 (Lemme de Zorn). Soit X un ensemble et soit U =
(Us)iez une famille non-vide de parties de X. On suppose que
toute chaine

L{il C L{i2 CZ/{,-3 C ...

finie ou infinie d’éléments de U inclus les uns dans les autres
admet un majorant (c’est a dire qu’il existe un élément U, € U
qui les contient tous).

Alors U posséde au moins un élément maximal (c’est a dire qui
n’est contenu strictement dans aucun autre élément de U ).

Théoréme 8.10 (Théoréme de Krull). Tout anneau A posséde
un idéal mazimal.

Démonstration. On rappelle qu’on a exclu le cas ou A est I'an-
neau trivial. On applique le lemme de Zorn a I’ensemble

X4 = {idéaux propres de A}

D’une part X4 est non-vide, car {0} y figure. Etant donnée une
chaine
LClL,clsC..

d’éléments de X4, on montre que Z = |J, -, Ix en est un ma-
jorant. Bien entendu, Z contient tous les I, il s’agit donc de
montrer que Z est un élément de Xa4.

i. C’est un idéal de A : le neutre additif appartient & Z et si x,
y sont deux éléments de Z, alors il existe k., k, des entiers
tels que = € Iy, et y € Ix,. La chaine étant croissante, les
deux appartiennent & I'max(k,,k,) €t leur somme et inverse
y figurent aussi. De méme si Z est clairement absorbant,
puisque tout élément = € 7 appartient & un idéal I .

ii. Il reste & montrer que Z est propre : supposons maintenant
par absurde que Z = A. On a alors 14 € |J,~ Ik, donc un
entier n € N* tel que 14 € I,,, mais cela contredirait que
I, est un idéal propre. L’idéal Z est donc bien un élément
de X4 et majore la chaine de I'hypothése.

9. Divisibilité, anneaux euclidiens

En vertu du Lemme de Zorn, 'anneau A posséde donc un idéal
maximal. O

Corollaire 8.11. 1. Tout idéal propre I d’un anneau A est contenu
dans un idéal mazximal.

7. Tout élément a non-inversible d’un anneau A est contenu dans un
idéal mazximal.

Démonstration. i. On applique le théoréme de Krull & 'anneau quo-

tient A/I.
ii. Si a n’est pas inversible, alors 'idéal qu’il engendre est propre, et
donc contenu dans un idéal maximal d’apreés i.

O

9. Divisibilité, anneaux euclidiens

Nous allons désormais introduire ds familles d’anneaux dont les pro-
priétés approchent les propriétés arithmétiques des entiers. Vous connais-
sez les trois propriétés suivantes de ’anneau Z :

i. anneau Z est muni de la division euclidienne
ii. la relation de Bezout lie deux entiers et leur pged.

iii. tout élément de Z s’écrit (au signe prés) de maniére unique comme
un produit de nombres premiers.

Pour généraliser ces propriétés, nous allons donc introduire rigoureuse-
ment toutes les notions qui entrent en jeu dans un anneau quelconque :
divisibilité, éléments "premiers", pgcd, division euclidienne, etc. Vous
avez I’habitude d’utiliser indifféremment 1'une ou 'autre de ces proprié-
tés des entiers suivant le probléme rencontré, mais nous verrons dans la
suite que leurs trois analogues (anneaux euclidiens, anneaux principaux
et anneaux factoriels) ne sont pas des notions équivalentes.

Définition 9.1. Soit A un anneau et x, y, deux éléments de A. On dit
que z divise y (noté z|y) s’il existe un élément a € A tel que y = az.

Proposition 9.2. Pour tous éléments x, y d’un anneau A, on a

zly = <y>C<z>
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II. Anneaux commutatifs

Démonstration. On a z|y si et seulement sl existe a € A tel que y = ax,
si et seulement si y € A =<z >, si et seulement si <y>C<z>. O

Théme 9.3 (Deux "divisions euclidiennes"). Vous avez rencon-
tré précédemment deux exemples de divisions euclidiennes, dans
Panneau Z des entiers et 'anneau K[X] des polynémes a coeffi-
cients dans un corps K.

Ezemples 9.4. i. Soient a et b deux entiers, avec b non-nul.
Alors il existe g € Z et r € N uniques tel que

a=bg+ret0<r<|b.

ii. Soit K un corps et Pi, P» deux polynémes de K[X], avec
P> non-nul. Alors il existe Q € K[X] et R € K[X] uniques
tel que

P, =QP; + R et deg(R) < deg(P»)

On le voit bien, ces résultats sont assez analogues : dans le cadre
des polynomes, le degré joue le méme role que la valeur absolue
dans Z. Notez que pour effectuer cette division euclidienne de P;
par P», il suffit que le coefficient dominant de P> soit inversible.
L’hypothése "K est un corps" assure donc de pouvoir obtenir la
division euclidienne par tous les polynoémes non-nuls de K[X].

Définition 9.5. Un anneau A est euclidien s’il vérifie les propriétés
suivantes :

i. A est inteégre.

ii. Il existe une application ¢ : A* — N telle que

a) pour tous a, b dans A*, alb = p(a) < p(b);
b) pour tous a € A, b € A*, il existe (¢,7) € A? tel que

a=>bg+ret(r=0ouepr)<eb)).

L’application ¢ est alors appelée un stathme euclidien et on dit que ¢ et
r sont le quotient et le reste de la division euclidienne de a par b dans A.
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Ezemples 9.6. (a) La valeur absolue et le degré sont des stasthmes eu-
clidiens, respectivement pour 'anneau Z des entiers et K[X] des poly-
noémes a coefficients dans un corps. Nous construirons d’autres exemples
de stathmes par la suite.

(b) La définition que nous avons choisie d’anneau euclidien n’impose pas
I'unicité des quotients et restes.

10. Anneaux principaux

Définition 10.1. Un anneau A est dit principal s’il vérifie les propriétés
suivantes :

i. A est intégre.

ii. Tout idéal de A est monogéne.

Théoréme 10.2. Un anneau euclidien est principal.

Démonstration. Notons ¢ le stathme associé a A. Comme A est intégre,
il s’agit de montrer que tout idéal de A est engendré par un élément. Soit
donc I C A un idéal. Si I = {0}, il est bien monogene. Sinon notons

Nr = {¢(a), i € I\ {0}}.

il s’agit d’une partie non-vide de N, on peut donc fixer un élément = € I
non-nul dont I'image par ¢ est minimale dans N;. Sachant qu’on a bien
sir < x >C I, montrons qu’en réalité c’est une égalité : si a € I, la
division euclidienne de a par x est donnée par

a=qz+ravecr =0ou p(r) < o).

Puisque r = a— gz est un élément de I, on ne peut pas avoir ¢(r) < ¢(x)
(image de = est minimale). On a donc 7 = 0 et x divise a, c’est & dire
I C<x> et I est monogéne. O

On retrouve que les idéaux de Z sont de la forme nZ pour un entier n
(notez que la preuve ci-dessus est plus ou moins similaire & la preuve vue
dans le cadre des groupes). L’analogie vue précédemment entre 'anneau
des entiers Z et celui des polynoémes a coefficients dans un corps se traduit
donc méme au niveau des idéaux.



Corollaire 10.3. Soit K[X] anneau des polynémes a coefficients dans
un corps K. Si I idéal est un idéal de K[X], alors il existe un polynéme
Pr € K[X] tel que

I'=PK[X]={PQ,Q € K[X]}.

Remarque 10.4. Le générateur Pr du corollaire précédent n’est bien sir
pas unique, tout comme on peut choisir n ou —n comme générateur de
nZ. Nous verrons trés vite comment caractériser ces générateurs.

Proposition 10.5. Dans un anneau principal A tout idéal premier non-
nul est maximal.

Démonstration. Soit I C A un idéal premier, engendré par un élément
a (A est principal). Si J =< b > est un idéal qui contient strictement I,
alors on a a €< b >, donc il existe un = € A tel que a = xb. Notons que
comme I est premier, on a alors zb € I et ainsi € I (car J # I). On
écrit donc x = ay pour un y € A et

a = xb = ayb,

d’ott a(1 — yb) = 0 et par intégrité b est inversible puisque I # {0}. On
a donc J = A et I'idéal I est maximal. O

Théme 10.6 (Euclidien vs principal). Un anneau euclidien est
principal, mais la réciproque est fausse : il existe des exemples
d’anneaux principaux, sans étre euclidiens. Un exemple est
donné par le sous anneau de C

29+ i
Z]w] := {a+ wb, (a,b) €Z"} ot w = 1+2\/ﬁ‘

La preuve de ce fait est accessible mais un peu longue et tech-
nique, nous ne la traiterons pas en cours.

Ezercice 10.7. Soit Z[X] l'anneau des polyndmes a coefficients dans Z.
On note I I'idéal engendré par les polynoémes 2 et X.

i. Montrer que les polynémes constants 1 et —1 n’appartiennent a I.
Supposons maintenant par ’absurde que I est engendré par P € Z[X].

ii. En utilisant que 2 € I, montrer que P est un polynoéme constant.

11. Eléments irréductibles et premiers

iii. Montrer que P £ 1. En déduire que Z[X] n’est pas principal.

Théme 10.8 (Anneaux de polyndémes principaux/euclidiens).
On a vu précédemment que si K est un corps, 'anneau K[X]
est euclidien, et que 'anneau Z[X] n’est quant & lui méme pas
principal. Le résultat suivant montre qu’il n’existe en réalité pas
de situation intermédiaire.

Théoréme 10.9. Soit A un anneau. Les conditions suivantes
sont équivalentes.
i. A est un corps.
ii. A[X] est euclidien.
iti. A[X] est principal.

11. Eléments irréductibles et premiers

Définition 11.1. Soit A un anneau intégre. On dit que deux éléments
x, y de A sont associés si a la fois z|y et y|z. On le notera = ~ y.

Proposition 11.2. Pour deux éléments x, y d’un anneau intégre A, les
conditions suivante sont équivalentes.

1. x ety sont associés;
B <T>=<Y>;

1. il existe un inversible u € A* tel que v = uy.

Démonstration. On a vu précédemment que a|b si se seulement si b st un
élément de <a>, I’équivalence i. < ii. est donc évidente.

Siz =wuy pour un u € A*, on a x €<y > et bien slir y €< x> aussi
puisque y = w1z, donc ii. Réciproquement supposons que <z >=< y>.
Si z = 0 le résultat est clair. Sinon on a deux éléments a, b de A tels que
x = ay et y = bz, donc z = abx. On obtient & nouveau z(1 — ab) =0 et
donc par intégrite que a et b sont inversibles, d’ou 4. O

Ezemples 11.3. (a) Les inversibles de Z étant 1 et —1, deux entiers m et
n sont associées si et seulement si m = £n.
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II. Anneaux commutatifs

(b) Si A est intégre, deux polynomes P et @ de A[X] sont associés si et
seulement s’il existe a € A* tel que P = aQ.

Remarque 11.4. Deux éléments associés ont les mémes diviseurs.

Définition 11.5. Soit A un anneau intégre et x un élément de A.
i. On dit que z est irréductible s’il n’est pas inversible, et s’il vérifie :

si x = ab dans A, alors a est inversible ou b est inversible.
ii. On dit que x est premier s’il n’est ni inversible, ni nul, et s’il vérifie :
si x divise ab dans A, alors = divise a ou = divise b.

Remarque 11.6. (a) Par définition, 0 n’est pas irréductible car 0 =0 - 0.

(b) Un élément peut étre irréductible dans un anneau A, mais ne plus
I’étre quand on étend anneau A. Par exemple tout nombre premier p
est irréductible dans Z, mais dans I’anneau des nombres rationneles Q,
p est inversible et donc pas irréductible.

Proposition 11.7. Soit x un élément d’un anneau A intégre. On a :

i. x est irréductible dans A si et seulement si <x > est mazimal parmi
les idéaux monogénes de A ;

1. x est premier dans A si et seulement si <x> est un idéal premier
de A, non-réduit a {0}.

Démonstration. i. On sait que <z >C<y>< ylz. Si z est irréduc-
tible il n’est pas inversible donc < x > est un idéal propre. D’autre
part si < x >C< y >, alors il existe a € A tel que x = ay. Par
irréductibilité, a est inversible ou y I’est. Dans le premier cas on a
donc z et y associés, c’est a dire <z >=<y > et dans le second
<y>.L’idéal <x > est donc maximal parmi les idéaux monogénes.
La réciproque est similaire : si <z > est maximal, x n’est pas inver-
sible. De plus si on a © = ab, alors £ €< a > donc par maximalité
<a>= A (et a est inversible) ou <a>=<z >, auquel cas a et =
sont associés, c’est a dire b est inversible.

ii. D’une part si x est premier il n’est pas inversible ni nul donc <x >
ni propre ni nul, et réciproquement si < x > est propre ou nul, x
n’est pas inversible ni nul. De plus bien siir

(abe<z>=a€e<z>oube<ar>) <= (z|lab = z|a ou z|b).
O
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Corollaire 11.8. Soit A est un anneau intégre.
i. Tout élément associé a un élément irréductible est irréductible.

#. Tout élément associé a un élément premier est premier.

Proposition 11.9. Soit A un anneau intégre. Tout élément premier
dans A est irréductible

Démonstration. D’une part si x est premier il n’est pas inversible. De
plus si = ab, alors comme x est premier il divise, disons, a. On a donc

x = za'b pour un élément o’ € A

et ainsi #(1 —a’b) = 0. Par intégrité on obtient a’b = 1 et b est inversible.

O

Théme 11.10 (Premier vs irréductible). On a vu qu’un élément
premier est irréductible, mais la réciproque est fausse.

Exercice 11.11. On considére
Z[iv/5] = {a + ibV/5 € C, (a,b) € Z*}
et N : Z[iv/5] — Nla norme donnée par N(a+ibv/5) = a*+5b°.

i. Montrer que Z[iv/5] est un anneau intégre.

ii. Montrer que 2 € Z[i1/5] est si et seulement il est de norme
1. En déduire que 3 n’est pas inversible dans Z[iv/5].
iti. En observant que 3 divise 9 = (2+4/5)(2 —1i/5), montrer
que 3 n’est pas premier.
On montre désormais que 3 n’est pas irréductible dans Z[i1/5].
v. Soient z, y des éléments de Z[i1/5] tels que 3 = xy. Quelles
sont les valeurs possibles de N(z) et N(y)?

vi. Montrer que Z[Z\/g] ne posséde pas d’élément de norme 3.
En déduire que 3 est irréductible.




Proposition 11.12. Dans un anneau principal, tous les éléments irré-
ductibles sont premiers.

Démonstration. Si x est irréductible, il n’est pas inversible et comme
nous l'avons vu précédement il n’est pas nul non plus. D’aprés la Propo-
sition 11.7 'idéal < x > est maximal parmi les idéaux monogénes, mais
comme par hypothhése A est principal il est ici simplement maximal. En
particulier d’aprés le Théoréme 8.6 < x > est un idéal premier et x est
premier par la Proposition 11.7. (I

12. PGCD et théoréme de Bezout

Définition 12.1. Soit A un anneau intégre et x, y deux éléments de A.
On dit que z et y admettent un plus grand diviseur commun s’il existe
un élément d € A tel que

d divise z, d divise y, si a € A qui divise x et y, alors a divise d.

On dit alors que d un pged de a et b.

Lemme 12.2. Soit A un anneau intégre et x, y deux éléments de A
admettant un pged noté d. Un élément d € A est un pged de x et y si
et seulement si d et d' sont associés.

Démonstration. Si d et d’ sont deux pged de x et y, alors par définition
d' divise d (puisque d'|z et d'|y)) et d divise d’ (puisque d|z et d|y)).
Réciproquement si d’ est associé a d, alors il divise = et y (puisque d les
divise) et si d” est un diviseur de z et y il divise d, donc d'. O

Remarque 12.3. (a) On dit que = et y sont premiers entre eux s’ils ad-
mettent 14 comme pged. Le lemme précédent indique qu’alors I’ensemble
des pged de x et y est AX.

(b) Puisque tout élément de A divise 0 on a pged(z,0) ~ x. L’ensemble
des pged de 0 et x correspond & ’ensemble des éléments associés & x.

(c¢) La définition du pged se généralise & un nombre fini d’éléments de A.
Proposition 12.4. Soit A un anneau intégre et x, y deux éléments de

A non-nuls qui admettent un pged d. Alors il existe x', y' deuz éléments
de A premiers entre euz tels que x = dx’ et y = dy’.

12. PGCD et théoréme de Bezout

Démonstration. On écrit x = dx’ et y = dy’ par définition du pged ; reste
a montrer que z’ et 3’ sont premiers entre eux. Si a est un diviseur de z’
et y', alors da divise & la fois = et y, donc d. On obtient alors un élément
b € A tel que d = dab, et d(1 — ab) = 0. Comme z et y ne sont pas nuls
on a d # 0 et a est inversible, 2’ et y’ sont premiers entre eux. O

Théoréme 12.5. Soit A un anneau principal. Tout couple (a,b) d’élé-
ments de A admet un pged. Plus précisément, tout générateur de l'idéal
<a>+ <b> est un pged de a et b, et réciproquement. Autrement dit,
(d est un pged de a et b) <= <a>+ <b>=<d>.
Démonstration. Si a, b sont des éléments de A, alors <a> + <b> est
monogéne, engendré par un élément d; montrons qu’il s’agit d’un pged
de a et b. D’une part a €<d> et b €<d> donc d divise a la fois a et b.
D’autre part si d’ divise a et b, alors <a>C<d >, <b>C<d > donc
<d>=<a>+ <b>C<d >

et d’ divise d. Réciproquement si d’ est un pged de a et b on a vu que d
et d’ sont associés donc engendrent le méme idéal. (]

Théoréme 12.6 (Théoréme de Bezout). Soit A un anneau principal et
a, b deuzw éléments de A.

a et b sont premiers entre eur <= 3 (u,v) € A? tel que au +bv = 1.

Démonstration. Comme vu précédemment a et b sont premiers entre eux
si et seulement s’ils admettent 1 pour pged, c’est a dire si

<a>+ <b>= A,

une condition équivalente a celle de I’énoncé. O

Corollaire 12.7 (Lemme de Gauss). Soit A un anneau principal. Si a,
b et ¢ sont des éléments de A, alors :

a divise bc et a et b premiers entre eur =—> a divise ¢
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II. Anneaux commutatifs

Démonstration. Si a et b sont premiers entre eux on a u, v dans A tels
que au + bv = 1, d’oit au + bvc = ¢. Comme a divise bc on a disons
ax = be, si bien que

¢ = au + bvc = au + avz = a(u + vx)
et a divise c. O

On définit un plus petit commun multiple de deux éléments x, y dans
un anneau intégre A de fagon trés similaire aux pged. Un ppem de z et
y est un élément de A divisible par x, y, et qui divise tout autre élément
vérifiant cette propriété.

Proposition 12.8. Soit A un anneau principal et (x,y) € A%

i. Les éléments x et y admettent un ppcm. Leurs ppcm sont éléments
m de A tels que
<zr>N<y>=<m>.

1. Si d et m sont des pged et ppem de x et y, alors xy et md sont
asSOCLES.

iii. St x et y sont premiers entre eux, alors xy est un ppcm de x et y.

Démonstration. Exercice. O

13. Arithmétique des anneaux euclidiens

On a vu précédemment que l'existence des pged est assurée dans un
anneau principal. Toutefois celle-ci n’est pas effective : il s’agit de trouver
un générateur d’un certain idéal, un probléme difficile. La situation est
plus confortable pour les anneaux euclidiens, ot I’on généralise sans peine
I’algorithme d’Euclide de Z.

Lemme 13.1. Soit A un anneau euclidien de stathme ¢ : A* — N. Si
a, b sont deux éléments de A avec b non-nul, et si a = bg+r est la division
euclidienne de a par b, alors pged(a,b) et pged(b,r) sont associés.

Démonstration. Comme on a a = bg+r ona <a>C<b>+ <r>.
Puisque bien entendu on a <b>C<b> + <r> on obtient

<a>+ <b>C<b> 4+ <r>.
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Le méme raisonnement en partant de » = a — bg montre que
<b> 4+ <r>C<a>+ <b>,

ainsi deux générateurs de ces idéaux (les pged qui nous intéressent) sont
associés. O

Théoréme 13.2 (Algorithme d’Euclide). Soit A un anneau euclidien
de stasthme ¢ : A — N. En effectuant les divisions euclidiennes suc-
cessives
a=bgq +r1 dea pard
b=17r1q2 + 72 de b par r1

1 =12g3 + T3 de 1 par ra

Tk = Tk+1qk+2 + Tk42 de Tk PAr Trp41

le dernier reste non-nul de ce processus est un pged de a et b.

Esquisse de la preuve. La suite des images des restes p(r1), ©(r2), ... est
strictement décroissante dans N, jusqu’a stationner, disons au rang n (&
partir de ce moment, on a nécessairement un reste nul, par définition du
stasthme). En vertu du Lemme 13.1 on a

~ pged(rn_1,7n) = rn_1.

O

pged(a, b) ~ pged(b,r1) ~ pged(ri,ra) ~ -«

Ezercice 13.3. Déterminer dans Q[X] un pged des polynomes
P=X’-X-2eQ=X"-X*"-10X*+10X%>+9X — 9.

14. Anneaux factoriels

Définition 14.1. On dit qu’un anneau A est factoriel s’il est intégre, et
si tout élément a € A non-nul, non-inversible se décompose en un produit
fini d’éléments irréductibles de A de fagon unique, a 'ordre et au produit
par un élément inversible prés.

Concrétement, A est donc intégre et vérifie les deux axiomes suivants :



(Al) si a € A est non-nul, non-inversible, alors il existe z1,...,z, des
éléments irréductibles de A tels que a = 1 - ... - T,

sia =y1 ... Ym est une autre décomposition de a en un produit
d’irréductibles de A, alors m = n et il existe une permutation
o € 6, telle que pour tout 1 <4 < n, z; et y,(;) sont associés.

(A2)

Ainsi de la méme maniére qu’on a "le" pged de deux éléments dans un
anneau intégre, on parlera de "la" décomposition d’un élément dans un
anneau factoriel, bien qu’elle ne soit définie qu’a multiplication par un
inversible prés.

Exercice 14.2. Observer la situation dans 'anneau Z : quels sont les
décompositions possibles d’un élément ?

Proposition 14.3 (Définition équivalente de la factorialité). Un anneau
intégre A est factoriel si et seulement s’il vérifie l'aziome (Al) de la
Définition 14.1 et l’axiome suivant

(A2") Tout élément irréductible de A est premier.

Démonstration. Supposons que A soit intégre, vérifie (A1), (A2) et soit
x € A un élément irréductible. On a x non-nul, non-inversible. Supposons
que z|ab dans A, c’est a dire qu’il existe y € A tel que zy = ab.
— sl a est inversible (resp. b est inversible), alors x divise b (resp. a),
ce qu'il fallait démontrer.
— si a et b ne sont pas inversibles, on obtient avec leurs décompositions

ai...anb1...by, = Y.

pour certains irréducibles az, .., Gn, b1, ...b;m de A. Par unicité (A2)
de la décomposition de I’élément (non-inversible) zy, on obtient
par exemple & ~ a; pour un entier 1 < ¢ < n (resp.  ~ b; pour
1 < j <m), auquel cas z divise a (resp. b).

Supposons maintenant que A intégre vérifie (A1) et (A2'). On fixe
deux décompositions

L1...n =T = Y1...Ym

d’un élément non-nul, non-inversible x de A, avec n < m. L’élément x;
est irréductible, donc premier par hypothése et il divise yi...yn, : il existe

14. Anneaux factoriels

1 < 5 < m tel que z1|y;, c’est & dire y; = ax1 pour un certain a € A.
L’élément y; étant irréductible et 1 non-inversible, on a a € A et ainsi

T1.-Tn = Y1---Yj--Ym = Y1...Yj—1AT1Yj+1---Ym

donc z1(x2...xn — AY1...Yj—1Yj+1.--Ym) = O et par intégrité

T2..Tn ~ Y1--.Yj—1Yj+1.-.Ym

On effectue le méme processus, pour 2, T3...T, pour épuiser le membre
de gauche, et puisqu’un produit d’irréductibles n’est pas inversible, on a
alors m = n, et tout élément x; est associé & un des y;. d

Remargue 14.4. On a précédemment construit dans Z[i+/5] un élément
premier non-irréductible : il est donc intégre, mais pas factoriel.

Théoréme 14.5. Un anneau principal est factoriel.

Démonstration. Si A est principal, il est intégre et on a vu précédemment
(Proposition 11.12) qu’il vérifie 'axiome (A2’). Supposons par 'absurde
que A ne vérifie pas Uaxiome (A1), c’est & dire que I’ensemble

X={acA, a#0, a¢ A*, a n'est pas un produit d’irréductibles}

est non-vide. On note 7 I’ensemble des idéaux engendrés par les éléments
de X, et on applique le lemme de Zorn & ’ensemble 7 : si

L Cl,C..

est une chaine d’élément de Z, on voit que 1'union croissante Uj>1 I;
est un idéal non-nul de A (méme preuve que précédemment) et comme
A est principal, il existe un élément a € A qui ’engendre et puisque a
appartient a Uj>1 I;, il existe un k£ > 1 tel que a € I, =<ax > pour un
certain ay € A, et ag|z. On a alors

UL =<a>=1I

j=1

et la chaine I1 C Iz C ... admet bien un majorant dans Z. Le lemme
de Zorn assure donc que Z posséde un élément < x > maximal pour
I'inclusion dans Z.
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II. Anneaux commutatifs

L’¢élément © € A est non-nul, non-inversible et n’est pas non plus
irréductible (puisqu’il n’admet pas de décomposition). On a donc = = zy
avec y, z non-inversibles, mais alors on a

<Tr>C<y> et <xr>C<2z>,

or y ou z se doit d’appartenir & X (sinon z admettrait une décomposi-
tion!) ; ceci contredit la maximalité de < z > dans X. O

Théme 14.6. On a vu précédemment les implications
A euclidien = A principal = A factoriel

et que la premiére implication est stricte. Pour montrer que la
seconde D’est aussi, on peut utiliser le résultat suivant qu’il faut
savoir, mais dont ne développerons pas la preuve (elle n’est pas
treés difficile mais un peu longue).

Théoréme 14.7. Un anneau A est factoriel si et seulement si
A[X] est factoriel.

Les exemples précédents comme Z[X] nous permettent ainsi de
construire des anneaux qui sont bien factoriels, sans pour autant
étre des anneaux principaux.

15. Arithmétique des anneaux factoriels

On rappelle que dans un anneau factoriel, tout élément non-nul, non-
inversible s’écrit de maniére unique comme un produit d’élément irré-
ductibles, ceux-ci étant définis & association prés.

Ezemple 15.1. Donner une décomposition compléte ans 'anneau R[X],
puis dans C[X], du polynéme P = X* — X* 4 X% — X. Quels sont les
irréductibles de C[X]?

Lemme 15.2 (Diviseurs dans un anneau factoriel). Soit A un anneau
factoriel et a € A non-nul, non-inversible. On écrit une décomposition

— 91 Qan
a=x]"..Ty,
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de a en un produit d’irréductibles 1, ..., zn (avec les «; strictement po-
sitifs). Les diviseurs de a sont les élément de la forme

B1

uTry xﬁ”

avec u tnversible et 0 < 8; < a; pour tout 1 < i < n.

Démonstration. Sib est un diviseur de a inversible, il n’y a rien & montrer.
Si b n’est pas inversible, on note x un de ses facteurs irréductibles, si bien
que z|a. Par factorialité x est associé & un des z;, on peut donc I’écrire
bi;x; avec b; inversible. Le méme raisonnement pour tous les irréductibles
qui entrent dans la décomposition de x assorti au fait que le produit des
b; est inversible assure que x est de la forme voulue (le fait que 8; < «;
est clair par unicité de la décomposition en produit d’irréductibles). O

Proposition 15.3 (pged et ppcm dans un anneau factoriel). Deux élé-
ments a, b d’un anneau factoriel A admettent un pged et un ppcm. Plus
précisément si on écrit les décompositions en produits d’irréductibles

b1 abn,

a=zt.xpm etb=x
(avec éventuellement les a; ou B; nuls), alors en posant ~; = min(ay, 3;)

et 0; = max(ay, ;) pour tout 1 <i<m on a
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et ppem(a, b) ~ x]t...xy

pged(a, b) ~ x]*...x)

Démonstration. Cela découle directment de la description des diviseurs
du Lemme 15.2. |

Théoréme 15.4 (Lemme de Gauss). Soit a, b, ¢ trois éléments d’un
anneau factoriel. Si a divise be et a est premier avec b, alors a divise c.

Démonstration. On contemple les décompositions de a, b, ¢ et be. Si a
divise be, c’est que son support (c’est & dire les éléments irréductibles qui
entrent dans sa décomposition) est contenu dans celui de be (a association
prés). Comme a et b sont premiers entre eux, leurs supports sont disjoints
et ainsi le support de a est contenu dans celui de ¢. Comme b ne contribue
pas dans le produit bc pour les irréductibles du support de a, il est clair
que a divise c. O



