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1. INTRODUCTION

Cette premiere version de 'article est rédigée pour mon mémoire d’habilitation.

Soit F' un corps et X une F-variété projective homogene sous 'action d’un groupe
algébrique semisimple. Si F' est séparablement clos, la variété X est cellulaire, en
vertu de la décomposition de Bruhat. Son motif est alors de Tate pur, c’est a dire
isomorphe a une somme directe finie de motifs de Tate. En outre, le nombre de
ces facteurs de Tate et leurs décalages sont déterminés de maniere unique par le
groupe de Weyl de G et le type d’un sous-groupe parabolique associé a X, comme
montré par Kock [13].

La situation est bien plus mystérieuse si F' n’est pas séparablement clos et si I’on
considere des motifs & coefficients entiers ou finis. Les travaux menés a la fin
des années quatre-vingt-dix par Rost et Vishik au sujet des motifs des quadriques
projectives sont une pierre angulaire au programme de classification des motifs
de variétés projectives homogenes. Outre le fait qu’ils constituent une étape cru-
ciale de la preuve de la conjecture de Milnor due & Voevodsky ([33][34]), ceux-ci
ont révolutionné la théorie algébrique des formes quadratiques, permettant no-
tamment la résolution de conjectures profondes ([16],[30]). Parmi ces résultats,
un des théoremes les plus remarquables de Vishik est son critere d’isomorphisme,
qui stipule que les motif de deux quadriques sont isomorphes si et seulement si les
formes quadratiques associées ont méme indice de Witt, sur toute extension du
corps de base ([32], voir [11] et [I5] pour es preuves en toute caractéristique).

Les quadriques (projectives) sont homogenes sous I’action des groupes orthogonaux
et spinoriels. En parallele, des la fin des années quatre-vingt-dix, Karpenko obtient
un critere d’isomorphisme dans un autre cas fondamental, celui des variétés de
Severi-Brauer, a coefficients entiers puis a coefficients finis ([I5],[I7]). Les travaux



de Calmes, Chernousov, Karpenko, Gille, Merkurjev, Petrov, Semenov et bien
d’autres mettent a jour des subtilités qui n’apparaissent pas pour les quadriques,
notamment le défaut d’unicité des décompositions motiviques a coefficients entiers
(B],[4]). Les motifs & coefficients finis s’avérent ainsi plus riches, et en pratique
suffisants pour toutes les applications connues ou en vue, si bien que les regards
de la communauté se tourneérent vers les coefficients IF,,.

Plus récemment, la notion de variété critique introduite dans [§] permet d’établir
une nouvelle classe de variétés projectives homogenes dont on peut classifier les
motifs, cette fois en fonction des indices de Tits des groupes semisimples associés.
Ce résultat permet d’étendre le critere de Vishik a tous les groupes classiques, et
notamment aux motifs des variétés d’involutions considérées par Tao [28§].

Notons que tous les criteres précédemment cités comparent les motifs de variétés
projectives homogenes sous 'action de groupes de méme type (c’est a dire au
bas mot tous deux formes intérieures d’un méme groupe quasi-déployé). Les sous-
groupes paraboliques associés a ces variétés projectives homogenes sont de plus eux
aussi toujours supposés de méme type, les deux étant des paires de quadriques,
de variétés de Severi-Brauer, ou encore de variétés d’involution. Le présent arti-
cle fournit un premier critére d’isomorphisme entre motifs de variétés projectives
homogenes, indépendamment des types des groupes semisimples considérés et des
sous-groupes paraboliques associés. Le critére obtenu (Corollaire met en jeu
la trace de Tate, un nouvel invariant motivique qui controle 'isotropie des variétés
projectives homogenes. L’expression de la trace de Tate en fonction des indices
discrets classiques des groupes semisimples recouvre les criteres précédemment
cités et les étend tout facteur direct du motif d’une variété projective homogene,
a coefficients dans IF,.

On donne ensuite en quatrieme section une application du Théoreme a
I’équivalence motivique des groupes semisimple, c’est a dire a leur classification en
fonction des motifs de leurs variétés projectives homogenes [9]. Plus précisément,
on obtient une généralisation du critére principal de [9] au sous ensembles d’un
sommet du diagramme de Dynkin d'un groupe semisimple qui dominent un sous-
groupe parabolique donné (Théoréme .

2. MOTIFS GEOMETRIQUEMENT DE TATE PUR, MOTIFS SUPERIEURS

Dans toute la suite, ayant fixé au préalable un corps de base F' et un nombre pre-
mier p, on travaille dans la catégorie Mot p(F,) des motifs de Grothendieck con-
struits & partir des groupes de Chow & coefficients dans F,, (voir [I],[I1],[24]). Les
variétés considérées seront toujours lisses, projectives et sauf mention du contraire,
les groupes algébriques semisimples seront dans la suite tous supposés intérieurs
(les groupes extérieurs feront I’objet d’une prochaine version).

Soit G un groupe semisimple sur F' et X une variété projective homogene sous
I’action de G, c’est a dire une F-variété isomorphe apres extension & une cloture
séparable F,.,/F & un quotient de Gf,,, par un sous-groupe parabolique.

sep

Si F est séparablement clos, alors la variété X est cellulaire [7]. En particulier, le
motif M(XFp,,,) est isomorphe & une somme directe finie de motifs de Tate (on les
note F,[i], ou i € Z). Plus généralement, on dit qu'un motif M de Moty (F,) est
géométriquement de Tate pur s’il est isomorphe apres extension a toute cloture

séparable & une somme directe finie de motifs de Tate.



DEFINITION 2.1. Soit M € Motp(F,) un motif géométriquement de Tate pur.
On note Fyep/F une cléture séparable de F.

(1) Le rang absolu de M est le nombre de motifs de Tate qui composent Mp,,, .

(2) L’amorce du motif M est le plus petit entier n € Z tel que F,[n] est un
facteur direct de Mp,,, (on écarte ici le cas ou MFp,,, est trivial).

Le rang absolu et l'amorce d’un motif ne dépendent pas du choix d’une
cloture séparable. De maniére équivalente, le rang absolu d’un motif M de
géométriquement de Tate pur est la dimension du IFp-espace vectoriel donné par
la somme directe

H, (M; FP) = @ HomMotpsep (Fp) (]FP [2]7 MFsep)7
=y
tandis qu’en supposant a mnouveau par commodité que M n’est pas
géométriquement trivial, son amorce est ’entier n € Z minimal pour lequel

CH,(M;Fp) = Hommot v, (Fp[n), MF,.,)
n’est pas nul.

DEFINITION 2.2. On note CE;] (F,) la sous-catégorie épaisse (c’est o dire pleine,
additive et stable par facteurs directs) engendrée par les tordus a la Tate de motifs
de F-variétés projectives homogenes.

Concretement, CE,T](FP) est la sous-catégorie pleine de Moty (FF,) dont les objets
sont les sommes directes finies de facteurs directs motiviques de variétés projectives
homogenes dans Mot g (F,), éventuellement tordus par un motif de Tate.

Tous les objets de CB;] (F,) sont géométriquement de Tate purs et bien entendu, les
motifs des variétés projectives en font partie. En raison du principe de Nilpotence
de Rost, la catégorie C[F_] (Fp) est de Krull-Schmidt : tout objet M de CE;_](IFP)
admet une décomposition en une somme directe d’objets indécomposables, unique
& isomorphisme et permutation de ces facteurs pres ([5],[17]).

L’analyse des objets indécomposable de CE:] (F,) est cruciale : ceux-ci font 1'objet
d’une étude intensive depuis les travaux pionniers de Vishik et sont au coeur des
avancées récentes qui les lient & la dimension canonique des variétés ([31], [14]).

Considérons deux variétés X et Y sur F, ainsi qu’une correspondance o : X ~» Y
de degré 0 entre X et Y a coefficients dans I, c’est a dire un élément du groupe
de Chow CHgim(x)(X x Y;F,). La projection p : X x Y — X sur le second
facteur induit un push-forward

ps : CH (X x Y;F,) — CH.(X;F,).

Ala correspondance « on associe ainsi sa multiplicité, notée mult(«), qui est
Iélément de F,, défini par p,(«) = mult(a) - [X] (cf [T, §75]).

DEFINITION 2.3. Soit p un nombre premier et X une variété projective homogéne.
Un facteur direct (X, n) du motif de X dans Motp(F,) est dit supérieur si le
projecteur w est une correspondance w: X ~~ X de multiplicité 1.

Soit X une variété projective homogene. Une décomposition complete (c’est a
dire ou chaque facteur est indécomposable) de M(X) dans Mot (F),) étant fixée,
celle-ci comporte un unique facteur direct & la fois indécomposable et supérieur.



Ne faisant pas de distinction entre ce motif et sa classe d’isomorphisme, on dira
qu’il est le motif supérieur de X & coefficients dans Fp,.

Remarque 2.4. Un facteur direct du motif d’une variété projective homogene est
supérieur si et seulement s’il est d’amorce nulle. Plus généralement, on dit donc
qu'un facteur direct A d’un objet M de CEUT] (Fp,) est supérieur si les motifs A et
M ont méme amorce.

Les motifs supérieurs des variétés projectives homogenes sont les avatars des fais-
ceaux simpliciaux & la Cech considérés par Vishik au cours de son étude des motifs
de quadriques [3T]. Le théoréme de structure de Karpenko stipule qu’a torsion par
un motif de Tate pres, tout facteur direct indécomposable du motif d’une variété
projective homogene & coefficient dans F,, est isomorphe & un motif supérieur [18]
§1]. Ceux-ci sont donc au coeur I’étude qualitative des motifs des variétés projec-
tives homogenes, a coefficients finis.

Les invariants suivants controlent le déploiement des objets de CE;}(IFP).

DEFINITION 2.5. La trace de Tate M de CE;] (F,) est (la classe d’isomorphisme
d’) un facteur direct de Tate pur de M de rang absolu mazimal.

La trace de Tate supérieure de M est la donnée des traces de Tate de Mg, ou E
parcoure toutes les extensions de F'.

Si X est une variété projective homogene, la trace de Tate de M(X) € CBL,T](IFP)
est triviale si et seulement si X n’admet pas de zéro-cycle de degré premier a p
(on dit alors que la variété X est p-anisotrope). A Dinverse, si le motif M(X)
est de Tate pur (par exemple, lorsque F est séparablement clos, ou si le groupe
semisimple sous-jacent est déployé) alors M(X) est isomorphe a sa trace de Tate.

3. UN CRITERE D’ISOMORPHISME DANS CE;] (Fp)

Soient X et Y deux variétés sur F' et p un nombre premier. On dit que X domine
Y modulo p s’il existe une correspondance X ~- Y de degré 0 et de multiplicité
1. La multiplicité de la composée de deux correspondances est le produit de
leurs multiplicités respectives, la relation de domination modulo p définit donc un
préordre sur I'ensemble des variétés sur F. Par la suite on note X =, Y le fait que
X domine Y modulo p et la relation d’équivalence engendrée par =, est notée =,.
Cette relation d’équivalence correspond a une version locale en p de I’équivalence
birationnelle stable.

On étend la relation =, en un préordre sur les objets de CE:] (F,) comme suit.

DEFINITION 3.1. Soient M et N deuz motifs de CE;] (F,). On dit que M domine
N (noté M = N') si les conditions suivantes sont vérifiées.

(1) les motifs M et N' ont méme amorce;

(2) il existe un facteur direct indécomposable et supérieur M’ (resp. N') de
M (resp. N), ainsi qu'une correspondance M’ ~~ N’ de degré 0 et de
multiplicité 1 entre ces facteurs.

SiM =N et N =M, on dit que M et N sont équivalents.



Clairement, si X et Y sont deux variétés projectives homogenes, le motif M(X)

domine M(Y") dans CE;] (Fp) si et seulement si X domine ¥ modulo p. Le lemme
suivant est essentiellement contenu dans [I8] et [31].

LEMME 3.2. Soit F' un corps et p un nombre premier. Deux objets indécomposables
de CE;] (F,) sont isomorphes si et seulement s’ils sont équivalents.

Preuve. Si M et N sont objets indécomposables de C[F_](Fp), les deux conditions
(étre équivalents ou isomorphes) impliquent clairement chacune qu’ils ont méme
amorce, disons n. Quitte & tordre ces motifs par F,[—n], on peut donc supposer
qu’ils sont tous deux d’amorce 0. Les motifs M et A sont alors isomorphes aux
motifs supérieurs de deux variétés projectives homogenes et on entre dans les
conditions de [14] Corollary 2.15]. O

La flexibilité apportée par la catégorie CE;] (F,) permet de produire le criteére
suivant qui stipule qu’a coefficients finis, les classes d’isomorphismes des motifs de
variétés projectives homogenes sont controlées par leur déploiement.

THEOREME 3.3. Soit F' un corps et p un nombre premier. Deux motifs de CED_] (Fp)
sont isomorphes si et seulement s’ils ont méme trace de Tate supérieure.

Preuve. La propriété de Krull-Schmidt assure que si M et A/ sont deux objets
isomorphes de C[F_](Fp), ils ont méme trace de Tate supérieure.

Réciproquement, supposons que les traces de Tate supérieures de M et N coin-
cident. Remarquons qu’en notant Fj.,/F une cléture séparable de F, les motifs
Mg, et Ng,  ont méme trace de Tate et ainsi M et N ont méme rang absolu.

sep sep
On raisonne par récurrence sur le rang absolu commun de M et N. Si ces motifs
sont de rang absolu 0, ils sont triviaux ; supposons donc que les deux sont de rang
absolu n > 0. On fixe deux ensembles finis Z et 7, ainsi que des décompositions

(1) M=PMla] et N=PN;,),

i€l ieJ
de M et N comme somme d’objets indécomposables, avec les (M;);ez et (N;) jers
tous d’amorces nulles.

Notons que puisque les traces de Tate de Mp,,, et NFMP sont isomorphes, les
amorces de M et A sont égales & un entier m (celui-ci correspond aux décalage
minimal apparaissant dans les décompositions de (1)). En particulier, quitte &
tordre M et N par F,[—m], on peut supposer que les deux sont d’amorce nulle.

Considérons les sous-ensembles
To ::{iEI, ai:0} et Jo Z:{j€j7 ijO}.

Un facteur indécomposable M; de M (resp. N; de ) est supérieur si et seulement
sii € Zp (resp. j € Jp). Soit donc M, un facteur indécomposable supérieur de M.
En vertu de [I7], M, est isomorphe au motif supérieur d’une variété projective
homogene X ; on le note (Xo, 7o) pour un projecteur o € Endngot(r,) (M(X)).

Considérons F'(Xo)/F, le corps des fonctions de Xg. Le motif (M;,) p(x,) possede
un facteur direct isomorphe & F,[0] car X, acquiert un zéro-cycle de degré 1 sur
son corps des fonctions. Par hypothese, les traces de Tate de Mp(x,) et Nr Xo)
sont isomorphes. La propriété de Krull-Schmidt assure donc qu’il existe un indice



J1 € Jo tel que Nj, possede lui-méme un facteur direct isomorphe & F,[0], apres
extension des scalaires & F'(Xj).

A nouveau, écrivons N, comme le motif supérieur (X, 7 ) d’une variété projective
homogene X;. La variété X; admet un zéro-cycle de degré 1 sur le corps des
fonctions de Xy, on a donc une correspondance « : Xg ~» X1 de degré 0 et de
multiplité 1 ([II, §75]). La correspondance w1 o cvo mg : My, ~» Nj, est aussi de
degré 0 et de multiplicité 1, si bien qu’on a montré que M, = N, .
On itere le processus, en notant F'(X) le corps des fonctions de la variété projective
homogene X;. Puisque les traces de Tate des motifs Mp(x,) et N, F(x,;) sont
isomorphes, il existe un indice is € Zy tel que le facteur indécomposable M,, de
M contienne, apres extension des scalaires & F'(X1), un facteur direct isomorphe
a F,[0]. On obtient ainsi une correspondance Nj, ~» M,,, c’est a dire Nj, = M,,.

Le motif M;, n’a aucune raison d’étre M,,. Néanmoins en itérant, on construit
une suite décroissante dans CE;](IFP) de motifs
M, = Ny, = My, =N, = ..

Les ensembles Z et J sont finis, cette suite est donc périodique et il existe un

entier positif k tel que
My, = Njy = o im M,
Les motifs M;, et Nj, ., sont donc équivalents et isomorphes, par le Lemme )

La trace de Tate étant compatible avec la somme directe dans CB[,_] (Fp), les motifs

P Mia] et B Nl

k+1

i€\ {ix} JET\{Jk+1}
sont de méme rang absolu strictement inférieur a n. Ils sont donc isomorphes par
hypothese de récurrence, ce qui conclut la preuve. O

COROLLAIRE 3.4. Soient X etY deuz variétés projectives homogenes sur F. Les
motifs M(X) et M(Y') sont isomorphes dans Motg(F,) si et seulement si pour
toute extension E/F, les traces de Tate de M(Xg) et M(YEg) sont isomorphes.

Remarque 3.5. Le Théoreme [3.3] et le Corollaire 3.4 suffisent & classifier les motifs
de toutes les variétés projectives homogenes, a coeflicients dans F,. En effet,
les deux résultats s’étendent aux groupes semisimple p-intérieurs en remplacant
pour leur preuves les variétés projectives homogenes par des variétés projectives
quasi-homogenes, voir [I8]. S’ensuit le cas des groupes semisimples arbitraires qui
découle du cas p-intérieur, les isomorphismes entre motifs a coefficients dans F,
pouvant étre vérifiés apres une extension de degré premier a p.

3.0.1. Motifs et invariants algébriques classiques.

On montre désormais comment déduire du Théoreme des criteres
d’isomorphismes motiviques mettant en jeu les indices classiques associés aux
groupes semisimples et au structures algébriques associées.

COROLLAIRE 3.6 (Critére de Vishik). Soient g et ¢’ deuz formes quadratiques sur
un corps F, dont on note Q et Q' les quadriques projectives respectives.

Les motifs M(Q) et M(Q') sont isomorphes si et seulement si pour toute extension
E/F, les indices de Witt des formes qg et ¢ sont égauz (a coefficients entiers ou

dans Fq).



Preuve. Le foncteur de changement des coefficients de Z a F9 induit une bijection
sur les classe d’isomorphismes de motifs de quadriques projectives [12], on peut
donc se cantonner aux coefficients Fy.

Soit ¢ une forme quadratique sur F, dont on note @) la quadrique projective as-
sociée. Les décomposition motiviques des quadriques isotropes de Rost [26] as-
surent que la trace de Tate du motif M(Q) € Mot (FF3) est isomorphe &

Fo[0] & ... ® Falin ()] ® Fa[dim(Q) — iy (q)] & ... ® Fa[dim(Q)).

La trace de Tate du motif d’'une quadrique projective est ainsi uniquement
déterminée par I'indice de Witt de la forme quadratique sous-jacente et il reste a
appliquer le Théoreme [3.4] O

COROLLAIRE 3.7. Soient F un corps, p un nombre premier et A, B deux F-
algebres simples centrales de méme dimension.

Les motifs de deux variétés de drapeaux d’idéaux anisotropes M (X (i1, ...,1n;A))
et M((X(i1,...,4n; B)) sont isomorphes & coefficients dans ), si et seulement si
les parties p-primaires de A et B engendrent le méme sous-groupe du groupe de
Brauer de F.

Si (A, o) est une algebre & involution, on note 4, 2(c) la dimension réduite maxi-
male d’un idéal o-isotrope de A.

COROLLAIRE 3.8 ([8]). Soient (A,0) et (B,T) deuz algébre a involutions orthog-
onales, dont on note X, et X, les variétés d’involutions respectives. Les motifs
M(X,) et M(X;) sont isomorphes a coefficients dans Fo si

A~B et y2(og)=iywe(TE) pour toute extension E/F

Preuve. Tout d’abord, les deux conditions impliquent que les variétés X, et X,
sont de dimension égale, disons d. De plus, si les motifs M(X,) et M(X,) sont
isomorphes, les algebres A et B sont isomorphes []], on le suppose donc désormais.

Soit (A,s) une algebre a involution orthogonale isotrope, et X, la variété
d’involution associée. Le motif M(X;) se décompose une somme directe

P M(SB(A))[k(deg(A) — )] & M(X,,,) & D M(SB(A))[d — k(deg(A) — 1))]
k=0 k=0
ou M(X;, ) est la variété d’involution associée & la partie anisotrope de (A, s)
et ou r est un entier. Le théoréme d’anisotropie [I9] assure que le motif
M(Xs,, ) F(sB(a)y) obtenu apres restriction au corps des fonctions de la variété
de Severi Brauer de A est de trace de Tate nulle. Le motif M(X,,,)rsB(a)) est
donc de trace de Tate

(r+1)(deg(A)—1)

Fy[k] & Fol[dim(Xs) — k].
k=0

L’algebre a involution (A, s)psp(a)) étant isomorphe a un espace quadratique
(V,gs), on a alors I’égalité

iw2(A, 8) = iw(qs) = (r + 1)(deg(4) — 1)
si bien que la trace de Tate de X, détermine le 2-indice i,2(4,s), et
réciproquement. On a donc obtenu qu’étant donnée une extension E/F, on a

Iégalité iy 2(0r) = tw2(TE) si et seulement si les traces de Tate de M(X,)g et
M(X ;) g sont isomorphes. O



Remarque 3.9. Un raisonnement similaire permet d’étendre le résultat aux in-
volutions symplectiques et unitaires et ainsi obtenir complétement [8, Corollary
3.18].

4. APPLICATION A L’EQUIVALENCE MOTIVIQUE DES GROUPES SEMISIMPLES

On présente ici quelques premieres conséquences de ce résultat dans le cadre de
l’équivalence motivique des groupes semisimples [9]. La classification de Tits des
groupes semisimples repose sur des données combinatoires, les indices de Tits (ou
diagrammes de Satake) dont nous rappelons brievement la construction. Rap-
pelons les acteurs en jeu ([211,[22],[23],125],[27],[29]).

Soit G un groupe algébrique semisimple, défini sur un corps F' dont on note tou-
jours Fye,/F une cloture séparable. Un tore maximal T de G étant fixé, on associe
a la paire (G,T) un diagramme Dynkin A(G) qui ne dépend pas du choix de T.
Dans la suite, on notera indifféremment A(G) pour le diagramme de Dynkin de
G ou pour I'ensemble de ses sommets.

Le Galois absolu Gal(Flse,/F') agit naturellement sur les systémes de racines sim-
ples associés a la paire (G, T). Apres torsion par un un élément du groupe de Weil,
on obtient donc une action de Gal(Fjsep/F) sur A(G), la *-action, qui ne dépend
pas non plus du choix initial d’un tore maximal. On dit que G est intérieur si
la x-action est triviale, et que G est p-intérieur s’il devient intérieur apres une
extension p-primaire E//F, pour un nombre premier p.

A tout sous-ensemble © de A(G) invariant pour la *-action, on associe une F-
variété projective homogeéne que l'on note Xg g. La classification de Borel-Tits
[2] stipule que cette assignation induit une bijection

sous-ensembles F-classes d’isomorphismes de
x-invariants de A(G) variétés projectives G-homogenes
© — X@7G

On dit alors qu’'une variété projective homogene est de de type O si elle est iso-
morphe a la variété Xg ¢ de maniere G-équivariante.

Remarque 4.1. 1l existe deux conventions opposées dans la littérature concernant
le type des variétés projectives homogenes. Dans cet article, on se place suivant
celle pour laquelle la variété Borel d’un groupe semisimple G est de type A(G).

L’indice de Tits de G est la donnée du diagramme de Dynkin A(G) muni de la
x-action et d’un sous ensemble Ag(G) C A(G) de sommets distingués. L’ensemble
Ap(G) est défini comme suit : un sommet i de A(G) appartient & Ag(G) 8’1l existe
une x-orbite © contenant ¢ et telle que la variété Xgo ¢ admet un point rationnel.

Si Ag(G) = A(G) (ou de maniere équivalente, si G contient un tore maximal
déployé) on dit que G est un groupe quasi-déployé. Tout groupe semisimple G
est forme intérieure d’un groupe quasi-déployé, défini de maniére unique & isomor-
phisme et dont le diagramme de Dynkin caractérise celui de G, muni de la *-action
du groupe de Galois absolu.

Etant donné un sous-ensemble © des sommets du diagramme de Dynkin d’un
groupe semisimple G, il existe une extension finie, séparable et minimale apres
laquelle © devient *-invariant. Cette extension est définie de manieére unique a
isomorphisme pres ; on la note Fg ¢/F.



DEFINITION 4.2. Soit G un groupe semisimple, © un sous-ensemble de A(G) et p
un nombre premier. Le motif standard de type © de G a coefficients dans Fy, est
la classe d’isomorphisme du motif M(corrp, /r(Xe,re)) d'une corestriction a
F d’une Fg g-variété projective homogene de type © ; on le note Mg ¢.

Notons que dans les énoncés de cette version, on se limite aux groupes semisimples
intérieurs. Les sous-ensembles des diagrammes de Dynkin considérés sont donc
tous *-invariants, auquel cas le motif standard Mg ¢ est le motif M(Xeg ) d'une
variété projective homogene de type © de G.

Les considérations motiviques a coeflicients finissont a 1’origine des versions locales
en un nombre premier p des indices de Tits, introduites dans [9] (voir aussi [10]).
Le p-indice de Tits de G est I'indice de Tits de Gr,, ou F},/F est une cloture p-
spéciale de F' [11], §101.B] ; on le note Tits,(G). Cet indice ne dépend pas du choix
d’une cléture p-spéciale et on dit qu'un sommet de A(G) est p-distingué s’il est
distingué dans I'indice de Tits de A(GF,). L'ensemble des sommets p-distingués
de G est noté Ag ,(G).

Remarque 4.3. De maniére équivalente, un groupe semisimple G et un nombre
premier p fixés, un sommet i de A(G) est p-distingué si et seulement §’il existe un
sous-ensemble Gal(Fi.p/F') invariant contenant ¢, et tel qu'une variété projective
G-homogene de type © admet un zéro-cycle de degré premier a p.

Notation 4.4. Soit G un groupe algébrique semisimple et ©, ©’ deux sous-
ensembles des sommets du diagramme de Dynkin de G. On dit que © domine
©' modulo p (noté © =, ©’) si le motif Mg ¢ domine Mg/ ¢ dans CE;] (Fp).

On dispose désormais des outils pour définir I’équivalence motivique des groupes
semisimples, qui vise a produire une classification de ces groupes algébriques en
fonctions des motifs des variétés projectives homogenes associées.

DEFINITION 4.5. Soit F' un corps et p un nombre premier. Soient G et G' deuz
groupes algébriques semisimples sur F', tous deux formes intérieures d’un méme
groupe quasi-déployé. On dit que G et G’ sont motiviquement équivalents modulo
p s’il existe un isomorphisme de leurs diagrammes de Dynkin

0 : A(G) — A(G")

qui commute aux actions du groupe de Galois absolu et tel que pour tout © C A(G),
les motifs standards Me, g et My(e),qr sont isomorphes, a coefficients dans .

Remarque 4.6. Deux groupes spéciaux linéaires (ou projectifs linéaires) G et G’ de
méme rang sont ainsi motiviquement équivalents modulo p si et seulement si pour
toute suite d’entiers i1 < ... < ig, les motifs des variétés de drapeaux de dimensions
fixées M(Xy4,..i1.6) et M(X (i, . iy.6r) sont isomorphes, & coefficients dans IF,,.
Méme remarque pour les groupes spéciaux orthogonaux et spinoriels, avec cette
fois les variétés de drapeaux de sous-espaces isotropes de dimension fixée.

Le résultat suivant expose le lien profond qui unit les motifs des variétés projec-
tives homogenes et l'isotropie des groupes semisimples. Son énoncé généralise le
résultat principal de [9] aux sous-ensembles du diagramme de Dynkin d’un groupe
semisimple qui dominent des sommets donnés.
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THEOREME 4.7. Soient G et G’ deux groupes algébriques semisimples sur F', tous
deux formes intérieures d’un méme groupe quasi-déployé. Fizons un sous-ensemble
O de A(G), ainsi qu’un isomorphisme

0 AG) — A(G")
qui commute aux actions du groupe de Galois absolu de F'.

Les conditions suivantes sont équivalentes.

(1) Pour tout sous ensemble © C A(G) qui contient Og, les motifs standards
Me.c et Mye),gr sont isomorphes dans Motz (F,);

(2) Pour toute extension E/F pour laquelle ©¢ est p-distingué, la restriction

: Ap,O(GE) — Ap,O(GIE)

PlagoGm

a Apo(GE) est une bijection compatible avec les actions du groupe de
Galois absolu qui identifie les sommets p-distingués de Gg et de G'y.

Preuve. (1) = (2) Soit E/F une extension pour laquelle le sous-ensemble O est
p-distingué dans Tits,(Gg). Montrons premiérement que 'hypothese (1) implique
que pour toute extension E/F, O est p-distingué dans Tits,(Gg) si et seulement
si est p(Op) lest aussi dans le p-indice de Tits de G'g.

Soit E,/E une cloture p-spéciale de E. Par hypothese, la variété projec-
tive G g,-homogene X@o,GEp a un point rationnel sur son corps des fonctions
Ey(Xe,,cr, ) Par fonctorialité, motifs M(Xe,,cp, ) et M(X@(Go),G'Ep) sont iso-
morphes. Par Krull-Schmidt leurs motifs supérieurs sont tout autant isomorphes
et M(Xy(0,).6, ) possede un facteur direct isomorphe & un motif de Tate F,[0].

La variété Xw(eo),ng admet ainsi un point rationnel apres extension des scalaires a
P

Ey(Xe,,6, ) elle y devient donc rationnelle [20]. Notons K l'extension composée
de Ep(Xe,,cp,) et du corps des fonctions de la Ep-variété Xy, .cy, - On a
p

montré que l'extension K/E,(Xe,,cp,) est transcendante pure.

Le méme raisonnement en échangeant les roles des variétés Xog, a5, et Xop(00),67

implique que la premiere est rationnelle apres extension au corps des fonctions
Ep(X 4000, a, )/E de la seconde. L’extension K/E,(X,e,), a, ) est ainsi elle

aussi transcendante pure.

On a donc obtenu un diagramme commutatif d’extensions
g

/\

E (X@(LGEP »(©0),G )

\/

ou les extensions notées “tr” sont transcendantes pures. En en faisant le tour
dans le sens anti-horaire, on obtient que si O est p-distingué dans Tits,(G), alors
©(©0) l'est aussi dans Tits, (G’ ), et réciproquement.

Soit désormais F/F une extension pour laquelle ©¢ est p-distingué dans l'indice
de Tits de Gg. Un raisonnement similaire au précédent en remplagant ©¢ par
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I'ensemble A, o(GE) des sommets p-distingués de Gg assure que que p(A, ) est
p-distingué pour G’;. Le méme raisonnement est aussi valable pour ¢! puisque
lon a montré que O est p-distingué pour Gg si et seulement si p(©g) lest pour
G’;. On obtient donc que

: Ap’o(GE) — Ap,O(G/E)

Play.o0@r)
est une bijection compatible avec les actions du groupe de Galois absolu.

= ixons un sous-ensemble © qui contient Oy et prouvons que les motifs
2 1) Fi ble © qui tient O et I tif
Mo, et My e),¢r sont isomorphes & I'aide du Théoréme

On commence par montrer que les motifs supérieurs de Mg ¢ et M@(@,G’) sont
isomorphes. En effet, puisque le motif Mg ¢ est isomorphe au motif M(Xe ¢)
d’une variété projective homogene de type O, il acquiert un facteur direct isomor-
phe a FF,[0] apres extension des scalaires & son corps des fonctions F(Xg ¢). Par
hypothese © domine ©y modulo p, on en déduit donc que les sommets de ©¢ sont
p-distingués dans A(G p(xe o)), et donc par (2) que les sommets de ¢(6) sont eux
meémes distingués dans Titsp(G%(X@G)).

Le motif (M (e),¢')F(xe. ) admet donc lui aussi un facteur direct isomorphe a
F,[0]. Par le méme raisonnement, en écrivant Mgy, comme le motif d'une
variété projective G’-homogene de type ¢(©), on obtient que Mg ¢ admet un
facteur direct isomorphe & IF,[0] aprés extension des scalaire au corps des fonctions
F(X4(0),6/)- On a donc construit deux correspondances

a:Y~~Zetf:Z~~Y

de degré 0 et de multiplicité 1 : les motifs supérieurs de Mg g et M (g) g sont
isomorphes par le Lemme |3.2

Montrons désormais que les trace de Tate supérieures de Mg g et M) ¢ sont
isomorphes, par récurrence sur le rang commun de G et G’ (c’est dire le nombre
de sommets de leurs diagrammes de Dynkin).

On débute par les extensions pour lesquelles ces motifs sont de trace de Tate
triviale. Soit E/F une extension pour laquelle la trace de Tate de Mg ¢, est
nulle. Le motif Mw(@)ng ne peut contenir de facteur direct de Tate car si tel
était le cas, il contiendrait un facteur isomorphe & F,[0] et le motif supérieur de
Mg, serait de Tate. Le trace de Tate de Mw(@)’ng est donc elle aussi triviale.

Supposons désormais que E/F est une extension pour laquelle la trace de Tate de
Mep g n'est pas nulle. Il contient donc un facteur direct isomorphe & IF,[0] et il
en va de méme pour Mg g, car leur motifs supérieurs sont isomorphes. Les deux
variétés Xe g, et Xy(0),¢7, sont donc p-isotropes et en vertu des décompositions
de Chernousov, Gille et Merkurjev [6] (voir aussi [3]), on a un isomorphisme

Me,ap ~ @ M(Z5,GE@)[Z(5)]

0EA

ol A est un ensemble d’orbites de A(Gg,e), les () sont des entiers, Gg,o est
la partie semisimple de la composante de Levi de G associée a ©, et les Zs g, o
sont des variétés projectives homogenes avec § qui contient ©. Ces données sont
toutes déterminés par le p-indice de Tits de Gg g. Le p-indice de Tits du groupe
semisimple Gg g est uniquement déterminé par restriction de celui de G, son
diagramme de Dynkin A(Gg e) étant obtenu en 6tant © & celui de A(Gg). Par
hypothese le sous ensemble O est p-distingué sur F.
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Les automorphismes des diagrammes de Dynkin des groupes semisimples, lorsqu’ils
sont connexes, sont tous triviaux sauf pour les groupes de type A4,, et D,, (n > 1)
ainsi que pour les groupes exceptionnels de type Eg. Une analyse cas par cas de
ces automorphismes montre donc que la restriction de ¢ identifie les p-indices de
Tits de Gg,o et G’E’@. Par hypothese de récurrence, on obtient ainsi une suite
d’isomorphismes sur F

Mo, = P M(Z5.65.0)1(6)] = P M(Zys).05, )] = Mo).cr,-

dEA SEA

En vertu de cet isomorphisme, les traces de Tate des motifs Mg ¢, et MW(9)7G§5
sont donc en particulier isomorphes, ce qui conclut la preuve.

S’ensuit le critere général d’équivalence motivique mettant en jeu les p-indices de
Tits supérieurs des groupes semisimples.

COROLLAIRE 4.8. Soient G et G' deuz groupes algébriques semisimples, tous deux
formes intérieures d’un méme groupe quasi-déployé. Fizons un isomorphisme

¢ A(G) — A(G)

qui commute auzx actions du groupe de Galois absolu de F'.

Les conditions suivantes sont équivalentes.

(1) les groupes G et G' sont motiviguement équivalents modulo p via @;
(2) pour toute extension E/F, ¢ identifie les p-indices de Tits des groupes

semisimples Gg et de G'y.

Preuve. 11 s’agit du théoréme précédent, apppliqué au sous ensemble Og = (). [
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