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Exercice 1

Soit m un nombre réel et soit A la matrice

0 m m m2—m
A— 1 m—1 3m—1 m?—-m

0 m m 0

1 m 3m—1 0

1. Calculer le déterminant de A.

2. Déterminer, suivant les valeurs de m, les dimensions de |'image et du noyau de A.

Exercice 2
On considére quatre nombres réels a, b, ¢ et d ainsi que les matrices carrées U et A suivantes
o[} A=
1. Trouver une condition sur a, b, c et d telle qu'il existe une matrice X carrée de taille 2 telle que
UX+XU=A
2. Peut-on ajouter une condition supplémentaire sur a, b, ¢ et d pour que la matrice X soit déterminée de maniére
unique ?
Exercice 3
Soit E I'espace vectoriel des fonctions de R dans R. On considére les trois fonctions
filz)=e"" folzx) =ze ™™ f3(z) =2’ "

1. Soit F' le sous espace vectoriel de F engendré par fi, fo et f3. Montrer que F' est de dimension 3.

2. Pour tout f € F, on introduit I'application ¢ : f — o(f) = f'.
(a) Montrer que ¢ est une application linéaire de F' dans F'. Ecrire la matrice A dans la base fi, fa, f3 de F.
(b) On pose

™

Il
o O O
OO =
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Montrer la formule suivante : pour tout n € N,
—1
A" = (~1)" <13 —nB+ ”(”2)32) .

ou I3 désigne la matrice identité de taille 3 x 3.

(c) Soit n € N. A I'aide de la question précédente déterminer la dérivée n-iéme de la fonction g définie par

g(x) = (3 — 2z + 8x?)e™".



(a) Soit k € N. Montrer que |'intégrale impropre

+oo
Ik:/ the=t dt
0

(b) Soit k € N et soit f € F. Montrer que I'intégrale impropre

converge et calculer Ij.

+oo
e(f) = /0 trf(t) dt

converge.
(c) Soit ¢ : F — F définie par
U(f) = (es(f)(L =) + ea(fla?)e™ .
Monter que v est une application linéaire de I’ dans F'. Ecrire sa matrice dans la base fi, f2, f3 de F.

(d) Déterminer les dimensions du noyau de 1 et de I'image de .



