Exercice 2

Soient a et b deux réels tels que a < bet f : [a,b] C R — R une fonction continue vérifiant f(a) f(b) < 0. On définit par
récurrence les trois suites (ax)ren, (b )pen et (g )ren suivantes :

b
-ap=a,by=betxyg= @t .
2
- Vk e N*,
Ak, Sif(ak> f(mk) <0, Tk, Si f(ak) f(xk) <0, ap+1 + bp+1
Ak+1 = ) bpy1 = ) et Tpy1 = -5
Ty sinon, b, sinon,

1. Montrer qu’il existe v € [a, b] tel que f(y) = 0. est-il unique ? que se passe-t-il si f n’est pas continue ?

2. Montrer que les deux suites (ag)ken et (b )ken sont adjacentes. En déduire que les trois suites (a)ken, (bk)ken et (Zk)keN
ont méme limite .

3. Démontrer que pour tout k € N, f(ay)f(br) < 0. En déduire que f(a) = 0. Comparer « et 7.

4. Montrer que, pour tout k € N,
< b—a
5. Soit € > 0 donné.

(a) Déterminer k pour avoir |z, — a < e.

(b) Combien faut-il d’itérations supplémentaires pour avoir une majoration en 0 ?

1. La fonction f est continue sur [a, b] et est telle que f(a) et f(b) sont de signes différents (puisque f(a)f(b) < 0). Par le
théoréme des valeurs intermédiaires, il existe v €]a, b| tel que f(y) = 0. En régle général, la racine -y n’est pas unique. Il
peut y a avoir plusieurs racines. Si f n’est pas continue, I’existence de -y n’est pas garantie. En effet, la fonction

f(x):{l si—1<x<0

0 si0<zx <1,

discontinue en 0 vérifie bien f(1)f(—1) < 0 mais n’a pas de racine sur | — 1, 1].

2. L’algorithme de la méthode de dichotomie peut étre compris de la fagon suivante. supposons que I’on a ay, by, et x, vérifiant
ar < br  f(ag)f(br) <0 etz milieu de [ag, bg]

Par hypothese, il existe au moins une racine de f entre ay, et bx. On a I’alternative suivante :
(a) Si f(ak)f(zx) < 0O, alors le théoréme des valeurs intermédiaire garantit I’existence d’au moins une racine sur I’inter-
valle Jay, 1 [. On peut donc continuer la recherche de racine sur I’intervalle [ay, 2]. On pose donc
g1 = ax  bpi1 = Tk,
puis

1
Tht1 = §(Gk+1 + bpy1)-

(b) Si f(ar)f(xx) > 0, alors, puisque f(ag)f(bx) < 0, on a forcément f(by) f(zr) < 0. Cela signifie qu’il y a au moins
une racine dans I’intervalle [z, bi]. On peut donc continuer la recherche de racine sur U'intervalle [z, b;]. Donc on
pose

k41 = T b1 = by

Dans les deux cas, on a bien
akt+1 < bpt1  flags1)f(be+1) <O gy milieu de [ag41, brt1]

3. Deux suites (yx)ren et (2k)ken sont des suites adjacentes si elle vérifie les conditions suivantes :
- La suite (yx )ken est croissante.



- La suite (zx)xen est décroissante.
- lim (2 —yx) =0.

k— 400
Le théoreme des suites adjacentes garantit que deux suites adjacentes sont convergentes et convergent vers la méme limite.

Vérifions que les suites (ay)ren et (bg)ren sont adjacentes.
Montrons d’abord par récurrence les trois relations suivantes :

VkEeN, agt1>ar brt1 <bp ap <z < bg.
Plus précisément, nous allons démontrer la propriété suivante par récurrence :
(Py):  ags1 > ap b1 <bp  apy1 < xp < bpgi.
- Initialisation pour kK = 0. Pour £ = 0, on a ay < x¢ < bg. Puis
a1 € {ag,x0} b1 € {x0,b0}
ce qui signifie exactement que a1 > ag < xg et g < by < bg. Remarquons également qu’on ne peut pas avoir a la fois

a1 = xg et by = x(. Par conséquent
ar > ag by <by ay <b.

Puis, comme z; = ,on a donc

ai+b;
2
a1 <x1 < by

- Hérédité. Puisque ay, < zp < bg,on a

ap1 € {ap, xr} b1 € {r,be} brt1 # aryr

ap4+1+bria
2

En particulier, on en deduit que ag1 < bg41. Comme 2541 = ,on a donc

g1 2> 0 bry1 by apy1 < ok < bpga,

ce qui termine la preuve de la propriété (Py11).
On a donc bien montré que la suite (ag)xen est croissante et que la suite (bg)ken est décroissante.

Il reste & montrer que limy_, 4 o (bx — ax) = 0. Pour cela, on montre par récurrence que

(b—a)

bk—ak: 2k

c’est a dire, qu’a chaque itération la taille de I’intervalle de recherche est divisée par 2. L’initialisation pour & = 0 est
évidente. Supposons que la propriété est vraie au rang k et montrons qu’elle reste vraie pour k + 1. Discutons suivant les
cas (a) et (b) de la question 2 ci dessous.

(@) Si f(ag)f(zx) <0, alors

by, + ay,

ap+1 = ar  bry1 =xK = —
Par suite, en utilisant 1’hypothese de récurrence, on a donc

\ak—bk|:1(b—a) (b—a)

2 2 2k 2kHL

lak+1 — beg1] = |ax — x| =

(b) Si f(ag)f(xr) > 0, alors
by + ay,

2
De nouveau, en utilisant I’hypothese de récurrence, on a donc

g1 = Tf = br+1 = by.

bk —ax| _ (b—a)
2 - 92k

|1 = b | = [br — x| =

On a donc bien montré que les suites (ay)ren et (bg)xen sont adjacentes. Elle convergent donc vers une méme limite c.
Enfin, puisque
ap < xR < bk7

le théoreme de gendarmes donne limy,_, z; = a.



. Par définition de I’algorithme, on a vu a la question 2 que

fla)f(br) <0.

Par conséquent, le passage a la limite donne
fl@)? <0

ce qui implique f(a) = 0. On a donc montré que 1’algorithme de dichotomie converge vers une racine de f sur [a, b]. En
régle génerale, on ne peut pas conclure que o = +. Par contre, si f n’a qu’une racine dans I'intervalle [a, b], alors o = .

. On avu que
by — ax| = (bQ—ka)
et xj, milieu de [ay, by]. Donc
|xk—ak.|:(l;]:7+(lz) et |xk—bk\=(2;7+?)

Mais « appartient a [ay, x| ou & [z, bg]. Dans le premier cas, on a donc

(b—a)

| — x| < |ag — x| < SN
et, dans le second cas,

(b—a)

|a—xk\ < |bk —xk| < okt
. () Pour avoir |z}, — | < &, il suffit que
(b—a)
ok <e

c’est a dire que

In(b—a)—In(e) ]

On peut prendre k = 3

(b) |z — o] < &/10, on peut prendre
In(b — a) — In(e/10)
In2

z;:

si bien que
—In(e) + In(10) +Ine  In(10) 33
In2 T In(2) T 7

11 suffit donc de 4 itérations supplémentaires pour diviser I’erreur par 10 (au moins).

k—k=




