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Résumé

Soit G un groupe de Lie réel compact semisimple de dimension d. Nous
démontrons ici qu’il existe un ap < d tel que toute partie borélienne de G
de dimension de Hausdorff strictement supérieure a o engendre G comme
groupe abstrait. Une propriété analogue de « trou dimensionnel » est aussi
démontrée pour les groupes spéciaux linéaires SL,11(Zp) sur les entiers
p-adiques.

1 Introduction

Dans un groupe métrique G, on peut demander quelles sont les dimensions
de Hausdorff possibles pour un sous-groupe borélien de G. Dans [12], Erdos
et Volkmann s’intéressent a cette question pour G = R (muni de I’addition)
et construisent des sous-groupes boréliens de dimension arbitraire entre 0 et
1 (voir aussi [14], example 12.4). Dans le groupe Z, des entiers p-adiques une
construction similaire est donnée par Abercrombie dans [1]; 14 encore, on peut
construire des sous-groupes de dimension de Hausdorff arbitraire entre 0 et 1.
En fait, dans tout groupe de Lie nilpotent connexe, on peut construire des sous-
groupes boréliens de dimension arbitraire entre 0 et dim G (cf. [20]). Nous nous
intéressons ici aux cas des groupes de Lie compacts semisimples. La situation est
alors tout & fait différente : pour certaines valeurs de « € [0, dim G], il n’existe
pas de sous-groupe de G de dimension de Hausdorff a. Ce phénoméne est a
rapprocher du théoréme d’Edgar et Miller [11], démontré indépendamment par
Bourgain dans le cas réel [4], [6] : la dimension de Hausdorff d’un sous-anneau
strict de R ou Q, est nécessairement égale & 0. La conjecture de ce résultat,
dite « ring conjecture », fut énoncée en 1966 par Erdos et Volkmann dans [12],
mais c’est Falconer qui, en démontrant qu’un sous-anneau borélien strict de R
ne pouvait étre de dimension de Hausdorff strictement supérieure a %, obtint
les premiers résultats dans cette direction ([13], voir aussi [18], chapter 12). Les
techniques utilisées ici s’inspirent justement de la démonstration de Falconer :
on se donne une mesure borélienne finie ;4 sur G dont on suppose qu’elle vérifie,
pour un certain C' > 0, et pour un certain a > 0, pour tout p > 0, pour toute
boule B, de rayon p,

w(B,) < C.p%,

(on dira qu’une telle mesure est a-hélderienne) et par 1'étude de la transformée
de Fourier de p, on démontre le résultat principal suivant.



Théoréme 1.1. Si G est un groupe de Lie réel semisimple compact, il existe
ag < dim G tel que, si u est une mesure borélienne finie a-hélderienne sur G,
avec o > «g, alors p posséde une puissance de convolution absolument continue
par rapport a la mesure de Haar sur G. La valeur de ag donnée par la démons-
tration est oy = dim G — ‘Ag_p, ot A est un systéme de racines de G et p est
le nombre maximal de racines de A contenues dans un méme hyperplan.

Le calcul de p et ap n’est pas difficile, on donne en annexe un tableau des
valeurs prises par ces quantités pour chaque diagramme de racines irréductible
réduit. Le théoréme 1.1 a deux corollaires :

Corollaire 1.2. Soit G un groupe de Lie réel semisimple compact. Si A est
une partie borélienne de G de dimension de Hausdorff supérieure a ag, alors,
pour un certain entier [, A' = G, ou Al est 'ensemble des éléments de G qui
s’écrivent comme produit de | éléments de A.

Et donc :

Corollaire 1.3 (Trou dimensionnel). Si G est un groupe de Lie réel compact
semisimple, il existe ag < dim G tel que G soit le seul sous-groupe borélien de
G de dimension de Hausdorff strictement supérieure a ov.

Dans la preuve, o apparait comme (dim G —tg), ou ¢ > 0 est tel que, pour
toute représentation irréductible Vy de G de plus haut poids A, dim Vy > |||*e.
Ce type de minoration, qui s’obtient ici grace a la formule de Weyl, est une ca-
ractéristique importante des groupes semisimples. La méthode de Sarnak et Xue
[19], les travaux reliés de Bourgain et Gamburd [8, 9, 7] pour établir certaines
propriétés de trou spectral, ainsi que les démonstrations des résultats mention-
nés dans le paragraphe suivant, utilisent crucialement des inégalités analogues
a celle qui nous intéresse ici.

Les résultats sur les sous-anneaux de dimension de Hausdorff fractionnaire de
R ont un analogue dans le cadre des corps finis : si p est un nombre premier, toute
partie A de F), = Z/pZ de cardinal supérieur a pi vérifie A2 + A2 + A% = F,
(voir Bourgain [5], lemma 1). De méme, on peut voir une analogie entre les
résultats démontrés ici et ceux de Gowers [15] sur les groupes quasi aléatoires,
et notamment sur les groupes algébriques simples sur un corps fini (voir aussi
[10]) : si G est un groupe fini simple de type de Lie, il existe € > 0 (ne dépendant
que du rang de G) tel que, si A ¢ G vérifie |A| > |G|* ¢, alors 4% = G. On
démontre ici que les groupes de Lie semisimples compacts ont une propriété
semblable :

Théoréme 1.4. Soit G un groupe de Lie réel semisimple compact. Si A € G est
une partie borélienne de dimension supérieure a %, alors A3 contient
un ouvert non vide.

On obtient enfin une inégalité de convolution, dans I'esprit de celle de Babai
Nikolov et Pyber [2], qui permet de donner une borne inférieure non triviale sur
la dimension d’un ensemble produit dans G :

Théoréme 1.5 (Inégalité dimensionnelle). Soit G un groupe de Lie réel se-
misimple compact, et ag (comme ci-dessus) tel que, pour toute représentation
irréductible de G, on ait dimVy > |A|97. Si A et B sont deux parties boré-
liennes de G, alors

dim AB > min{d,dimpy A + dimy B — ap}.



La méthode utilisée pour démontrer les propriétés précédentes s’adapte aussi
al’étude des sous-groupes boréliens des groupes de la forme G = G(Z,,) ou G est
un groupe algébrique simple défini sur Z, p un nombre premier, et Z, I’anneau
des entiers p-adiques. On note G, le n-iéme sous-groupe de congruence de G, i.e.
le noyau de la réduction modulo p™, et on munit G de la métrique bi-invariante
naturelle

d(z,y) = min{p~"|zy~' € G, }.

Dans ce cadre, ce sont les propriétés quasi-aléatoires, au sens de Gowers [15],
des quotients de congruence de G qui permettent de minorer la dimension d’une
représentation linéaire complexe de G. Il s’agit d’étendre aux groupes de la
forme G(Z/p"Z) des résultats de Landazuri et Seitz pour les groupes G(Z/pZ)
(cf. lemme 5.1). Pour éviter des considérations trop techniques, on se restreint ici
a létude de SL,;1(Z/p"Z). L’analogue du théoréme 1.1 dans le cadre p-adique
est le suivant.

Théoréme 1.6. Soit G = SL,11(Z,). Si v est une mesure borélienne finie a-
hélderienne sur G, avec o > r2+r, alors pu posséde une puissance de convolution
absolument continue par rapport & la mesure de Haar sur G.

Par conséquent, st G = SL,1(Zp), les seuls sous-groupes boréliens de G de
dimension de Hausdorff strictement supérieure ¢ r> + r sont les sous-groupes
ouverts de G.

On remarque que I’exposant donné par le théoréme 1.6 est optimal, puisqu’un
sous-groupe parabolique maximal est un sous-groupe fermé de SL,;1(Z,) de
dimension 72 + 7. Cette remarque ne s’applique pas au cas réel. On adapte aussi
au cadre p-adique 'inégalité de convolution et 'inégalité dimensionnelle pour
les ensembles produits.

Aprés quelques notations et rappels préliminaires, une preuve du trou dimen-
sionnel dans le cas réel est donnée dans les parties 3 et 4. La premiére moitié de
la démonstration consiste & établir les résultats de base sur les représentations
irréductibles de G qui permettront, dans la deuxiéme moitié, d’étudier les co-
efficients de Fourier d’une mesure holderienne et de démontrer le théoréme 1.1.
La partie 5 est dédiée a I'étude du cas p-adique, ol 'on reproduit, mutatis
mutandis, la preuve du cas réel.
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effectuée sous la direction d’Emmanuel Breuillard, que je tiens donc & remercier
ici pour ses nombreux conseils et pour sa direction avisée. Mes remerciements
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durant le semestre Quantitative Geometry, ainsi que 'ERC, dont j’ai bénéficié
du soutien, via Emmanuel Breuillard et la subvention GADA-208091.

2 Notations et rappels préliminaires

Le groupe G est le groupe compact dont on veut étudier les sous-groupes
boréliens. On munit G de sa mesure de Haar, notée dzx, normalisée par SG der =1
ainsi que d’une distance bi-invariante d. Si A et B sont deux parties de G, AB
est 'ensemble des éléments de G qui s’écrivent comme produit d’un élément de



A et d’un élément de B, A~! est I’ensemble des inverses des éléments de A,
et si k un entier positif, A* est I’ensemble des produits de k éléments de A. Si
1 et v sont deux mesures sur G, u ® v désigne la mesure produit sur G x G
obtenue a partir de p et v, et u = v désigne le produit de convolution de p et
v, i.e. 'image de u® v par I'application produit. On définit encore ji, la mesure
inverse de u, par fi(A) = pu(A~!) pour toute partie mesurable A dans G. On
utilisera souvent dans les calculs le fait suivant : si g est une mesure sur G
invariante par conjugaison, alors, pour toute mesure v sur G, p# v = v * . On
utilisera enfin la notation de Vinogradov pour comparer deux quantités x et y :
on écrit x « y s’il existe une constante C telle que x < Cly, et © «,; y si 'on
veut spécifier que C' dépend du paramétre k.

Commengons par un premier lemme, classique, mais qui donne déja I'idée qu’un
sous-groupe de G qui contient trop d’éléments doit étre égal & G tout entier.

Lemme 2.1. Si A est une partie de G de mesure positive, alors A? contient un
ouvert non vide de G. En particulier, si G est compact connexe, alors, pour un
certain l € N*, Al = G.

Démonstration. Notons x4 la fonction indicatrice de ’ensemble A. Alors, x4
est & la fois dans L' et dans L™ et par conséquent, ¢ = x4 * x4 est continue
sur G ([17], proposition 5.4.2, page 65). Comme §, ¢ = (§,x4)*> > 0 (A est
de mesure positive), il existe un ouvert non vide sur lequel ¢ est strictement
positive. En particulier que A2 contient un ouvert non vide dans G.

Si on suppose maintenant G' connexe, cela implique que G = ;o Al et si de
plus G est compact, on doit méme avoir, pour un certain I, A' = G. O

Définition 2.2 (Transformée de Fourier). Si p est une mesure borélienne finie
sur G, et si  est une représentation irréductible unitaire de dimension finie de
G, on définit le coefficient de Fourier de p en w par :

mm=Lﬂmww.

L’application p +— fi(7) est un morphisme d’algébres de M(G) (ensemble
des mesures boréliennes finies sur G) muni de la convolution, dans ’algébre
End(V;) des endomorphismes de V,, munie de la composition. Si v € End(Vj)
on note u* 'adjoint de u. L’espace End(V}) est muni de la norme de Hilbert-
Schmidt définie par |u|%¢ = Tr(uu*). Le théoréme principal sur la transformée
de Fourier des groupes compacts est d & Peter et Weyl.

Théoréme 2.3 (Peter-Weyl). La transformation de Fourier induit un isomor-
phisme d’espaces de Hilbert entre L*(G) et @ End(Vy), ot End(Vy) est muni de
la norme A/dim V| .| ms et la somme est sur toutes les classes de représentations
irréductibles unitaires de G. En particulier, pour toute fonction f dans L*(G),

1= | @Rz = T @m V)1 )lss.

TelG

Pour étudier les coefficients de Fourier d’'une mesure, on utilisera aussi sur
End(V;) la norme d’opérateur |.||o, associée & la structure hilbertienne de V.
Pour u et v dans End(V;), on a |uv|gs < |ulop|v]ms. Pour plus de détails sur
la transformation de Fourier sur les groupes compacts, on renvoie a [21].



3 Représentations des groupes de Lie réels com-
pacts semisimples

Ici, G est un groupe de Lie réel compact semisimple; on note g ’'algébre
de Lie semisimple complexe associée & GG, T' un tore maximal de G, b la sous-
algébre de Cartan de g associée a T', A un systéme de racines, II une base de A,
et AT les éléments positifs de A relativement & IT. On note aussi d une métrique
riemannienne bi-invariante sur G.

Une représentation irréductible est entiérement caractérisée par son plus haut
poids. De plus, si 'on note r le rang de G (i.e. la dimension de T'), alors 1’en-
semble des plus haut poids possibles est paramétré par N”. Les représentations
irréductibles de G sont donc elles-aussi paramétrées par N”. On munit 'espace
des poids d’une norme euclidienne ||.| qui fait du groupe de Weyl un groupe
d’isométries. On trouvera les démonstrations des propriétés élémentaires des
représentations des groupes de Lie réels semisimples compacts dans [3], IX, §7.

Lemme 3.1. I existe une constante ¢ = ¢(G) > 0 telle que, pour toute repré-
[&]

sentation irréductible unitaire 7y de G, pour tout g € G tel que d(g,1) < INE

I

Ima(g) — idv [op < . d(g,1).

Démonstration. Quitte a conjuguer, on peut supposer que g est dans le tore
maximal T, on peut alors écrire ¢ = e, avec H € h. Les valeurs propres de
ma(g) sont les e () pour N décrivant 'ensemble des poids de la représentation
7. Par conséquent :

72 (g9) — idv, op = max e (H) — 1
< 2.max |\ (H)|
< 2.|H|. max ||\].

Mais le plus haut poids A est de norme maximale parmi tous les poids de la
représentation (cf. [16], theorem 5.5) et donc

Imx(g) — idv, [op < 2.[HI.[A]
1A
< —.d(g,1).
- -dg:1)
O

La minoration du lemme suivant est un point clef de la démonstration du
trou dimensionnel, c’est ce qui permettra de majorer les coefficients de Fourier
d’une mesure hélderienne. C’est ici qu’on utilise le plus la structure semisimple
du groupe G. Une telle propriété n’est évidemment pas vérifiée par un groupe
abélien.

Lemme 3.2. Soit p le nombre maximal d’éléments de A contenus dans un
hyperplan. Pour toute représentation unitaire irréductible de dimension finie V)
de plus haut poids X,

|Aal=p

Al 72 « dim V.

(La constante contenue dans la notation < ne dépend ici que de du systéme de
racines de G.)



Démonstration. Cette inégalité découle de la formule de dimension de Weyl ; on
commence par remarquer que, pour € = ¢(G) > 0 assez petit, p est le nombre
maximal d’éléments de A qui sont a une distance inférieure & € d’un hyperplan.
Cela tient au fait que A est fini. Ensuite, on écrit, si p désigne la demi-somme
des racines positives :

At pa
dimVy = [] << p>>
aceAt p,

> H </\ + P Oé>
ear S
d(a t)ze

» |

O

Pour un diagramme de racines donné, le calcul de p n’est pas difficile, mais
un peu fastidieux si ’on s’astreint & en écrire tous les détails. A titre d’exemple,
on traite ici le cas de A,,. Pour cela, on remarque d’abord qu’un sous-diagramme
de racines de A,, ne saurait avoir aucune composante de type B, C, F ou G, car
tous les éléments de A,, ont la méme norme. De plus, si « et 5 sont deux éléments
orthogonaux de A, alors, 'ensemble des éléments v de A,, vérifiant (v, a) # 0,
{v,B) # 0 est de cardinal inférieur & 8, et cela montre qu'un sous-diagramme
de A, ne saurait contenir de composante de type D ou E. Par conséquent, un
sous-diagramme A’ de A,, s’écrit comme union disjointe

AIZAklu---UAkT.

Mais alors,
.

Z (ki + 1)

=1 i=1

et si A estderangn—1, > ki=n—1e

A =

|A'] < nZk n(n —1).

On a donc p < n(n —1).
Par ailleurs, 4,1 € A4,, et |4,,_1] = n(n—1), donc p = n(n—1), et ainsi, pour
Ay, on trouve p = n(n — 1).
Des raisonnements analogues permettent de calculer p pour chaque diagramme
de racines réduit irréductible; on donne en annexe, sous forme de tableau, les
résultats obtenus.

Les propriétés que nous venons d’établir, combinées au théoréme de Peter-
Weyl, donnent le trou dimensionnel, c’est ce que nous expliquons dans la partie
qui suit.

4 Mesures holderiennes et coeflicients de Fourier

Le but de cette partie est d’évaluer les coefficients de Fourier d’une mesure
w satisfaisant certaines propriétés. Dans la notation de Vinogradov, on autorise
les constantes a dépendre a la fois du groupe ambiant G et de la mesure p
considérée.



4.1 Majoration des coefficients de Fourier

Le théoréme 1.1 est une application du lemme suivant, qui permet de majorer
les coefficients de Fourier des mesures holderiennes :

Lemme 4.1. Si o est une mesure de probabilité borélienne sur G et si N > 1
alors,
),

ST (@dim V) a3 « Npx ji(B
[M<N

1
N

ol la somme est sur ’ensemble des plus haut poids \ de norme inférieure ou
égale a N. En particulier, si i est a-hélderienne, alors, pour tout plus haut poids
A,
D, (mVA)[A(N)[Fs « N2
[Al<N

Démonstmtion. Soit xn la fonction indicatrice de la boule de centre 1 et de
rayon 5%, ol ¢ est la constante du lemme 3.1. On remarque que x y est invariante
par inverse et par conjugaison par les éléments de G. Soit aussi fy = ﬁx N
et oy = fn = fn. Alors, pn vérifie les propriétés suivantes :

- SG oy =1

— pn(x) =0sid(z,1)> <

— @ est invariante par inverse et par conjugaison

— oy « Ne.xn.
Les trois premiéreQS propriétés sont claires, et la quatriéme découle de ce que
la mesure de Haar sur G est absolument continue par rapport & la mesure de
Lebesgue, avec une densité strictement positive (cf. [3], IX, §8). Grace a la
derniére propriété de ¢y, on a déja :

(n* @)(pn) « Npx i(By)

il reste donc & comparer (u# i)(¢n) avec Y., (dim Vi) [ a(A)|% . Pour cela, écri-
vons :

(= g)(on) = @n = (px p)(1)
= (fn* fno#po)(1)
= (fn = p) = (fv =) (1)

- f (- 1) (@) (fv * 1) (2)de
Z (dim V) ||fN )il (A)“%IS
h

Cela donne déja

S (@dim V)| Fn (VAN s < (# @) (o).

[M<N

Ensuite, grace au lemme 3.1, comme le support de fy est inclus dans B(1 ( 557 )

pour tout plus haut poids A de norme inférieure a N, HfN( ) —id|op < 3 et on



peut donc écrire :

[ v AN s = (AN + (Fv(A) = id) (V)| s
> AN as — | (Fx (0) — id) g\ | s
> AN as — | (Fn(A) = id) | op| (N | s
> i)
Cela suffit pour établir ce qu’on veut :
D1 (dmVA) AN [7rs < 4+ ) (on)-
[Al<N
O

Le lemme précédent implique notamment 1'inégalité suivante, dont nous fe-
rons usage plus tard.

Corollaire 4.2. Si u est une mesure de probabilité borélienne sur G, alors,

p fi(B 1)
(i 2 N N7
1) s < dim V)

4.2 Trou dimensionnel

La majoration du lemme 4.1 permet de démontrer le théoréme 1.1, un peu
précisé :
Théoréme 4.3. Si u est une mesure borélienne finie a-holderienne sur G, avec

a>oay=d— ‘A‘z_p, alors, ** est absolument continue par rapport a la mesure
de Haar sur G dés que k > 4=90

a—ag *

Démonstration. Soit p une mesure borélienne finie a-hélderienne sur G, avec
a > aqg. D’aprés le lemme 4.1, pour tout entier IV,

Av = D) (dimW)[aN)3s « N
AN

En particulier, pour tout plus haut poids A,

[
dim V,\

I Zs «

puis, pour tout k > 2,

P d—o k—1
Hu*(kfl)()\)“% < H)‘”
o dim V), ’

et, en utilisant aussi la minoration de dim V) du lemme 3.2,

I A Y ]



Par conséquent,

2 (dim V)| Frg < Z (Ap—A,_1) max [ur=D(N\)|%g
IM<N n<N n—1<A[<n
< Z (A — Ap_y)ntkDleo—a)

n<N
_ ANN(kfl)(aofa)
+ Z An(n(kfl)(aofa) _ (TL + 1)(k71)(a07a))

n<N-1
& Ndfaofk(afag) + Z ndfaofkr(afao)fl

n<N-—1

& Nd—ao—k(a—ag) + 17

d—(lo

a—ao’ —_—
Ainsi, dés que k > i:zg, la somme Y, (dim Vi) [u**(N)||% ¢ converge, et, par
le théoréeme de Peter-Weyl, la puissance k-iéme de p pour la convolution est
dans L2. En particulier ** est absolument continue par rapport a la mesure de

Haar. O

pourvu que k >

Reste a passer des mesures aux ensembles pour obtenir :

Corollaire 4.4. Soit a > . Si A est une partie borélienne de G de dimension
de Hausdorff strictement supérieure a c, alors, pour k > i:—?l“;, AF est de mesure

positive. Par conséquent, pour un certain entier p, AP = G.

Démonstration. On utilise le théoréme de Frostman (cf.[14], corollaire 4.12) :
soit 1 une mesure de probabilité & support compact inclus dans A, qui soit a-
holderienne, avec o > «gp. D’aprés le théoréme précédent, pour k > iizz , la
mesure u** est absolument continue par rapport a la mesure de Haar, et donc
son support est de mesure de Haar strictement positive. Comme A* contient
Supp(u**), A¥ est aussi de mesure positive, et le lemme 2.1 permet de conclure.

O

La preuve précédente montre que si A est une partie borélienne de dimension
strictement supérieure & d+20¢07 alors A2 est de mesure de Haar positive, et donc
A* contient un ouvert non vide. On peut méme obtenir un ouvert non vide dans

A3 si la dimension de A est assez grande :

Proposition 4.5. Dés que dimyg A > , Uensemble A3 contient un ouvert

non vide.

2d+ag
3

Démonstration. On choisit une mesure p & support compact inclus dans A, a-
holderienne avec @ > Q‘HT"‘O (par le théoréme de Frostman). Le méme calcul que
dans la preuve du théoréme 4.3 donne

3 (@dim V)N [Fs « N 41«1
INI<N

La série de Fourier de p*? converge normalement, donc p*3 est une fonction
continue, et son support contient un ouvert non vide. Comme le support de ,u*3
est inclus dans A3, on a ce qu’on veut. O



Exemple. Pour G = SU(r +1), on calcule d = dim G = 7> +2r, |A| = r(r +1),
p = r(r —1) et donc g = r? + r. Donc, si A est une partie borélienne de
dimension strictement supérieure a d — %, alors A3 contient un ouvert non vide.

Pour comparer, rappelons le résultat analogue pour les groupes algébriques
simples sur les corps finis : si G est un groupe algébrique simple sur un corps
fini, il existe € > 0 tel que, si A est une partie de G vérifiant |A| > |G| ¢, alors,
A3 = G. Une telle borne sur le nombre de produits nécessaires pour obtenir G
tout entier n’existe pas dans notre cadre, puisque si A est une boule de rayon
% centrée en 'identité, il faut au moins n produits pour atteindre les éléments
a distance supérieure & 1 de l'identité. Le résultat démontré ici est donc un
analogue satisfaisant du théoréme de Gowers. Mais on peut encore poser la
question suivante : étant donné un groupe de Lie réel compact semisimple G,
existe-il € > 0 tel que, si A est une partie de G de dimension de Hausdorff
supérieure & dim G — ¢, alors A2 contient un ouvert non vide ? Dans le cas du
théoréeme de Gowers, ’exposant 3 est optimal, comme le montre ’exemple d’une
partie A de cardinal strictement inférieur a |2£‘ telle que A n A™! = (.
Corollaire 4.6 (Trou dimensionnel). Le groupe de Lie réel semisimple com-
pact G n’admet pas de sous-groupe borélien strict de dimension de Hausdorff
strictement supérieure a oy.

Démonstration. Cela découle immédiatement du corollaire 4.4. O

La valeur de oy donnée par la preuve présentée ici n’est sans doute pas
optimale : on peut conjecturer que toute partie borélienne dont la dimension
de Hausdorff excéde la dimension d’un sous-groupe fermé de G de dimension
maximale, engendre G comme groupe abstrait. Pour SU(r + 1), par exemple,
la valeur optimale de ag devrait étre 2 = dim U(r) tandis que la valeur donnée
par ce qui précéde est r2 + 7.

4.3 Inégalité dimensionnelle

Pour obtenir une inégalité de convolution analogue a celle de Babai, Nikolov
et Pyber [2], on commence par choisir une suite d’unités approchées dont on
peut majorer les coefficients de Fourier :

Lemme 4.7. Il existe une suite d'unités approchées Ty vérifiant :
— pour tout N € N, 7y est a support dans B(1, %),
— pour tout N € N, |7n] « N4,
— pour tout € > 0, 3= yi+ (dim VAOITN (V)% = Oc(1).

Démonstration. Soit U un voisinage ouvert de l'identité, inclus dans B(1,1),
sur lequel I'exponentielle est inversible, et 7 une fonction C* & support compact
dans U, telle que SGgp = 1. Pour chaque N € N* on pose 7y(z) = Cn7(Nz),
ou la dilatation par N est & comprendre dans ’algébre de Lie de G, et C est
choisi de sorte que SG 75 =1 (donc N? « Cx « N9).

Les deux premiéres propriétés de 7y sont claires. Pour la troisiéme, on note Z
I’élément de Casimir de GG. Rappelons que si V) est une représentation irréduc-
tible de G de plus haut poids A alors Z agit sur V) par multiplication par le
scalaire |A + p|? — ||p|?, ot p est la demi-somme des racines positives (cf. [16],
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proposition 5.2proposition 5.28). Comme 7y est infiniment dérivable, pour tout
ke N, ZFry est bien définie et dans L? ; en particulier,

| 2715 = D3 (dim Va) | ZFrn (V)]s
A

= D (dim V) (A + pl* = [oI*) 178 (V] Frs
A
» N9 N (dim V)| 7x [ Frs-
A>N1te
Or, si on écrit Z* dans les coordonnées exponentielles, on observe que
HZkTN||2 < HZkTN”@O Lk CN.NZk Lk N2k+d,

Et donc, si 'on choisit k = k(e) tel que 2ke > d, on trouve bien
Y, ([@dmV)[i[Fs = Oc(1).
A>N1te

O

Cela permet de démontrer une inégalité réciproque a celle du lemme 4.1. On
se donne une suite d’unités approchées 7 comme dans le lemme précédent, et,
pour p une mesure borélienne finie sur G, on étudie les fonctions uny = p * 7y
du point de vue de la norme ||.||2.

Lemme 4.8. Si i est une mesure borélienne finie sur G, pour tout € > 0,

lenl3 <« > (dm V)N Fs + Oc(1).
ISR+

Démonstration. On écrit, par la formule de Parseval,

lwvll3 = D (dim Va) A% (V)7

A

< Y @mWV)ANTNWEs + Y, (@im VAN N)Es
IA<Nt+e [Al>N1+e

< ) @mW)EMWlEs + Yy @m V)TN (N)hs
IA<NtHe IA[> N1 +e

< D) (@mVA) A + O(1),
IM<Nt+e

ce qu’il fallait démontrer. O

Il nous est maintenant possible d’obtenir un analogue continu a l'inégalité
de convolution de Babai-Nikolov-Pyber.

Proposition 4.9 (Inégalité de convolution). Soit G un groupe de Lie réel se-
misimple compact, et ag tel que, pour toute représentation irréductible de G,
on ait dim Vy > ||\|?20. Soit u et v sont deuz mesures boréliennes finies sur
G et uny = p=7N et vy = v TN leurs régularisées. Si uyn et vy vérifient,
uniformément en N :

lunl « N7 et fun[3 « NP

11



alors, pour tout € > 0, uniformément en N,
[(u = v) N[5 «e NFFromam0ke 4,

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer a < 8 et 8 > «g.
D’aprés le lemme précédent, pour € > 0,

[(pev)nl <o Y5 @mV)|at) | Fslo(N)|Fs:

AN tHe

Pour majorer cette derniére quantité, on pose, pour n € N*,

Ay = 37 (@im V) AN Frs-

[Al<n

D’aprés les hypothéses,

Ap < |3 « 0%

et aussi
12N [1Frs < A% 7.

Ensuite, c’est toujours le méme calcul qui permet de montrer ’'inégalité souhai-
tée :

I v)nl? < D) (dimVA)|a() s A% 7

[A|sNT+e
K 2 (A, — Ap_y)n=P
n<N1te
=AyN® P4 AP — (n+1)*P)

n<Nlte—1

&, Nd+ozo—a—/3+e + Z nd+a0—a—/3—1
n<Nl+te_1

<. NdJraofoszJre +1.
O

L’inégalité de convolution implique une minoration de la dimension d’un
ensemble produit AB de deux parties boréliennes A et B de G.

Corollaire 4.10 (Inégalité dimensionnelle). Soit G un groupe de Lie réel se-
misimple compact, et ag tel que, pour toute représentation irréductible de G, on
ait dim Vi, > |\, Si A et B sont deux parties boréliennes de G, alors

dimy AB > min{d,dimy A + dimy B — «ag}.
La démonstration de cette inégalité utilise le lemme suivant, tiré de [4].

Lemme 4.11. Soit p une mesure de probabilité borélienne sur G dont le support
est inclus dans un ensemble A de dimension de Hausdor[f inférieure a . Alors,
pour tout € > 0 il existe une infinité de N tels que

lun]3 = N7
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Démonstration. Comme A est de dimension de Hausdorff inférieure a «, on peut
écrire, pour kg arbitrairement grand :

Ac |J U B2

k=ko z€E)

ot chaque Ej, est un ensemble 27% séparé de cardinal inférieur & 2°*. On a alors

1= p(A)

« >3 u(B(x,27%)

k>zko z€E),

« ) 2% <Z M(B(g:,Qk))Q)z.

k=ko zEE),

Donc il existe k > kg tel que

2% (Z M(B(x,Q_k))2> 2 > k2

xeFEy

d’ou

D1 (B, 27%))? » kmt2mok » o(memok,

z€E}
On choisit alors N = 2F; comme E}, est 2~ *-séparé (c’est-a-dire %—séparé)7 on
trouve

1
x> N Y (B, 1))
zeFE)
> ]\/vdfocfe7
ce qu’on voulait. O

Démonstration de l'inégalité dimensionnelle 4.10. On note « et [ les dimen-
sions de Hausdorff respectives de A et B. Par le théoréme de Frostman on choisit
une mesure g & support compact inclus dans A et qui soit (« — €)-holderienne et
une mesure v & support compact inclus dans B et qui soit (8 — €)-holderienne.
Alors,

lun]3 « NO=o*< et un ] « N7+

et on peut donc utiliser 'inégalité de convolution :
[(u# v) x5 e NOFa0mamAH8e 4,

Gréce au lemme précédent appliqué a p * v, on peut en déduire que le support
de p # v (et donc AB) est de dimension de Hausdorff supérieure & min{l, a +
B — ag — 4€}, puis, comme € est arbitrairement proche de zéro,

dimy AB > min{d, o + 8 — ap}.
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5 Le cas p-adique

Si G est un groupe algébrique semisimple défini sur Z, et G = G(Z,,) l'en-
semble de ses points sur 'anneau des entiers p-adiques, on peut adapter les
méthodes développées précédemment dans le cadre réel, pour étudier les sous-
groupes boréliens de G. Dans un premier temps, il faut minorer la dimension
d’une représentation complexe irréductible de G (c’est cela que nous ne ferons
que pour G = SL,;1(Z,)) et dans un deuxiéme, utiliser ’analyse de Fourier sur
G pour étudier les mesures holderiennes. Ici encore, on autorise les constantes de
la notation de Vinogradov & dépendre du groupe G et de la mesure considérée.

5.1 Représentations linéaires complexes de SL,1(Z,)

Ici, G = SL,41(Zy) est I'ensemble des points entiers p-adiques du groupe

spécial linéaire SL,;1. Pour n € N* on note G,, = SL,11(Z/p"Z). Une repré-
sentation irréductible unitaire 7 de G a pour image un sous-groupe compact
(donc fermé) de GLk(C). Par le théoréme de Cartan (cf. [3], III, §8, n° 2, théo-
réme 2), 7(G) est donc un sous-groupe de Lie de GL(C). Sa dimension est
nécessairement égale a 0, sans quoi on aurait, en passant au quotient, un ho-
méomorphisme entre une variété p-adique et une variété réelle. Comme 7(G)
est aussi compact, c’est un sous-groupe fini de GLi(C), et ker 7 est un sous-
groupe ouvert de G. En particulier, pour un certain n € N*, kerw contient le
sous-groupe de congruence associé a la projection G — G, et 7w provient donc
d’une représentation de G,.
Ce sont maintenant les propriétés quasi-aléatoires des groupes G,, qui vont nous
permettre d’établir une minoration de la dimension d’une représentation irré-
ductible unitaire de G. Le cas r = 1 du lemme suivant apparait déja dans
Bourgain-Gamburd [7] (lemma 7.1).

Lemme 5.1. Si 7w est une représentation de G, qui ne provient pas d’une
représentation de G, _1, alors

P« dim V.

Démonstration. Notons U le sous-groupe de G,, défini par

10 ... 0 a
01 0 a2
U= D |sai € Z/p" L
0 1 a,
0 0 1

et N(U) le normalisateur de U, que 'on peut décrire par une écriture des ma-
trices par blocs :

N(U) = {(g‘ (detOA)_l) Ae GLT(Z/p"Z)} .

Le groupe U est isomorphe a (Z/p™Z)", donc les caractéres de U sont de la
forme
(ala ceey ar) — wztiai
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oll w est une racine p”-éme de l'identité et les ¢; sont dans Z/p™Z. En particulier,
U est isomorphe & (Z/p"Z)". Par ailleurs, N(U) est isomorphe & GL,(Z/p"Z)
et, avec ces identifications, 'action de N(U) par conjugaison sur U est laction
standard, multipliée par le déterminant. On décompose V, en espaces propres

de U :
Vi =@VX.

Si tous les caractéres qui apparaissent dans cette décomposition ont toutes leurs
cordonnées (t;) divisibles par p, alors ker  contient 'ensemble des éléments de
U dont toutes les coordonnées sont divisibles par p”~!. Mais ker 7 est stable par
conjugaison et donc ker 7 contient toutes les matrices dont la projection modulo
p"~ ! est triviale (cf. lemme suivant). Cela contredit 'hypothése «  ne provient
pas d’une représentation de G,,_1 ».

Ainsi, il existe un caractére xo dont les coordonées ne sont pas toutes divisibles
par p, et alors, 'action de N(U) permet d’obtenir, dans l'orbite de xo, tous les
caracteres correspondant a des vecteurs ¢’ non divisibles par p. (En effet, action
de GL,(Z/p"Z) sur I’ensemble T, des vecteurs de (Z/p™Z)" non divisibles par
p est transitive : si xg € T, en multipliant par une matrice scalaire, on peut
supposer que xg a une coordonnée égale a 1, en multipliant par une matrice de
permutation, on peut supposer que la premiére coordonnée de x( est égale a 1,
puis, en multipliant par des transvections on obtient le vecteur (1,0, ..., 0), dont
Porbite est donc égale a T, tout entier.) On trouve ainsi p™ — p" (1) espaces
propres non triviaux pour U et par conséquent, la dimension de V,; est au moins
prn—prn=1) > p;n. (Si r = 1 il faut encore ajouter un facteur 3 car N(U)
n’agit que par la multiplication par un carré.)

O

Pour terminer la démonstration du lemme 5.1, il reste & démontrer le lemme
suivant :

Lemme 5.2. Tout sous-groupe distingué H de G,, contenant tous les éléments
de U divisibles par p"~1 contient le noyau H, 1 de la projection modulo p"~'.

Démonstration. Commencons par remarquer que H,_; est constitué de l'en-
semble des éléments g de G,, qui s’écrivent g = I +p" 'z avec x € sl 1 (Z/pZ).
Ensuite, notons C' l’ensemble des matrices y de sl.,1(Z/pZ) telles que h =
I+ p"~ly € H; on veut donc montrer que C' = sl,.,1(Z/pZ). Par hypothése,
C' contient une matrice nilpotente de rang 1, et comme C est stable par conju-
gaison (H est distingué), C' contient toutes les matrices E;; ¢ + j. Comme C
est aussi stable par addition (H est un sous-groupe), C' contient aussi toutes
les matrices E;; — Ej;; pour ¢ # j. Ces derniéres sont conjuguées aux Fy; — Ejj,
i # j qui sont donc aussi dans C'. Ainsi, C' contient une base de ’ensemble des
matrices de trace nulle, puis, comme C est stable par addition, C' = sl,1(Z/pZ)
ce qu’on voulait. O

5.2 Mesures holderiennes et coefficients de Fourier

Ici G = G(Z,) est le groupe des points entiers p-adiques d’un groupe al-
gébrique défini sur Z. On note d la dimension de G. On peut établir ’exact
analogue du lemme 4.1.

15



Lemme 5.3. Si i est une mesure de probabilité sur G et si n € N*, alors,

S (dim Vo)l ()l < "™ ( x 1) (B, ).

e
En particulier, si u est a-holderienne, alors, pour toute représentation w de G,

Y. (dimVa)|a(m)zs « pt=m.

welG,

Démonstration. 1l s’agit simplement d’adapter la démonstration du lemme 4.1.
Soit x,, la fonction indicatrice de la boule de GG de centre 1 et de rayon p~™ et
fn = ﬁxn. Remarquons que :

G n

_ S =1

cfn
— fn * fn = fn (par la propriété ultramétrique de G)
— fn est invariante par inverse et par conjugaison

o fn « pndlmGXn
Toujours grace a la derniére propriété de f,, on a :

(= @) (fn) < p" ™G (s 1) (Bp-n).

Ensuite, comme dans le cas réel, et en utilisant la deuxiéme propriété de f,,

(i i) (fa) = Y. (dim V)| fo () () 315

TeG

et donc
% (dim Vi) [ £ () () 315 < (1 ) (f)-

ﬂeé;
Enfin, comme le support de f, est inclus dans B(1,p~™), et comme toutes les

représentations de Gy, sont triviales sur cette boule, on a pour chaque 7 € C/?;,
fn(m) =id d’ou
2. (dim V) a(m)lirs < (s @)(fa),

weé:
ce qu’on voulait. O
Remarque : En fait, on a
- id sime é;
T) =
fn(m) { 0  sinon

si bien que les deux derniéres inégalités de la preuve sont en fait des égalités.

Supposons maintenant qu’il existe cig < d tel que, si 7 est une représentation
de G qui ne provient pas de G,, (n-iéme sous-groupe de congruence),

dim V, » pld—aoln, (1)

D’aprés la partie précédente, SL,11(Z,) vérifie cette propriété, avec ag = d—7.
La version quantitative du théoréme 1.6 est alors comme suit :
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Théoréme 5.4. On suppose que G satisfait (1). Si p est une mesure borélienne
finie a-hélderienne sur G, avec a > g, alors, u** est absolument continue par

rapport a la mesure de Haar sur G dés que k > Z:g‘(’).

Démonstration. Comme dans le cas réel, si p est une mesure borélienne finie a-
holderienne sur G, avec a > «g, on écrit, grace au lemme 5.3, pour tout entier
n’

Ap =, (dim Vi) |a(m)|[frs « p4=0",

TeG,,

Cela, avec ’hypothése (1), montre que si 7 est une représentation de G,, qui ne
provient pas de G,,_1 et si k > 2, alors

~ k— n(k—1)(ao—a
() 257« prtk—Dieo—a),

On poursuit en écrivant

D (dim V) [# ()3 « D (A = Apy)prE Do)
ﬂEéj\\r n<N

< ANpN(kfl)(ozofa)

£ Y Agprteee) _ k- iaoa))
n<N-—-1

< pN(dfaofkr(afao)) +1

d—ao
a—aqg ’
théoréme de Peter-Weyl, ;** est dans L? et est donc en particulier absolument

continue par rapport & la mesure de Haar. [

ce qui montre que la somme converge dés que k > Dans ce cas, par le

Le passage des mesures aux ensembles se fait exactement comme dans le cas
réel, en utilisant le théoréme de Frostman, valable dans n’importe quel espace
meétrique (cf. [18], theorem 8.17). On obtient :

Corollaire 5.5. Si A est une partie borélienne de G de dimension de Hausdorff
strictement supérieure & oy, alors, pour | > i:‘é‘;, alors Al est de mesure de
Haar positive. En particulier, pour un certain m, A™ est un sous-groupe ouvert

de G.

Et donc :

Corollaire 5.6 (Trou dimensionnel). Les seuls sous-groupes boréliens de G
de dimension de Hausdorff strictement supérieure 6 oo sont les sous-groupes
ouverts de G.

Contrairement & ce qui se passe dans le cas réel, la valeur de o obtenue ici
est optimale, au moins dans le cas G = SL,;1(Z;). En effet, un sous-groupe
parabolique maximal SL,;1(Z,) est de dimension d — 7.

En reproduisant les preuves du cas réel, on obtient aussi I'inégalité de convo-
lution et 'inégalité dimensionnelle ; on choisit pour suite d’unités approchées 7
la suite des fonctions indicatrices des boules de rayon p~?V, et si u est une mesure
holderienne, on étudie ses régularisées p # 7). La preuve est méme un peu plus
simple que dans le cas réel, car si 7w est une représentation qui ne provient pas
de G, alors, par orthogonalité des caractéres, 7y (m) = 0. On omet les détails.
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Proposition 5.7 (Inégalité de convolution). Si u et v sont deux mesures boré-
liennes finies sur G vérifiant

lun |3 « pN) et un |5 « pNEH)
alors, pour tout € > 0,

[ )3 e p™@Fe0mOm) 4,

Corollaire 5.8 (Inégalité dimensionnelle). Si A et B sont deuz parties boré-
liennes de G, alors

dimy AB > min{d,dimyg A + dimy B — «ag}.
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Annexe : tableau de valeurs

A dim G P oo

A, | n(n+2) n(n —1) n(n +1)
B, | 2n®+n 2(n —1)2 2n? —n +1
Cn | 2n%2+n 2(n —1)? 2n2 —n+1
D, | n2n—1) | 2(n—1)(n—2) | 2n® —3n + 2
Eg 78 40 62

E; 133 72 106

Fs 248 126 191

Fy 52 18 37

G> 14 2 9

FIGURE 1 — Valeurs numériques de dim G, p et o selon le diagramme de racines
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