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GROUPES ARITHMETIQUES ET APPROXIMATION DIOPHANTIENNE

Résumé

Nous développons une théorie de I’approximation diophantienne dans les va-
riétés de drapeaux, obtenues comme quotient d’un groupe de Lie semi-simple
défini sur Q par un sous-groupe parabolique. En nous appuyant sur des résul-
tats de la théorie des groupes arithmétiques, diis entre autres & Borel et Harish-
Chandra, et & Margulis et ses collaborateurs, nous démontrons dans ce cadre
des généralisations des théorémes classiques de 'approximation diophantienne.

Mots-clefs : groupes algébriques, dynamique homogéne, approximation dio-
phantienne

ARITHMETIC GROUPS AND DIOPHANTINE APPROXIMATION
Abstract

We develop a theory of diophantine approximation on generalized flag va-
rieties, varieties that can be obtained as a quotient of a semisimple algebraic
Q-group by a parabolic Q-subgroup. Using methods from the theory of arith-
metic groups, due in particular to Borel and Harish-Chandra, and to Margulis
and his collaborators, we prove in this setting analogs of the classical theorems
of diophantine approximation.

Keywords : algebraic groups, homogeneous dynamics, diophantine approxi-
mation
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Avant-propos

Ce mémoire sur approximation diophantienne a été rédigé pour soutenir une
habilitation a diriger des recherches. Contrairement a 'usage le plus répandu
pour ce type de texte, la plupart des résultats présentés sont nouveaux; nous
expliquons briévement ici les raisons a cela.

Depuis mon entrée au CNRS en 2014, ma recherche s’est divisée en deux
parties. La premiére concerne les propriétés d’expansion dans les groupes de
Lie simples. Mes travaux sur ce sujet prolongent ce que j’avais commencé dans
ma thése de doctorat Sous-groupes boréliens des groupes de Lie, sous la direc-
tion d’Emmanuel Breuillard, puis en post-doctorat avec Elon Lindenstrauss. Je
poursuis encore mon travail de recherche autour de ces questions, en particulier
griace a une collaboration avec Weikun He sur ’équidistribution des marches
aléatoires linéaires sur le tore et ses applications au probléme du trou spectral.
J’espére d’ailleurs donner 'année prochaine un cours sur ces questions, et ré-
diger a cette occasion un texte d’introduction au domaine. Cela explique en
partie le choix de ne pas décrire ces travaux dans ce mémoire, pour le consacrer
entiérement & mon deuxiéme sujet d’étude, 'approximation diophantienne.

Mes premiers travaux sur le sujet, en collaboration avec Menny Aka, Em-
manuel Breuillard et Lior Rosenzweig, datent de mon post-doctorat a 'univer-
sité Hébraique de Jérusalem, et portaient sur les propriétés diophantiennes des
groupes de Lie nilpotents. Ils ont été pour moi 'occasion de me familiariser
avec les méthodes de dynamique homogéne qui ont permis depuis un peu plus
de vingt ans plusieurs avancées majeures en théorie des nombres. Celle qui nous
concerne plus particuliérement ici est la résolution par Kleinbock et Margulis de
la conjecture de Sprindzuk sur ’extrémalité des sous-variétés non dégénérées.

Dans un projet avec Emmanuel Breuillard, nous avons observé que certains
points de la démonstration de Kleinbock et Margulis pouvaient étre mis en
paralléle avec la démonstration de Schmidt du théoréme du sous-espace sur
I’approximation des nombres algébriques par des rationnels. Ces démonstrations
se composent de deux parties, une partie d’analyse, et une partie de géométrie.
La partie d’analyse est différente dans chacun des problémes : pour le théoréme
du sous-espace, il faut étudier les points d’annulation des polyndémes a plusieurs
variables & coefficients entiers, tandis que pour la conjecture de Sprindzuk, il
faut comprendre les petites valeurs des fonctions analytiques réelles. Mais la
partie de géométrie est essentiellement la méme : il s’agit de comprendre la
géométrie de l'espace des réseaux d’un espace euclidien. Ces observations nous

ont poussés a chercher une méme approche pour ces deux types de résultats,



soit dans la formulation d’énoncés valables dans les deux cadres, soit dans la
rédaction des démonstrations.

Ensuite, grace & Dmitry Kleinbock, je me suis intéressé & ’approximation
diophantienne sur les quadriques, et notamment aux travaux récents de Klein-
bock, Fishman, Merrill et Simmons sur le sujet. On y voit que les propriétés
diophantiennes dans la quadrique sont reliées au comportement des orbites dia-
gonales dans un espace de réseaux associé au groupe orthogonal de la quadrique.
C’est cet exemple des quadriques qui m’a fait souhaiter un nouveau cadre pour
I’approximation diophantienne, ou le groupe linéaire SL serait remplacé par un
groupe algébrique semi-simple général.

Comme il était temps pour moi d’écrire un mémoire d’habilitation a diriger
des recherches, il m’a semblé approprié d’y exposer ce que j’avais compris en
matiére d’approximation diophantienne ces derniéres années. Un cadre conve-
nable est celui des variétés de drapeaux, de la forme P\G, ou G est un groupe
algébrique semi-simple défini sur Q, et P un sous-groupe parabolique défini sur
Q. Pour y établir les analogues des théorémes de ’approximation diophantienne
classique, on procéde en deux étapes.

Tout d’abord, on établit une correspondance entre les propriétés diophan-
tiennes des points de X = P\G et le comportement asymptotique des orbites
diagonales dans l’espace de réseaux G/I', quotient de G par un sous-groupe
arithmétique.

Ensuite, pour pouvoir exploiter cette correspondance, certains résultats déja
connus pour ’espace des réseaux d’un espace euclidien doivent étre disponibles
plus généralement pour un espace G/I' obtenu comme quotient d’un groupe
algébrique semi-simple défini sur Q par un sous-groupe arithmétique. C’est le
cas en particulier pour la non divergence de Kleinbock et Margulis, et pour les
résultats obtenus avec Emmanuel Breuillard comme conséquences du théoréme
du sous-espace de Schmidt. Grace a la théorie de la réduction de Borel et Harish-
Chandra, qui décrit la forme d’un domaine fondamental pour l'action de " sur
G, j’ai pu formuler et démontrer ces résultats dans ce nouveau cadre.

Ce mémoire est constitué d’une suite de chapitres liés les uns au autres. A
Porigine était prévu un chapitre pour chaque aspect de I’approximation diophan-
tienne étudié : théoréme de Khintchine, approximation des points algébriques
et approximation sur des sous-variétés. Mais je me suis éloigné de ce plan pour
plusieurs raisons. Tout d’abord, il m’a paru plus clair de dédier deux chapitres
aux aspects géométriques du probléme sur lesquels reposent les autres résultats :
le chapitre 2 décrit donc la géométrie des variétés de drapeaux, et le chapitre 4
celle des espaces de réseaux. Ensuite, j’ai préféré présenter séparément dans les
chapitres 6 et 7 certains résultats généraux sur les espaces de réseaux, qui pour-
raient avoir d’autres applications. Enfin, j’ai ajouté le chapitre 9 pour décrire
les résultats principaux du mémoire dans certains cas particuliers. Ce chapitre
mériterait d’ailleurs un traitement plus détaillé, puisque ce sont les exemples
qui y sont donnés qui ont principalement motivé I’étude du cas général.

Si 'avenir le permet, les résultats présentés dans ce mémoire seront publiés.
En attendant le travail de relecture et de réécriture que cela nécessitera, nous
prions le lecteur de corriger avec bienveillance les erreurs ou les incohérences
qu’il trouvera dans la rédaction.
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Chapitre 1

Introduction

Ce mémoire a pour but d’exploiter les méthodes de la théorie des groupes arith-
métiques pour étudier 'approximation diophantienne dans certaines variétés,
obtenues comme quotient X = P\G d’un groupe algébrique semi-simple G dé-
fini sur Q, par un sous-groupe parabolique défini sur Q. Les variétés de cette
forme sont communément appelées variétés de drapeaux. Les exemples les plus
élémentaires de telles variétés sont les espaces projectifs P, n > 1, les varié-
tés grassmanniennes Grass(¢,d), 1 < ¢ < d, les quadriques projectives, et les
variétés de drapeaux dans un espace vectoriel.

Dans la suite, une variété de drapeaux X = P\G sera toujours munie de sa
distance de Carnot-Carathéodory usuelle d, dont la construction est détaillée au
paragraphe 2.2. Les hauteurs que nous considérerons sur X (Q) seront obtenues
par plongement de X dans un espace projectif. Rappelons que si V' est un espace
vectoriel défini sur Q, le choix d’une base rationnelle (u;)1<i<q de V permet de
définir une hauteur sur les points rationnels de P(V) : ayant fixé une norme
euclidienne sur V' pour laquelle la base (u;) est orthonormée, si v € P(V)(Q)
est représenté par un vecteur primitif v dans le réseau ®;Zu;, on pose

H(v) = vl

Toutes les hauteurs sur P(V) construites de cette maniére sont équivalentes,
i.e. comparables a une constante multiplicative prés. Ensuite, si V, est une
représentation irréductible rationnelle de G engendrée par une unique droite
lex] de plus haut poids x telle que Stabgle,] = P, on obtient une hauteur
H, sur X par restriction d’une hauteur sur P(V,) en identifiant X = P\G
a lorbite Gley] de la droite de plus haut poids dans P(V, ). L’approximation
diophantienne sur X est I’étude de la qualité des approximations rationnelles
d’un point € X(R) : pour un grand parameétre 7' > 0, on cherche a évaluer
en fonction de T la distance minimale & x d’un point rationnel v de hauteur
H,(v) <T.

Dans toute la suite X désigne une variété de drapeaux, obtenue comme quo-
tient X = P\G d’un groupe algébrique semi-simple G défini sur Q par un
sous-groupe parabolique défini sur Q. On munit X de la distance de Carnot-
Carathéodory usuelle, et d’une hauteur H, associée a une représentation ra-
tionnelle irréductible de G engendrée par une unique droite rationnelle de plus
haut poids x.
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1.1 Reésultats principaux

Les résultats que nous démontrons dans ce mémoire se divisent en trois catégo-
ries, suivant la maniére de choisir le point  dans X (R). Les premiers résultats
concernent les propriétés diophantiennes d’un point x choisi aléatoirement sui-
vant la mesure de Lebesgue sur X (R), les seconds traitent d’un point z € X (Q),
i.e. dont les coordonnées sont des nombres algébriques, et pour les derniers, le

point z sera choisi aléatoirement sur une sous-variété analytique de X (R).

Propriétés génériques des points de X (R)

Pour commencer, on définit I’ezposant diophantien 5, (x) d'un point z € X(R)
par
By(z) =inf{f>0|3Fe>0: Vv e X(Q), d(x,v) > cH,(v) "}

Le premier résultat général que nous démontrerons est que la fonction 3, est
constante presque partout sur X (R).

Théoréme 1.1 (Valeur presque stire de exposant). Il existe une constante ex-
plicite B, (X) € Q strictement positive telle que pour presque tout x € X (R),

Bx(x) = ﬁx(X)

Si 'on munit X de la hauteur anti-canonique, ce qui correspond & choisir
x égal & la somme des racines apparaissant dans le radical unipotent de P, un
résultat de Franke [16] montre que le nombre de points rationnels v € X (Q) de
hauteur au plus T satisfait, pour certaines constantes ¢ > 0 et b € N*,

Nx(T) ~c-T(logT)"! (T — +o0) (1.1)

L’exposant diophantien presque siir dans X prend alors la valeur naturelle

1

ﬂX(X) = Ma

ou dim.. X est la dimension de Carnot-Carathéodory de X, unique entier tel
que le nombre de recouvrement de X (R) par des boules de rayon § > 0 pour
la métrique de Carnot-Carathéodory satisfasse N(X,§) = 6~ 4™ X Jorsque §
tend vers zéro. Mohammadi et Salehi Golsefidy [35, Theorem 4], ont généralisé le
résultat de Franke et montré que pour toute hauteur H,, il existe des constantes
c,ay, > 0 et by, € N* pour lesquelles

Nx(T) ~ c¢-T%(logT)**~! (T — +o0) (1.2)

mais il ne semble pas que S, (X) s’exprime simplement & partir de a, en général.

Au vu du théoréme 1.1 ci-dessus, il est naturel de s’intéresser & des propriétés
diophantiennes plus fines. Par analogie avec le célébre théoréme de Khintchine
[21], pour une fonction ¢ : RT — R nous considérons I'inégalité

d(z,v) < Hy(v)" >y (H, (v) (1.3)

et montrons le théoréme suivant.
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Théoréme 1.2 (Théoréme de Khintchine pour une variété de drapeaux). Notons
ay > 0 et by € N* les constantes déterminées par l’équivalent (1.2) ci-dessus.
Soit ¢ : Rt — RT une fonction décroissante.

o Si f:oo P(u) Ax (%) (loglog u)bx—l%“ < o0, alors, pour presque tout x €
X(R), linégalité (1.3) n’admet qu’un nombre fini de solutions v € X (Q).

o Si f;oo Y(u) ) (loglog u)bx*l%‘ = +o00, alors, pour presque tout x €
X(R), Vinégalité (1.3) admet une infinité de solutions v € X (Q).

Dans le cas ou X = P” est un espace projectif, on retrouve le théoréme
démontré par Khintchine [21] en 1926. Le résultat était déja connu aussi lorsque
X est une quadrique projective, depuis les travaux remarquables de Kleinbock
et Merrill [28] puis de Fishman, Kleinbock, Merrill et Simmons [15] sur le sujet.

Approximation des points algébriques

Nous noterons Q le sous-corps de R constitué des éléments algébriques sur Q. Un
résultat majeur concernant I’approximation des éléments de Q par des rationnels
est le théoréme de Roth [38], qui assure que si x € Q est irrationnel et ¢ > 0,
alors 'inégalité

|z—§\§ peZ, g N*

n’admet qu’un nombre fini de solutions (p,q). De maniére équivalente, si P!
est muni de la distance et de la hauteur usuelles, le théoréme de Roth affirme
que tout élément x € P1(Q) \ PL(Q) vérifie B(z) = 2. Ce théoréme a d’ailleurs
été généralisé par Schmidt [41] : si # € P*(Q) n’est inclus dans aucun sous-
espace projectif rationnel propre, alors f(z) = 1+ % Nous montrons que ces
résultats sont encore valables dans une variété de drapeaux X arbitraire : hors
de certaines contraintes rationnelles, tous les points algébriques de X ont méme
exposant diophantien, égal a l'’exposant presque sir d’un point aléatoire de
X(R).

Rappelons que la variété X = P\G se décompose en cellules de Schubert :
si B C G désigne un Q-sous-groupe parabolique minimal, W le groupe de Weyl
associé, et Wp = (W N P)\W, alors

X= || PuwB.
weWp

Notons X,, = PwB l’adhérence de la cellule de Schubert PwB. Une variété de
Schubert dans X est une variété de la forme X,,g, pour w € Wp et g € G. Si
lélément g peut étre choisi dans G(Q), nous dirons que la variété de Schubert
est rationnelle.

Théoréme 1.3 (Points algébriques extrémaux). Si x € X(Q) n’appartient a
aucune sous-variété de Schubert rationnellet, alors By (x) = B, (X).

Plus généralement, nous obtenons une formule pour ’exposant d’un point

x € X(Q), en termes d’une certaine variété de Schubert rationnelle le contenant.

1 suffit en fait que x ne soit, dans aucune sous-variété de Schubert rationnelle instable.
On renvoie au paragraphe 5.2 pour plus de détails sur ce sujet.
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Mais I’énoncé précis de cette formule requiert introduction d’autres objets
associés & X. Nous noterons T un Q-tore déployé maximal de G inclus dans B,
A = T°(R) la composante connexe des points réels de 7', a I'algébre de Lie de
A et II C a* la base du systéme de racines associé & G et T correspondant au
parabolique minimal B. Ces objets sont définis plus précisément, dans Borel [2,
§11] et leur construction détaillée est donnée dans Borel et Tits [4, §5]. Insistons
sur le fait que ’on s’intéresse ici aux racines de G par rapport au Q-tore déployé
maximal S; on parle parfois du systéme des Q-racines de G, dont la base IT est
de cardinal égal au Q-rang de G.

Si @ C 1I est ’ensemble de racines simples associé & P — tel que les racines
négatives apparaissant dans P se décomposent sur # — on définit un unique
élément Y dans a par

0 siaech
a(Y){ -1 siaell\6

L’espace a étant muni d’une norme euclidienne invariante par ’action du groupe
de Weyl, nous noterons p,- : @ — a~ la projection au plus proche voisin sur la
chambre de Weyl négative

a” ={u€a]|Vaell, a(u) <0}.

Enfin, l'action adjointe a droite du groupe de Weyl W sur a et a* sera notée en
exposant : pour w € W, Y% = (Adw) 1Y, et x* = y o (Adw).

Théoréme 1.4 (Exposant d’un point algébrique). Pour chaque élément x €

X(Q), il existe w e Wp ety € G(Q) tels que x € Xy et

1
By () = :
* —(X,Y) + (X", pa- (Y?))

Dans le théoréme ci-dessus, la variété de Schubert X,,v est en fait entiere-
ment déterminée par x. On renvoie le lecteur au paragraphe 5.3 pour le détail
de sa construction. Comme corollaire remarquable du théoréme ci-dessus, on
peut montrer que, dans certains cas, la valeur minimale de I'exposant 3, (z),

z € X(Q), est égale & 3, (X).

Corollaire 1.5 (Minoration de 'exposant d’un point algébrique). Si X = P\G,
avec P un sous-groupe parabolique maximal du Q-groupe semi-simple G, alors

min_f,(z) = By (X).

zeX(Q)

Ce corollaire s’applique en particulier lorsque X = Grass(¢, d) est la variété
grassmannienne des sous-espaces de dimension ¢ dans R?, munie de la hauteur
induite par le plongement de Pliicker. On obtient ainsi une réponse partielle &
un probléme de Schmidt [40] :

Probléme ouvert : Déterminer la quantité inf, cqrass(e,ay By (T)-

Plus de détails & ce sujet sont donnés au chapitre 9, ot nous décrivons quelques
exemples de variétés de drapeaux. Nous verrons aussi dans ce chapitre que le
corollaire ci-dessus est faux en général si le sous-groupe parabolique P n’est pas
maximal. Il reste cependant valable dans un autre cas important : si X = P\G
avec G déployé sur Q, P un Q-parabolique minimal, et H, la hauteur anti-
canonique sur X.
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Approximation dans les sous-variétés

Nous voulons maintenant décrire les propriétés diophantiennes presque stires
d’un point z choisi aléatoirement sur une sous-variété analytique M C X (R). Si
M est une variété analytique de dimension m, on considére une mesure Ap; sur
M équivalente a la restriction & M de la mesure de Hausdorff de dimension m.
Comme nos résultats ne dépendent de la mesure qu’a équivalence prés, le choix
précis de A\j; n’aura pas d’importance dans la suite.

Suivant la terminologie introduite par Sprindzuk [47], nous dirons qu’une
sous-variété analytique M C X est extrémale si pour presque tout z € M,
By (z) = By (X). Dans le cas ot X = P™ est un espace projectif, une sous-variété
analytique est dite non dégénérée si elle n’est incluse dans aucun sous-espace
projectif strict. La conjecture de Sprindzuk, démontrée par Kleinbock et Margu-
lis [23] en 1998, stipulait que toute sous-variété analytique non dégénérée dans
P" était extrémale. Ici encore, ce résultat admet une généralisation naturelle
au cadre des variétés de drapeaux. Nous dirons qu’une sous-variété analytique
M C X est non dégénérée si elle n’est incluse dans aucune sous-variété de Schu-
bert propre. Cette terminologie est bien str compatible avec celle déja utilisée
dans le cas ou X est un espace projectif.

Théoréme 1.6 (Extrémalité des sous-variétés non dégénérées). Toute sous-
variété analytique connexe M non dégénérée? dans X est extrémale.

Notre dernier résultat méle sous-variétés analytiques et nombres algébriques.
En prenant pour variété un singleton M = {x}, avec x € X(Q), on retrouvera
d’ailleurs le théoréme 1.4 énoncé ci-dessus. Nous reprenons les notations intro-

duites juste avant le théoréme 1.4.

Théoréme 1.7 (Exposant d'une sous-variété définie sur Q). Soit M une sous-
variété analytique connexe de X dont l’adhérence de Zariski est définie sur Q.
Il existe w € Wp et v € G(Q) tels que M C X,y et pour presque tout x € M,

1
7<X? Y> + <Xw7pa* (Yw)> .

On observe que les énoncés concernant 'approximation diophantienne sur les
sous-variétés sont trés voisins de ceux concernant les points algébriques. Cela
s’explique par le fait que les contraintes géométriques qui apparaissent sont les
mémes dans les deux situations. Pour les mettre en évidence, nous utilisons une
correspondance entre les propriétés diophantiennes d’un point z € X (R) et le
comportement asymptotique de certaines orbites diagonales dans ’espace des
réseaux d’un espace euclidien.

By(x) =

1.2 Une correspondance

Un réseau A dans un espace euclidien V' est un sous-groupe discret de rang
maximal. En d’autres termes, pour une base (v;)1<i<q de V, on peut écrire

A=7Zvi D - & Zvy.

2Ici encore il suffit de supposer que M_n’est incluse dans aucune sous-variété de Schubert
instable, comme expliqué au paragraphe 8.2.
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Le groupe linéaire GL(V') agit naturellement sur ’espace des réseaux de V. Les
travaux de Minkowski [34] et Siegel [45] ont mis en évidence le fait que de nom-
breuses propriétés arithmétiques se comprennent simplement grace a ’espace
des réseaux. Cette approche de I'arithmétique, souvent appelée « géométrie des
nombres », s’est aussi révélée particuliérement fructueuse pour I’approximation
diophantienne. Elle est en particulier & la base de la démonstration de Schmidt
de son théoréme du sous-espace [42, Theorem 1F|. Mais commengons par un
exemple simple, qui illustre bien l'intérét de I’espace des réseaux pour l'étude
de I'approximation diophantienne.

L’espace projectif
Nous avons défini plus haut Pexposant diophantien d’un point z € P"(R) :
B(z) =inf{8 >0|3c>0: Yo € P*(Q), d(z,v) > cH(v) "}

Si z € P*(R) s’écrit en coordonnées homogénes = [1 : 1 : ... : xp], nous lui
associons un réseau A, dans R? par la formule

1 0

A, = s, 7% ou s, = B 0
xr — “x b xr —

0 0

—x, 0 1

La systole, ou premier minimum, d’un réseau A est la longueur minimale d’un
vecteur non nul dans A :

AM(A)=inf{A>0| AN B(0,X) #{0}}.
Nous considérons alors dans GL4(R) le sous-groupe
a; = diag(e™!,e/™, e,

et posons

-1
~(z) = lim sup - log A1 (a:A,).

t—+oo

La proposition élémentaire ci-dessous est tirée de Kleinbock et Margulis [24,
Theorem 8.5, et généralise des résultats antérieurs de Dani [dani_ cor].

Proposition 1.8 (Correspondance de Dani pour P™). Pour tout z € P*(R),

1 ) 1
n'l—~(x)

Le point de départ de tous les résultats démontrés dans ce mémoire est une
généralisation de cette proposition, dans laquelle I’espace projectif est remplacé
par une variété de drapeaux X arbitraire.
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Variétés de drapeaux

Rappelons que X peut s’écrire comme 'espace quotient X = P\G d'un Q-
groupe semi-simple G par un Q-sous-groupe parabolique P, et que X (R) est
munie de la distance de Carnot-Carathéodory usuelle. Nous fixons aussi une
représentation rationnelle irréductible de G sur un espace vectoriel V,, engendré,
comme G-module, par une unique droite rationnelle de plus haut poids e,.. Nous
supposons en outre que le stabilisateur dans G' de la droite engendrée par e, est
égal a P. Cela permet de plonger X dans l'espace projectif P(V,); la hauteur
sur X (Q) obtenue par restriction de la hauteur usuelle sur P(V,,) est notée H,.

Pour étudier I'approximation diophantienne dans X, munie de la hauteur
H,,, nous utiliserons ’espace des réseaux de V,,. Ayant fixé un réseau rationnel
Vy(Z) dans V,,, nous associons & chaque élément = de X (R) un réseau

Ay =5,V (Z), ol sy € G est tel que 2 = Ps,.
Nous utiliserons le sous-groupe a un parameétre (a;) déja mentionné ci-dessus :

0 sia€f

_ Y - Af —
ap =€, ouYeaestdeﬁmparoz(Y)—{_1 siado.

La correspondance qui relie 'exposant diophantien f,(x) au comportement
asymptotique de l'orbite (a:A;)t>0 met en jeu une quantité un peu plus subtile
& définir que la systole d’un réseau. Notons

)Z:G-eXCVX

lorbite de e, dans V, sous l'action de G. L’ensemble X est le cone dans Vi
contenant toutes les droites du plongement de X dans P(V,,), privé du point 0.
L’espace V, se décompose en somme directe d’espaces de poids sous l'action du
groupe abélien (a;), et nous notons

+.
'V, = Rey

la projection sur e, parallélement a la somme de tous les autres espaces de
poids. Pour tout réseau A dans V,,, nous posons

(D) inf{r>0 | v e AN B(0,r) : o] }

Remarquons qu’on peut avoir r, (A) = +oo, par exemple si A ne rencontre pas
le cone X. Quoiqu’il en soit, on pose

-1
Yy (z) = lim sup - log ry (atAy).

t——+oo

Il n’est pas difficile de se convaincre que cette quantité ne dépend pas du choix
de I'élément s, tel que x = Ps, ; cela est expliqué en détail au paragraphe 2.4.
On peut alors relier les quantités 3, (z) et 7, (x) grace a la proposition suivante.

Proposition 1.9 (Correspondance drapeau-réseau). Pour tout € X(R),

1

A = S5 )
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La définition de la fonction ry, et notamment la contrainte |7 (v)|| > @
sur le petit vecteur v, rend cette proposition un peu moins simple & appliquer
que son analogue pour 'espace projectif. Elle nous sera néanmoins trés utile.

1.3 Espaces de réseaux

Dans la correspondance décrite ci-dessus, les réseaux de V, qui interviennent
sont de la forme gV, (Z), avec g € G. Si on note I le stabilisateur de V, (Z) dans
G, l'orbite G - V, (Z) s’identifie au quotient

Q=GT.

Un tel quotient d’un groupe algébrique G semi-simple défini sur Q par un sous-
groupe arithmétique I" sera appelé un espace de réseaux, car il s’identifie & une
partie de I'espace des réseaux de ’espace euclidien V,,. La géométrie de ces es-
paces est décrite avec assez de précision par la théorie de la réduction, die a
Borel et Harish-Chandra, et trés clairement exposée dans le livre de Borel [2].
Il y est notamment démontré que I'espace €2 est de volume fini pour la mesure
de Haar, unique mesure de Radon invariante sous l'action de (G, & constante
multiplicative prés. Les résultats et les méthodes de [2] seront d’ailleurs un outil
essentiel dans tout ce mémoire. A chacun des résultats d’approximation dio-
phantienne dans la variété de drapeaux X correspond un théoréme sur ’espace
de réseaux (2. Nous décrivons maintenant ces résultats, qui, & notre avis, ont
leur intérét propre.

Mélange exponentiel

Pour démontrer un théoréme de Khintchine sur la variété de drapeaux X, nous
suivons la méthode proposée par Kleinbock et Margulis [24] et utilisée aussi
par Kleinbock et Merrill [28] et Fishman, Kleinbock, Merrill et Simmons [15]
dans leur étude des quadriques. Cette méthode est basée sur un théoréme de
décroissance exponentielle des coefficients dans la représentation L?(£2). Nous
admettrons ce résultat, dont la démonstration nous éloignerait trop de notre
sujet d’étude, mais en donnons I’énoncé exact ici, puisqu’il sera essentiel dans la
suite. L’énoncé général ci-dessous découle d’un article récent de Einsiedler, Mar-
gulis, Mohammadi et Venkatesh [14, §§4.1 et 4.3]; on renvoie aussi & Kleinbock
et Margulis [24, §3.4] pour une version antérieure.

Théoréme 1.10 (Décroissance exponentielle des coefficients dans L?(€2)). Soit
G un Q-groupe semi-simple simplement connexe, I' un sous-groupe arithmétique,

et Q = G/T. Soit T un Q-tore déployé mazimal de G, A = TO(R) et (a;) un

sous-groupe & un paramétre de A. On suppose que Vt > 0, a; = €'Y, avec Y € a

tel que pour toute projection p; : g — g; sur un facteur Q-simple, p;(Y) # 0.

1l existe des constantes ¢ € N et C,7 > 0 telles que pour toutes fonctions

f1, f2 € C(Q) et tout t > 0,

/Qfl(atA)f2(A)mQ(dA) —mq(fi)ma(f2)| < CEiTtHTZleQHTZszz,

ot Y désigne Uopérateur différentiel Y =1—3".Y?2, avec (Y;) une base ortho-
normée de l'algébre de Lie ¢ d’un sous-groupe compact mazimal de G(R).
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L’autre élément utile a la démonstration du théoréme de Khintchine est
un encadrement asymptotique du volume de ’ensemble A des éléments de €2
tels que 7 (A) < r. Nous vérifierons cet encadrement a l’aide de la théorie de la
réduction, qui décrit un domaine fondamental pour I’action de I" par translation
a droite sur G.

Proposition 1.11 (Mesure d’un voisinage de U'infini). Soient a,, > 0 et b, € N*
les constantes déterminées par l’équivalent asymptotique (1.2). A une constante
multiplicative prés dépendant de G et T', pour tout r < 1,

mao({A € Q| ry(A) <r}) = r“X|10g7“|b><_1.

Position dans un espace de réseaux

Si Q = G/T est le quotient d'un Q-groupe algébrique semi-simple par un sous-
groupe arithmétique, nous définissons maintenant une fonction ¢ : 2 — a~
qui décrit la position d’un point dans 2, & une constante prés. C’est 1’étude
du comportement de cette fonction le long des orbites diagonales dans 2 qui
permettra de démontrer les résultats d’approximation diophantienne présentés
ci-dessus. Dans la construction de la fonction ¢, I'idée sous-jacente est qu’'un élé-
ment gI" dans 2 doit s’étudier simultanément dans chacune des représentations
fondamentales de G. Cela nous est indiqué par les méthodes de la théorie de la
réduction, et en particulier |2, §§14 et 16].

Notons T un Q-tore déployé maximal dans G, A = TY(R) la composante
connexe des points réels de T'; et a l'algébre de Lie de A. Le systéme de racines
3} de G par rapport a T s’identifie & un systéme de racines dans ’espace dual
a*. Nous fixons une base de racines simples II = {aq,...,a,} dans ¥ et notons
w1,...,w,; les poids fondamentaux associés. Pour chaque ¢, on fixe une Q-
représentation V; de G engendrée par une unique droite rationnelle de plus haut
poids w; = b;w;, avec b; € N* minimal, et V;(Z) un réseau rationnel dans V;
stable par 'action de I' et contenant un vecteur de plus haut poids e;. Suivant
Borel et Tits [4, §12.13], nous dirons que les représentations V;, i = 1,...,r,
sont les représentations fondamentales de G. Dans I'espace vectoriel V;, nous
noterons X; = G - e; I'orbite du vecteur de plus haut poids e; sous 'action de
G.

Les covolumes successifs d'un élément g = gI" de ’espace de réseaux {2 sont
les quantités

wi(g) = min{||lgv|| |ve Vi(Z)NX;}, i=1,...,r

Comme les poids fondamentaux forment une base de a*, il existe un unique
élément co(g) € a tel que

Vi€ [L,r], wico(g)) = log pi(g)-

Rappelons que la chambre de Weyl négative a~ est la partie convexe fermée de
a définie par
a” ={Y€a|Vacll, oY) <0}.

L’espace a est muni d’une norme euclidienne invariante par ’action du groupe
de Weyl, et cela permet de définir la projection p,- : @ — a~, qui associe a Yy
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l'unique élément Y € a~ tel que d(Yp,a™) = d(Yp,Y). La fonction ¢: Q2 — a~
est alors définie par la formule

c(g9) = pa-(co(9))-

C’est une fonction propre sur €2 que I'on peut comprendre de la fagon suivante :
si g1 et go sont dans la méme pointe de €, la distance de g; & go est comparable
a lle(g1) — c¢(g2)]], & une constante additive preés.

Le théoréme du sous-espace

Avec les notations utilisées ci-dessus, nous considérons maintenant un sous-
groupe & un paramétre (a;) dans A. Les démonstrations des théorémes 1.3 et 1.4
sont basées sur le théoréme fort du sous-espace de Schmidt [42, Theorem 3A,
page 163], grace auquel nous déterminons un équivalent asymptotique, lorsque
t tend vers linfini, de la fonction c(a;s), si s appartient & G(Q). Pour énoncer
ce résultat, il est commode d’introduire la relation d’ordre partiel sur a donnée
par
Yi1<Yy, — Vie [1,7”}, wi(Yl) < wl(}/g)

Par exemple, si (Y;);cs est une famille d’éléments de a, nous noterons ¥ =
inf;c 7 Y; le plus grand minorant de la famille (Y});c s, défini par

Vi e [1,r], wi(Y) = inf w;(Yj).
j€J

Rappelons que pour ¥ € a et w dans le groupe de Weyl, on note Y =
(Adw)~1Y.

Théoréme 1.12 (Orbites diagonales des points algébriques dans Q). Soient
Y € a= un élément arbitraire, (a;) = (e'Y) le sous-groupe a un parameétre
associé, et P le sous-groupe parabolique associé a (ay) :

P={geqd| tLieroo atga_¢ existe}.

Pour w € Wp, nous notons X, = PwB la variété de Bruhat standard corres-
pondante. Etant donné s € G(Q) posons

Coo = If{pe- (YY) ; weWp: IyeG(Q): s€ Xy} €a™.

Alors,

. 1
t—lgknoo gc(ats) = Coo-
et il existe une unique variété de Bruhat® rationnelle Xy, w € Wp, v € G(Q)
contenant x et telle que pa— (Y) = ¢oo.

En fait, la démonstration de ce théoréme permet aussi de controler partielle-
ment I'élément v, € G(Q) qui apparait pour ¢ > 0 grand dans une décomposition
de Siegel a;s = k¢binsy:. Nous renvoyons au chapitre 5, théoréme 5.1.1 pour un
énoncé précis.

3Une variété de la forme X7 sera dite variété de Bruhat si elle est vue comme une partie
de G, et variété de Schubert si elle est vue comme une partie de X = P\G.
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Non divergence quantitative

Le dernier résultat dont nous aurons besoin sur ’espace de réseaux 2 est un
énoncé de non divergence quantitative : étant donnée une mesure borélienne
u sur G on cherche a controler la valeur de ¢(g) lorsque ’élément g est choisi
aléatoirement suivant la mesure p. C’est pour étudier le comportement des flots
unipotents dans l'espace SL4(R)/SL4(Z) que ce type de résultat a été introduit
par Margulis [33]. Ensuite, les travaux de Dani [10], puis de Kleinbock et Mar-
gulis [23] ont permis d’aboutir & un énoncé quantitatif adapté a I’approximation
diophantienne. Mais les théorémes montrés par Kleinbock et Margulis, ou plus
récemment par Lindenstrauss, Margulis, Mohammadi et Shah [31] ne concernent
que le groupe SLg4. Pour les applications que nous avons en vue, il est important
d’avoir un résultat qui s’applique dans un Q-groupe semi-simple arbitraire, et
qui en respecte la géométrie. Ici encore, c’est la fonction ¢ : G — a~ qui permet
de formuler I’énoncé adéquat.

Nous aurons méme besoin d’étendre la fonction ¢ aux parties compactes de
G. Si S C G est une partie compacte, on pose donc, pour chaque i € [1,r],

#i(S) = min _ max]|sv].

veV;(Z)NX; 5€5
Cela permet de définir un élément ¢o(S) € a par
Vi € [1,7], wi(co(S)) = log 11s(9),
puis, comme précédemment,
c(8) = pa-(co(55))-

Dans toute la suite, le groupe G est muni d’'une métrique riemannienne arbi-
traire. Si p est une mesure borélienne sur G, U un ouvert de G, et C,a > 0
deux constantes, nous dirons qu'une fonction mesurable f : U — R est (C, a)-
réguliére sur U si pour toute boule B = B(x,r) N U de U et tout € > 0,

nfg € Bl 1f(9)l <ellfllsu}) < Ce®u(B),

ou ’on note
| fl3,. = sup{|f(z)| ; © € BN Supp u}.

Nous montrerons le théoréme suivant.

Théoréme 1.13 (Non divergence quantitative dans G). Etant données deux
constantes Cy, g > 0, il existe C, 0 > 0 tels qu’on ait la propriété suivante.

Soit p une mesure de Radon sur G et B(x,p) C G une boule satisfaisant
Vi e [1,7], Yo € X;NVi(Z), g~ |lgv|| est (Co, ap)-réguliere sur B(x,5p) pour p.
Alors, pour tout € > 0, notant S = Supp pu N B(z, p),

n(fg € Bz, p) | lle(g) — c(S)Il = —loge}) < Ce®u(B(z, p)).
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Pour ’approximation diophantienne dans les sous-variétés, ce théoréme jouera
un role analogue a celui du théoréme du sous-espace de Schmidt pour ’approxi-
mation diophantienne des points algébriques, et nous permettra notamment de
démontrer les deux résultats ci-dessous. Nous dirons qu’une mesure borélienne
sur G est localement réguliére en un point sy dans G s’il existe une boule ouverte
B = B(sp,r) et des constantes C, « > 0 telles que

Vie[l,r], Yo e X; NV,(Z), Vg € G,
s — |lgsv|| est (C, «)-réguliere sur B pour p.

Théoréme 1.14 (Orbites diagonales partant d’une mesure réguliére). Soit (at)i>o
un sous-groupe G un parameétre dans A, et p une mesure sur G localement régu-
liere en sg. Il existe une boule ouverte B centrée en sq telle que pour p-presque
tout s € B, notant S = B N Supp u,

1
tiigloo ;(c(ats) —c(arS)) = 0.

En d’autres termes, au voisinage de sy, du point de vue de la fonction c,
presque toutes les orbites suivent le méme comportement asymptotique, qui ne
dépend que du support de p au voisinage de sg. Si S est un ensemble algébrique
irréductible de dimension m dans G, on le munit de sa mesure de Lebesgue p,
qui n’est autre que la restriction a S de la mesure de Hausdorff de dimension m.
En tout point non singulier de S, la mesure p est localement réguliére, et cela
permet d’appliquer le théoréme ci-dessus. Dans le cas ou I’ensemble algébrique
S est défini sur @, nous pourrons méme montrer, & 'aide de nos résultats sur
les nombres algébriques, que I'expression %c(atS ) converge lorsque ¢ tend vers
Pinfini, et en déduire le résultat suivant.

Théoréme 1.15 (Orbites diagonales et ensembles algébriques). SoientY € a~
un élément arbitraire, (a;) = (e'¥) le sous-groupe a un paramétre associé, et P
le sous-groupe parabolique associé a (at) :

P={geqd]| t—l)igloo atga_¢ existe}.

Pour w € Wp, nous notons X,, = PwB la variété de Bruhat standard corres-
pondante. Etant donné un ensemble algébrique irréductible S dans G défini sur

Q, posons
Coo = INf{pe-(Y"); weWp: Iy G(Q): SC Xy} €a.

Alors, pour presque tout s dans S,

. 1
t—lgknoo gc(ats) = Coo-

et il existe une unique variété de Bruhat rationnelle Xy, w € Wp, v € G(Q)
contenant S et telle que pa- (Y") = oo

Ici encore, on renvoie au théoréme 7.4.1 pour un énoncé plus précis. C’est a
I’aide de ce dernier résultat que nous démontrerons le théoréme 1.7.



Chapitre 2

Une correspondance

Dans tout ce chapitre, nous considérerons une variété de drapeaux X, obtenue
comme un espace quotient X = P\G d’un Q-groupe semi-simple G par un Q-
sous-groupe parabolique P. Aprés avoir défini des hauteurs et des distances sur
X, nous définirons I’exposant diophantien d’un point de X, que nous mettrons
en relation avec le comportement asymptotique de certaines orbites dans I’espace
des réseaux d’une représentation rationnelle bien choisie de G.

2.1 Hauteurs

Quitte a remplacer G par son revétement universel, nous pouvons supposer sans
perte de généralité que le groupe G est simplement connexe. Fixons dans G un
@-sous-groupe parabolique minimal B C P, et T' C B un sous-tore Q-déployé
maximal. Le choix de B induit un ordre sur le groupe X*(7T') des caractéres de
T, et donc une base II du systéme de racines associé & G et T. Pour la théorie
générale des représentations rationnelles de G, on renvoie a Borel et Tits [4,
§12].

Pour définir une hauteur sur X = P\G, nous partirons d’une Q-représentation
linéaire & gauche

p: G — GL(Vy)

engendrée par un unique vecteur e, € V,(Q) de plus haut poids x. On suppose
en outre que si [e,] € P(V) est la direction engendrée par e, alors

Stabgley] = P.

La variété X = P\G s’identifie naturellement & l'orbite de la droite [e,] dans
lespace projectif P(V) via 'application

v X = P(V)
Pg = g ey,

et comme cette identification préserve les points rationnels, cela permet de défi-
nir la hauteur H, sur X, par restriction. Plus précisément, ayant fixé une base
rationnelle (u;)1<i<q de V et une norme euclidienne sur V' pour laquelle cette
base est orthonormée, on définit une hauteur sur P(V) par la formule

H(u) = |[uf,

21
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ol u est un représentant primitif de v dans le réseau ®1<;<aZu;, et la hauteur
sur X est alors donnée par

Hy(v) = H(y (v))-

Pour les variétés de drapeaux munies d’une hauteur comme ci-dessus, on dis-
pose d’un équivalent asymptotique pour le nombre de points de hauteur bornée.
Cela a été observé en premier lieu par Schanuel [39] pour l’espace projectif, puis
démontré par Franke [16] pour une variété de drapeaux X munie de la hauteur
anti-canonique. La version générale que nous citons ici est due & Mohammadi
et Salehi Golsefidy [35, Theorem 4].

Théoréme 2.1.1 (Nombre de points rationnels de hauteur bornée). Soit X une
variété de drapeaur définie sur Q, munie d’une hauteur H, associée au poids
dominant x. Il existe des constantes c,a, > 0 et b, € N* telles que la quantité

N, (T) = card{v € X(Q) | Hy(v) < T}
vérifie
Ny(T) ~ c-T%(logT)**~*  lorsque T tend vers + cc.

Les constantes a, et b, sont facilement calculables, et nous les verrons natu-
rellement apparaitre aussi au chapitre 3, lorsque nous démontrerons un analogue
du théoréeme de Khintchine pour la variété X.

2.2 Distance de Carnot-Carathéodory

Nous fixons maintenant un point réel z de X = P\G, et expliquons comment
évaluer la distance & x d’une approximation v. La distance pour laquelle nous
pourrons obtenir des résultats satisfaisants sur les exposants diophantiens est
une distance de Carnot-Carathéodory, qui n’est pas riemannienne en général,
sauf si le radical unipotent de P est abélien.

Soit T un sous-tore Q-déployé maximal de G inclus dans P. L’algébre de Lie
g se décompose sous 'action de T' en sous-espaces de racines :

g=3D <@go¢>a
agX

ou
;={uecg|VteT, (Adt)u=u}

et
go={ucg|VteT, (Adt)u = a(t)u}.

D’apreés [2, §11.7], si IT est une base du systéme de racines 3, il existe une partie
6 C II telle que ’algébre de Lie p du sous-groupe parabolique P s’écrive

p=so| P ],

aeXtu(h)—
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ou YT désigne 'ensemble des racines positives, et ()~ C X DIensemble des

racines négatives qui s’écrivent

o= —Znﬁﬁ, ng € N.

Beb

L’algeébre de Lie u~ du sous-groupe unipotent U~ opposé & P se décompose en

somme directe
u = @ my;,
i>1

ot m; est la somme de tous les espaces de racines g,, ol —« est une racine
positive contenant exactement i éléments hors de 6 dans sa décomposition en
racines simples, avec multiplicité. La proposition suivante peut se vérifier au cas
par cas pour chaque systéme de racines, en utilisant les tables de Bourbaki [5,
planches I a IX]; la démonstration plus conceptuelle incluse ci-dessous provient
de la theése de doctorat de Sébastien Miquel, et nous a été communiquée par
Yves Benoist.

Proposition 2.2.1 (Stratification de u™). La décompositionu™ = ;- m; est
une stratification de u™, i.e. pour chaque i,

[m1,m;] = miq1.

Démonstration. Si X € go et Y € gg, alors [X,Y] € gq43, donc pour tout
i, [m1,m;] C myy1. Pour linclusion réciproque, supposons tout d’abord que
le groupe est déployé sur Q, de sorte que si a, 8 sont deux racines telles que
a+ B € ¥ est non nulle, alors [ga,8s] = gats. Soit i > 2 et § une racine
contenant ¢ racines simples hors de 6 ; on veut voir que gg C [mq,m;_1]. D’aprés
[43, chapitre 5, §9, proposition 5, page 32] on peut décomposer § en somme de
racines simples

B=ar+- - +ag
de sorte que pour chaque i, a; +- - -+ soit une racine. Montrons par récurrence
sur k > i que

gp C [ml,mi_l].
Le résultat est clair pour k = i, car alors pour tout j € [1,k], a; & 0, et par
suite gg = [gay) Basttar) C [M1,mi—1]. Supposons donc k > i. Si ag & 0,
on a ce qu'on veut : avec 3 = a; + -+ ag_1, on a 8 = B + a; et donc
95 = [8as,0p7] C [m1,mi—1]. Si oy € 0, 'hypothése de récurrence sur k permet
d’écrire

gp’ C [ml,mi_l].

Par conséquent
95 = (8572 8ar) © [m1.m5-1),80,) € (100, 8o oo i] + s, i1, gl
Comme ay € 0, [m1,8a,] Cm1 et [m;_1,8a,] C m;—1 et donc
g3 C [ma, m;—1] + [m1, mi_1].

Si G n’est pas déployé sur QQ, on remplace Q par le corps algébriquement clos
C, sur lequel G est déployé. Soit alors 7”7 un tore maximal contenant T', et X’ le
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systéme de racines associé¢ a G et T”. Le systéme de racines ¥ de G par rapport a
T s’obtient a partir de ¥’ par restriction a T'. Fixons un ordre sur X/ compatible
avec 'ordre choisi sur X, i.e. tel que la projection d’une racine positive est
positive, et notons IT’ la base associée a cet ordre. D’aprés [4, proposition 6.8] les
éléments de I’ sont envoyés par restriction a 7' sur ITU {0}. Soit 8’ C II' 'image
réciproque de 6 U {0}. Sur C, et pour le tore 7", le sous-groupe parabolique P
est associé a la partie # C II' et lon vérifie facilement que la filtration de u™
est aussi construite comme ci-dessus, a partir de 6. Le résultat découle donc du
cas ou G est déployé. O

L’espace vectoriel m; < u~ s’identifie naturellement & un sous-espace de
Pespace tangent & X = P\G au point base P ; ce sous-espace est invariant par
laction du stabilisateur P du point base. Nous dirons qu’un chemin « : [0,1] —
X est horizontal si pour tout ¢ dans [0, 1],

() s(y(1) 7 € ma,

ou s(x) désigne un élément de G tel que z = Ps(z). Comme my est invariant
par P, cette notion ne dépend pas du choix de I’élément s(x). Nous noterons H
I’ensemble des chemins horizontaux. Ayant fixé un sous-groupe compact maxi-
mal K C G et une norme euclidienne sur m; invariante sous ’action de K N P,
on définit la longueur d’un chemin horizontal v par la formule

o) = / I/ (8) - s(y(0) ],

ou cette fois élément s(y(¢)) tel que v(t) = Ps(y(t)) est choisi dans K.

Définition 2.2.2 (Distance de Carnot-Carathéodory sur P\G). On définit une
distance sous-riemannienne sur X par la formule

d(z,y) = inf{l(v) ; v € H tel que v(0) =z et v(1) = y}.

Remarque. La distance de Carnot-Carathéodory que nous avons construite
dépend du choix du sous-groupe compact maximal K. Mais toutes les distances
construites de cette maniére sont équivalentes, et pour les problémes d’approxi-
mation diophantienne que nous étudierons, ce choix n’aura donc pas d’impor-
tance.

D’aprés le théoréme de Chow [17, Theorem 0.4] cette formule définit bien
une distance sur X, et la topologie associée est équivalente a la topologie usuelle
sur X. De plus, vue notre construction, cette distance est K-invariante. Remar-
quons aussi que tout élément g dans G agit sur X en préservant les chemins
horizontaux ; par conséquent, ¢g induit une transformation bi-lipschitzienne de
X, muni de la métrique de Carnot-Carathéodory. Pour comprendre la géométrie
associée a la distance d, on peut s’aider de la carte locale

U- —- X
s — P-s

Si U~ est muni de la distance de Carnot-Carathéodory [30, §3.3, page 79] as-
sociée a la stratification u= = m; @ --- B m, cette carte est localement bi-
lipschitzienne. On définit ensuite une quasi-norme sur u~ par la formule

1
7
)

|z = ggggxrllxi
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ou x = ), x; est la décomposition de x suivant la stratification de u™, et |||
désigne une norme arbitraire fixée sur u~. Pour r > 0, nous noterons

B,-(0,r)={ueu | |ul| <r}.

La figure ci-dessous représente la boule By~ (0,7) pour r > 0 petit, lorsque U~
est le groupe de Heisenberg de dimension 3, identifi¢ & I'espace R® muni de
Popération (x,y,z) * (2, ¢, 2") = (e + 2",y + ¢,z + 2’ + zv/).

z

]

=27 P

FIGURE 2.1 : Boule de rayon r > 0 pour U~ = Heisenberg(3)

La proposition ci-dessus permet de comparer les boules de rayon r > 0 pour
la distance de Carnot-Carathéodory sur X a des boules pour la quasi-norme
|| associée a la stratification de u~. En anglais, cet énoncé est souvent appelé
« Ball-box Theorem » ce qui résume bien son contenu.

Proposition 2.2.3 (Ball-box Theorem). Soit z € X et s, € G tel que v =
Ps,. Il existe une constante C' > 0 telle que pour tout r > 0 suffisamment petit,

Pexp(By- (0, 5)) - 52 C Bla,r) € Pexp(By- (0,0r) - 5.
Démonstration. Comme 'application y + ys, est bi-lipschitzienne sur X, il
suffit de vérifier la proposition pour le point z = P. Vue I’équivalence locale
des distances de Carnot-Carathéodory sur X et sur U, il suffit de démontrer
le résultat analogue sur U~. On définit une famille de dilatations d; : u= — u™
par 6;(Y x;) = > t'x;. C’est un sous-groupe & un paramétre d’automorphismes
de u~, qui induit donc un sous-groupe a un paramétre d’automorphismes de
U, toujours noté §;. Comme §; préserve les chemins horizontaux et dilate la
norme sur mj par un facteur ¢, on a pour tous x et y, d(d:(z), d:(y)) = td(z,y).
Par conséquent,

B(1,7) = 06,;(B(1,1)) = exp(6,(By-(0,1))) = exp(By- (0,7)).
O

Pour deviner par un argument heuristique la valeur presque stre de 1’ex-
posant diophantien d’un point de X (cf. paragraphe suivant), il est utile de
connaitre le nombre de recouvrement de X par des boules de petit rayon r > 0
pour la métrique de Carnot-Carathéodory.

Proposition 2.2.4 (Dimension de Carnot-Carathéodory). Le nombre de recou-
vrement de X a l’échelle § > 0 est

N(X,8) = ¢~ dimee X
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ot dim.. X est la dimension de X pour la distance d, égale a

dim.. X = Z 1 dim m;.

i>1

Démonstration. Cette formule découle de la proposition précédente, qui décrit
la forme des boules de rayon r pour la métrique d sur X. O

Remarque. Les méthodes développées dans ce mémoire permettent de traiter
des quasi-distances un peu plus générales : on peut partir d’'une quasi-norme
sur p\g homogéne pour un sous-groupe diagonal & un paramétre a; = e*¥ dans
P. Mais 'avantage de la métrique de Carnot-Carathéodory est que le drapeau
associé dans p\ g est invariant par P, ce qui fait que ’on obtient bien une distance
sur X = P\G. Dans le cadre de l'espace projectif, les quasi-distances sont
utilisées dans [1] pour étudier Papproximation diophantienne dans les groupes
nilpotents; on obtient ainsi des résultats d’approximation diophantienne pour
des quasi-normes dans R?.

2.3 L’espace des réseaux

Soit V un espace vectoriel euclidien, isomorphe a R%, d € N*. Un réseau dans V
est un sous-groupe discret de rang maximal, égal & dim V. Pour décrire la forme
d’un réseau A, on définit la suite de ses minima successifs

AM(A) < A(A) < -2 < Ag(D)

par
Vie[l,d], A(A)=inf{A > 0| rang(B(0,\) NA) > i},

o, pour E C V, on note rang(F) le rang linéaire de F, i.e. le cardinal maximal
d’une famille libre d’éléments de F. On définit aussi le covolume de A dans
R?, noté covol(A), comme le volume dun domaine fondamental de R sous
laction de A. Le second théoréme de Minkowski [34] relie les minima successifs
d’un réseau et son covolume. Il sera d’'une importance capitale dans la suite ce
mémoire.

Théoréme 2.3.1 (Second théoréme de Minkowski). Soit d € N* et A un ré-
seau, dans RY. Alors,
2d

T covol(A) < A (A)... Ag(A) < 2¢covol(A).

Soit maintenant X une variété de drapeaux, obtenue comme un quotient
X = P\G d’un Q-groupe semi-simple G par un sous-groupe parabolique P.
Nous fixons une Q-représentation V, de G engendrée par un vecteur rationnel
de plus haut poids e, tel que

Vpe P, p-ey=x(pley.

Cela permet en particulier de définir une hauteur H, comme expliqué au para-
graphe 2.1. On munit aussi V}, d’une norme euclidienne. Pour I'étude de I'ap-
proximation diophantienne dans X, en plus des minima successifs, nous devons
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définir une certaine fonction r, sur I'espace des réseaux de V. Ayant fixé un
sous-tore QQ-déployé maximal 1" dans P, l'espace V,, se décompose en somme
directe d’espaces de poids. Soit

+.
7V — Rey

la, projection parallélement & la somme des espaces de poids distincts de Re,.
Notons aussi N
X =G ey

le cone dans V, engendré par +(X), privé du point 0. Pour = > 0, on considére
la, partie suivante de V, :

= fveX vl <ret [w ) > .

Remarque. Dans cette définition le choix de la constante % dans l'inégalité
7t (v)]| > @ est arbitraire. La _correspondance que nous mettrons en évi-
dence ci-dessous & la proposition 2.4.4 est encore valable si I’on remplace cette
condition par |7 (v)|| > ¢||v||, pour une constante ¢ > 0 arbitraire.

)FZ = R3 \ {0} ex = (1,0,0)
X =P?
G:SL3

C

FIGURE 2.2 : L’ensemble C, pour X =P? et X =S!

Définition 2.3.2 (La fonction ry). Si A est un réseau de Vj, on pose
r(A) =inf{r > 0| C, N A # {0}} € RU {400}

Remarque. Attention! Les parties C,. ne sont pas convexes, et leur volume est
nul en général, car C,. C X. Il n’est donc pas question d’appliquer ici le premier
théoréme de Minkowski, et il est d’ailleurs facile de construire un réseau A dans
Vy tel que ry (A) = oo.

2.4 L’exposant diophantien

Pour chaque choix de hauteur H, sur la variété de drapeaux X, nous définissons
un exposant diophantien (3, sur X, que nous interprétons ensuite en termes
d’orbites diagonales dans l'espace des réseaux de la représentation V, de plus
haut poids y.

— 22 =0}\{0}
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Définition 2.4.1. L’exposant diophantien d’un point x € X pour la distance d
de Carnot-Carathéodory est

By(z) =inf{f>0|3c>0: Yve X(Q), d(z,v) > c.H,(v)"}.

Suivant la méthode introduite par Dani [9], et exploitée ensuite avec succes
par divers auteurs, notamment Kleinbock et Margulis [23, 25], nous voulons
traduire les propriétés diophantiennes d’un point z € X = P\G en termes
d’orbites diagonales dans l'espace des réseaux de V,. Pour cela, nous fixons
dans V,, un réseau rationnel V, (Z), et si = Ps, est un élément de X, nous lui
associons le réseau

Ay = s,V (Z).
Par ailleurs, ayant fixé un sous-tore Q-déployé maximal 7" C P, nous noterons
A = T°R) la composante neutre de ses points réels, et a 1'algébre de Lie de
A. Rappelons que l'on note II une base du systéme de racines de G pour T,
et 6 C II la partie associée au sous-groupe parabolique P, telle que toutes les
racines négatives de P se décomposent en éléments de . On définit alors un
sous-groupe diagonal (a;) & un paramétre dans G en posant

0 siaef

1 siado. (2.1)

a; =e ot Y € aest défini par oY) = {
Ce flot est choisi de sorte que la quasi-norme sur u~ définie au paragraphe
ci-dessus satisfasse la propriété d’homogénéité suivante.

Lemme 2.4.2. Pour toutt € R et tout u € u™,
|(Ad ay)u| = e |ul.

Démonstration. Ecrivons u = ), u; suivant la décomposition en somme di-

tadY cette décomposition est préser-

recteu” = mi®---Pm,. Comme Ada; = e
vée par Ad a; et de plus, vue la définition de Y, pour chaque 4, (Ad a;)u; = e*u;.

1
7, on trouve ce qu’on veut. O

Avec la formule |u| = maxi<j<s||u;

Définition 2.4.3 (Taux de fuite dans I’espace des réseaux de V). Le tauz de
fuite du réseau A, = 5.V, (Z) sous l'action de (a;) est

|
Ty (x) = htrgérolf - log ry (a: D)

Remarque. Ce taux de fuite ne dépend pas du choix de I’élément s, tel que z =
Ps,, car pour tout p € P, I'élément a;pa; 1 converge vers po € P lorsque t tend
vers l'infini. En effet, pooey, = x(Poo)ey, donc si ||apv]] < e 7 et |7 (av)| >
laevll alors lagpv| < Ce=7* et ||nt(ampv)| > sz;igvn, ot C est une constante
qui dépend de po,. En suite, prenant ¢ = t — C, avec C > 0 suffisamment
grand, comme la direction e, est plus contractée que les autres par un facteur

exponentiel, on trouve |7t (aypv)| > M et |lagypv| < C'e

Remarque. Il existe une constante ¢ = ¢, > 0 telle que pour tout v non nul
dans A, ||v]| > c. Par suite, pour tout ¢ > 0, tout vecteur v non nul de a;A,
satisfait [|[v]| > ce™(¥) ce qui montre que pour tout z, v, (z) < —x(Y). Cette
majoration est optimale, comme le montre le cas s, = 1. Il semble beaucoup plus
difficile de déterminer la borne inférieure optimale de +y, sur X. Nous verrons
toutefois ci-dessous que v, est uniformément minorée sur X, ce qui n’était pas
évident a priori.
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Dans son article [9], Dani formule en termes dynamiques la correspondance
entre les propriétés diophantiennes d'un point 2 de 'espace projectif P4~ (R) et
le comportement d’une orbite diagonale (atsIZd)t>0 dans ’espace des réseaux
de R? : les bonnes approximations rationnelles de x correspondent aux petits
vecteurs dans les réseaux de l'orbite. La proposition suivante généralise cette
correspondance pour les variétés drapeaux. Une différence majeure apparait
cependant : s’il est toujours vrai qu'une bonne approximation rationnelle du
point « permet de construire un petit vecteur dans un réseau a;s,Vy (Z), pour
t > 0 bien choisi, la réciproque n’est pas toujours vraie. Pour pouvoir construire
une bonne approximation & partir d’un petit vecteur v dans a;s,V,(Z), il est
nécessaire d’imposer que ce vecteur appartienne a l’orbite X d'un vecteur de
plus haut poids dans V,, et surtout, que sa projection dans la direction de plus
haut poids soit comparable & sa norme.

Proposition 2.4.4 (Correspondance drapeau-réseau). Soit G un Q-groupe semi-

simple, P un Q-sous-groupe parabolique, et X = P\G la variété quotient. Fizons

aussi une hauteur H, sur X(Q), donnée par un poids dominant x associé a P.
Awvec les notations ci-dessus, pour tout x € X (R),

1
) = =5 )

Démonstration. La hauteur H,, sur X(Q) est donnée par la formule
Hy(v) = [lvl;

ou v € V,(Z) est un représentant primitif de v € X(Q).
Soit 8 < By (x), de sorte qu'il existe un point rationnel v € X (Q) arbitraire-
ment proche de = tel que d(z,v) < H,(v)~?. Ecrivons

r=Ps, et v=Pe"s,, avecu €u”,

ce qui peut aussi s’écrire, en identifiant X ~ G - [e, ],

-1

r=s.""ley] et v=s;"!

e - fex].

Si v est un représentant primitif de v dans V, (Z), le vecteur s, v est porté par
la direction Re™"e,, et par conséquent, pour tout ¢ > 0,

arsev =< Hy (v)ae™ ey
= Hx(”)X(at)e_(Ad at)uex
1
= H,(v)x(a)ey — ((Aday)u)e, + 5((Ad ar)u)ey + ...
Il serait plus rigoureux d’écrire

plase)v = Hy (v)plae™")ey
= Hy()x(ap)e ? (Adee,

ou p' : g — gl(Vy) est la différentielle de la représentation p : G — GL(V,).
En fait, on omet tout simplement la représentation p, ce qui revient a voir G
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comme un sous-groupe de GL(V}) et g comme une sous-algébre de Lie de gl(V},).
Notons que dans la somme ci-dessus, seul le premier terme e, n’est pas dans le
noyau de 7.

D’aprés la proposition 2.2.3, la distance d(x,v) est comparable a la quasi-
norme du vecteur v dans u~ :

d(z,v) = [u] < Hy(v) ™"

Soit alors ¢ > 0 tel que pour tout w € u~ tel que |w| < ¢, on ait ||w|| < i, Ou
plus exactement, ||p'(w)|| < 1/4. et t > 0 tel que e* = cH,(v)?. Avec ce choix
de ¢, par homogénéité de la quasi-norme |-| pour le flot Ad a,,

|(Ad a;)u| = e'|u| < cetd(x,v) <c

et donc )
I(Adagull < 7.

Or, pour ||w|] < 1/4, I'inégalité ||e* — I|| < 1/2 implique d’une part
[=((Adar)u)ey + %((Ad aJu)e + ...l = [[(e” A — D || < 1/2
d’ou 1 1
lexll = 1> Sllex = (Adau)ey + 5 ((Adar)u)®ey + .. |
puis
I+ (@usev)ll > gllacsev].

D’autre part
1
lasa v < 2H, (v)x(a;) = 2¢PetXCIT5]
Cela montre que vy (z) > —x(Y) — %, et donc
1
—X(Y) = ()
Pour montrer I'inégalité réciproque, fixons v < 7, (x). On peut donc trouver
t > 0 arbitrairement grand, et v € X NV, (Z) tel que

Bx(x) <

lags,v] <e (2.2)
et )
Im* (arse )l 2 5 llawse vl (2.3)

Notons v I'image de v dans X, et comme ci-dessus, soit © € u~ tel que v =
Pe¥s,. Grace a l'expression de a;s,v déja utilisée précédemment, nous avons
7t (arsyv) < Hy (v)x(ar)ey, et done, d’apres (2.3),

1
————lass.v|| < 1.
H, (v)x(ar) ‘
On utilise ensuite la stratification u= = my & --- & m,, et 'on décompose
uw =), u; suivant cette somme directe. Dans 1’égalité
1 1
€y — TSz V = Aday)ui)ey) — = ((Adag)u)?ey + ..., (2.4)
X HX(U)X(at) (Z(( ) X) 9 ) ) X

i



2.4. L’EXPOSANT DIOPHANTIEN 31

le terme ((Ada¢)ui)e, est en somme directe avec tous les autres, et 'on peut
donc majorer
|(Ad as)urey || < 1.

Comme P = Stable,], 'application u — u - e, est un difféomorphisme local au
voisinage de 0, et par conséquent,

[[(Ad as)uq || < 1.

Dans (3.6), on peut alors faire passer tous les termes du membre de droite
de la forme ((Ada¢)ui)’e, dans le membre de gauche, et cela n’augmente pas
significativement la norme de ce dernier. Le terme ((Ada;)uz)e, est alors en
somme directe avec tous les autres termes du membre de droite, ce qui permet
de voir que [[((Ad ag)uz)ey || < 1, puis

[I(Ad ay)us]|| < 1.

Ainsi de proche en proche, on montre que pour chaque 4, ||(Ad a;)u;|| < 1, de
sorte qu’a la fin ||((Ad as)u)ey || < 1, et donc aussi

[(Aday)u| < 1.

Par suite,
d(x,v) < |u| = e *|(Ad as)u| < e "
Or, l'inégalité (2.2) implique H, (v)x(a¢) = H, (v)eXY) < e d’oi I'on tire
etx(Y)+7) < H, (v)~!, puis!
d(z,v) < Hy(v) X0 .
Comme v peut étre choisi arbitrairement proche de 7, (x), on obtient bien

1

@) 2 =5 )

O

Le premier résultat important impliqué par la proposition 2.4.4 est le théo-
réme suivant, selon lequel la fonction 3, est constante presque partout sur X.

Théoréme 2.4.5 (Valeur presque stire de Pexposant diophantien). Soit G un
Q-groupe semi-simple, P un Q-sous-groupe parabolique, X = P\G la variété
quotient, et Hy la hauteur sur X(Q) associée au poids dominant x. Il existe
une constante 5y (X) > 0 telle que pour presque tout z dans X (R),

Bx (@) = By (X).

De plus, si Il est une base d’un systeme de racines de G et 6 C 11 est telle que
P = Py, alors

oY € a est l’élément défini par

0 siaed
a(Y)_{—l siaell6.
INoter que x(Y) +~ < 0.
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Remarque. La formule g, (X) = ﬁ implique en particulier que £, (X) est

rationnel. En effet, il existe un entier £ > 1 tel que pour tout élément x dans
le réseau des poids, on ait x(Y) € Z. Si le poids x est choisi dans le réseau
engendré par les racines, on a méme —x(Y) € N*.

Démonstration. D’aprés la proposition 2.4.4, il suffit de faire voir que pour
presque tout « dans X(R), v, () = 0. Notons I' le sous-groupe arithmétique
de G qui stabilise le réseau V, (Z). Tout d’abord, par ergodicité du flot (a;) sur
lespace 2 = G/T', pour presque tout s € G,

1
tllglo n log A1 (asVy (Z)) = 0.

En effet, si A; (a;sV4 (Z)) < e, alors pour tout t’ € [(1—7/2)t,t], A1 (ap sV, (Z)) <
e~TH2 < e, et par conséquent 1|{t' € [0,] | Ai(apsVi(Z) < e})| > 7/2. Mais
par ergodicité, le membre de gauche converge vers m({A | A1 (A) < €}), qui
tend vers zéro lorsque € tend vers zéro. (Noter que g — A1 (gV,(Z)) définit bien
une fonction sur G/T, car V,(Z) est stable par I'.) Or, cette limite ne dépend
que de la classe Ps de s modulo P, et donc, pour presque tout x = Ps, dans
X(R),

.1
tliglo n log A1 (a5, Vi (Z)) = 0. (2.5)

Comme A1 (a;5;Vy(Z)) < ry (a8, V4 (Z)), cela montre déja, pour presque tout
dans X (R), v, (z) <0.

Pour I'inégalité réciproque, nous utiliserons le théoréme 4.1.2; tiré de la théo-
rie de la réduction des groupes arithmétiques, dont les résultats principaux sont
rappelés au chapitre 4. Pour ¢ > 0 grand, ce théoréme nous donne une décom-
position de Siegel de a;s; :

a;Sy = kany aveck € K, a€ A;, n € w,y € CT,

ott C' est une partie finie de G(Q), I’ le stabilisateur de V,(Z) dans G, et A, et
w sont définis au paragraphe 4.1. Comme X\ (a;s,Vy(Z)) = e°® on a aussi

lal] = e*®.

Soit (u1,...,ux) une base de V,(Q) constituée d’éléments de Xn Vi (Z). Le
sous-réseau qu’elle engendre est d’indice fini dans V) (Z). Si D € N* est un
dénominateur commun aux coefficients des éléments de C' dans la représenta-
tion sur V,, la base (Dassey~tuy, ..., Dass,y tug) est constituée d’éléments de
norme e°®) appartenant a XN 455 Vy(Z), et engendre un réseau de covolume
borné indépendamment de ¢. Par Conséqueilt7 pour tout € > 0, on peut trouver
[l (

Iiv”l)” > e~ ¢! et quitte & diminuer un

tel que I’élément v; = a;s,7 'u; vérifie v

(v .
peu t, on aura méme 7||7r”‘f,v”'l)u > 1. Comme on a aussi [|v;|| = e°®), avec e > 0
.

arbitrairement petit, cela donne bien v, (z) > 0, ce qu’il fallait démontrer. O

Notons que la démonstration ci-dessus se fonde implicitement sur le lemme
suivant, qui découle de la proposition 2.4.4, et dont nous ferons encore usage
dans les chapitres 5 et 8.
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Lemme 2.4.6. Soit G un Q-groupe semi-simple, P un Q-sous-groupe parabo-
lique, et X = P\G la variété quotient. Fizons aussi une hauteur H, sur X(Q),
donnée par un poids dominant x associé a P.

Soit z € X(R) et s, € G tel que x = Ps,. Si limy_ o %log M(ars Vo (Z)) =
0, alors

By (@) = By (X).

Pour conclure, nous calculons la valeur de 3, (X) lorsque la variété de dra-
peaux est munie de la hauteur anti-canonique. Rappelons que la dimension de
X pour la distance de Carnot-Carathéodory est donnée par 1’équivalent asymp-
totique N (X, 6) =< 6~ dimee X on N(X,§) désigne le nombre de boules de rayon
d > 0 nécessaire pour recouvrir ’espace compact X (R).

Théoréme 2.4.7 (Exposant diophantien pour la hauteur anti-canonique). Soit
G un Q-groupe semi-simple, P un Q-sous-groupe parabolique, et X = P\G la
variété quotient. On munit X de la hauteur anti-canonique H, associée a la
somme des racines apparaissant dans le radical unipotent de P. Alors

1

By (X) = dim. X

ot dim.. X est la dimension de Carnot-Carathéodory de X.

Remarque. Cette formule était prévisible. En effet, d’aprés un résultat de
Franke [16], le nombre Nx(T') de points rationnels de hauteur anti-canonique
au plus T" dans X vérifie

log Nx(T) ~ logT, (T = o0).

Démonstration. 11 suffit de vérifier que la formule générale donnée par le théo-
réme 2.4.5 donne la valeur souhaitée dans ce cas particulier.

Les racines qui apparaissent dans le radical unipotent de U sont exacte-
ment celles dont la décomposition en racines simples contient un élément hors
de la partie 6 associée & P. Soit xy = ZanU « la somme de ces racines. On
décompose cette somme suivant le nombre d’éléments hors de # contenus dans
la racine «. Vue la définition de ’élément Y, et en utilisant aussi le fait que U
est naturellement isomorphe au sous-groupe unipotent U~ opposé a P,

x(Y)= —Zidimmi = —dimg. X.

i>1
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Chapitre 3

Le théoréme de Khintchine

Comme précédemment, X désigne une variété de drapeaux, donnée sous la
forme X = P\G, ou G est un Q-groupe semi-simple, et P un Q-sous-groupe
parabolique. La hauteur H, sur X(Q) est donnée par le choix d’un poids do-
minant y de G associé a P, et la distance est celle associée & la métrique de
Carnot-Carathéodory usuelle sur X. Cela permet de définir I’exposant diophan-
tien By (z) d’un point x dans X (R). Nous avons vu & la partie précédente que
cet exposant diophantien est constant presque partout sur X (R) : il existe une
constante 5, (X) telle que pour presque tout = dans X (R), I'inégalité

d(x,v) < H(v)™",

admet une infinité de solutions v € X(Q) si f < B, (X), et un nombre fini de
solutions si f > B,(X). Pour étudier plus précisément les propriétés diophan-
tiennes d’un point aléatoire de X (R), nous nous intéressons donc a I'inégalité

d(e,v) < H(v) *Xy(H(v)), (3.1)

ot 1 : RT — R* est une fonction décroissante. Le théoréme 3.2.1 ci-dessous,
analogue du célébre théoréme de Khintchine [21], donne une condition nécessaire
et suffisante sur ¢ pour que (3.1) ait une infinité de solutions pour presque tout
z dans X (R).

Pour sa démonstration, nous suivons 'approche développée par Kleinbock
et Margulis [24, 22] pour démontrer le théoréme de Khintchine dans I’espace
projectif : nous ramenons ce théoréme a un énoncé sur le comportement asymp-
totique de certaines orbites diagonales dans lespace de réseaux Q = G/T, et
utilisons la propriété de mélange exponentiel du flot (a;) sur Q. Dans le cas o X
est une sphére projective, le théoréme 3.2.1 est di a Kleinbock et Merrill [2§],
qui ont ensuite généralisé leur résultat & une quadrique projective arbitraire,
dans un travail en commun avec Fishman et Simmons [15]. Quelques compli-
cations interviennent dans notre situation, notamment parce que les ensembles
4 atteindre ne sont plus & proprement parler des voisinages de l'infini dans Q.
Nous commengons la démonstration par un paragraphe un peu calculatoire, sur
le volume de certaines parties de €, parce que cela fera apparaitre les paramétres
utiles & I’énoncé précis du théoréme de Khintchine.

35
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3.1 Voisinages de 'infini

Ce paragraphe a pour but la proposition 3.1.1 ci-dessous, qui décrit le compor-
tement asymptotique du volume de certaines portions de voisinages de l'infini
dans G/T'. Dans tout le paragraphe, G désigne un Q-groupe semi-simple. Etant
donnée une Q-représentation linéaire V,, de G' engendrée par une unique droite
rationnelle Re, de plus haut poids x, on note

P = Stabg Rey,
le stabilisateur dans G' de la direction engendrée par e,, et
X=3G- ey

Porbite du vecteur de plus haut poids sous 'action de G. On considére un réseau
rationnel V, (Z) dans V,, et le stabilisateur de V,(Z) dans G est noté I'; c’est
un sous-groupe arithmétique de G.

Notons enfin 2 = G/T', que nous identifierons naturellement a une partie de
lespace des réseaux de V,, via 'application gI' — gV, (Z). Rappelons que sur
cet espace de réseaux, la fonction r, est définie par

e v
r(A) =inf{r>0|Ive AnX: |v|] <ret |zt (v)| > @}’
ou 't : V), = V, désigne la projection sur e, parallélement aux autres espaces

de poids.

Proposition 3.1.1 (Volume des voisinages de U'infini). Pour r > 0, on consi-
dére le voisinage de Uinfini dans Q0 défini par

Q. ={A€Q| min ||v]|<r},
veEANX
et la sous-partie
Q. ={AeQ|r/(A)<r}

Il existe des constantes C,ay,by > 0 telles que pour tout r suffisamment petit,
l a by—1 ! a by—1
el x|log r|™*™" <mq(92).) < ma(Q.) < Crox|logr|”x~".

Si (Yi)1<i<r désigne la base duale de la base des racines simples, et p la somme
des racines positives comptées avec multiplicité, alors
p(Y;)

ay = min ) et by, =card{i € [1,r] |

p(Y7)
x(Yi)

La démonstration de cette proposition est basée sur la théorie de la réduction,
telle qu’elle est exposée dans Borel 2, §§15 et 16]. Nous aurons en particulier be-
soin de la notion d’ensemble de Siegel. Notons B un Q-sous-groupe parabolique
minimal de G inclus dans P, T' un tore Q-déployé maximal dans B, A = T°(R)
la composante connexe des points réels de T, N le radical unipotent de B, et
M le Q-sous-groupe anisotrope maximal du centralisateur Z(T)° de T dans G°.
Le lecteur est renvoyé a Borel 2, §11] et Borel et Tits [4] pour les résultats
fondamentaux concernant la structure des Q-sous-groupes paraboliques de G.

=a,}.
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Soit a 'algébre de Lie de A. Le systéme de racines 3 de G par rapport a
T s’identifie & un systéme de racines dans l’espace dual a*. On fixe un systéme
de racines simples I = {ay, ..., a,} pour un ordre associé & B. Pour 7 > 0, on
définit un voisinage a- de a~ par

a; ={Y €a|Vaell, aY) <7},

et
A; =expa; C A

Un ensemble de Siegel S de G sur Q est un ensemble de la forme
G=KA w,

ou K désigne un sous-groupe compact maximal de G, et w un voisinage compact
de l'identité dans les points réels de M N.

Démonstration de la proposition 3.1.1. Nous supposerons dans cette démons-
tration que la norme sur V, est invariante par le sous-groupe compact maxi-
mal K ; on peut toujours se ramener a ce cas, par équivalence des normes en
dimension finie. Soit C' C G(Q) un ensemble de représentants des classes de
P(Q)\G(Q)/T. D’aprés Borel [2, proposition 15.6], 'ensemble C est fini. Soit

Q. ={gLeQ|Iyel,ceC: [gy e ey <7}
Comme C est fini, il existe une constante Cy > 0 telle que pour tout r > 0,
Qr/Co cQ, C QCor-

De méme, avec

I (gr"c el 1y

QU ={greQ|Iyel, ceC: |lgy e ey <ret
* llgy=te eyl

on a

/ Y I
QT/CO C Q. CQqyr

11 suffit donc de démontrer la proposition pour les ensembles (Nlr et (~2; Les re-
lations de comparaisons ci-dessus sont encore valables si 'on définit Q, et SNZfﬂ
a partir d’un ensemble fini C' contenant strictement une famille de représen-
tants de P\G(Q)/T. C’est ce que nous ferons ci-dessous en appliquant Borel [2,
théoreme 16.9].

Fixons maintenant un ensemble de Siegel & qui satisfasse la conclusion de
[2, Théoréme 16.9] pour la fonction de type (P, x) définie par ®(g) = ||gey||. On
vérifie sans peine que cette fonction est bien invariante par I'N P et par Ly, ol
Ly est un sous-groupe semi-simple de Py = Stabe,. Soit ¢ la fonction sur G
définie par

¢(9) = Z 1{90*166 et |lgcleyx||<r}-
ceC
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Dans cette formule et ci-dessous, C' désigne 'ensemble C’ donné par |2, théo-
réme 16.9]. La projection de ¢ sur G/I" est donnée par

S9T) = D D Ugretes et flgre-teyli<r)

€T ceC
2 I3yc: gye1€6 et gyeteyl<r}
= Lizyc: flgyeteyli<r}
=1g (g1),

ou lavant-derniére égalité découle du choix de &, suivant [2, Théoréme 16.9].
Par suite,

me () < mer(p)
= ma(o)

=> ma({glget €S et [ge e ] <7})
ceC

=1Cl-ma({g € & | |lgex|l < r}-

Pour évaluer le dernier terme, on utilise la définition de & et on décompose
la mesure de Haar sur G suivant la décomposition ¢ = kman. D’apreés [29,
Proposition 8.32], pour les mesures de Haar a gauche sur G, K et M AN, notant
Apan i MAN — R la fonction modulaire de M AN,

dg = Apran (man) dk d(man) = Apran(m) p(a) dk d(man),

ol p est le caractére de A associé a la somme des racines restreintes positives,
comptées avec multiplicité. Toujours grace a [29, Proposition 8.32], on peut
encore décomposer

d(man) = dmd(an) = dmdadn,

et donc
mo({s €& | lge] <7H = [ Tpena(e)da

= / m<iogrye?™ dh.

a

Cette derniére intégrale est l'intégrale d’une fonction exponentielle sur un po-
lytope convexe de a, et est donc comparable au maximum de la fonction sur
cet ensemble, multipliée par un facteur correspondant & la dimension de la face

sur laquelle ce maximum est réalisé. Naturellement, ce maximum est réalisé en
. . 1 .
I'un des sommets du convexe, qui sont les points A; = %Yi, i=1,...,7. On
7,

trouve donc
/ ]]'{X(h)Slogr}ep(h)dh = r%(log l/r)bx*l
a
ou ( )
Y;
et b, =card{s €[l,r — )
v =eandli € [Lo] | 25 = a)

)

A
A
=
=
>
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Cela montre déja une partie des inégalités souhaitées :
mo () <ma(Q,) < r*[logr™".

Le calcul pour minorer mg(€2.) < mq(£2.) est similaire : ayant fixé un ensemble
de Siegel &, on utilise la fonction

P(9) = Liges et flgexli<r et I+ (gex)l|> bllgex I}

Par la propriété de Siegel pour le domaine &, i.e. la derniére assertion de [2,

théoréme 15.5], la projection de 1} sur G /T vérifie, pour une certaine constante
Cl ’

YD) =Y Ligres et lgrexli<r et In+gre0ll> Slgvex}
yel’

< Cl]l{EI'yEF :
= Cl]lﬁﬁ (gF)

llgvexlI<r et 7+ (gvex) =5 lgvex}

Par conséquent,

mear () > ma/r(¥)
= ma (1)

1
=ma({g €& | lgexll < v et [ (gex)ll = 5 llgexl}-

Comme précédemment, pour évaluer le dernier terme, on utilise la décompo-
sition de la mesure de Haar sur G suivant la décomposition g = kman. Soit
w C M N un voisinage compact de l'identité tel que

G D K(expa w
et Vg C K un voisinage de I'identité tel que
VE € Vie, It (hen)ll > g llkexll = 3 llexll
Alors, pour tout h dans la chambre de Weyl a™ et tout u € M N,
I (ke e )| = X (ke )| 2> 5 X eyl = 5 lketuey ],
et 'on peut donc minorer

1
ma({g € 6 | llgexll <7 et 7 (gex)]l = S llgexl})

h
2 // /_ L{jlkehuey [ <r et [[x+ (kehuey) |2} hetuey 1 €7 A dk du
VKXUJ a

> / / / Ly (hy<togry e’ dh dk du
VK Xw Ja— -

>>/ L{y(n)<iogr1€”" dh
-
> rix |10g7“|b><_1

par le calcul déja expliqué dans la premiére partie de la démonstration. O
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Remarque. Les coefficients a, et b, sont ceux qui apparaissent dans le théo-
réme de Mohammadi et Salehi Golsefidy [35, Theorem 4|, énoncé comme théo-
réme 2.1.1 ci-dessus. L’équivalent asymptotique du nombre de points rationnels
de X de hauteur au plus T est donné par

Ny(T) ~ ¢ T%(log T)>> 1.

Dans [35], ces coefficients sont définis de la fagon suivante. On note b* = {¢ €
a* | Vi, ¢(Y;) > 0} et on pose

ay =inf{a | ax —p € bT},

tandis que b, est la codimension de la face de b* contenant a,x — p. Cette
coincidence peut s’expliquer grace a la formule de Siegel pour G/T ...

Notons wn,...,w, les poids fondamentaux associés & la base de racines
simples IT = {a1,...,a,}. Pour chaque i, on fixe une Q-représentation V; de
G engendrée par une unique droite rationnelle de plus haut poids w; = b;w;,
avec b; € N* minimal. Suivant Borel et Tits [4, §12.13], nous dirons que les
représentations V;, ¢ = 1,...,r, sont les représentations fondamentales de G.
Lorsque Vi, = V; est une représentation fondamentale de GG, on peut déterminer
quel indice réalise le minimum définissant a, ; c’est le contenu du lemme ci-
dessous.

Lemme 3.1.2. Soit V,, = V; une représentation fondamentale de G et P le
sous-groupe parabolique maximal associé, stabilisateur de la droite de plus haut
poids. 1l existe r; € Q tel que la somme des racines du radical unipotent U de
P, comptées avec multiplicité, vérifie

E Mo =T;Wj,

aeE;
et alors, les quantités a, et by, de la proposition précédente sont données par
ay=71; et by, =1

Démonstration. Soit P le parabolique maximal correspondant & x = wj. Le
radical unipotent U de P correspond & l’ensemble Z;‘ des racines positives
contenant c; dans leur décomposition en racines simples. D’aprés [35, Lemma 5],
la somme p; de ces racines, comptées avec multiplicité, est proportionnelle & w; :

rijw; = E maqQ = pPj.

+
aGEj

p(Ys)
. ps(Yi) 7
nimale. Naturellement, comme Y; est orthogonal & toutes les racines qui ne

contiennent pas «;, on trouve

Par conséquent, il suffit de comprendre pour quel ¢ la quantité est mi-

tandis que si @ # j,
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ol p} désigne la somme des racines positives qui ne contiennent pas «;. Ainsi,
by =1et
p(Y;) _ pi(Y5)

a, = = =r,.
Xw(Yy) o wiyy)

Ce lemme et sa démonstration se généralisent de la fagon suivante.

Lemme 3.1.3. Soit 0 une partie de la base du systéeme de racines de G, et Py le
sous-groupe parabolique associé. Si x = Eaezg mea, est la somme des racines
du radical unipotent de Py, comptées avec multiplicité, alors

ay=1 et by, =rangyG — |0].
Démonstration. Pour chaque 4, on observe que

p(Ye) = ) maa(Yy),

aEE?

ou Zj‘ désigne I'ensemble des racines positives contenant «;. Comme par ailleurs
E;’ est I’ensemble des racines positives qui contiennent un élément hors de 6,
on calcule

=D nest Ma(Y:) siig0
x(Yi) = Z maa(Y;) { <> +maa(YL) siied,
aesi Nzt e

cela montre ce qu’on veut. O

3.2 Théoréme de Khintchine et flots diagonaux

Comme précédemment, G désigne un Q-groupe semi-simple, P un Q-sous-groupe
parabolique, et X = P\G la variété quotient. On fixe un poids dominant x as-
socié au sous-groupe parabolique P. D’aprés la proposition 3.1.1, il existe des
constantes a, > 0 et b, € N* telles que pour 7 > 0 petit, le voisinage 2, de
I'infini dans € défini par

Q. ={gI'|  min [go] <7}
veXNVy (Z)
vérifie
ma(Q,) < rox[logr|P>~1.
Avec ces notations, le théoréme de Khintchine sur la variété projective X, munie

de la hauteur H, associée & x et de la distance de Carnot-Carathéodory usuelle,
s’énonce comme suit.

Théoréme 3.2.1 (Théoréme de Khintchine sur X). Notons fy, = By (X) lex-
posant donné par le théoréeme 2.4.5. Soit v : RT — RT une fonction décrois-
sante. Pour x dans X, on s’intéresse a l’inégalité

d(z,v) < Hy(v) 9 (Hy(v)). (3-2)
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by —ldu

o Si |, f’x loglogu) < 400, alors, pour presque tout x dans

X, l’megahte (3.2) n’a qu’un nombre fini de solutions.

o Si f:oow(u)%(loglog w)~19% = 400, alors, pour presque tout x dans
X, linégalité (3.2) admet une infinité de solutions.

Un point z € X (R) est dit mal approchable dans X §'il existe une constante
¢ > 0 telle que pour tout v dans X (Q), d(z,v) > cH, (v)™Px

Corollaire 3.2.2 (Points mal approchables sur X). L’ensemble BAx des points
mal approchables dans X est de mesure de Lebesgue nulle.

Démonstration. Pour la fonction constante définie par 1(u) = ¢ > 0 pour tout
u € RT, I'intégrale est divergente. Le résultat découle donc de la seconde partie
du théoréme. O

Remarque. L’ensemble BAx est de dimension de Hausdorff maximale pour
la métrique de Carnot-Carathéodory. L’argument est basé sur la propriété de
Schmidt des « ensembles gagnants », et une variante du lemme du simplexe.
Pour les quadriques, nous avons donné le détail de la démonstration dans un
article en commun avec Dmitry Kleinbock [27].

On peut aussi étudier les inégalités obtenues a partir de fonctions élémen-
taires, et montrer le résultat suivant.

Corollaire 3.2.3. 1. L’inégalité d(z,v) < H,(v) Px(log H\(v))™" admet
une infinité de solutions v € X(Q) pour presque tout x € X(R), si et
seulement si v < X

8
2. L’inégalité d(z,v) < H, (v)~Px(log HX(U))_% (loglog H, (v)) ™% admet une
infinité de solutions v € X (Q) pour presque tout v € X (R), si et seulement
. b B
si0 < =X
S oL
Démonstration. D’aprés le théoréme 3.2.1, il suffit pour la premiére partie d’étu-
dier I'intégrabilité au voisinage de l'infini de la fonction ¢ définie par
(log log u)?x 1
=T T v
u(logu) Px
L’intégrale diverge si et seulement si v < B =X La démonstration de la seconde
assertion est analogue, une fois observé que 1 intégrale

/+°° du
ayd
¢ wu(logu)(loglog u)ﬁfbx+1

diverge si et seulement si § < b’éﬂ. O
X

Pour traduire le théoréme 3.2.1 en termes d’orbites diagonales dans I’espace
des réseaux, nous aurons besoin d’une version un peu plus précise de la corres-
pondance démontrée au chapitre 2, que nous énoncons maintenant. Rappelons
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que l'on définit un sous-groupe a un parameétre (a;) dans le groupe A des points
réels du tore Q-déployé maximal T" en posant

0 siaef

-1 siaégd, (3.3)

a; =€ oi Y € aest défini par a(Y) = {

ou 6 C II est ’ensemble de racines simples associé au sous-groupe parabolique
P, tel que toutes les racines négatives de P se décomposent en éléments de 6.
Enfin, si A est un réseau dans V,, nous avons défini ci-dessus

- 1
r(A) =1inf{r >0 | Jv € X N B(0,r) : |7 (v)| > §HU||},

ou " : V) — V, désigne la projection sur Re, parallélement aux autres espaces
de poids de ay.

Proposition 3.2.4 (Correspondance drapeau-réseau). Fizonsx € X (R) et choi-
sissons sy € G tel que x = Ps,. On note By, = B, (X) Uexposant diophantien
donné par la proposition 2.4.5. Il existe une constante C > 0 telle que les énon-
cés suivants soient vErifiés.
Soit 1 : Ry — Ry une fonction décroissante, et ¥ : RY — R la fonction
définie par
U(u) = Cu=Pxep(u).

o Si linégalité d(x,v) < Hy(v)~Pxp(H, (v)) admet une infinité de solutions
v € X(Q), alors il existe t > 0 arbitrairement grand tel que

r(aese Vi (Z)) < 2¢ P U1 (e ™).

_t
e Si on a pour t > 0 arbitrairement grand ry(ats,;Vy(Z)) < e Px U~ 1(e ),

alors l’inégalité

d(w,v) < C?Hy (v)" " (Hy (v))
admet une infinité de solutions v € X(Q).

Démonstration. La démonstration est identique a celle de la proposition 2.4.4.
Soit v € X(Q) arbitrairement proche de x tel que d(x,v) < H, (v) Pxtp(H, (v)).
Ecrivons

x = Ps, v = Pe"s;,, ueu,

de sorte que
d(z,v) = [ul < Hy(v) 9 (Hy(v)).

Soit C' > 0 tel que pour tout w € u~ tel que Clw| < 1, on ait [w|| < . On
choisit ¢ > 0 tel que

et = W(H,(v)) = CH, (v) Pxy(H,(v)).

Cela implique C|(Ad a¢)u] = Cet|u| < 1 et donc

[(Ada)u| <

A~ =



44 CHAPITRE 3. LE THEOREME DE KHINTCHINE

Soit maintenant v un représentant primitif de v dans V, (Z). Le vecteur s, v
est porté par la direction Re™"e,, et par conséquent, pour tout ¢ > 0,
a5, v = H, (v)ae™ ey
= Hx(”)etX(Y)[eXp(_(Ad ar)u)ley
= H,(v)eXM[ey, — (Aday)u)ey + (Aday)u)ey — ... ]

L’inégalité |le* — I|| < 2||w]|| appliquée & w = (Ad a;)u donne d’une part

17 (arsav)| = 5 llaesavll,

3!
et d’autre part

larsev| < 2H, (v)etxY).

Comme H, (v) =¥~ (et et B, = ﬁ, cela montre que

ry(ars,v) < 2H, (v)eXY) < Qefﬁ\ll_l(e_t).
_ Montrons l'inégalité réciproque. Pour ¢ > 0 arbitrairement grand, soit v €
X NVy(Z) tel que
azsov]| < e P Tl (e™t) (3.4)
et
7+ (@esev)ll > g llaesav] (35)

Notons v I'image de v dans X. Grace a I'expression de a;s,Vv utilisée ci-dessus,
nous avons
7 (as.v) = XYV H, (v)e,

et donc, d’apreés (3.5),
H,(v)"te ) ||g,s,v] < 2.

On utilise ensuite la stratification u= = m; @ --- ® my, et 'on décompose
u =), u; suivant cette somme directe. Dans 1'égalité

, 1
ex —e X H (v) lags,v = Z((Adat)ui)ex - 5((Ad ar)u)?ey + ..., (3.6)
le terme ((Adas)ui)e, est en somme directe avec tous les autres, et I'on peut

donc majorer
|(Ad ag)uiey || < 3.

Comme P = Stable,], 'application u — u - e, est un difféomorphisme local au
voisinage de 0, et par conséquent,

l(Ad as)uq || < 1.

Dans (3.6), on peut alors faire passer tous les termes du membre de droite
de la forme ((Ada¢)ui)’e, dans le membre de gauche, et cela n’augmente pas
significativement la norme de ce dernier. Le terme ((Ada¢)us)e, est alors en
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somme directe avec tous les autres termes du membre de droite, ce qui permet
de voir que [[((Ad a¢)ug)ey || < 1, puis

[[(Ad at)us|| < 1.

Ainsi de proche en proche, on montre que pour chaque i, ||(Ad a;)u;|| < 1, de
sorte qu’a la fin ||((Ad as)u)ey || < 1, et donc aussi

[(Aday)u| < 1.

Par suite,
d(x,v) = |u| = e *|(Ad as)u| < e ".

Or, l'inégalité (3.4) et la relation 3, = *ﬁ impliquent

NVH, (v) = 7 (arsp0)| < Jagseol| < eXTTHe™),
d’ott l'on tire ™! < W(H, (v)), ce qui permet de conclure

d(z,v) < U(Hy(v)) < Hy ()9 (Hy(0)).

3.3 Somme convergente

Nous donnons ici la démonstration de la premiére partie du théoréme de Khint-
chine pour X. L’énoncé correspondant concernant le comportement asympto-
tique des orbites diagonales dans l'espace Q2 = G/I" est une simple application
du lemme de Borel-Cantelli. Rappelons que I'espace 2 s’identifie & un ensemble
de réseaux de l'espace euclidien V, associé a la représentation de plus haut
poids x, via I'application gI' — gV, (Z). Avec cette identification, notant aussi
X=G- ey l'orbite du vecteur de plus haut poids dans V', on pose, pour r > 0,

Q. ={AcQ|IeAnX: v <r}
Enfin, la mesure de Haar sur = G/T" est notée mgq.

Proposition 3.3.1. Soit (a)ien une suite d’éléments de G et (ri)ien une suite
de réels positifs telle que Y, ma(Qy,) < co. Pour presque tout A € Q, pour
tout t € N suffisamment grand,

atA ¢ Qrt .

Par conséquent, pour presque tout x = Ps, dans X, pour tout t € N suffisam-
ment grand,
Ty (arsz Vi (Z)) > 4.

Démonstration. Comme chaque élément a; préserve la mesure de Haar sur €2,
mo({A | @A € Q. }) = ma(Qr,),

est le terme général d’une série convergente, et le lemme de Borel-Cantelli
montre donc que pour presque tout A, pour tout ¢ suffisamment grand, a;A ¢
Q,,. La seconde partie découle de la premiére, car

ry(as.T) > min{||v|| ; v € a5, Vo (Z) N X},
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et ce deuxiéme terme ne dépend pas du choix de s,, & une constante mul-
tiplicative prés. En appliquant la premiére partie & une suite (r}) telle que
Y ienma(Qy) < 400 et 1y = o(ry) on fait disparaitre cette constante mul-
tiplicative. O

Nous aurons besoin du lemme suivant, qui permet de supposer dans la dé-
monstration du théoréme 3.2.1 que la fonction i est majorée par une fonction
de la forme ¢t — (logt)~¢. Le dessin ci-dessous explique le calcul effectué pour
la démonstration.

Y

y = (logz)~°

I —— .

Ty VioeT 7z y=(logz)”

FIGURE 3.1 : Graphes des fonctions ¢, z +— (logz)~¢ et z +— (logx) 2.

Lemme 3.3.2. Soient a,8 > 0 et b € N*. Il existe ¢ > 0 tel que pour toute
fonction 1 : RT — RT décroissante telle que

1) = [ 6(w? Goglogup < < +oc,

pour tout u > 0 suffisamment grand, ¥ (u) < (logu)~°.

Démonstration. Posons ¢ = % et supposons que pour T > 0 arbitrairement

grand, ¥(T") > (logT)~°. Soit

Ty = sup{u € [0,T] | ¥(u) < (logu)~2°}.
Comme v est décroissante,

(log T1)™2¢ > ¢(Ty) > ¢(T) > (log T) ¢,
et donc (logT1) < (logT)'/2. Par suite,

T T
o d d
wlu)? (oglogu 1 > [
T U T, ulogu

= loglog T — loglog T}
1
> 5 loglogT.

Cela montre que lintégrale I(¢) est divergente, et le lemme s’en déduit, par
contraposée. O
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Nous pouvons maintenant démontrer la premiére partie du théoréme 3.2.1.

Démonstration du théoréme 3.2.1, cas convergent. Soit v : RT — R décrois-
sante telle que

> ax d
/ ¥ (u) Px (log logu)bxfl—u < 00.
. u

¢ avec C > f—x, on peut toujours
1

Quitte a remplacer ¢ (u) par (u) + (logu)~
supposer que ¥(u) > (logu)~¢. D’autre part, le lemme 3.3.2 montre que pour
tout u > 0 suffisamment grand, ¢(u) < (logu)~¢. Ainsi,

Vu >0, (logu)~¢ < ih(u) < (logu)©. (3.7)

Posant .
U(u) = u_’BM/J(u) et ry = 26_@\11_1(6_1&)7

les propositions 3.2.4 et 3.3.1 montrent qu’il suffit de démontrer que la somme
Y i1 ma(§y,) converge, ce qui équivaut, d’aprés la proposition 3.1.1, &

er’ﬂlog 7|2 < 4o0.
t>1

L’encadrement (3.7) ci-dessus se réécrit
uPx(logu) ™% < W(u) < uPx(logu)~, (3.8)
ce qui implique
. _< 1 . _ <
s Pxllogs| Px < UTH(s) < s Pxllogs| Px.

En effet, si ®_(u) = v Px(logu)~C et &, (u) = u=x(logu)~¢, on a d"!(s) <
U—1(s) < ®1'(s), et il suffit donc de vérifier que

5_1/’8|10gs\7% < 0T (s) < DM(s) < 57 |logs| 5.

Comme ®_ et ¢, sont décroissantes, cela est équivalent au fait que pour certains
Co, co > 0,

d_(cos™ P log s|_%) > 5> (Cos /Plogs| )
-c

-1 -1
caﬁs|logs|c[? log s — %logﬂogs\] > s> C’aﬂsﬂog SHF log s — %log\logsH*C
5 .1 _ -8 ;1 e
6o slg = oM™ 2 52 Cy sl — (L),

et le résultat s’ensuit, si Cpy, ¢y sont choisis de sorte que caﬁﬁc >1> C(;BBC.
Avec la borne supérieure de cet encadrement, on trouve

-t 1 t —c
re=2e XU (e7") Kt Px,

d’ott
[logr| < logt.
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Par suite, il suffit de vérifier que

Zr (log )"~ < +o0.

t>1

Pour cela, majorons

E‘H
<
~

Q
S
CIJ

m

Ny
=

Qo
o
i

m

Ny
S—

et donc

Cela donne

Zr (logt)bx—1 < 221/) coe’% 7%)’1X(logﬁ)bx_1

t>1 t>1
>~ 24— by—1
< 2/ Y(cpePxt Px ) (logt)>*dt
e

t _c
et avec le changement de variable u = coefxt Px, % = (5L +0o(1))dt,
X

du
Zr (logt)bx—1 <</ ¥ (u) ™ (log log u)’x _1— < +o0.

t>1

3.4 Somme divergente

Ici encore, on se raméne & un énoncé sur les orbites diagonales dans ’espace
) = G/T. La démonstration de la proposition suivante occupe la majeure par-
tie de la fin de la démonstration du théoréme 3.2.1; la traduction en termes
d’approximation diophantienne sur X se fera facilement, par un calcul analogue
a celui que nous avons donné ci-dessus dans le cas ol la somme est convergente.

Proposition 3.4.1. Soit (r¢) une suite de réels positifs telle que Y, ma(Qy,) =
+oo. Alors, pour presque tout A € Q, il existe t € N arbitrairement grand tel
que

ry (@A) <1y

En particulier, pour presque tout x = Ps, € X, pour t € N arbitrairement
grand,
ry(arsV(Z)) < 4.

Naturellement, la démonstration de cette proposition est basée sur une ver-
sion du lemme de Borel-Cantelli dans le cas ot la somme des probabilités des
événements considérés est divergente, avec une hypothése supplémentaire d’in-
dépendance. Plus précisément, nous utiliserons le lemme élémentaire ci-dessous.

Lemme 3.4.2 (Une version du lemme de Borel-Cantelli). Soit (X, m) un es-
pace de probabilité, et (hi)ien une suite de fonctions intégrables a valeurs posi-
tives sur X satisfaisant :
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1. 375y m(hy) = +00;
2.30>0: YN>1, [ (N h(z) —m(h))?m(dz) < C- SN m(hy).
Alors pour presque tout x, l'ensemble I(x) = {t € N | hi(x) > 0} est infini.

Démonstration. Posons

on () = >

Zt ym(he) =

Par hypothése,

||th m(hy) ||2 <C-: Zm (ht)

t=1

et donc

1
lon =13 € =~ < N=00 0.
> =1 m(he)
Par suite, on peut extraire de (¢n) une sous-suite (¢py,) convergeant pour
presque tout x vers 1. Alors, presque stirement,

Ny Ny,
> hi(x) ~kse Y mlhe) — 400,
t=1 t=1

ce qui montre en particulier que I’ensemble I(z) est presque stirement infini. Si
I’on veut éviter d’extraire une sous-suite qui converge presque partout, on peut
raisonner comme suit : on extrait une sous-suite (Ny) telle que (Zi\i‘l m(hy))1/?% <
27k, de sorte que m({z | éx,(z) < 0}) < m({e | |pn, @) — 1] > 1}) <
lon, — 1]| < 27F, et comme cette somme converge, le lemme de Borel-Cantelli
usuel montre ce qu’on veut. O

On peut en fait démontrer le résultat plus précis suivant, qui est démontré
par exemple dans Philipp [37, Theorem 3| ou dans Sprindzuk [47, Chapter 1,
Lemma 10]. Ce lemme est une loi des grands nombres avec une majoration du
terme d’erreur, pour des variables aléatoires non identiquement distribuées, mais
bornées et faiblement indépendantes.

Lemme 3.4.3. Soit (X, m) un espace de probabilité, et (hi)ien une suite de
fonctions a valeurs réelles sur X satisfaisant

1.VteN, m(h) <1;

2.3C>0: YN >M>1, [(EN, h@)— XN, mh))?m(de) <
c- Zz]sV:M m(hy).

Posons
= Z hi(x) et Ey = /X Sn(x)m(dx).

t<N

Alors, pour tout € > 0, pour m-presque tout x dans X, lorsque N tend vers
400,
Sn(z) = Ex + O(E)?10g®?*¢ Ey).
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Démonstration. A faire en exercice. O

Avec ce lemme on peut obtenir un équivalent asymptotique du nombre
card{t <T | a;A € Q,,}, du moins si l'on est capable de montrer que m(€,.) ~
r%|log r|® lorsque r tend vers zéro. Cela peut se faire a I’aide d’une formule de
Siegel pour G/I'. Malheureusement, cet équivalent plus précis ne semble pas
donner un analogue du théoréme de Schmidt [42, Theorem 3B]; cette question
reste donc & étudier.

Pour démontrer la deuxiéme partie du théoréme 3.2.1, on souhaiterait ap-
pliquer le lemme 3.4.2 & la famille de fonctions h; = ]lat_lﬂ,rt, ou

Q. ={AeQ|ry(A) <r}

Cependant, la seconde condition du lemme n’est pas évidente & vérifier. Pour
cela, nous nous ramenons a une suite de fonctions lisses h; qui approchent
1,-1, et dont on controle les normes de Sobolev.

t T4

Lemme 3.4.4. Soit T Uopérateur T = 1 —>".Y?, ou (Y;) est une base or-
thonormée de lalgébre de Lie € d’un sous-groupe compact mazimal de G(R).
Il existe des constantes C,c > 0 et une famille de fonctions n, : Q — [0,1],
r €]0,1] telles que

Lop(A)>0 = n(d)<ry
2. [ (D) ma(dA) > erox|logr|P>—1 ;

3. 1T )2 < Cllnello-
Démonstration. Pour € > 0 fixé suffisamment petit, on fixe une fonction positive
P € C(G) telle que [, P =1, P(g) = P(g"'), et Supp P C Bg(1,¢). Ensuite,
pour tout r > 0, on pose
Ny = P 1oy,
ou

- +
U ={AeQ|weANnX: ||v||§;et|7T”(ﬁ))”
v

Vérifions que ces fonctions satisfont les conditions requises.
L. Sin.(A) = [5 P(9)Llar(9A)du > 0, il existe g € Supp P C Bg(1,¢) tel que
gA € Q. En d’autres termes, pour un certain vecteur v € ANX et g € Bg(1,¢),

Y]

3
ik

3 r
I (o)l > Slgell et llgoll < .

Si e > 0 est suffisamment petit, alors |lg — 1] < 1/10, |lg~! — 1|| < 1/5, et par
conséquent, d’une part
ol < llg~ gl <

et d’autre part

ln* ) 2 In* (go)]| — 7+ (gv — )|
> 2 lgull - = o]
=7 gu 10 v
3ol ol vl

“AllgTHE 10 T2
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Cela montre bien que A € Q..
2. 11 suffit d’appliquer la proposition 3.1.1 pour obtenir

/ N (A) ma(dA) = mo () > er®x|logr|b>~1,
Q

pour un certain ¢ > 0.

3. On contréle || T4y, ||2 grace a I'inégalité de Young :
I 0,12 = TP * Tayll2 < [ TPl2]| Loyl < Cma(Q) = Cllues-
O

Enfin, nous aurons besoin du théoréme suivant, qui découle des résultats de
[24, §3.4] et [14, §4.1]. Malheureusement, la démonstration de ce théoréme est
trop longue pour étre incluse dans ce mémoire ; plusieurs résultats intermédiaires
importants ont permis d’y aboutir, et ’'on renvoie a [14, §§ 4.2 et 4.3] pour plus
de détails sur ce sujet.

Théoréme 3.4.5 (Décroissance exponentielle des coefficients dans L2(f2)). Soit
G un Q-groupe semi-simple simplement conneze, I' un sous-groupe arithmétique,
et Q = G/T. Soit T un Q-tore déployé mazimal de G, A = T°(R) et (a;) un
sous-groupe & un paramétre de A. On suppose que Yt >0, a; = €'Y, avecY € a
tel que pour toute projection p; : g — @; sur un facteur Q-simple, p;(Y) # 0.
1l existe des constantes ¢ € N et C,7 > 0 telles que pour toutes fonctions
f1,f2 € C®(Q) et tout t > 0,

‘/Qfl(atA)fQ(A) mQ(dA) - mQ(fl)mQ(fQ) < 0677t||Tlf1||2||Tef2||27

ot T désigne Uopérateur différentiel Y =1 — 3, Y2, ou (Y;) est une base or-
thonormée de lalgebre de Lie t d’un sous-groupe compact mazimal de G(R).

Un mot sur la démonstration. D’aprés Kleinbock et Margulis [24, Theo-
rem 3.4] il suffit de montrer que la restriction de L?(2) a chaque facteur simple
est isolée de la représentation triviale. A vérifier : 1) Pourquoi a-t-on besoin
de la restriction a chaque facteur simple [7, 18] 7 Dans [14, §4.3], ot sont cités
Cowling, Haagerup et Howe [8], cela n’est pas évoqué. 2) Lire article de Katok
et Spazier [19] ou l'on passe des vecteur K-finis aux vecteurs C*°. S’il n’y a
pas besoin de considérer les restrictions aux facteurs simples, alors on conclut
simplement avec |14, §4.1].

Remarque. L’inégalité démontrée dans [14] est plus générale : pour tout g dans

G(R), [(gf1, fo) — ma(fi)ma(f2)] < Cllgl 71T f1ll2 T foll2, et la constante T
ne dépend pas de G. Le résultat est méme encore valable sur les adéles.

Nous pouvons enfin conclure la démonstration de la proposition 3.4.1.

Démonstration de la proposition 3.4.1. On considére la suite de fonctions défi-
nies par h¢(A) = n,,(a;A). On peut supposer que le Q-groupe semi-simple G
est simplement connexe, et que le sous-groupe parabolique P ne contient aucun
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Q-facteur de G. Dans ce cas, vu la définition de 1’élément Y, pour toute pro-
jection p; : g — g; sur un facteur simple, p;(Y) # 0, et 'on peut appliquer le
théoréeme 3.4.5 :

[ (o m(2) = mah))? ma(as) -

=1 1<t1,t2<N
< Y Rty (),
1<t1,ta<N
< el e
1<t1,to<N

N
<Y ma(hy).
t=1

Par ailleurs,
ma(he) = ma(ny,) > cry* [logr ™1 > ma(,)

et donc

ng(ht) > ng(gm) = +4-o00.

teN teN

Ainsi, le lemme 3.4.2 s’applique a la suite de fonctions (h;), et montre que pour
presque tout A, I'ensemble I(A) = {t € N | hy(A) > 0} est infini. Cela implique
que pour presque tout A € €, il existe ¢ arbitrairement grand tel que a;A € €0, .
C’est ce qu’on voulait. O

Nous pouvons enfin conclure cette partie avec la fin de la démonstration du
théoréme de Khintchine pour la variété drapeau X = P\G.

Démonstration du théoréeme 3.2.1, cas divergent. Soit C' > f—x Quitte a rem-
"X

placer ¢ par la fonction ¢ définie par J(u) = max(1)(u), (logu)~¢), on peut
supposer que
vt >0, (u)> (logu)°. (3.9)

< 400 la premiére partie du
c

Ca
En effet, comme f:oo(log u)_TxX(log log u
théoréme montre que l'inégalité d(x,v) < H,(v) Px(log Hy(v))~¢ n’a qu'un
nombre fini de solutions. Par suite, si d(z,v) < HX(U)_ﬁlz(HX(’U)) a une infinité
de solutions, alors c’est aussi le cas pour I'inégalité d(x,v) < H, (v) P (H, (v)).
Rappelons qu’étant donnée une fonction 1 : R™ — RT décroissante, nous
posons, pour ¢ > 0,

by—1d
o

Ulu) =u"YP(u) et r, = efﬁ\ll_l(e_t).

La proposition 3.2.4 montre qu’il suffit de montrer pour presque tout x = Ps,
dans X (R), pour ¢ > 0 arbitrairement grand,

ry(atsas Vi (Z)) < 1y

Cela découlera de la proposition 3.4.1, si nous pouvons montrer que ) -, mqo(£,,) =
+00.

/X B, (A)hey (A) ma(dA) — ma (e, Jma (hey)
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Sous I'’hypothése (3.9), ¥(u) > u=Px(logu)~¢, donc U~1(s) > s Px [log s|7%,

et
_t _c
R T
et encore
s = 0 s) (T (5))
1 _ 1 e
U (s) =s Pxp(U(s))x
1 . 1 1 _ 1 _ 1 _Cc 1
U™ (s) =5 Pxp(T77(8))Px > s Pxip(cos Px|logs| Px)Px.
Par suite,

D rixfogre™ > ) i (logt)x

t>1 t>1
= Z eiﬁ\ll_l(e_t)ax (logt)x~1
t>1
> > wlcoe™ ) (log 1)~
t>1

>>/ w(coeifc)%(logt)bx*dt
1

o0 ax o1 du
> Y(u)?x (log log u)”x -

ol la derniére inégalité découle du changement de variable

& du 1
uw=coePxt — = (— 4 o(1))dt.
: W= (5o o)

Ainsi, >, ma(Q,,) = +00, et le théoréme est démontreé. O
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CHAPITRE 3. LE THEOREME DE KHINTCHINE



Chapitre 4

Géométrie des espaces de
réseaux

Nous rappelons dans cette partie les résultats principaux de la théorie de la
réduction, due a Borel et Harish-Chandra [3|, et exposée trés clairement dans
Borel [2]. Cette théorie — que nous avons déja utilisée dans la partie précédente
pour évaluer le volume de certaines parties de 2 — décrit quels paramétres
sont nécessaires pour situer un élément A dans ’espace de réseaux 2 = G/T.
Plus tard, nous étudierons le comportement asymptotique de ces paramétres le
long de certaines orbites diagonales dans (), pour I'appliquer & nos problémes
d’approximation diophantienne.

4.1 Théorie de la réduction

Soit G un Q-groupe semi-simple et I' = G(Z) un sous-groupe arithmétique de
G. Nous notons B un Q-sous-groupe parabolique minimal de G, U le radical
unipotent de B, T un Q-tore déployé maximal dans B, M le Q-sous-groupe
anisotrope maximal du centralisateur Z(T)° de T dans G°, et A = T°(R) la
composante connexe des points réels de 7.

Soit a l'algeébre de Lie de A. Le systéme de racines X de G par rapport a
T s’identifie & un systéme de racines dans ’espace dual a*. Fixons un systéme
de racines simples IT = {ay, ..., @, } pour un ordre associ¢ & B et notons a~ la
chambre de Weyl opposée dans a, définie par

a- ={Y €a|Vaell, a(Y) <0}
Plus généralement, pour 7 > 0, on définit un voisinage a- de a~ par
af ={Y €a|Vaell, aY) <7},

et

A =expa; C A.

%)
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9

—— (X

{ag =7} _

{an =7}

FIGURE 4.1 : Dessin de a; pour SL3

Définition 4.1.1 (Ensemble de Siegel). Un ensemble de Siegel & de G sur Q
est un ensemble de la forme

6 =KAw,

ou K désigne un sous-groupe compact maximal de G, et w un voisinage compact
de l'identité dans les points réels de MU. En outre, on supposera toujours
que K contient un ensemble de représentants du groupe de Weyl relatif W =
N(A)/A de G sur Q, ou N(A) est égal au normalisateur de A dans G. Cela est
possible d’aprés Borel et Tits [4, §5].

La théorie de la réduction pour les groupes arithmétiques [2, Théoréme 15.5]
nous assure qu’il existe un ensemble de Siegel dans G qui est a peu prés un
domaine fondamental pour 'action de I" sur G.

Théoréme 4.1.2 (Domaine fondamental du second type). Il existe un ensemble
de Siegel S sur Q de G et une partie finie C de G(Q) tels que G = SGCT.

Dans la suite, nous fixons une partie finie C' de G(Q) et un ensemble de
Siegel 6 = KA,w qui satisfont la conclusion du théoréme ci-dessus. Pour g
dans G, nous dirons que ’expression

g=kancy, avecke K, ac A, ncw, ceC,etyel

est une décomposition de Siegel de g. Une telle décomposition n’est pas unique,
mais nous verrons plus tard que certains de ses éléments sont essentiellement
indépendants du choix de la décomposition. En général, le théoréme ci-dessous
[2, théoréme 15.4] nous assure qu’il n’existe qu’un nombre fini de décompositions
de Siegel d’un élément g de G.

Théoréme 4.1.3 (Propriété de Siegel). Soit & un ensemble de Siegel dans G.
Pour toute partie finie F C G(Q), l’ensemble I' N (SF)(SF)~! est fini.

4.2 Représentations et ensembles fondamentaux

Ayant fixé un Q-tore déployé maximal T dans G, nous choisisons une base
II={a,...,a,} dusystéme de racines ¥ associé a T', et notons wh, ..., w, les
poids fondamentaux associés. Pour chaque ¢, on fixe une Q-représentation V; de
G engendrée par une unique droite rationnelle de plus haut poids w; = b;w;, avec
b; € N* minimal, et V;(Z) un réseau rationnel dans V; stable par ’action de T
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et contenant un vecteur de plus haut poids e;. Suivant Borel et Tits [4, §12.13],
nous dirons que les représentations V;, ¢+ = 1,...,r, sont les représentations
fondamentales de G. Dans chaque V;, on fixe aussi un réseau rationnel V;(Z)
stable par l’action de I' et contenant un vecteur de plus haut poids e;. Dans
I’espace vectoriel V;, nous noterons X; = G - e¢; 'orbite du vecteur de plus haut
poids e; sous 'action de G.

Définition 4.2.1 (Covolumes successifs). Pour g dans G, on définit les covo-
lumes successifs pu1(g), ..., ur(g) de gI' par

pilg) = min{lgol| ; v € Vi(Z) N Xi}.

Remarque. Les quantités p;(g) ne dépendent en fait que de la projection de
g dans G/T, car I'ensemble V;(Z) N X; est stable par l'action de I'. Si g = gI
est un élément de G/T", nous écrirons indifféremment ;(g) ou p;(g) pour ses
covolumes successifs.

Remarque. Le choix d’'une autre norme sur V; change p; en une fonction
comparable, & une constante multiplicative prés. En fait, c’est souvent a cette
constante multiplicative prés qu’il faut comprendre ;. Par exemple, comme
Iensemble P\G(Q)/T est fini, il existe une partie finie C' dans G(Q) telle que
pour tout g,
pi(g) < min{||gyce;|| ; c€ C, y € T}

En effet, si on identifie les points rationnels de P\G aux vecteurs primitifs de
Vi(Z) N )~(i, on observe qu’il n’y a qu’un nombre fini d’orbites sous I'action de
I'. Vu que cette identification se fait via I'application g + g~![e;], il serait plus

naturel dans la formule ci-dessus d’écrire ||gy~'c el

Les plus hauts poids wi,...,w, des représentations fondamentales s’identi-
fient naturellement a une base de a*, et il existe donc un unique élément cy(g) € a
tel que

Vie[lr], wi(co(g)) =logui(g).

La théorie de la réduction permet de montrer que ’application ¢y que nous
venons de définir est essentiellement & valeurs dans a~. Ci-dessous, et dans
toute la suite, on munit a d’une structure euclidienne invariante par ’action du
groupe de Weyl.

Proposition 4.2.2 (Covolumes successifs et chambre de Weyl). Il existe Cy >
0 tel que pour tout g dans G, d(co(g),a”) < Cp.

Démonstration. Soient & = KA,w et C C G(Q) lensemble de Siegel et la
partie finie donnés par le théoréme 4.1.2. Pour tout g dans G, il existe une
décomposition de Siegel

g=kancy, avecke K, ncw, ceC, yeleta=e", Yea,.

Alors, pour chaque i, p1;(g) = pi(anc) = pi(an), car Pensemble ¢V;(Z) N X; est

commensurable a V;(Z)NX; : si D est un dénominateur commun des coefficients
des éléments de C' et de leurs inverses dans la représentation V;,

- -1
DVi(Z)n Xi C Vi(Z)N X, € HVilZ) N X..
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Ensuite, on remarque que ana~! est un élément borné dans G lorsque a varie
dans A, et n dans w, de sorte que pour tout v € V;(Z) \ {0},
anv|| < |jav]|| > e ),
car e(Y) est essentiellement la plus petite valeur propre de a dans V;. Cela
montre que i;(g) > e*i(¥) ie. log pi(g) > wi(Y)—0O(1). Comme ||gy e ey <
e*i(Y) on a en fait 1;(g) < e**(¥) et donc log j1;(g9) = w;(Y)+O(1). En d’autres
termes,
d(CO(g)a Y) = 0(1)7

et cela montre ce qu’on veut, car par définition de A, = expa;, 'élément Y est
& distance bornée de a™. O

Exercice 1. Vérifier que pour G = GLg4, la proposition ci-dessus est exactement
équivalente au second théoréme de Minkowski, sans 'optimalité des constantes.

Comme il est plus commode de travailler avec des éléments qui sont vraiment
dans a—, plutot que dans un petit voisinage, nous remplagons la fonction ¢y sur
G par une fonction ¢, qui lui est proche, mais & valeurs dans a~. On munit a
d’un produit scalaire invariant par I’action du groupe de Weyl. Comme a~ est
une partie convexe de a on dispose d’une projection p,— : a — a~, qui & Yj
associe I'unique élément Y tel que d(Yp,Y) = d(Yo,a7).

Définition 4.2.3. On définit la fonction ¢ : G — a~ par la formule

c(g) = pa-(co(9))

Remarque. D’aprés la proposition 4.2.2, on a ¢(g) = co(g) + O(1). En effet,
¢(g) est le point de a~ le plus proche de ¢y(g).

La fonction ¢(g) sur G/T" s’interpréte naturellement a partir de la théorie de
la réduction, c’est le contenu de la proposition suivante, qui apparait implicite-
ment dans la démonstration de la proposition 4.2.2.

Proposition 4.2.4 (Composante diagonale d’une décomposition de Siegel). Si
g = kancy est une décomposition de Siegel de g, alors la composante a est bien
déterminée a une constante multiplicative prés. En fait,

a = e“(@)+0Q1)

Démonstration. Dans la représentation fondamentale V;, les réseaux V;(Z) et
> ccc ¢Vi(Z) sont commensurables, donc leurs minima successifs sont compa-
rables. L’écriture g = kancy montre donc que le premier minimum A (gV;(Z))
est comparable a i) ona =¢€",Y € a, , et ce premier minimum est at-
teint sur un point de V;(Z) N X;. Par conséquent, pour chaque i, w;(Y) =
log A1 (gVi(Z)) + O(1) = logui(g) + O(1) = wi(c(g)) + O(1), ce qu'il fallait
démontrer. O

4.3 Drapeau partiel associé & un réseau

Nous avons vu que dans une décomposition de Siegel g = kancy, I’élément a ne
dépend pas du choix de la décomposition, & constante multiplicative prés. Selon
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la position de a dans A, la classe de I’élément ¢y modulo un certain sous-groupe
parabolique P, dépendant de g est aussi indépendante de la décomposition. Nous
détaillons maintenant cette construction, dont les idées nous seront utiles plus
tard.

Rappelons que II = {ai,...,a,} est une base du systéme de racines de
G pour T, pour un ordre associé au parabolique minimal B. A chaque partie
6 C II on associe un sous-groupe parabolique de la fagon suivante : on définit
un sous-tore de T par

Sp = (ﬂ ker a)°
puis
Py = Z(Sp)U,

ou Z(Sp) désigne le centralisateur de Sp dans G, et U le radical unipotent de
B. Les poids de T dans la représentation adjointe sur 1’algébre de Lie pg cor-
respondent aux racines positives et aux racines négatives dont la décomposition
en racines simples est faite d’éléments de 6.

Proposition 4.3.1 (Drapeau partiel associé a gI'). Soit & un ensemble de Sie-
gel pour G et C une partie finie de G(Q) telle que G = SCT. Il existe une
constante Cy > 0 telle que I’énoncé suivant soit vérifié. Pour g € G, soit

0y = {i € [L,r] | ai(c(g)) = —Co}

et Qg = Py, le sous-groupe parabolique associé. Si Q) est un sous-groupe parabo-
lique contenant Qg4, alors dans une décomposition de Siegel

g = kancy, avec kane€ &, ce C, ety e T,

la classe Dy = Qcy € Q\G est indépendante du choix de la décomposition de
Siegel. De plus, Uapplication h — Dy, est localement constante.

Remarque. Sic(g) = 0, on a nécessairement () = G, et la proposition ne donne
aucune information supplémentaire sur gI'.

Exemple. Dans le cas ot G = SLy, l'espace 2 s’identifie a 'espace des réseaux
unimodulaires de R%. Notons

AM(g) < < Aalg)

les minima successifs de gZ?, et choisissons une famille linéairement indépen-
dante v, . ..,vq dans Z¢ telle que

La condition a;(c(g)) > —Co se traduit en termes des minima successifs par
I'inégalité

Aig1(g) < e i(g).
Sii ¢ 6,4, on adonc Ait1(g) > Ai(g), et le sous-réseau A, = Zvy @ - - - @ Zv; est
uniquement défini. Le drapeau D, s’identifie au drapeau partiel

{0} <Ay, <o <Ay <Z4 iy, k) = [1,7]\ 6,
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A cause du cas particulier donné en exemple ci-dessus, nous dirons que D,
est le drapeau partiel associé a I'élément g € ). La démonstration de la propo-
sition 4.3.1 repose sur ’observation importante suivante.

Proposition 4.3.2 (Racine et covolume). Soit G un Q-groupe semi-simple et
Vi la représentation fondamentale de G associée au poids wy. Soit g dans G
et vo dans Vi(Z) N Xy, tel que ur(g) = |lgvoll. Pour tout vecteur v € Vi(Z)
linéairement indépendant de vy.

lgvl| > e 9y (g).

La constante implicite dans la notation de Vinogradov ne dépend pas de g € G.
En outre, il existe une constante Co > 0 telle que si ag(c(g)) < —Co, et g =
kancy est une décomposition de Siegel de g, alors vg est colinéaire & v c ey.

Démonstration. Dans cette démonstration, on munit I’espace des racines d’un
produit scalaire invariant par ’action du groupe de Weyl. Quitte & changer le
réseau rationnel Vi, (Z), on peut supposer qu’on dispose d’une base (u;) de Vj(Z)
constituée de vecteurs de poids. Le plus haut poids wy est associé au vecteur
er = u1, et tout autre poids de la représentation peut s’écrire

W =Wk — E Qs
i

ol les n; sont des entiers naturels. De plus, comme wy est le plus haut poids de
la représentation et (wg, o;) = 0 si @ # k,

leowl® = Heoll? = floonl| + 1Y micuil|* — 2n(wr, ),

(2

et donc ny > 1 si w # wg.
Par abus de notation, on note encore wy, le caractére de B associé au poids
wy. Posons @ : g — ||geg]|. Bien sar,

Vbe B, ®(gb) = |wk(b)]- P(g),
i.e. @ est une fonction de type (B,wy), au sens de Borel [2, §14.1]. En outre,
Vyel'nB, |we(y)l=1,
et donc ® est invariante & droite par I' N B. Soit enfin
0=1{i| (vi,wg) >0} ={k} et 0 =[1,r]\{k}.

Alors, Py = StabReyg, donc, si Ly désigne un sous-groupe semi-simple (donc
sans caractére) de Py, on doit avoir

vee Ly, ®(gl) = llglexll = |wn (O] - lgerll = llgexl = 2(9),

ce qui montre que ® est invariante a droite par Ly. D’aprés Borel [2, théo-
réme 16.9], il existe une partie finie C’ C G(Q) et un ensemble de Siegel
6 = KA w tels que pour tout g € G, la fonction

¢, TC' — Rt
U —  ®(gu),
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atteigne son minimum en un point de I'C' N ¢g~!'&. Remarquons qu’a une
constante multiplicative prés,

pi(g) < min{®y(u) ; u e T'C'}.
Soit donc u =+'c’ € T'C” tel que
g7/ cexll = @4(+'c') = min{||g7'c'ex| ; ¢ € C', 7" €T},
et, suivant I’ensemble de Siegel choisi ci-dessus,
gvy'c = kan.

Comme les réseaux gVi(Z) et gv'c'Vi(Z) sont commensurables, leurs minima
successifs sont comparables. Dans la base de Vji(Z) constituée de vecteurs de
poids, I'élément a = e@+OM) agit suivant la matrice diaug(e‘”(c(g)))7 oll w décrit
les poids de la représentation Vj ; & une constante multiplicative prés, cela donne
tous les minima successifs de gVi(Z). La plus petite valeur propre de a est
ur(g) < ew(€(9) Siw = wy, — >, iy est un poids différent de wy, alors d’apres
le calcul ci-dessus, n; > 1, et donc

() > gor(e@)=an(e(9)) — g=on(e(9))  (g).

Soit maintenant v € Vi(Z). Si (ey), désigne une base de Vj(Z) constituée de
vecteurs de poids, le réseau engendré par les vecteurs v/'c’e,, est commensurable
a Vi (Z) a un facteur borné prés. Pour un certain entier D indépendant de v, on
peut donc écrire

Dgv = Z newgy ce, = Z nokane,,,
w w

avec n, € N, et les termes de cette somme sont essentiellement orthogonaux. Si
v n’est pas colinéaire a vy, il existe w # wy, tel que |ny,| > 1, et cela implique

1
lgoll > s llkane, | 3 ) > e=er(c@) y (g)

La derniére assertion découle de cette inégalité et de ce que si g = kancy est
une décomposition de Siegel de g, alors

lgr~ e erll < flaek]| = e+ W) < 1 (g).

O

Démonstration de la proposition 4.3.1. Pour k € [1,7], soit Py = Py \x} le
k-iéme sous-groupe parabolique maximal. Comme

Qo ="Ps, = () P,

kgby

il suffit de montrer que pour chaque k ¢ 6y, I’élément Pycy ne dépend pas du
choix de la décomposition de Siegel.

Soit donc k ¢ 0, fixé, et V}, la représentation fondamentale associée. Si Cy est
choisi assez grand, I'inégalité ay(c(g)) < —Cy, avec la proposition 4.3.2, montre
que si g = kancy est une décomposition de Siegel et u € Vi (Z), I'égalité

llgull = pr(g),
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ne peut étre atteinte que si u est colinéaire & v~ lc leg. Identifiant P, \G &
Porbite de la droite [eg] de plus haut poids dans la représentation fondamentale
Vi, grace a l'application g — [g~tex], cela montre que Pjcy ne dépend pas du
choix de la représentation de Siegel : c’est la direction qui réalise le premier
minimum A (gV%(Z)) du réseau gV (Z).
Pour chaque k ¢ 6, la proposition 4.3.2 montre que A1 (gVi(Z)) < A2(9Vi(Z)),

donc le vecteur de Vj(Z) qui réalise le premier minimum est localement constant
au voisinage de g. Cela montre la derniére assertion de la proposition. O

4.4 Une relation d’ordre sur a

Nous utiliserons la relation d’ordre partiel sur a donnée par
Y1 <Yy, <<= Vi wi(Yi) < wi(Yé).

En particulier, nous nous intéresserons a ’ensemble des minorants de ¢y(g) dans
a~. C’est un ensemble convexe, et la proposition suivante montre qu’il est stable
par une opération de maximum.

Proposition 4.4.1. Si (Y;)ses est une famille d’éléments de a™ alors ’élément
Y € a défini par
Vi, wi(Y) = supw;(Ys)
seS

est dans a~. En particulier, pour tout Yy € a ’ensemble
my,={Y €a” | Y <Yy}

admet un unique plus grand élément.

w9 AN w9
wi wi
7 L
\YO
Yo {wa(Y) = wa(Yp)}
{wa (Y) = wa(Yp)}
mYO mYO

{w1(Y) = w1 (Yp)}
{w1(Y) = wi(Yp)}

FIGURE 4.2 : L’ensemble my, pour SL3

Démonstration. Dans cette démonstration on identifie a & a* gréce au produit
scalaire usuel. La famille des poids fondamentaux (w;) s’identifie alors a la base
duale de la base (o) des racines simples :

Viajv <ai7wj> :51]

Rappelons que le plus haut poids w; est relié & w; par w; = b;wo;, pour un certain
b; € N*. Si 'on décompose

Y, = Zt;s)ai, avec tgs) c R,
i
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alors Y = ). (sup, t(s))ai et

i
(o, Y) = (ak,Z(sup tES))ai> = Z(suptl(.s))mk,ai).
. S . S
1 3
Il s’agit de voir que cette quantité est négative. Cela découle de ce que pour
i £k, {ag, ;) <0, tandis que (ag, ag) > 0. En effet, pour chaque s, I'inégalité
(o, Ys) <0 donne
— Z tl(s)(ozk, ;) > (o, ozk>t,(:)
ik
et comme pour tout i # k, {ag, ;) <0, cela implique
—Z(suptz(-“)xak,ai) > <ak,ak>t§:).
ik
Comme ceci vaut pour tout s, on trouve bien
—Z(Suptgu))<ak,ai> > <ak7ak>supt§:),
itk U s
C’est dans cette derniére inégalité qu’intervient le fait que seul (o, ) > 0. S’il
y avait un autre terme (o, g ), on pourrait seulement majorer sup, ({au, Ock>t§j)+
(ak,ak/>t§f)), qui est a priori strictement plus petit que (ag, o) (sup; tif)) +
{0k, ) supg £3).
c’est-a-dire ax(Y) < 0. Soit maintenant Yy € a un élément quelconque. Comme

my, est non vide, la propriété de stabilité que nous venons de démontrer permet
de définir son plus grand élément Y par

Vi, wi(Y)= sup w;(Y’).

Y’Gmyo
O

Exercice 2. Soit G = SL;. On identifie a aux fonctions sur {0,...,d} qui
s’annulent en 0 et d par 'application Yj — (w;(Y)))1<i<d—1-

1. Montrer que a~ s’identifie & 'ensemble des fonctions convexes négatives.

2. Vérifier que la proposition ci-dessus traduit simplement le fait que la borne
supérieure d’une famille de fonctions convexes négatives est encore une
fonction convexe négative.

Le dessin ci-dessous donne un exemple pour SL4. On identifie a aux fonctions

sur {0,...,4} qui s’annulent en 0 et 4, et a~ au sous-ensemble des fonctions
convexes.
1 2 3 4
% e % N3
Yo
Y

FIGURE 4.3 : Y est le plus grand minorant de Y, dans a™.



64 CHAPITRE 4. GEOMETRIE DES ESPACES DE RESEAUX

En fait, le plus grand élément de my, s’interpréte géométriquement comme
une projection de Yy sur a~. On munit a du produit scalaire usuel, invariant par
I’action du groupe de Weyl. Comme a~ est une partie convexe de a on dispose
d’une projection p,- : @ — a~, qui & Yy associe 'unique élément Y tel que
d()/()7 Y) = d(Y(), Cli).

Proposition 4.4.2 (Plus grand minorant et projection orthogonale). Pour tout
Yy dans a, le point pa- (Yo) est le plus grand élément de my, .

Démonstration. Ici encore, on identifie a & a* a 'aide du produit scalaire usuel.
Soit Yy € a, et
IO = {’L ‘ <Oti,Yb> > 0}

Soit Y7 la projection orthogonale de Y sur la face (), I a;t, donnée par

Yl = Y() — Z tz(-o)()éi,
i€lp

ot les tEO) sont choisis de sorte que pour tout j € Io, {aj, Yo) = > e, tgo)

Si A= (<ai’Y0>)i€Io’
G = ({a, ;)i jer,- Comme G est une matrice de Gram telle que (a;, ;) < 0 si
i # j, c’est une matrice inversible, et G~1 est a coefficients positifs, d’aprés [5,
Chapitre V, §3, n°6, Lemme 6, page 79]. Or A est a coefficients positifs aussi,
et donc le vecteur T(®) = G=1A est a coefficients positifs. Cela revient & dire
que pour tout 4, w;(Y71) < w;(Yp), i.e. Y1 < Y.

De méme, a partir de Y7, on définit I; = {i | (a;, Y1) > 0}, et Y la projection
orthogonale de Y7 sur (¢, ait, ...etc. On obtient ainsi une suite de points

<aj7 ai> :
ces équations s'écrivent matriciellement A = G - T, on

YooY =Yy~ ...

Notons que pour tout n, I,, C I,,11. En effet, si {(a;,Y,) > 0, alors par définition,
(aj, Yni1) = 0. En particulier, la suite (I,,) est stationnaire, donc la suite (Y},)
aussi. Soit Y sa limite et I = {i | (a;,Y) = 0}.

Yo

FIGURE 4.4 : Une suite Yy > Y7 > Y5 pour G = SL4

Naturellement Y € a™, et par construction,

Y:Y()*Ztiai, VZ, ti ZO
iel

Donc Y est la projection orthogonale de Yy sur (,¢; ait.
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Pour voir que Y est bien égal & la projection de Yy sur a—, on vérifie que
pour tout Y’ dans a=, (Y' —Y,Y; —Y) < 0. Ecrivons Y/ - Y = >, siw;. Pour
i€, {a;,Y)y=0et (a;,Y') <0, donc s; < 0. Par conséquent,

<Y/ - Y, YO - Y> = Z Sitj <Ozj, wz> = Z Sitjtsij = Z Siti < 0.

i€ll,r],j€I i€(l,r],jel i€l

Donc Y est la projection de Yy sur a~. Reste & voir que c’est bien le plus grand
minorant de Y dans a~.

Tout d’abord, par construction, Y est bien un minorant de Y. Soit main-
tenant Y’/ € a~ un autre minorant de Y. Pour tout ¢ € I, w;(Y) = w;(Yp) >
wi(Y"), et le lemme ci-dessous permet d’en conclure l'inégalité souhaitée : Y’ <
Y. O

Nous concluons cette partie par le lemme technique utilisé dans la démons-
tration ci-dessus, et dont nous ferons encore usage au chapitre suivant.

Lemme 4.4.3. SoitY €a™, et I = {i | a;(Y) =0}. Si Y’ € a= vérifie pour
chaque i € I, w;(Y') <wi(Y), alorsY' <Y.

Démonstration. Ecrivons

Y -Y' = Zsiai, avec s; € R.
i

Par hypothese w;(Y) > w;(Y') si j & I, et donc
Vj € I, Sj > 0.

D’autre part, pour i € I, a;(Y = Y') = —a;(Y’) > 0, et donc

Viel, Zsj<ai,ozj>20.
J

Par conséquent,

Vi e I, Zsj(ai7aj> > _Zsj<ai;aj> > 0.

jel J¢1

Cette inégalité peut encore s’écrire G - S > 0, ot G = ((a4, ;)i jer €t S =
(85)jer- Comme G~ est & coefficients positifs, cela implique S > 0. Ainsi, pour
tout 4, s; > 0,ie. Y/ <Y. O

Remarque. Dans le cas G = SLg, le contenu de ce dernier lemme est assez
clair. Si Y est une fonction convexe sur [0,d] (segment d’entiers) avec Y (0) =
Y (d) = 0, et si Y’ est une autre fonction convexe sur [0, d], inférieure a Y en
tout point angulaire (i.e. extrémal du graphe), alors la fonction Y’ est toujours
inférieure a la fonction Y.



66

CHAPITRE 4. GEOMETRIE DES ESPACES DE RESEAUX



Chapitre 5

Approximation des points
algébriques

Dans tout ce mémoire, contrairement & l'usage le plus répandu, on note Q le
sous-corps de R constitué des nombres algébriques sur Q.

Comme précédemment, X = P\G est une variété de drapeaux, munie de sa
distance de Carnot-Carathéodory, et d’'une hauteur H, induite par une repré-
sentation linéaire irréductible de G de plus haut poids y. Rappelons que nous
avons défini 'exposant diophantien d’un point x dans X (R) par

By(z) =inf{f € R | Je>0: Yve X(Q), d(z,v) > CHX(U)iﬁ},

et qu'il existe une constante [, (X) telle que pour presque tout = dans X (R),

Bx(x) = ﬁx(X)

Dans ce chapitre, nous étudions l'exposant diophantien 8, (z) d’un point
r € X(Q), ou Q désigne le sous-corps de R constitué des éléments algébriques
sur Q. A Taide des outils de la théorie de la réduction rappelés a la partie
précédente, le théoréme du sous-espace de Schmidt nous permettra de décrire
le comportement asymptotique des orbites diagonales dans 1’espace de réseaux
Q = G/T. Ensuite, grace a la correspondance développée au chapitre 2 nous
pourrons traduire ces résultats en termes d’approximation diophantienne des
points de X.

5.1 Orbites diagonales algébriques dans G/I’

Dans ce paragraphe, G est un Q-groupe semi-simple, 7' C G un tore Q-déployé
maximal, A = T°(R) la composante neutre des points réels de T', et a son algébre
de Lie. Soit (at)s>0 un sous-groupe a un paramétre de A. Ecrivant a; = e*¥ pour
un certain Y € a, on peut choisir un ordre sur a de sorte que Y appartienne &
la chambre de Weyl négative a~ dans a :

VteR, a; = €'Y, Yea.

67
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Remarque. Dans ce paragraphe, I’élément Y est quelconque dans a, et nous
n’étudions que lespace de réseaux Q = G/T. Plus tard, nous choisirons 1’élément
Y comme en (2.1), et la correspondance établie au chapitre 2 nous permettra
d’obtenir les résultats 'approximation diophantienne que nous avons en vue.

Soit alors B le QQ-sous-groupe parabolique minimal correspondant & 1l’en-
semble des racines positives pour l'ordre choisi sur a, et

P={geqG| tli)rgo atga_; existe}

le sous-groupe parabolique associé a (a;). Soit W le groupe de Weyl associé a
G et T, quotient du normalisateur de T" par son centralisateur, et

Wp = (W N P)\W.
La décomposition de Bruhat [4, Théoréme 5.15] de G permet d’écrire

G= |_| PuwB.

weWp

On fixe aussi un sous-groupe compact maximal K dans G(R). Enfin, étant donné
un sous-groupe arithmétique I' dans G, on fixe une partie finie C' C G(Q) et un
ensemble de Siegel & = K A,w par rapport & K, B et T tel que

G =G6CT.

Rappelons qu'une décomposition de Siegel d’un élément g € G est une écriture
de g sous la forme g = kanvy, avec k € K, a € A, =expa,,n € wety e CT.
Ce paragraphe a pour but le théoréme suivant.

Théoréme 5.1.1 (Orbites diagonales des points algébriques dans ). SoitY €
a=, et (a;) = ('Y )y=0 le sous-groupe a un paramétre associé. Soit s € G(Q).
Pour tout t > 0, soit

ais = kibinyys,
une décomposition de Siegel de a;s.
1. 1l existe un élément coo € a~ tel que lim; o %log by = Coo-

2. 810 ={aell| a(ce) =0} et Qoo = Py, est le sous-groupe parabolique
a880Ci€ G oo, alors Qoott = QooVoo €St tndépendant de t au voisinage de
Uinfini.

3. Soit w € Wp tel que sy ! € PwB. Alors coo = pa-(Y¥), ou Y¥ =
(Adw)~1Y, et po- : a — a~ désigne la projection sur le conveze a™.

Remarque. Soit ¢ : G — a~ la fonction définie au chapitre 4, telle que si
g = kanvy est une décomposition de Siegel, alors a = e“@+O(M) Le premier
point du théoréme se réécrit lim;_, o %c(ats) = Coo. Avec les notations de la
proposition 4.3.1, cela implique en particulier que pour tout ¢ > 0 assez grand,
Qa,s C Qoo Le second point énonce alors que le drapeau partiel D,,s € Qoo \G
associé a a;s est constant au voisinage de I'infini.

Remarque. Vu 'énoncé du théoréme, la formule pour ¢, ne doit pas dépendre
du choix de 7. En d’autres termes cy, est déterminé par la variété Pw@ oovoo
contenant s. C’est d’ailleurs ce que donne la démonstration du théoréme.
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La démonstration du théoréme 5.1.1 repose sur le théoréme suivant, da a
Schmidt [42, Theorem 3A].

Théoréme 5.1.2 (Théoréeme du sous-espace fort). Soit (a;) un sous-groupe dia-
gonal & un paramétre dans GL4(R) et L € GL4(Q). Notons A1(t) < -+ < Ag(t)
les minima successifs du réseau a;LZ%, pour t > 0, et supposons qu’il existe

0>0,1€[l,d], et un ensemble non borné N tels que,
VEEM,  N(t) < e A (t).

Alors, il existe un sous-espace rationnel T < Q% de dimension i et un sous-
ensemble non borné M C N tels que pour tout t € N, les i premiers minima
successifs de a;LZ® sont réalisés en des vecteurs vi,...,v; de a;LT.

Ce théoréme implique d’ailleurs la proposition suivante, qui décrit de fagon
plus précise le comportement de ’orbite dans ’espace des réseaux.

Proposition 5.1.3. Soit (a;) un sous-groupe diagonal & un parameétre dans

GL4(R) et L € GL4(Q). Pour t > 0, notons A1(t) < -+ < Ag(t) les minima
successifs du réseau a;LZ?. Alors, pour chaque i € [1,d] la limite

1
Ai = lim ~log A(t)

t—o0

existe. De plus, si A; < A1, alors il existe un unique sous-espace rationnel
S; de dimension i tel que pour tout t > 0 suffisamment grand, les i premiers
minima successifs de a;LZ% sont atteints dans S;.

Remarque. Les sous-espaces S; forment un drapeau partiel dans Q<.

Démonstration. Pour i = 1,...,d, posons
A; =limi fll Ai(t)
i = liminf - og \i(t).
On définit les indices g, @1, . .., %s,%s4+1 par o =0, i541 = d, et
A1:"':Ai1 <Ai1+1:"':Ai2 <"'<Ais+1:"':Ado

Nous allons montrer par récurrence sur k € [0, s] la propriété suivante : Il existe
un drapeau partiel 0 = Sy < S1 < --- < S de sous-espaces rationnels tel que
pour chaque ¢ € [1,k],

e dim Sg = ig 5
e Vt > 0 assez grand, a; LS, contient les i, premiers minima de a;LZ?;

T(Sg)*’T(Sg_l)
lg—ig—1

e siig_1 <1<y, alors lim;_, % log A\i(t) = A, =

Dans la formule ci-dessus, 7(W) désigne le taux de dilatation du sous-espace W
par le flot (a;L). Si w représente W dans une puissance extérieure de R?, dans
la décomposition de Lw suivant les espaces propres de a;, la plus grande valeur
propre apparaissant est égale a e!”("W). De maniére équivalente,
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Pour k = 0, la propriété est triviale. Supposons donc la propriété vraie pour
k—1, avec k € [1,s + 1]. Soit (t,) une suite qui tend vers l'infini telle que
A;, = lim i log A, (tn). Posant § = £(A;, 41 — Aj,), on a, pour n suffisamment
grand,

Xig (ag, A) < efnPiet0) < etnlhimn=20) < om0y, 4 (ay A).

D’aprés le théoréme 5.1.2 ci-dessus, il existe un sous-espace rationnel Sy de
dimension iy, tel que le long d’une sous-suite de (¢,), les iy premiers minima de
at, LZ® sont toujours atteints dans ay, LS.

Par hypotheése de récurrence, pour £ < k, si ip_1 < i < iy,

1
lim . log Ai(tn) = Ay,

n

et par définition de (¢,) et des indices iy_1 et i,

1k
n n

lim ti log \i, (tn) = A4y, = - = Ay, 41 = lim ti log Aip_y41(tn).
Comme a;, LS}, contient les i;, premiers minima, cela implique
covoly, s, (at, L(Sk N Zd)) < eln o (Geie—1)As +o(tn)
d’ou l'on tire i
T(Sk) < Z Qg —ie—1)
=1

Mais d’aprés ’hypothése de récurrence, 7(Sk—1) = le;ll(ig —ip-1)A;,, et donc

M <Ay, =--=MA;,_ 41 (5.1)
U — k-1

Comme ’hypothése de récurrence implique Si_1 < Sk, le second théoréme de
Minkowski appliqué dans a; LSk, donne, pour tout ¢ > 0 assez grand,

covol(ag d
N0, (1) < (o S DL

< exp [t(1(Sk) — 7(Sk-1)) +o(t)]-
Avec (5.1), cela montre qu’on doit avoir, pour chaque ¢ € [ig—1 + 1,4x],

A; = lim — log)\() M

e — k-1
Pour € = %(AikJ’,l — A;,), pour t > 0 assez grand, le sous-réseau a;L(S) N Zd)
contient i), vecteurs linéairement indépendants de norme inférieure a e*(dix )
et comme A;, 11 > A;, + 2¢, tout vecteur de a;LZ% hors de a; LS}, est de norme
supérieure a e/t 122) . Cela montre que pour ¢ > 0 assez grand, les ij, premiers

minima de a;LZ% sont atteints dans a;LSy. O

Nous pouvons enfin démontrer le théoréme 5.1.1.
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Démonstration du théoréme 5.1.1. Soit p : G — SL4 une représentation ration-
nelle fidéle de G. Pour ¢ > 0, et i € [1,d], notons \;(t) = \i(p(a¢s)Z?). D’aprés
le corollaire 5.1.3, les limites

A;= Jim g Ai(1)
sont bien définies. Si a;s = kibinyy est une décomposition de Siegel de ays,
alors, & une constante multiplicative prés, les minima successifs de p(ats)Zd
s’obtiennent en ordonnant les valeurs propres de la matrice diagonale p(b;).
Cela montre que la limite lim;— 4o %1og p(by) est bien définie, et comme p :
A— (R’_’;)d est un morphisme de groupes injectif, il en découle que la limite

o1
Coo = tlggo n log b

existe. Comme d(logb;,a”) = O(1), on a bien sir ¢ € a_. Cela montre le
premier point du théoréme. Ensuite, la proposition 4.3.1 montre que pour tout
t > 0 suffisamment grand, 'application t — Q)7+ est localement constante. Par
connexité, elle est donc constante au voisinage de l'infini.

Fixons maintenant v, € G(Q) tel que pour tout ¢ suffisamment grand,
QooMt = QooVoo- D’apres la proposition 4.3.2, pour chaque k € 0, le plus petit
vecteur de a;sVj(Z) est atteint dans la direction a;syzley, et

ilaes) = min{lgv] 5 v € Vi(Z) 0 K} = lagsytexl)
Ecrivons sy ! = pwb, avec p € P, w € Wp et b € B. Alors, pour ¢ > 0 grand,
lagsyzler]| =< ||aqwber|| < [|agwes|| =< ™),
Cela montre déja que pour k ¢ 6,

Wi (Coo) = wp(Y™).

Le méme calcul pour k € 6, montre au moins que wi(cs) < wi(Y"), et donc
Coo = YV puis
Coo =< Pa-(Y™).

Réciproquement, notons que pour k € 0, wi(cr) = wi(Y?) > wi(pa- (YY),
car po- (Y"™) minore Y. Donc le lemme 4.4.3, appliqué &4 Y = ¢, et Y/ =
Pa- (Y™) implique que ¢y = pa— (Y™). Cela montre bien I'égalité souhaitée :

oo = Pa— (Yw)

5.2 Flots semi-stables et extrémalité

Nous nous intéressons ici & un cas particulier du théoréme 5.1.1, pour lequel on
a toujours co, = 0. Commengons par rappeler une terminologie introduite par
Pengyu Yang.
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Définition 5.2.1 (Variété de Bruhat instable). La variété de Bruhat standard
X, est définie comme ’adhérence de Zariski d’une cellule de Bruhat :

X, = PwB, weWp.

Une variété de Bruhat est une variété de la forme X, g, pour ¢ € G et w €
Wp. Une variété de Bruhat est dite rationnelle si elle peut s’écrire X,,7v, avec
v € G(Q). La variété X,,g est instable pour le flot a; = e*¥ s'il existe un poids
dominant w tel que w(Y™) < 0.

Rappelons que I'on note en exposant I'action adjointe & droite de W sur a :
Y% = (Adw)~'Y. La notion d’instabilité ne dépend pas du choix du représen-
tant de w € Wp = W NP)\W, carsipe WNP,alors YP =Y.

Remarque. Si PwB est instable, alors il existe un poids fondamental w;, i €
[1,r] tel que w;(Y") < 0. En effet, tout poids dominant est combinaison linéaire
a coefficients entiers positifs de poids fondamentaux.

Le théoréme 5.1.1 admet le corollaire important suivant.

Corollaire 5.2.2 (Points semi-stables dans G/T"). Avec les notations du théo-
réme 5.1.1, si s € G(Q) nest inclus dans aucune variété de Bruhat rationnelle
instable, alors coo = 0. Par conséquent, dans toute représentation rationnelle V

de G,
.1
tlggo n log A1 (arsV(Z)) = 0.

Démonstration. D’apreés le troisiéme point du théoréme 5.1.1, on peut écrire
Coo = Pa-(Y™), olt w est tel que s € PwBry. On raisonne alors par contraposée.
Si coo # 0, il existe donc un poids fondamental w; tel que w;(Y*) < 0, et la
cellule de Bruhat X, est instable. La seconde assertion du corollaire découle de
la premiére, car dans la représentation irréductible rationnelle V' de G proximale
de plus haut poids ¥,

A (asV(Z)) < x(by).

O

Remarque. En fait, ¢, = 0 si et seulement si s n’est inclus dans aucune variété
de Schubert rationnelle instable. Dans ce cas, le second point du théoréme est
trivial, car Qo = G.

Le corollaire ci-dessus permet déja de démontrer un analogue du célébre
théoréme de Roth [38] pour une variété de drapeaux générale. Soit X = P\G
une variété de drapeaux, obtenue comme quotient d’un Q-groupe semi-simple
G par un sous-groupe parabolique P. On munit X de la distance de Carnot-
Carathéodory usuelle, et d’une hauteur H, induite par une représentation irré-
ductible de G de poids dominant y, et on considére I'exposant diophantien (3,
sur X, défini au chapitre 2.

Définition 5.2.3. Un point 2 dans X (R) est dit extrémal si Sy (z) = B, (X).

Le théoréme 2.4.5 nous assure que, pour la mesure de Lebsegue, presque
tous les points de X (R) sont extrémaux. Nous donnons maintenant un critére
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suffisant pour qu’un point x € X(Q) soit extrémal. Dorénavant, le sous-groupe
a un paramétre (a;) est celui construit au chapitre 2, donné par la formule

0 siaef

-1 siagd. (5.2)

a; =eY ot Y € aest défini par a(Y) = {

Vues comme des parties de la variété de drapeaux X, les variétés de Bruhat
seront plutot appelées variétés de Schubert. Une variété de Schubert sera dite
instable si la variété de Bruhat correspondante l'est pour le sous-groupe (a;)
ci-dessus.

Théoréme 5.2.4 (Critére d’extrémalité pour les points algébriques). Soit X une
variété de drapeaux rationnelle, munie de la distance de Carnot-Carathéodory
usuelle, et d’une hauteur H, induite par une représentation irréductible de G.

Six € X(Q) nlest inclus dans aucune variété de Schubert rationnelle instable,
alors x est extrémal.

Démonstration. Soit s, € G tel que x = Ps,. Comme z n’appartient & aucune
variété de Schubert instable, s, n’appartient & aucune variété de Bruhat stable.
Le corollaire 5.2.2 ci-dessus montre donc que dans la représentation V, de poids
dominant y;,

1
tlglolo n log A1 (ats: Vi (Z)) = 0.

D’aprés le lemme 2.4.6, cela implique que S, (x) = 5y (X). O

5.3 L’exposant diophantien d’un point algébrique

Comme ci-dessus, X = P\G est une variété de drapeauz, obtenue comme quo-
tient d’un Q-groupe semi-simple G par un sous-groupe parabolique P. On munit
X de la distance de Carnot-Carathéodory usuelle, et d’une hauteur H, induite
par une représentation irréductible de G de poids dominant x, et on considére
lexposant diophantien B, sur X, défini au chapitre 2. Ayant fizé dans V,, un
réseau rationnel V, (Z), nous noterons I' = Stabg V) (Z) le sous-groupe arith-
métique de (G associé. Le sous-groupe a un paramétre (a;) est celui défini par la
formaule (5.2).

En régle générale, pour un point € X (Q) non nécessairement extrémal,
le théoréme 5.1.1 donne une méthode pour le calcul de I'exposant diophantien
By (). C’est le contenu du théoréme ci-dessous. Rappelons que I'action adjointe
a droite du groupe de Weyl est notée en exposant : Y% = (Adw)~'Y. Et de
méme pour 'action co-adjointe : x* = x o Ad w.

Théoréme 5.3.1 (Exposant d’un point algébrique). Soit x € X, soit s, € G
tel que x = Ps,, et soit (a;) le sous-groupe diagonal défini en (5.2). Soit coo,
Qoo; Voo les éléments donnés par le théoréeme 5.1.1 pour décrire l'orbite (a;s,I")
dans G/T, et

SeY =pwb, pE€P, weWp, be B,

une décomposition de Bruhat de s, 73 .
Alors

’YX(‘,E) = _<Xwapu_ (Yw)>a



74 CHAPITRE 5. APPROXIMATION DES POINTS ALGEBRIQUES

et par conséquent,
1
7<X7 Y> + <Xw7pa* (Yw)> -

En particulier, exposant B, (x) est entiérement déterminé par la variété de
Schubert PwBvq 3 .

By(w) =

Remarque. Si la variété de Bruhat rationnelle PwB~, est semi-stable, alors
pour tout ¢ € [1,r], w;(Y") > 0, et donc p,-(Y*) = 0. On retrouve bien
(@) = 0 et By (x) = B (X).

Remarque. Siw =1, alors Y =Y € a™. Dans ce cas, 7y (z) = —(x,Y) est
maximal, et I’exposant diophantien S, (x) vaut +oco. Cela n’est pas surprenant,
car alors © = Py, est un point de X (Q).

Démonstration. Ecrivons s,y! = pwb. Pour tout p € P, le comportement
asymptotique de s,I' est équivalent & celui de p~'s,I', et nous pouvons donc
supposer sans perte de généralité que 1’élément s, est de la forme

Sz = WhYoso-

D’aprés le théoréme 5.1.1, pour ¢ suffisamment grand, dans la décomposition de
Siegel
8250 = kany,

I’élément  appartient & Q.. Par conséquent, dans la décomposition de Siegel
alb = (w'k)any,

onay € Qu, an € B C Qu, et donc w™k € K N Quo.
Soit
Qoo :LooRoo;

la décomposition de Levi standard de Qo., o Ry désigne le radical unipotent
de Qs et Lo le Q-sous-groupe réductif engendré par ’ensemble de racines 6,
associé & Q. Suivant cette décomposition, écrivons

b=f4u, n=nrny et ~v=vy-
Comme ’YL_an’YL’YU € Ry et

af’tu = w™ kanryLyy oLy,

on doit avoir
al’l = (wilk)anL'yL,

ce qui donne une décomposition de Siegel de a}’¢. Cela montre que les minima
successifs de a;s;V, (Z) sont essentiellement égaux & ceux de a}’¢V, (Z). De plus,
les drapeaux partiels de V) (Z) (a e* prés) pour a}’/ et ai’b sont égaux. En effet,
le drapeau partiel de V, (Z) qui réalise les minima (a e? pres) de a¢s, 75! = azwb
est stable par Q.. Ce drapeau se décrit de la fagon suivante :

DOZ{V1<V1€BV2<...}
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V1 = Vect{eg; B(c) = S1 minimal},
Vo = Vect{eg; B(cs) = B2 > f1 minimal}

et ainsi de suite. Chacun de ces espaces est stable par L., qui est engendré
par les racines a € 0, pour lesquelles a(co) = 0. Et chaque V1 & -+ @ Vj, est
stable par Qo = LooRso- Et comme v, € Qo et v € Q, on trouve bien que
les filtrations pour a}’¢ et a}’b, données par WZIDO =~"1Dy = Dy sont égales.

Nous sommes donc ramenés a comprendre la géométrie du réseau a}’ ¢V, (Z),
et plus particuliérement la quantité r, (waj’?).

Comme a}’l est dans le Q-groupe réductif L, les minima successifs de
ai’tV,(Z) sont compatibles avec la décomposition de V, en sous-L.-modules
irréductibles. Chacun de ces sous-modules est semi-stable pour le flot (a}’¢), et
il nous suffit de comprendre le module V; engendré par w™!e,. Si Pon note

7(Vy,ay’) = logdet(ay’|v;)
son taux de dilatation par le flot (a}’), on obtient donc
T(Vy,ay)
W) = vy

Le taux de dilatation est donné par la somme (chaque poids est compté autant
de fois qu’il apparait dans V)é)

T(Vi,af) = > w¥™).

w=Vy

Nous identifions maintenant a et a* grace au produit scalaire usuel. Alors, la

somme Yy, w est un élément de ao = [,cq. @, et chaque élément w < V)
X

a la méme projection sur ae., qui est donc égale & poo (™), OU Poo : @ — G €8t
la projection orthogonale. Cela donne déja une expression pour v, (z) :

(@) = =(Poo(X), V") = = (X", P (V"))

Mais d’aprés le théoréme 5.1.1, poo(Y™) = oo = pa- (Y*), et donc

V(@) = = (X", pa- (Y™))-
La formule pour j, (x) est alors une conséquence de la proposition 2.4.4. O

Dans certains cas, le théoréme 5.3.1 permet de montrer que I’exposant d’un
point algébrique quelconque de X est minoré par I’exposant générique. Les deux
corollaires suivants sont ainsi des résultats analogues au théoréme de Dirichlet
[13], pour le moment valables uniquement pour les points algébriques, hélas.

Corollaire 5.3.2 (Variétés de drapeaux de rang 1). Supposons que la variété
de drapeaux X s’écrive X = P\G avec P un Q-sous-groupe parabolique strict

maximal de G. Alors, pour tout x € X(Q),

Br(x) = By (X).

De plus, l’égalité a lieu si et seulement si x n’appartient & aucune sous-variété
de Schubert rationnelle instable.
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Démonstration. 1l existe ¢ € [1,r] tel que I’ensemble de racines simples associé
au parabolique maximal P soit

0 = [1,r]\ {d}.

Soit V) une représentation irréductible de G' engendrée par un vecteur de plus
haut poids e, tel que Stabg[e,] = P. On doit avoir

X =nw;, n>1.

Dans la suite, nous identifions encore a a a* grice au produit scalaire usuel.
Avec cette identification,

Y = —w;.
Par conséquent,
(@) = =(x*,pa- (V")) = (Y™, pa- (V™)) = nllpa- (V)| > 0,

et avec la proposition 2.4.4 et la définition de S, (X) donnée au théoréme 2.4.5,

Px(@) = By (X).

De plus, l'égalité a lieu si et seulement si p,— (YY) = 0, i.e. ¢coo = 0. Cela
équivaut a ce que z n’appartienne a aucune sous-variété de Schubert rationnelle
instable. [

Le méme argument donne un résultat analogue si X est la variété drapeau
compléte d’un Q-groupe déployé, munie de la hauteur anti-canonique.

Corollaire 5.3.3 (Variétés de drapeaux déployée). Soit X = P\G, avec G un
Q-groupe semi-simple Q-déployé et P un sous-groupe parabolique minimal de G.

On munit X de la hauteur anti-canonique H, associée 4 x = ) cx+ @, somme

des racines positives. Pour tout € X(Q),

5X(x) Z ﬁX(X)v

avec égalité si et seulement si x n’appartient & aucune sous-variété de Schubert
instable.

Démonstration. D’aprés [29, Proposition 2.69], la somme des racines positives
est égale a la double somme des poids fondamentaux

XZZQZQZwiZ—QY-
o+ i

On peut donc reprendre 'argument de la démonstration précédente :
(@) = 2|lpa- (Y*)[|? > 0.

Cela implique B, (x) > B8, (X), avec égalité si et seulement si coo = pa— (Y") = 0,
i.e. x n’appartient & aucune sous-variété de Schubert rationnelle instable. O
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Remarque. L’inégalité

infﬁ ﬁX(J?) > /Bx(X)v
z€X(Q)

n’est pas valable en général. Nous verrons au paragraphe 9.4 un exemple de
variété de drapeaux X munie de la distance de Carnot-Carathéodory et d’une

hauteur H, telle qu’il existe un point algébrique z € X (Q) tel que By (z) <
By (X).

Concluons cette partie par une question qui nous semble digne d’intérét,
quoique nous ne puissions pas y apporter de réponse. Dans le cas ou X est
une variété grassmannienne, c’est une formulation un peu plus précise d’une
question de Schmidt [40, §16].

Question : [’égalité suivante est-elle toujours valable :

inf z) = inf z) ?
IGX(@)”BX( ) xeX(]R)ﬁX( )
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Chapitre 6

Non divergence quantitative

Dans toute ce chapitre, G est un Q-groupe semi-simple de rang r, et I' un sous-
groupe arithmétique. On fixe un tore Q-déployé mazximal T dans G, et un Q-

sous-groupe paraboliqgue minimal B contenant T. On note {aq, ..., a;} la base du
systeme de racines de (G, T) pour l'ordre associé a B, et {w1,...,w,} les poids
fondamentaux correspondants. Pour i = 1,...,r on note V; une représentation

irréductible de G engendrée par une unique droite de plus haut poids w; = b;w;,
avec b; € N* minimal. L’algébre de Lie réelle de T est notée a, et la chambre de
Weyl négative associée a B est notée a~.

Le but de ce chapitre est de développer un analogue, pour un Q-groupe
semi-simple G arbitraire, des résultats obtenus petit a petit par Margulis, Dani
et Kleinbock [33, 10, 23, 26] pour le groupe SLg.

La version précise qui nous intéresse est celle de Kleinbock [26, Theorem 0.2].
Cela dit, méme pour SLg, les énoncés que nous démontrons généralisent stricte-
ment ceux qui étaient déja connus, en ce que la forme des voisinages de la pointe
que l'on cherche a éviter est plus flexible. Alors que ce travail était en cours de
rédaction, Lindenstrauss, Margulis, Mohammadi et Shah [31] ont aussi amélioré
la non divergence pour SLg, et leurs observations permettent de retrouver une
partie des résultats exposés ici, notamment le théoréme 6.2.1, dans ce cas parti-
culier. Cela dit, notre approche est différente, et a le mérite de s’appliquer sans
distinction a tout Q-groupe semi-simple.

Les résultats de la théorie de la réduction pour les groupes arithmétiques,
rappelés au chapitre 4, nous ont permis d’associer & chaque point z dans Q =
G /T un vecteur ¢(z) dans a~ qui décrit la position de  dans €. Nous considérons
maintenant une mesure de probabilité u sur G satisfaisant certaines propriétés
de régularité, et nous expliquerons comment contrdler les valeurs de ¢(g), lorsque
g est choisi aléatoirement suivant .

Ce controle de la fonction ¢ hors d’un ensemble de petite mesure est ce qu’on
appelle la non divergence quantitative.

6.1 Sous-ensembles de G/T

Pour énoncer la non divergence quantitative, nous devons en premier lieu gé-
néraliser la définition de la fonction ¢ : G — a~. Rappelons que dans la re-

79
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présentation fondamentale V;, on note V;(Z) un réseau rationnel stable par T,
et _
Xi =G- €;

lorbite du vecteur de plus haut poids sous I’action de G. Etant donnée une
partie compacte S C G nous lui associons un élément ¢(S) € a~, de maniére
analogue & ce qui a été fait en 4.2. Pour chaque ¢, on pose

#i(S) = min _ max]||gv].
veV;(Z)NX; 95

Puis on considére 1’élément ¢(S) de a défini par
Vi€ [1,7], w;i(co(S)) = logu;(S),

et enfin on pose
c(S) = pa-(co(9))-

Remarque. Si S = {g} est réduit a un singleton, on retrouve la définition
précédente : ¢(S) = ¢(g).

Exercice 3. Soit G = SL3. Pour £ > 0, on considére

t 1 0
S.={[t?—¢c t 0 | ;te]lo,1]}.

0 0 &1
Montrer que lorsque € > 0 tend vers zéro, la distance de ¢o(S:) & a~ tend vers
Pinfini.

Nous utiliserons aussi la relation d’ordre sur a définie au paragraphe 4.4 par
Y1<Y, <= Vi, wi(V1) <wi(Ya).
Proposition 6.1.1. Soit S C G une partie compacte.
Vg € S, c(g) < ¢(9).

Démonstration. Soit g € S quelconque. Naturellement, pour chaque 4, p;(g) <
1;(S). Par conséquent, c¢(g) < c¢o(S). Comme ¢(g) et ¢(S) sont les plus grands
minorants respectifs dans a= de ¢y(g) et ¢o(.9), la proposition est claire. O

Remarque. On pourrait vouloir aussi définir un drapeau partiel associé a
S. Cependant, un tel drapeau (s’il existe?) n’est pas uniquement défini. Par
exemple, pour G = SLy, si S = {g1,92}, avec g = diag(e®,e71,e7,e7!) et
go = diag(e,e,,673), on trouve ¢(S) = (loge,2loge,loge). Le point i = 2 est
anguleux, au sens ot as(c(S)) < 0; et il existe pourtant deux 2-plans distincts,
savoir v = ej Aeg et vz = e1 Aez pour lesquels log sup ¢ g|lgvi|| = wa(c(S)). Tou-
tefois, si S est le support d’une mesure réguliére, le théoréme de non divergence
nous permettra de définir un drapeau partiel associé a S.

Nous voulons maintenant montrer que si S = Supp p est le support d’une
mesure suffisamment réguliére sur G, alors ’ensemble des points g dans S tels
que c(g) est distant de ¢(.5) est de petite mesure. Mais pour cela, nous devons
d’abord expliquer quelles conditions de régularité nous allons imposer sur pu.
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6.2 Fonctions réguliéres et non divergence

Dans cette partie, pu désigne une mesure de Radon sur G, et .S = Supp p. Soit
U un ouvert de G. Une fonction f : U — R borélienne est dite (C, a)-réguliére
pour p si elle vérifie, pour toute boule B = B(z,7) NU dans U et tout € > 0,

p{g € BIIf(9 <elfllpu}) < Ce*u(B),

ot [[fllB,u = Supyepnsupp ulf(9)]- Ci-dessous, et dans toute la suite, lorsque
B = B(x,r) est une boule dans un espace métrique, et A € R*, on note AB =
B(z, Ar). Par exemple, 5B = B(x,5r). La mesure p sera dite C-doublante si
pour toute boule B(x,r) dans G,

u(2B) < Cu(B).

Nous pouvons maintenant donner une version de la non divergence quantitative

dans G/T.

Théoréme 6.2.1 (Non divergence quantitative). Soient G un Q-groupe semi-
simple, I' un sous-groupe arithmétique, et Cy, C1, g > 0. Il existe deuzx constantes
positives C,a > 0 telles qu’on ait la propriété suivante.

Soit p une mesure borélienne finie C1-doublante sur G et B C G une boule
satisfaisant :

Vie[1,r], Yo e X;NVi(Z), g+ |gv| est (Co,aq)-réguliere sur 5B pour .
Alors, pour tout € > 0,

p(fg € B | lle(g) — ()| = —loge}) < Ce®u(B).

Remarque. Ecrivons g = kgagngyg, suivant une décomposition de Siegel, de
sorte que a, = ec@)+0() Le théoreme nous assure que pour un ensemble de
grande mesure, I’élément a4 est déterminé par .S, & une constante multiplicative
prés. Sifg = {a € I | a(c(S)) < loge}, on peut ajouter que 'élément Py, est
constant sur un ensemble de mesure relative au moins 1—Ce®. Nous expliquerons
cela ci-dessous, au paragraphe 6.5.

Le restant de cette partie est consacré a la démonstration de ce théoréme.
On pourrait peut-étre donner une démonstration directe, dans ’esprit de celle
de Margulis et ses co-auteurs pour SLg, mais ce n’est pas tout a fait évident,
car il faut comprendre les relations entre les petits vecteurs de gI' dans les
différentes représentations fondamentales V;. Nous proposons une autre ap-
proche, qui consiste & étudier d’abord séparément chaque condition de la forme
ur(g) < eur(S), pour k fixé, puis a réunir toutes ces conditions pour obte-
nir I’énoncé global donné ci-dessus. Ces deux étapes correspondent aux deux
paragraphes suivants.

6.3 Non divergence pour une racine fixée

Ayant fixé k, nous voulons comprendre I’ensemble des points g € S qui satisfont
1k (g) < epr(S). Cet ensemble peut étre de grande mesure et ¢’est ce qui fait que
dans I’énoncé 6.2.1, on doit considérer simultanément toutes les représentations
fondamentales, via la fonction c.
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Exercice 4. Si h: X — G est une fonction, on note c(h) = c¢({h(z);z € X}).
Soit € > 0. Vérifier qu’avec I’application h : [0, 1] — SL3(R) définie par

x 10
hx)= (22— = 0
0 0 &2

on a pour tout x, pui(z) < ey (h).

L’observation cruciale, exprimée dans le théoréme 6.3.1 ci-dessous, est en
quelque sorte que si un point g satisfait pg(g) < eux(S), i.e.

wi(c(g)) < wi(c(S)) +loge,
alors la probabilité d’avoir

ag(c(g)) <loge.

est trés petite. Pour la démonstration, il nous est nécessaire de contréler tous
les 115(g) & une petite constante multiplicative £'/3 prés, mais cela doit plutot
étre vu comme un détail technique.

Théoréme 6.3.1 (Non divergence dans une représentation fondamentale). Soient
Co, Cy,ap des paramétres strictement positifs, et k € [1,r] fixé.

Soit p une mesure de Radon Cy-doublante sur G, et B une boule dans G.
On suppose que pour tout v € Vi(Z) N Xy,

g — |lgv|| est (Co, ) — réguliere sur 5B pour p.

Soient p €]0,1[ et € €]0,1]. On note S = BN Supp i et on suppose que p <
epr(S). Alors l'ensemble

A () = {x B

vérifie
V(AP (p)) < Cac**v(B),

oty = G et Cy = KoC3Co, avec Ky une constante de Besicovitch pour GN5B.

Remarque. Etant donné M > 0 I'ensemble

M X
Al ={een | LIS )

peut étre recouvert par 3M ensembles du type Aé’“) (p'), avec p’ € [eMp, p], dont
le théoréme ci-dessus permet de majorer la mesure. On a donc aussi une borne

WAL (p) < CMe*u(B).

Démonstration du théoréme 6.3.1. Soit x € A® (p). Par définition, il existe un
vecteur primitif v, € X N Vi (Z) tel que

v, < p.



6.4. NON DIVERGENCE GLOBALE 83

Soit B, la boule de rayon maximal telle que
Vye B, NS, |yva| <e'/?p.
Notons que B, C 3B, 2B, C 5B et

sup lyv, | > 7 /%p.
ye2B,NS

Soit y € B, NS N Aék)(p), et v € Vi(Z). Si v est linéairement indépendant de
vz, alors, d’aprés la proposition 4.3.2,

lyvl| > e WDy (y) > e Bp = 7253 > ||yu, .
Par conséquent, v, est I'unique vecteur de V(Z) tel que ug(y) = ||yve||. Comme
y € Agk)(p), cela implique en particulier
lyvzl < p-

Or, la fonction f : y — ||yvs|| est (Co, g )-réguliére sur 2B, et vérifie || f||2m, . >
e~ 1/2p, on trouve donc

1(Be N AP (p)) = (B N SN AP (p)) < Coe®/*u(2B,) < CoCre™/*u(By).

Par la propriété de Besicovitch dans I'espace métrique GN5B, il existe une sous-
famille dénombrable (Bj,)ien de multiplicité au plus Ky telle que AP (p) C

Uien Bz, C 3B, ce qui permet d’écrire
AP (p)) <3 w(Ba, VAP (p)) < CoC1e® D u(Ba,) < CoCiEKoe ™ p(B).
i€N i€N

O

6.4 Non divergence globale

La fin de la démonstration du théoréme 6.2.1 consiste & mettre ensemble les
bornes obtenues pour chaque racine ax, k = 1,...,r, aprés avoir observé que
si |le(x) — e(S)]| > —loge, alors il doit exister k tel que pp(z) < €™uk(S) et
ag(c(x)) < Tloge. Nous mettons cette observation sous la forme d’un lemme
élémentaire sur les systémes de racines.

Lemme 6.4.1. Soit ¥ un systéme de racines dans un espace euclidien a de
dimension r. Il existe T > 0 tel que la propriété suivante soit satisfaite.

Poure € (0,1) et Y1,Yo €a™, si Y1 <Ys et ||[Y2 — Y1|| > —loge, alors il existe
ke [1,7] tel que

1. wp (Y1) <wi(Ys) + 7loge;
2. ap(Y1) <7loge.

Démonstration. Posons

Y=Y,-Y; :Ztiai.

i
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Comme Y7 < Y5, on doit avoir Vi, t; > 0. Comme

ZtiHaiH > ||Ya —Yi|| > —loge

il doit exister j tel que t; = w;(Y) > 71001“, ou Cy =Y, [|ay]]. Or, écrivant

Y = Zak(Y)wk,
k

on observe que

@(Y) =Y (@n @)an(Y) < max ay(Y) > @k, @),
k k

car pour tous j,k, (wy,w;) > 0 et max ax(Y) > 0. Avec Cy = Y, (w, w;),

cela montre qu'il existe k tel que ay(Y) > %" Posant ¢ = (C1C2)71, on
trouve
o (Y1) = ai(Ya) — ap(Y) < ap(Ya) + cloge < cloge.

De plus, comme Y = )" t;a;, cela implique

3 tilawsa) = —cloge
7

et comme (o, ;) < 0 pour i # k,
s P@x (V) = [law]*ti > —cloge.

Comme wy = by pour un certain b, € N*, cela montre ce qu’on voulait, avec

C
T=—S 5
maxg[lak |2

wi (Y1) < wi(Y2) + 7loge.
O

Avec ce lemme, nous pouvons maintenant déduire le théoréme 6.2.1 du théo-
réme 6.3.1.

Démonstration du théoréeme 6.2.1. 1l suffit de montrer que sous les hypothéses
du théoréme,

u({z € B | —2loge > [|e(@) — ()| = —loge}) < Ceu(B).  (6.1)

En effet, on aura alors, quitte & supposer ¢ < %,

n{z € B | |le(z) = c(S)|| = —loge}) < Y p(fz € B| —2loge®” > ||e(z) — ¢(S)|| > —loge>"})

m>0
<C> " u(B)
m>0
C

<~ u(B).
< Tg=ac H(B)
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Pour voir (6.1), notons A = {z € B | — 2loge > |[c(x) — ¢(S)|| > —loge}.
D’aprés le lemme 6.4.1, il existe 7 > 0 tel que A est recouvert par les ensembles

—2loge > |lc(z) — ¢(S)|| > —loge
AP = peB wi(e(z)) < wi(e(S)) +1loge
ag(c(z)) < tloge

Enfin, grace au controle —2loge > ||c(z) — ()] sur la norme de c(x) — ¢(S),
chaque A®) peut étre recouvert par M = (8)" ensembles de la forme

T

AB) (py, .. pr):{xEB ‘ e5p; < pilx) < pi, Vi€ [17] }

Pi
ak(c(z)) < Tloge
Pour chacun de ces ensembles, le théoréme 6.3.1 donne
.U(Agk) (pla s 7p7')) < OQE&Z%:L”(B)7

et par suite,

(A <> > wAP (py,. ., pr)) < Ce®u(B),

k piyepr

avec o = g2 et €' =rMCy < r(£)rCs. O

6.5 Drapeau partiel pour une mesure réguliére

Comme conséquence du théoréme 6.2.1 de non divergence, nous montrons main-
tenant que si S est le support d’'une mesure réguliére sur GG, on peut définir un
drapeau partiel associé a S.

Proposition 6.5.1. Soient G un Q-groupe semi-simple, I" un sous-groupe arith-
métique, et Cy, g > 0. Il existe deux constantes C',a’ > 0 telles qu’on ait la
propriété suivante.

Soit 1 une mesure borélienne finie sur G et B C G une boule satisfaisant :

Vie [1,r], Yo € X;NVi(Z), g |gv| est (Co,aq)-réguliere sur 5B pour .
Soit S = BN Supp u, et
Is(e) ={i e [1,r] | a;(e(5)) = loge}.

Pour e > 0 suffisamment petit, pour chaque i & Is(e), il existe une unique
direction dans V; contenant un vecteur v; € V;(Z) N X; tel que

supllgvi[| = min _ sup||gv|.
geSs veV;(Z)NX,; geSs

De plus, il existe un élément vs € G(Q) tel que
VigIs(e), wvi=nsei,

et st on note g = kgagngyy une décomposition de Siegel de g € S,

N({g €B | Pfs(s)’y‘q = PIs(E)’yS}) >1- C/EQIN(B)'
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Remarque. L'élément P .)7s € Prgy-)\G est le drapeau partiel associé a
I’ensemble S, pour le paramétre €.

Démonstration. D’aprés le théoréme 6.2.1,

n{g € B | lle(g) — c(9)]| = —loge}) < Ceu(B).

Soit C; > 0 une constante dépendant de G, et dont nous choisirons la valeur
ci-dessous. Pour € > 0 suffisamment petit, I'inégalité ci-dessus montre en parti-
culier qu’il existe g1 € S tel que

_loga
o

lle(g1) = e(9)II <

Cela implique en particulier que pour toute racine simple «,

loge

alelgo)) — ale(S))] < —55.

Par conséquent, si i € Ig(e),

loge
2 )

ai(c(gr)) <

et avec la proposition 4.3.2; si v € V;(Z) n’est pas colinéaire a la direction v; qui
réalise le premier minimum de g1 V;(Z), on doit avoir

1

1, 1
lgrol| > e @) 4 (g1) > e 2 pi(gr) > e 270 1i(9).

Cela implique que pour chaque i € Ig(g), le vecteur v; € V;(Z) N X, engendre
I'unique direction telle que

sup||gvil| = pi(5).
ges

Comme cette direction est aussi uniquement déterminée par U'égalité ||giv;|| =
loge

pi(g1) et quon a a;(c(g1)) < 5%, une décomposition de Siegel gy = kany
permet d’écrire, pour chaque i € Is(e), avec vs = 7,

—1
Vi =Yg €.

Enfin, si g € S vérifie |lc(g) — ¢(9)] < —kggls le raisonnement fait ci-dessus
pour g1 s’applique aussi & g, et montre que si i & Ig(e), alors v; est aussi
Punique vecteur de V;(Z) tel que ||gv;|| = pi(g). En d’autres termes, pour chaque

i & Is(e), 75 'ei = v5'es, L.
Prs)v9 = Prse)vs-
Cela démontre le dernier point de la proposition, car

illg € S | elg) = ()] = —E5}) < C'= ().




Chapitre 7

Flots diagonaux dans G/T’

Dans ce chapitre, G est un Q-groupe semi-simple de Q-rang r, et I' un sous-
groupe arithmétique. On fixe un tore Q-déployé maximal T dans G, et un Q-

sous-groupe parabolique minimal B contenant T. On note {a, ..., a,} la base du
systéme de racines de (G,T) pour l’ordre associé & B, et {wy,...,w,} les poids
fondamentaux correspondants. Pour i = 1,...,7, on note V; la représentation

irréductible de G engendrée par une unique droite rationnelle de plus haut poids
w; = bw;, avee b; € N* minimal. On note A = T°(R) la composante neutre
des points réels de T'. L’algébre de Lie de A est notée a, et la chambre de Weyl
négative associée 4 B est notée a~. On considére un sous-groupe & un paramétre
(a¢) dans A, donné par a; = e, avec Y € a™.

Ce chapitre a pour but de décrire le comportement asymptotique d’une orbite
diagonale dans I'espace de réseaux 2 = G/I, lorsque le point de départ est choisi
aléatoirement, suivant une mesure suffisamment réguliére. On observe que ces
résultats sont trés similaires a ceux obtenus au chapitre 5 lorsque le point de
départ était un réseau algébrique. On donne d’ailleurs une généralisation du
théoréme 5.1.1, pour une orbite partant d’un point choisi aléatoirement sur une
variété algébrique définie sur Q.

Ces résultats généraux sur ’espace de réseaux €2 serviront de base & notre
étude de l'approximation diophantienne dans X = P\G, détaillée au chapitre
suivant.

7.1 Mesures réguliéres

Commengons par une définition qui résume les propriétés de régularité que doit
satisfaire une mesure pour que s’applique le théoréme de non divergence.

Définition 7.1.1. Nous dirons qu'une mesure borélienne sur G est localement
réguliére en un point so dans G s’il existe une boule ouverte B = B(sp, ) et des
constantes C, > 0 telles que

Vi e [1,7], Yo € XinVi(Z), Vg € G, s ||gsv| est (C,a)-réguliére sur B pour p.

Cette définition est stable par translation par un élément de G : si p est
localement réguliére en s, alors g.u est localement réguliére en gsg. Grace au
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théoréme 6.2.1 de non divergence quantitative, nous allons voir que si (a;) est
un flot diagonal fixé dans G, et p une mesure localement réguliére en sg, alors il
existe une boule ouverte B = B(sg, r') telle que pour s € B, les orbites (a:sT')¢~0
ont presque toutes le méme comportement asymptotique. Rappelons que pour
une partie compacte S C G, on définit ¢o(S) par

Vi€ [1,r], w;i(co(S)) =logu(S)

ou ;i (S) = min, ¢ v (z) maxgegl||svl|, et

c(8) = pa-(co(9))-

Avec le théoréme 6.2.1 de non divergence, ce vecteur permet de contrdler la
position dans 2 de sI', lorsque s est choisi aléatoirement dans S.

Théoréme 7.1.2 (Orbites diagonales partant d’une mesure réguliére). Soit (at)t>o
un sous-groupe & un parametre dans A, et p une mesure sur G localement ré-
guliére en un point so € G. 1l existe une boule ouverte B centrée en sqg telle que
pour p-presque tout s € B, notant S = B N Supp u,

lim %(c(ats) — e(arS)) = 0.

t—o0

Démonstration. Soient § > 0 et ¢t > 0. D’aprés le théoréme 6.2.1 appliqué a la
mesure (a;).p, avec € = e~ %%,

u({s € B efars) - c(aS)|| > 6t}) < Ce™*u(B),

qui est le terme général d’une série convergente. Le lemme de Borel-Cantelli
montre donc que pour tout § > 0, pour presque tout s dans B, pour tout ¢t € N
suffisamment grand,

lle(ars) — c(aS)|| < dt.

Or il existe une constante C' telle que pour tous t,t" € R, |lc(ars) — c(aps)|| +
lc(arS) — c(ap S)|| < Clt — t'|, et donc, pour tout ¢ > 0 suffisamment grand,

le(ars) — c(arS)|| < 6t + C.

Comme § > 0 est arbitrairement proche de 0, cela montre bien la limite souhai-
tée. O

Remarque. On peut en outre controler le drapeau partiel associé a a;s. Pour
tout § > 0, soit

I,s(e7°) ={ie[1,7] | a(c(aS)) > —dt}.
Suivant la proposition 6.5.1 on définit le drapeau partiel Plat s(e—5t)Ya, S assOCié

a a;S. Notons aussi a;s = k¢ sa; sne sye,s une décomposition de Siegel de ays.
Alors, pour presque tout s € S, pour tout ¢ > 0 suffisamment grand,

PI,,,ts(efét)'Yt,s = Plats(e*“)’Yat&
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7.2 Adhérence de Zariski et hérédité

Soit S une partie de G. Dans chaque représentation fondamentale p; : G —
GL(V;) on considére dans End V; le sous-espace vectoriel

Hi(S) = Vect{pi(s); s € S}

et on définit
H(S)={ge G |Vielr], pi(g) € Hi(5)}

Remarque. D’un point de vue plus géométrique, ’ensemble 7 (.S) est construit
de sorte que dans chaque plongement P\G — P(V;), les ensembles S et #H(S5)
engendrent le méme sous-espace projectif. (Il y a en fait ici un petit probléme a
cause de I'inverse s~ 1...)

Proposition 7.2.1. Il existe une boule By dans G telle que pour toute partie
compacte S C G, il existe une constante C telle que pour tout élément a € G,

lle(aS) — c(aM(S) N By)|| < C.

Démonstration. Pour i € [1,r], considérons la partie p;(S) dans l’espace vec-
toriel End V;. A une constante multiplicative prés ne dépendant que de S, si
¢ : EndV; — V; est une application linéaire, alors

sup_[Jo(u)|| = sup  lo(u)|.
u€p;(S) uwe€H;(S)NB(0,1)
Cela s’applique en particulier aux applications de la forme u — auv, pour a € G
et v € V;, et I'on obtient ainsi, pour une boule By C G,

supllagv|| < sup [lagv]|.
ges geH(S)NBo

Etant donnée une mesure p localement réguliére en sg, on pose

H,u(s0) = (1) H(B(s0,2) N Supp p)
e>0
et
H,,(s0) = Bo N m H(B(s0,€) N Supp ),
e>0

ott By est la boule dans G donnée par la proposition ci-dessus. L’ensemble H,,(so)
est un ensemble algébrique dans G : il s’obtient comme ’ensemble des zéros
d’une famille de polynémes. En outre, lorsque le point s est choisi aléatoirement
suivant p au voisinage de sg, le comportement asymptotique de l'orbite (a;sT")
est déterminé presque stirement par H,(so).

Corollaire 7.2.2. Soit u une mesure sur G localement réguliére en so. Pour
w-presque tout s au voisinage de S,

lim %[c(ats) — c(atH,,(50))] = 0.

t—o0

Démonstration. Cela découle immédiatement du théoréme 7.1.2, et de la pro-
position 7.2.1. O
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7.3 Encadrement du taux de fuite

Dans la suite, nous considérons un sous-groupe a un paramétre (a;) dans A,
donné par

ar=¢eY, avecY €a”,

et nous notons P le sous-groupe parabolique associé a (a;) :

P={geqG| tllglo atga_; existe}.

Nous voulons étudier le comportement asymptotique de la fonction c le long des
orbites de (a;) dans €. Notre premier résultat concerne un point choisi aléa-
toirement suivant une mesure localement réguliére p qui satisfait une condition
géométrique naturelle. Rappelons qu’'une sous-variété de Bruhat dans G est une
sous-variété de la forme

Xywg = PwBg, avec we WpetgeQG.

Etant donnée une famille (A;)ier d’éléments de a, son plus grand minorant
A = inf;c; A; pour la relation d’ordre < est défini par

Vk e [l,r], wi(4)= in?wk(Ai).
1€

Pour le sous-groupe diagonal (a;) = (e!¥), avec Y € a, on définit aussi le taux
de contraction 7r (M, a;) € a= de M par (a;) par la formule

(M, a;) = inf{p,—- (Y") ; we Wp tel que 3g € G : M C X,,g}.
Nous aurons aussi besoin de la quantité analogue
T0(M, ar) = inf{p,- (Y") ; w e Wp tel que 3g € G(Q) : M C Xg}.

Remarquons que les ensembles ci-dessus ne sont jamais vides, car on a toujours
M C Xy,9 = G si wp est I'élément de longueur maximale dans le groupe de
Weyl.

Exemple. Suivant Pengyu Yang, nous dirons qu’une variété de Bruhat X, g
est instable pour le flot a; = et¥ s’il existe un poids fondamental w tel que
w(Y™) < 0. Cela revient a dire que Tr(Xy,a:) # 0. En effet, sl existe i tel
que w;(Y™) < 0, alors w;(pe- (Y™)) < w;(Y?) < 0, donc p,— (Y™) # 0; et
réciproquement, si Tr (X, a;) # 0, alors il existe 7 tel que w;(Y*) < 0.

Rappelons qu’un ensemble algébrique dans G est dit irréductible s’il ne peut
pas s’écrire comme réunion non triviale de deux sous-ensembles algébriques.

Théoréme 7.3.1 (Encadrement du taux de fuite). Soit p une probabilité sur
G réguliere en so, telle que M, (so) est irréductible. Alors, pour presque tout s
au voisinage de S,

mr(H,,(s0), ar) < litn_1>iorolf %c(ats) = li?lilip %c(ats) < 19(Hu(s0), ar)-
Remarque. En général, si 1, (so) n’est pas irréductible, on peut I’écrire comme
une réunion finie de composantes irréductibles : H,(so) = U;F;. On a alors
=, fi, ol fi; = pi|,. Chacune des mesures y; est localement réguliere en s,
et H,,(so) = F; est irréductible. On peut donc se rameéner facilement au cadre
du théoréme.
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Nous verrons au chapitre suivant que la mesure de Lebesgue sur une sous-
variété analytique est localement réguliére. Admettant ce point pour 'instant,
on retrouve comme cas particulier du théoréme ci-dessus le résultat suivant,
essentiellement di a Pengyu Yang [49].

Corollaire 7.3.2 (Variétés analytiques stables). Soit M une sous-variété ana-
lytique connexe de G qui n’est incluse dans aucune sous-variété de Bruhat in-
stable pour (ai). Alors, pour presque tout s € M, pour toute représentation
rationnelle V,
tlg& % log A1 (a;sV(Z)) = 0.
Démonstration. Si M n’est incluse dans aucune sous-variété de Bruhat instable
pour (ay), alors Tr(M,a;) = 0. Le théoréme 7.3.1 montre donc que presque
strement lim;_, ., %c(ats) = 0. Ensuite, si V' est une représentation rationnelle,
et x le plus haut poids apparaissant dans V', le premier minimum de a;sV(Z)
est donné par
M (asV(Z)) = ex(elaes) — go®)

O

Pour la démonstration du théoréme 7.3.1, nous aurons besoin de la pro-
position suivante, trés voisine d’un résultat plus général de Pengyu Yang [49,
Theorem 1.2|. Toutefois, la démonstration dans notre cas particulier est sen-
siblement plus simple, car on ne s’intéresse qu’aux vecteurs dans ’orbite d’'un
vecteur de plus haut poids; en particulier nous n’aurons pas besoin des résultats
de théorie géométrique des invariants das & Mumford [36] ou Kempf [20].

Proposition 7.3.3 (Stabilité linéaire). Soit S un ensemble algébrique irréduc-
tible dans G, et 7 = Tr(S, a¢). Il existe ¢ > 0 tel que pour tout i € [1,r] et tout
vecteur v € )Z'i,
Vt >0, suplagsvl| > ce vl
ses

La démonstration de cette proposition est basée sur I’observation suivante.

Lemme 7.3.4. Soit V une représentation de G engendrée par une unique droite
rationnelle Qe,, de plus haut poids x. Pour A € R, notons

.1
Glex, VM) ={g € G | Jim logllatgey || < A}.

On peut écrire
Glexy,VMa)= || PuwB

wEWX (x,at)

comme une réunion de cellules de Bruhat de G, ot
WA (x,a0) = {w e Wp | (x,Y") <AL

Démonstration. Soit g un élément quelconque de G, et g = pwb sa décomposi-
tion de Bruhat, avec p € P, b € B et w € Wp. Le sous-groupe parabolique mi-
nimal B préserve la direction e, et lorsque ¢ tend vers l'infini, I’élément a;pa; !
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converge dans G. Donc a.ge, et a;we, ont le méme comportement asympto-
tique. Comme

ty® tH, YY)

agwe, = ww_latwex =we" e, =¢ wey,

on trouve bien que g = pwb est dans G(e,,V*(a)) si et seulement si w €
WA(x, az)- O

La proposition 7.3.3 découle du lemme ci-dessus, par un argument élémen-
taire de compacité.

Démonstration de la proposition 7.3.3. Soit i € [1,7]. Notons n* : V; — V; la
projection sur la somme des espaces propres de a; associés & des valeurs propres
supérieures ou égales a w;(7). On a I’équivalence

1
at(sv) =0 <& tlggo ¥ log||assv[| < w;i(r).

Soit v = g le; € )}z Avec I'équivalence ci-dessus, le lemme 7.3.4 montre que

si 7T (sv) = 0, alors s appartient & une cellule de Bruhat PwBg avec w €
WM wi,at), avec A < w;(7), ie. w;(Y¥) < A < w;(7). Mais par définition de
T = 1r(S5,a),
9 < inf i Yy )
v (T) - PwlggDSw ( )

donc S n’est inclus dans aucune cellule de Bruhat PwByg, avec g € G et w €
W (wi, az). Par irréductibilité, S n’est pas inclus dans la réunion (finie) de ces
cellules, et il existe donc s € S tel que ¥ (sv) # 0. Comme v — sup,g||7F (sv)]]
est semi-continue inférieurement sur le compact )?z’ ={veX ||| =1} 1
existe ¢ > 0 tel que

Vo e X;, supl|at(sv)]| > cllv|.
seS

Cela implique, pour tout v € )Z'Z-,

suplla;sv]| > sup ™ || (sv)|| > ce’ D v]|.
seS seS

Nous pouvons enfin démontrer le théoréme 7.3.1.
Démonstration du théoréme 7.3.1. Notons
T =TR(Hu(50), ar).
La proposition 7.3.3 montre que pour chaque ¢ € [1,7], il existe ¢ > 0 tel que

vt >0, Yo € Vi(Z)N X;, sup lagsv|| > cet (D ||v|| > cet«i (D,
s€H . (s0)

Cela implique naturellement les inégalités

1
liminf — log min _ sup |lasv| | > wi(7), i=1,...,r
t—o0 vEV;(Z)NX; s€M,, (50)
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ce qui se réécrit

1
liminf —c(a:H,(s0)) = TR(Hu(s0), at)-

t—oo t

Soit B la boule centrée en sy donnée par le théoréme 7.1.2; et S = B N Supp .
D’apreés la proposition 7.2.1, ¢(a:S) — c(a:Hu(s0)) = O(1), et donc

N
htrgg)lf gc(atS) = TR(Hu(s0), at).

Le théoréme 7.1.2 permet d’en déduire que pour presque tout s au voisinage de
S0,

o1
htrglorgf gc(ats) = Tr(Hu(s0), at).

Montrons maintenant 'inégalité concernant la limite supérieure. Supposons
H,.(s0) C PwBy, avec v € G(Q). Alors, pour tout ¢ € [1,r] et tout ¢t > 0,

supllagsy e < et Y
seS

et par conséquent

1
lim sup Ec(ats) < pa-(Y¥).

t—o0

Comme ceci vaut pour tout w tel qu’il existe v € G(Q) vérifiant PwB~y D S, on
trouve bien

1
lim sup Zc(ats) < 19(S,a).

t—o0

7.4 Variétés algébriques définies sur Q

Dans le cas otl ensemble algébrique H,,(so) est défini sur Q, on peut améliorer
le théoréme 7.3.1 et déterminer la limite lim;_, %c(ats), pour p-presque tout s
au voisinage de sg. C’est ce que décrit le théoréme ci-dessous.

Théoréme 7.4.1 (Orbites diagonales et sous-variétés algébriques). Soit p une
mesure localement réguliére en so € G telle que M = M, (so) soit irréductible et
définie sur Q. Soit (a)i=o un sous-groupe diagonal a un paramétre dans G et
ey = 1(M,a). Pour s € M ett >0, on note

ats = kt,sbt,snt,57t757
une décomposition de Siegel de a;s.
1. Pour presque tout s au voisinage de Sg, limy_ o % logb; s = cpr-

2. Il existe ypr € T tel que pour Oy = {i € [1,7] | as(epr) = 0} et Qu =
Py,, le sous-groupe parabolique associ€ & Opr, alors pour presque tout s au
voisinage de sg, pour tout t > 0 suffisamment grand, Qurye,s = QrmYnm -

3. Si Xy D M’yj\_41 est la plus petite variété de Bruhat standard contenant
Mv;j, alors cpr = pa- (Y'V).
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Pour la démonstration, nous appliquerons le théoréme 5.1.1 & un point s; €
M N G(Q) bien choisi, dont I'existence sera assurée par le lemme suivant. Nous
dirons que des ensembles algébriques F;, ¢ € I sont de degré borné s’il existe
une constante D > 0 telle pour pour chaque ¢, F; est ’ensemble des zéros d’'une

famille de polyndémes de degré au plus D.

Lemme 7.4.2. Soit k un corps de mombres, et V une variété algébrique af-
fine irréductible définie sur k. On suppose que (F;)ier est une famille de sous-
ensembles algébriques stricts définis sur k et de degré borné. Alors, il existe un

point s1 € V(Q) \ U, Fi-

Démonstration. Si V = A% est ’espace affine tout entier, le résultat est clair :
si le point s; = (1,...,24) & coordonnées dans Q est choisi de sorte que pour
chaque i, [k(z1,...,%i41) : k(z1,...,2;)] > D alors s; ne satisfait aucune rela-
tion de degré au plus D a coefficients dans k.

D’aprés le lemme de normalisation de Noether [44, Theorem 10, page 66], il
existe toujours un morphisme fini de variétés algébriques V — A4™V défini sur
k, et le cas général découle donc du cas particulier ci-dessus. O

Démonstration du théoréeme 7.4.1. D’aprés le théoréme 7.3.1, on sait déja que
pour presque tout s € M,

1
lim sup n logb; s < car.

t—o00

Comme les sous-variétés de Bruhat rationnelles sont définies sur Q et de degré

borné, le lemme ci-dessus montre qu’il existe un point s; € M N G(Q) qui n’est
inclus dans aucune sous-variété de Bruhat rationnelle qui ne contient pas M.
D’aprés le théoréme 5.1.1,

1
tlirgoglog bs, = cu-

Cela implique nécessairement
1 1
;c(atM) - ;c(atsl) =cp + o(1),

et avec le théoréme 7.1.2, pour presque tout s au voisinage de s,
1"f1( )—1"f1(M)
1g£ tc ars) = 1trgg)1 tc ag = CM-

Cela montre le premier point du théoréme.
Ensuite, on applique la proposition 6.5.1 pour t > 0, avec € = e~%, o1 § > 0
est choisi tel que
V’LQ@M, (5<Oéi(CM).

Cela montre qu’il existe un élément v, € G(Q) tel que dans une petite boule B
centrée en sg,

p({s € B | Quves # Qun}) < C'e ™! u(B).

Par le lemme de Borel-Cantelli, il s’ensuit que pour presque tout s au voisinage
de sq, pour tout t > 0 suffisamment grand,

QM%,t = QM
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Mais d’apres la proposition 4.3.1, & s fixé, 'application ¢ — Qas7ys: est loca-
lement constante, et donc constante au voisinage de l'infini. Ainsi, il existe un
élément vy, € G(Q) tel que pour tout ¢ > 0 suffisamment grand,

Qus,t = Quym-

Enfin, si s; € G(Q) est le point déja utilisé ci-dessus et X,, D M%Ql, alors
s1 € PwB, et d’aprés le théoréme 5.1.1,

1
em = lm —e(arsy) = pa- (V).

O

Corollaire 7.4.3 (Mesures algébriques semi-stables). Soit p une mesure loca-
lement réguliére en so € G telle que M = H,,(so) soit irréductible et définie sur
Q. Si M nest incluse dans aucune sous-variété de Bruhat rationnelle instable,
alors pour toute représentation rationnelle V', pour presque tout s au voisinage
de sg,

o1
tl_l)rg) n log A1 (a:sV(Z)) = 0.
Démonstration. Avec les notations du théoréme 7.4.1, soit
Xy D M~y

la plus petite sous-variété de Bruhat standard contenant M 7;/[1. Comme M
n’est incluse dans aucune sous-variété de Bruhat instable, on doit avoir, pour
chaque ¢ € [1,7], w;(Y*) > 0. Par suite, p,- (Y") = 0, et pour presque tout s
au voisinage de sy,
1

lim -1 =0.

Jim = log clars) =0
Cela montre ce qu’on veut, car la décomposition de Siegel de a;s montre que
dans une représentation rationnelle V' de plus haut poids ¥,

M (asV (7)) = etxlelass) — o)
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Chapitre 8

Approximation dans les
sous-variétés

Dans ce chapitre, nous nous donnons une sous-variété analytique M dans la
variété de drapeaux X, et étudions les propriétés diophantiennes d’un point x
choisi aléatoirement sur M. Plus précisément, nous cherchons d’abord & déter-
miner sous quelles conditions la conclusion du théoréme 2.4.5 reste valable, et
montrons un critére analogue a celui du théoréme 5.2.4 obtenu pour les points
algébriques. Ensuite, nous étudierons le cas ou la variété M est algébrique et
définie sur Q, ott nous pouvons donner une formule pour ’exposant presque sir
d’un point choisi aléatoirement dans M.

Dans toute la suite, X = P\G désigne une variété de drapeaux obtenue
comme quotient d’un Q-groupe semi-simple G par un sous-groupe parabolique P
défini sur Q. On munit X de la métrique de Carnot-Carathéodory introduite au
paragraphe 2.2, et d’une hauteur H, provenant d’une représentation trréductible
de G engendrée par une unique droite de plus haut poids x. Enfin, on suppose
que G est de rang rationnel r, et on note V;, i = 1,...,r ses représentations
fondamentales.

8.1 Variétés analytiques réelles

Si M est une sous-variété analytique de SL4(R) de dimension m, on note Aps
la mesure de Lebesgue sur M, i.e. la mesure de Hausdorff de dimension m
restreinte & M. Comme nous nous intéresserons seulement & des événements de
mesure pleine ou nulle, seule la classe de \j; aura une importance pour nous,
et I'on aurait aussi bien pu définir A\y; localement comme 'image de la mesure
de Lebesgue sur RY™ M par un paramétrage analytique local de M.

La mesure Ajp; est localement réguliére. C’est ce résultat important, da a
Kleinbock et Margulis [23], qui fait I'intérét principal du théoréme 7.1.2. Nous
rappelons donc ici les grandes lignes de sa démonstration. L’argument est basé
sur la proposition suivante [25, Proposition 2.1].

Proposition 8.1.1. Soit U un ouvert connexe de R™, et F un sous-espace de
dimension finie de fonctions analytiques sur U a valeurs réelles. Pour tout x
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dans U, il existe des constantes C,a > 0 et un voisinage W > x tels que toute
fonction f € F soit (C, a)-réguliére.

Démonstration. Nous admettons cette proposition pour I'instant, en attendant

d’inclure la démonstration donnée par Kleinbock et Margulis [23, Proposition 3.4].
O

Corollaire 8.1.2. Soit M une sous-variété analytique de X, Ap; une mesure de
Lebesgue sur M, xg € M et s : X — G une section analytique locale au voisinage
de xg. Il existe des constantes C, o > 0 et une boule ouverte B = B(xg,r) telles
que pour tout g € G, pour tout i € [1,7] et tout v € V;, lapplication

z = [lgs(z)v||
est (C, a)-réguliere sur B pour la mesure \py.

Démonstration. Soit U un ouvert de R™ et ¢ : U — M un paramétrage local
de M au voisinage de zg tel que Ay = @, A soit 'image par ¢ de la mesure de
Lebesgue A sur U. Supposons en outre que ¢(0) = xg. Soit Fy I'espace vectoriel
engendré par les applications coefficients :

Fo = Vect{u — (v, s(p(u))w); v,w eV, i€ [1,r]},

et
F = Vect{ f1f2; f1,[2 € Fo}.

Ces espaces de fonctions analytiques sur U sont de dimension finie, donc d’aprés
la proposition 8.1.1, il existe un voisinage W de 0 dans R™ et C, a > 0 tels que
toute fonction f € F soit (C, «)-réguliere sur W pour la mesure de Lebesgue.
Les applications de la forme u — ||gs(p(u))v||? sont des éléments de F, donc
satisfont 1’égalité souhaitée. O

8.2 Un critére d’extrémalité

La distance de Carnot-Carathéodory et la hauteur sur X nous ont permis de
définir au paragraphe 2.4 Pexposant diophantien 3, (x) d’'un point z € X (R).
Nous avons vu en outre qu’il existe une constante (3, (X) telle que pour presque
tout z € X(R), By(x) = By(X). Pour suivre la terminologie existant dans le
cadre de l'espace projectif, nous posons la définition suivante.

Définition 8.2.1. Une mesure borélienne p sur X est dite extrémale si pour
p-presque tout = dans X, fB,(z) = By(X). Dans le cas ou p est une mesure
de Lebesgue sur une sous-variété analytique M, nous dirons aussi que M est
extrémale.

Nous voulons énoncer une condition suffisante pour qu’une sous-variété ana-
lytique M C X soit extrémale. Pour cela, rappelons que si 8 C II est 'ensemble
de racines simples associé sous-groupe parabolique P, on définit alors un sous-
groupe & un paramétre dans G en posant

0 siaef

1 siado. (8.1)

a; =eY ot Y € aest défini par oY) = {
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Rappelons qu’une sous-variété de Schubert dans X est une sous-variété de la
forme

Xwg=PwBg, avec we€ WpetgeQG,
et quune variété de Schubert X, g est dite instable pour le flot a; = €Y §’il existe
un poids dominant w tel que w(Y™) < 0. Les résultats de la partie précédente

permettent de montrer le théoréme suivant.

Théoréme 8.2.2 (Critére d’extrémalité pour les variétés analytiques). Soit M
une sous-variété analytique connexe de X. Si M n’est incluse dans aucune sous-
variété de Schubert instable, alors M est extrémale.

Démonstration. Soit g € M et s : X — G une section analytique locale au
voisinage de xy. Notons Aj; la mesure de Lebesgue sur M et u = s Ay la
mesure image de Ay; par la section s. D’aprés le corollaire 8.1.2; la mesure u est
localement réguliére au voisinage de sg = s(zg). Comme M n’est incluse dans
aucune sous-variété de Schubert instable, la variété #,(sp) n’est incluse dans
aucune sous-variété de Bruhat instable. Le corollaire 7.3.2 s’applique donc : pour
An-presque tout z au voisinage de xg,

o1
tllglo ;Al(ats(x)VX(Z)) =0.
Le lemme 2.4.6 permet d’en conclure que 3, (z) = [, (X). Comme cela vaut
pour As-presque tout x au voisinage d’un point o € M arbitraire, la variété
M est extrémale. [

Remarque. Une sous-variété M C P\G est dite dégénérée si M est contenue
dans une variété de Schubert stricte. Naturellement, toute sous-variété incluse
dans une variété de Schubert instable est dégénérée. Le théoréme ci-dessus
implique donc que toute sous-variété analytique M C X non dégénérée est
extrémale. Cependant, il peut exister des sous-variétés dégénérées extrémales ;
nous en verrons quelques exemples au chapitre 9.

Avec une condition supplémentaire sur les coefficients qui définissent la sous-
variété analytique M, on peut méme améliorer ce critére.

Théoréme 8.2.3 (Critére d’extrémalité pour les variétés algébriques). Soit M
une sous-variété analytique connexe de X dont l’adhérence de Zariski est défi-
nie sur Q. Si M n’est incluse dans aucune sous-variété de Schubert rationnelle
instable, alors M est extrémale.

Démonstration. La démonstration est identique & celle du théoréme 8.2.2; en
appliquant le corollaire 7.4.3 au lieu du corollaire 7.3.2. O

Remarque. Ce critére n’est pas toujours optimal. Pour certains choix de
X, il existe des sous-variétés M de dimension strictement positive telles que
pour presque tout « dans M, 5, (x) = B, (X). Nous verrons toutefois plus loin
quelques exemples ou le critére est optimal : si M est incluse dans une sous-
variété de Schubert rationnelle instable, alors M n’est pas extrémale. C’est le cas
par exemple lorsque X = P™ est un espace projectif, ou lorsque X = Grass(¥, d)
est une variété grassmannienne.

Plus généralement, lorsque I’adhérence de Zariski de M est définie sur Q, on
peut donner une formule pour I'exposant diophantien presque str d’un point de
M. C’est ce que nous détaillons au paragraphe suivant.
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8.3 Sous-variétés algébriques définies sur Q

Ce paragraphe a pour but le théoréme suivant, analogue du théoréme 5.3.1,
qui permet de calculer I'exposant diophantien By (z) pour un point = arbitraire

dans X(Q). Dans toute la suite, le groupe a un paramétre (a;) est celui défini
ci-dessus en (8.1).

Théoréme 8.3.1 (Exposant diophantien d’une variété définie sur Q). Soit M
une sous-vari€té analytique connexe de X dont l’adhérence de Zariski est définie
sur Q. Pour chaque z € X, on note s, € G un élément tel que x = Ps,. Soit
cv, Qunr, Yu les €léments donmés par le théoréeme 7.4.1 pour décrire [’orbite
(ats.T) dans Q lorsque x est choisi aléatoirement sur M, et

XwDM’y]T/[l, w € Wp,

la plus petite variété de Schubert standard contenant M’yxfl,
Alors pour presque tout x € M,

VX(Z) - *<Xa Yw>7
et par conséquent,

1
—06Y) + (X pa- (Y))

Démonstration. La démonstration est presque identique a celle du théoréme 5.3.1,
avec les changements qui s’imposent : il faut appliquer le théoréme 7.4.1 au lieu
du théoréme 5.1.1, et remplacer les éléments Coo, Yoos Poo PAT Cary Yars Pass
...etc. Les détails sont laissés au lecteur. O

By(x) =

Nous concluons ce chapitre en résumant quelques propriétés importantes
de l'exposant diophantien d’un point z choisi aléatoirement sur une variété
algébrique définie sur Q.

Corollaire 8.3.2. Soit X une variété de drapeauz, munie de la distance de
Carnot-Carathéodory usuelle et d’une hauteur H,y, associée au poids dominant
X. Soit M C X une sous-variété analytique conneze dont l’adhérence de Zariski
est définie sur Q.

1. I existe une constante By (M) telle que pour presque tout x dans M,

Oy (@) = By (M).

2. L’exposant By (M) est déterminé par lintersection des sous-variétés de
Schubert rationnelles contenant M. Et méme, il existe une sous-variété de

Schubert X,y DO M avec v € G(Q) telle que By (M) = B, (Xw7).

3. Pour tout x € MNX(Q) hors de toute sous-variété de Schubert rationnelle
X' D M, By(x) = By(M).



Chapitre 9

Quelques exemples

Pour illustrer les théorémes généraux démontrés dans ce mémoire, nous en dé-
crivons maintenant quelques cas particuliers. C’est souvent aprés ’étude appro-
fondie de ces exemples importants qu’ont pu étre démontrés les résultats plus
abstraits sur les variétés de drapeaux générales.

9.1 Espace projectif

L’espace projectif P4~ constitue le cadre de I'approximation diophantienne clas-
sique. Dans ce cadre, tous les résultats présentés dans ce mémoire étaient déja
connus. Nous les rappelons toutefois briévement, puisque notre objectif était
justement de comprendre ces théorémes de facon plus générale, & partir des
groupes arithmétiques.

Si z,y € P41 sont engendrés respectivement par les vecteurs u,v € R? leur
distance est donnée par la formule

uNv
de.y) = Iunl

ol

La hauteur sur P4~1(Q) est la hauteur usuelle : si v € P?~1(Q) s’écrit en coor-
données homogenes v = [v1 : ... : vg4], ol les v; sont des entiers premiers entre
eux dans leur ensemble, alors

H(v) = max |v;].
1<i<d

Nous commencgouns par le célébre théoréme de Dirichlet [13], bien que ce résultat
ne semble pas se généraliser aisément dans une variété drapeau arbitraire.

Théoréme 9.1.1 (Théoréme de Dirichlet). Pour tout z € P4~1(R),

1

Une simple application du lemme de Borel-Cantelli permet de montrer que
presque tout z dans P4~!(R) vérifie I'égalité B(z) = 1+ 2. Le théoréme
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de Khintchine [21] donne un critére simple sur une fonction 9 : Ry — Ry
décroissante pour que l'inégalité

d(x,v) < H(v)™' "1 (H(v)) (9.1)

ait une infinité de solutions lorsque = est choisi suivant la mesure de Lebesgue
sur Pd-1

Théoréme 9.1.2 (Théoréme de Khintchine). Soit ¢ : R — Ry une fonction
décroissante.

o Si floo Y(u) 1 < 100, alors pour presque tout x € PYY(R), I’inégalité

u

(9.1) admet un nombre fini de solutions v € P4=1(Q).

e Si floo Y(u)4=19% = 100, alors pour presque tout x € P41 (R), l'inégalité

w =

(9.1) admet une infinité de solutions v € P4=1(Q).

L’exposant diophantien d'un point z € P4~1(Q) a été calculé par Schmidt
[41] grace a son théoréme du sous-espace, qui généralise les résultats de Thue
[48], Siegel [46] et Roth [38] pour P1(Q).

Théoréme 9.1.3 (Théoréme de Thue-Siegel-Roth-Schmidt). Si x € P4~1(Q),
alors B(x) =1+ d%, ou dj est la dimension du plus petit sous-espace projectif
rationnel contenant x.

Le probléme de 'approximation diophantienne sur les sous-variétés a été
posé en premier par Mahler [32] pour la courbe [1 : z : 22 : ... : 297!] dans
P4=1. Ayant résolu le probléme de Mahler, Sprindzuk a conjecturé dans [47] le
résultat suivant, démontré finalement par Kleinbock et Margulis [23] en 1998.
Rappelons qu’une sous-variété M C P4~1(R) est dite non dégénérée si elle n’est
incluse dans aucun sous-espace projectif strict.

Théoréme 9.1.4 (Théoréme de Kleinbock-Margulis). Toute sous-variété ana-
lytique connexe non dégénérée dans P4~1(R) est extrémale.

Dans un travail en commun avec Emmanuel Breuillard [6], nous avons ob-
servé que les méthodes utilisées pour démontrer ces deux derniers théorémes
permettent de donner une formule pour ’exposant d’un point pris aléatoire-
ment sur une sous-variété algébrique définie sur Q.

Théoréme 9.1.5 (Exposant d’une sous-variété définie sur Q). Soit M C P1~1(R)
une sous-vari€té analytique connexe. On suppose que le plus petit sous-espace
projectif réel contenant M est défini sur Q. Alors, pour presque tout x € M,
B(x) = 1+d—}w, ot dps est la dimension du plus petit sous-espace projectif ration-
nel contenant M. En particulier, si M est non dégénérée, alors M est extrémale.

Remarque. Dans I'espace projectif, les sous-variétés de Schubert ne sont autres
que les sous-espaces projectifs. Toute sous-variété de Schubert stricte est instable
pour le flot (a;), et par conséquent, si une sous-variété M n’est incluse dans
aucune sous-variété de Schubert instable, elle est non dégénérée.
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9.2 Quadriques

A notre connaissance, ce sont Kleinbock et Merrill [28] qui ont obtenu les pre-
miers résultats remarquables pour ’approximation diophantienne intrinséque
sur les quadriques, en démontrant pour une sphére de dimension arbitraire les
analogues des théorémes de Dirichlet et de Khintchine. Dans un article avec
Fishman et Simmons [15], ils ont ensuite généralisé leurs résultats & une qua-
drique arbitraire. Pour une introduction élémentaire a ces problémes, on renvoie
a larticle [27].

Dans ce cadre X désigne une quadrique projective non singuliére, i.e. I'en-
semble des droites isotropes pour une forme quadratique rationnelle Q non dé-
générée sur R?. La distance et la hauteur sur X sont obtenues par restriction
de la distance et de la hauteur usuelles sur P4~!. On suppose en outre que X
contient un point rationnel; par projection stéréographique, cela implique en
fait que X (Q) est dense dans X (R).

Théoréme 9.2.1 (Fishman-Kleinbock-Merrill-Simmons). Soit X une quadrique
rationnelle projective non singuliére contenant un point rationnel. Pour presque
tout z € X(R), B(x) = 1.

Soit Xy C P? la quadrique définie par ’équation z1xs — x3z4. La générali-
sation du théoréme de Khintchine aux quadriques nécessite de distinguer deux
cas, suivant que la quadrique X est rationnellement isomorphe & X, ou non.

Théoréme 9.2.2 (Fishman-Kleinbock-Merrill-Simmons). Soit X une quadrique
rationnelle projective non singuliére de dimension n contenant un point ration-
nel, et ¢ : RT™ — RT une fonction décroissante. Pour x € X(R) on considere
linégalité

d(z,v) < H(v)"'¢(H(0)). (9-2)
Si X n’est pas rationnellement isomorphe a X, alors :

o si [ ¢(u)”% = 400, l'inégalité (9.2) admet une infinité de solutions
v € X(Q) pour presque tout x € X(R) ;

o 51 floo 1/}(u)”d7“ < 400, linégalité (9.2) n’a qu’un nombre fini de solutions
v € X(Q) pour presque tout v € X(R).

Si X est rationnellement isomorphe a Xq, alors :

o si [ (u)*(loglogu)dt = +oo, linégalité (9.2) admet une infinité de
solutions v € X (Q) pour presque tout x € X(R) ;

o si [ ¢(u)"(loglog u)%‘ < 400, linégalité (9.2) n’a qu’un nombre fini de
solutions v € X (Q) pour presque tout x € X (R).

Remarque. Ecrivons X = P\G, ou G = SOq est le groupe orthogonal as-
socié a la forme quadratique @), et P le sous-groupe parabolique stabilisa-
teur d’une droite rationnelle isotrope dans la représentation standard. Si X
Xo, le groupe G est Q-simple et le sous-groupe parabolique P est maximal :
rangg P = rangy G — 1. En revanche, si X ~ Xp, on a un isomorphisme
G ~S50(2,2) ~ SO(2,1) x SO(2,1), et rangg P = rangy G — 2. Avec les résul-
tats généraux du chapitre 3, et en particulier les lemmes 3.1.2 et 3.1.3, cette
différence explique la distinction de cas dans le théoréme ci-dessus.
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Dans un article récent [12], nous avons poursuivi les travaux de Fishman,
Kleinbock, Merrill et Simmons en étudiant I’approximation diophantienne des
points algébriques et des quantités dépendantes sur les quadriques. Cela nous a
permis en particulier d’établir le résultat suivant.

Théoréme 9.2.3 (Exposant diophantien d’une sous-variété algébrique). Soit X
une quadrique rationnelle projective non singuliére contenant un point rationnel,
et M une sous-variété analytique de X . On suppose que le plus petit sous-espace
totalement isotrope réel contenant M est défini sur Q. Alors, pour presque tout

reM,
1
dnr
ot dps est la dimension du plus petit sous-espace totalement isotrope rationnel
contenant M. (S’il n’existe pas de tel sous-espace, on pose dpy = +00.)

Remarque. Le théoréme ci-dessus s’applique en particulier dans les deux cas
suivants :

e si M = {z} est réduite a un seul point = € X(Q), on obtient un analogue
du résultat de Thue-Siegel-Roth-Schmidt pour la quadrique X ;

e si M est mon dégénérée, i.e. n’est incluse dans aucun sous-espace totale-
ment isotrope, alors dy; = +0o et M est extrémale.

Remarque. Dans une quadrique X, les sous-variétés de Schubert sont les sous-
espaces totalement isotropes, toute sous-variété de Schubert stricte est instable.
Comme dans le cas de l'espace projectif, une sous-variété n’est incluse dans
aucune sous-variété de Schubert instable si et seulement si elle est non dégénérée.

9.3 Grassmannienne

Dans ’article [40] écrit en 1967, Schmidt a proposé d’utiliser le plongement de
Pliicker pour définir la hauteur d’un sous-espace rationnel, et étudier ’approxi-
mation d’un sous-espace réel x par des sous-espaces rationnels v de diverses
dimensions. Cela s’inscrit bien dans le cadre de ce mémoire : si G = SL, et
P le sous-groupe parabolique stabilisateur du sous-espace Vect{ey, ..., e;} dans
la représentation standard, on obtient la grassmannienne des ¢-plans dans un
espace de dimension d comme quotient

X = Grass(¢,d) ~ P\G.

La hauteur utilisée par Schmidt est alors celle associée a la représentation fonda-
mentale A‘R?, la distance est la distance riemannienne usuelle. Cela permet de
définir 'exposant diophantien d’un point z € Grass(¢,d). Avec ces définitions,
Schmidt observe que I’exposant diophantien est constant presque stirement sur
Grass(4, d), et calcule sa valeur.

Théoréme 9.3.1 (Schmidt). Pour presque tout z € Grass((,d), B(z) = 3+ 7.

Pour une variété grassmannienne, le théoréme 3.2.1, analogue du théoréme
de Khintchine, s’écrit plus simplement comme suit.
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Théoréme 9.3.2. Soit X = Grass(¢,d) la variété grassmannienne des sous-
espaces de dimension £ dans un espace de dimension d. Etant donnée une fonc-
tion décroissante ¢ : Rt — RY on considére ’inégalité

d(w,v) < H(v)" 1~ 779 (H(v)). 9:3)

o Si [Zp(u) O = 400, alors (9.3) admet une infinité de solutions
v € X(Q) pour presque tout x € X (R).

o Si [[Zp(u)499e < oo alors (9.3) n'admet quun nombre fini de so-

u

lutions v € X(Q) pour presque tout x € X(R).

Remarque. On remarque que 'exposant £(d—¥) qui apparait dans la condition
d’intégrabilité sur 1 est égal a la dimension de X. Pour calculer cet exposant, on
peut utiliser le lemme 3.1.2. La somme des racines apparaissant dans le radical
unipotent de P est

pPe = Z € —¢&j

1<i<t
0<j<d

=(d—-O(e1+-+er) —llegr1+ - +ea)
=d(e1+ - +ep) = dwy.
L’exposant recherché est donc
Qy d
=S =—""=/(d-1).
B TrE )

Toute sous-variété de Schubert X,,g dans X = Grass(, d) est de la forme
Xpg={xeX|Vi=1,...,d—1, dimaNV; > m;},

ot {0} =Vp < Vi < --- < V3 =R? est un drapeau total de R? et m; < --- < myq
une suite d’entiers naturels. On peut montrer que toute sous-variété de Schubert
distincte de X = Grass(¢, d) est incluse dans un pinceau

Py,={zeX | dmWnz>r} avec r > d — ¢ —dim W,

et qu’'une sous-variété de Schubert est instable si et seulement si elle est incluse
dans un pinceau Py, contraignant, i.e. satisfaisant

r >£
dimW =~ d’

Les théorémes généraux de ce mémoire impliquent donc les résultats suivants.

Théoréme 9.3.3 (Critére d’extrémalité dans la grassmannienne). Soit M une
sous-variété analytique de Grass(¢,d). Si M n’est incluse dans aucun pinceau
contraignant, alors M est extrémale.

A toute partie M C X, on associe un drapeau rationnel partiel {0} =V, <
Vi, < -+ < Vg, < Vg = Q% avec pour chaque k, dim Vg, = di. Pour cela,
on définit V; comme l'unique sous-espace rationnel de dimension maximale
qui maximise la quantité mingcas dl(ﬁ‘ r;fr‘}v7 parmi tous les sous-espaces vecto-

riels V' < Q?; ensuite V, est I'unique sous-espace rationnel contenant Vj,, de
dim zNV —dim zNVy,
dim V—d; » e

etc.

dimension maximale, et qui maximise mingc s
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Théoréme 9.3.4 (Exposant d’une sous-variété algébrique). Soit M une sous-
variété analytique connexe de Grass(¢,d) dont 'adhérence de Zariski est définie
surQ, et Vo < Vy, < -+ < Vg le drapeau partiel associé & M. Pourk =1,...,r,
on note

i dp — ik

i, = min di Ny, t =—— .
1k ;renjvr} mx d, et ck €+ d—7

Pour presque tout x dans M,

1
/ d—1{ 1—’71»17

ot

- Zlk—lk 1 Zk—ikq_dk—qu—ik-i-ikq):f(d—g) - (Ck—0k71)2.

dp —d l d—1

k k-1 st
En particulier, M est extrémale si, et seulement si, M n’est incluse dans aucun
pinceau rationnel contraignant.

Démonstration. Nous donnerons une démonstration directe dans [11]. Ici nous
remarquons seulement que ce théoréme est un cas particulier du théoréme 8.3.1,
il suffit de voir que le drapeau partiel {0} < Vg, < --- < Vg s'identifie a
la variété de Schubert X,,vas contenant M, et de faire le calcul explicite de la
quantité (x*,Y™). Les détails sont laissés au lecteur. Pour vérifier I’égalité entre
les deux formules pour 7y, il suffit d’observer que

Y4 Ld—1)
1 = Edk - Tck,
et donc
T — k-1 Ik — k-1 dp — dr—1 — ik + igp—1 ¢ CL — Ch—1
- =-(1—-——7F7—(d—/¢ —Cr_1).
dy — di—1 L d—1? ) d( dk_dkfl( ))(ck—cr—1)

L’égalité souhaitée s’en déduit en sommant sur k, et en observant que 0 = ¢, =
Dk=1Ck — Ch-1-

Si M n’est incluse dans aucun pinceau rationnel contraignant, alors le dra-
peau associé est le drapeau trivial {0} = Vp < Vg = Q¢, donc ypr = 0 et
B(z) = % + ﬁ pour presque tout x dans M. Réciproquement, s’il existe un
pinceau rationnel contraignant contenant M, alors le drapeau associé & M est
non trivial, et la formule ci-dessus montre donc que ;s > 0. Cela implique que
M n’est pas extrémale. O

Dans son article [40], aprés avoir obtenu plusieurs encadrements pour 'ex-
posant diophantien d’un élément © € Grass({,d), Schmidt pose notamment le
probléme suivant : déterminer la valeur minimale de (z) lorsque x varie dans
X (R). II est possible que cette valeur soit égale a % + ﬁ, valeur presque siire
de B(z) lorsque z est choisi aléatoirement dans X. Nous n’avons pas de preuve
de cela pour linstant. Cependant, le théoréme ci-dessus permet déja de mino-
rer convenablement 1'exposant de tout point de X (Q). En fait, dans 1’écriture
X = P\G, le sous-groupe parabolique est maximal, et le corollaire ci-dessous
est donc un cas particulier du corollaire 5.3.2.

d dk - dk—l
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Corollaire 9.3.5. Soit X = Grass({,d). Pour tout z € X(Q), B(z) > § +
ﬁ, avec égalité si et seulement si x n’est inclus dans aucun pinceau rationnel
contraignant.

Exemple. Soit X = Grass(2,d) la variété des 2-plans dans R?. Dans ce cas,

1 1 1 1 1
at:ety, avec Y:?dlag(ii,ii ﬁ ,m)

N

On considére la sous-variété
M={ze X | dimanV; >1}, ouV; = Vect(ey,...,ex).

Sik < , M est un pinceau contraignant. Pour presque tout x dans M,

1
Coo = tlggo ;c(atsz)
 ding(_ L 4= 1d—2k 1 d—2k L d—2k
TS W@ ) T k2d—2)d—k2d—2) " d—k2d—2)"

En fait, si w est une matrice de permutation telle que w=1{1,2} = {k,d} (cela
détermine un élément de Wp), alors

M = PwB.

On vérifie sans peine que oo = pa— (Y™). Dailleurs, 0 = [1,d — 1]\ {k} et si
Too © @ — a est la projection sur ();c, a;- (I'espace des fonctions dont le seul
point angulaire est en k), alors coo = pa— (Y*) = moo (YV).

La hauteur associée au plongement de Pliicker correspond au plus haut poids
X =¢€1+¢€9, et x¥ = Ew—1(1) T Ew—1(2) = €k T Ed- Par conséquent, pour presque
tout x € M,

1 d—2k 1 d—2k (d — 2k)?

@) = 0 mee (V) = =4 oy Y TR 2= 2 -2k — k)

et
1 1 1

Dans cet exemple, le sous-groupe Qs est égal au stabilisateur de V7 dans la
représentation standard. Si Vo = Vect(eg41, ..., €q), on peut identifier le facteur
de Levi de Qu & Ly = GL(V1) x GL(Vz). La représentation V, se décompose
en irréductibles pour Lj; de la facon suivante :

Vi =NV 6 Vi ®@ Vo @ A Vh.

La représentation irréductible contenant we, = ex A eq est V7 ® Va. Grace a
la base (e; A e])1<z<k k+1<3<d, on calcule facilement le taux de contraction de
Vi AV, par @ = et :

2 1 11 _ (d—2k)?

T k== ) (D g ) k1)1 = = G

Comme dimV; ® Vo = k(d — k), on trouve bien la méme valeur que ci-dessus
pour 7, ().
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9.4 Variété des drapeaux dans R?

Drapeaux dans R3.

Ici G = SL3 et P est le sous-groupe parabolique minimal constitué des matrices
triangulaires supérieures. La variété quotient X = P\G s’identifie & 'ensemble
des drapeaux dans R® :

X ={z = (x1,22) ; x1 € Grass(1,3), x2 € Grass(2,3), z1 < z2}.

Cette fois, la distance de Carnot-Carathéodory sur X n’est pas riemannienne.
Géomeétriquement, pour se déplacer en partant d’un drapeau x = (z1, 2z3), on
s’autorise a déplacer infinitésimalement x; dans zs, et x5 contenant x;; cela
définit un champ de plans sur X, et les seuls chemins autorisés sont ceux qui
sont tangents a ce champ de plans.

Le flot diagonal est donné par I’élément Y = diag(1,0,—1). Les éléments I,
(1,2) et (2,3) du groupe de Weyl S3 donnent les variétés de Schubert instables.
Dire qu'une M est incluse dans une cellule instable revient donc a dire que tous
les éléments de M ont la méme droite, ou le méme plan.

Les autres sous-variétés de Schubert sont stables. Par exemple, la variété
M = {(x1,22) | z2 D e1} est extrémale quel que soit le choix de hauteur sur
X(Q).

D’aprés le corollaire 5.3.3, si X est munie de la hauteur anti-canonique, alors

VI‘EX(Q)? ﬂx(:E) ZﬁX(X)a

avec égalité si et seulement si  n’est inclus dans aucune sous-variété de Schubert
rationnelle instable. En fait, pour la variété X des drapeaux dans R3, ce résultat
est encore valable quelle que soit la hauteur H, sur X.

Drapeaux dans R*.

Cette fois, G = SLy et P = B est le sous-groupe parabolique minimal constitué
des matrices triangulaires supérieures. La variété quotient X = P\G s’identifie
a I’ensemble des drapeaux dans R? :

X ={z = (x1,22,23) ; 11 < x2 < x3, z; € Grass(i,4), i = 1,2, 3}.

C’est une variété de dimension 6, et la distance de Carnot-Carathéodory sur X
est déterminée par un champ de 3-plans : au voisinage de (z1,x2,x3), on s’au-
torise & déplacer infinitésimalement x; dans xo, x5 contenant z1 et a 'intérieur
de x3, et x3 contenant xs.

Le flot diagonal (a;) est donné par I’élément

1
Y = diag(3,1, -1, -3).

En écrivant la liste des Y%, pour w € S4 on vérifie que

1. Si w™1(4) = 4, tous les éléments de M = BwB ont le méme hyperplan, et
M est instable.
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2. Si w™(4) = 3, il existe un plan p tel que pour tout (zi,z2,z3) dans
M = BwB, p C 3. La variété M est instable sauf si w=! : (1,2,3,4) —
(4,2,1,3).

3. Si w™l(4) = 2, il existe une droite d tel que pour tout (w1, 2, 23) dans
M = BwB, d C x3. La variété M est instable sauf si w=! : (1,2,3,4)
(4,3,1,2) (aucune autre contrainte) ou w=' : (1,2,3,4) ~ (3,4,1,2) (on
impose en outre qu’il existe un hyperplan h tel que pour tout = dans M,
x1 C h)

4. Siw™1(4) = 1,1l n’y a pas de contrainte sur x3, et M = BwDB n’est pas
instable, sauf pour w=t : (1,2,3,4) — (2,3,4,1) et w=! : (1,2,3,4) —
(3,2,4,1).

Le corollaire 5.3.3 montre que si X est munie de la hauteur anti-canonique,

alors tout point & € X (Q) vérifie 8, (x) > B, (X). Cela cependant n’est pas vrai
en général, comme le montre I'’exemple suivant.

Exemple (Des points trés mal approchables). Pour certains choix de hauteur
sur la variété X des drapeaux dans R*, il peut exister un point algébrique
moins bien approchable qu’un point générique. On choisit un point x tel que
(e1,ea,e4) soit stable par a;z, et générique pour le reste. En d’autres termes,

pour un élément p algébrique générique de P(Q),

—o oo
cor o
o~ oo
=R=R=1=
hS]
\
* O ¥ ¥
* O ¥ ¥
* X ¥ ¥
* O ¥ ¥

Le sous-espace (e1, €2, e4) est semi-stable, contracté globablement par e_%, donc
les trois premiers minima successifs de a;xZ* sont atteints dans (ey, es,e4), de
longueur approximativement e~ 6. Le dernier minimum est donc de longueur
e2. On choisit alors le poids x induit par la représentation de plus haut poids
(k+ 2)e1 + (k + 1)eg + kes, avec k suffisamment grand. Cela correspond au
diagramme de Young de longueurs (k + 2,k + 1,k), ou en termes de poids
fondamentaux : w; + wy + kws. Le vecteur e, est donné par le tableau rempli
avec des 1 sur la premiére ligne, des 2 sur la deuxiéme, et des 3 sur la troisiéme.

Les premiers minima successifs de a;zV'(Z) sont atteints avec des tableaux
. (3k+3) . .
contenant seulement (1,2,4); il valent & peu prés e~ #52  Ensuite viennent

ceux qui contiennent une occurrence de 3, puis deux occurrences de 3, ...etc.
Mais pour avoir une projection positive sur e,, il faut au moins k occurrences
de 3, et alors la norme du vecteur est minorée par e¥z—(2k+3)s — (k=35 Deg
que k > 3, on voit que 7y (a;x) tend vers l'infini & vitesse exponentielle, ce qui
montre que vy (x) < 0, et donc By (z) < By (X).

Remarque. On peut méme donner un exemple pour la variété X des drapeaux
dans R?, si 'on autorise une quasi-distance différente de la distance de Carnot-
Carthéodory. A une petite perturbation prés de a; et x, pour que P soit bien le
sous-groupe de Borel, exemple est le suivant : a; = diag(e™%,e?, e?), et = est
tel que (e, e3) est stable par a;x. Les deux premiers minima successifs de a;27Z3

sont atteints dans (e, e3), et de longueur e~ 2 ; le troisiéme est de longueur e.
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On prend alors pour poids y est donné par €1 + €2, ce qui correspond a la
représentation A’R3. On a alors ey = e1 Aeg. Le premier minimum de a;x N2 73
est de longueur e~* mais sa projection sur e, est nulle. Les deux suivants sont

t . . . .
de longueur ez, et cela montre bien que ry(a;x) tend vers l'infini & vitesse
exponentielle.



Chapitre 10

Conclusion

Nous concluons ce mémoire par quelques problémes ouverts qui nous semblent
mériter d’étre mentionnés.

Valeur minimale de ’exposant. Soit X = P\G une variété de drapeaux
munie de la distance de Carnot-Carathéodory usuelle et de la hauteur induite
par un poids dominant x. Déterminer inf,cx ) By(z). Y a-t-il une égalité
infge xr) By () = infxex(@) By (x)? Par exemple, pour la grassmannienne X =
Grass((, d), a-t-on, pour tout =, B(z) > 1+ + 17

Meétrique riemannienne. Soit X une variété de drapeaux pour laquelle la
distance de Carnot-Carathéodory n’est pas riemannienne. Si ’on munit X d’une
distance riemannienne, et d’une hauteur H,, 'exposant diophantien (3, est-il
constant presque partout sur X ? Peut-on calculer sa valeur ?

Equidistribution des orbites diagonales partant d’une sous-variété.
Soient G un Q-groupe semi-simple, T' un sous-groupe arithmétique, (a¢)i>o un
flot diagonal dans G, et M une sous-variété analytique non dégénérée dans G,
i.e. incluse dans aucune sous-variété de Bruhat stricte. Peut-on montrer que
pour presque tout g dans M, 'orbite (a:gI');0 s’équidistribue dans G/I"?

Un théoréme de Khintchine pour les sous-variétés. Le théoréme 3.2.1
est-il encore valable si ’on remplace la mesure de Lebesgue sur X par la mesure
de Lebesgue sur une sous-variété analytique non dégénérée, ou non incluse dans
une sous-variété de Schubert instable 7

Exposant d’une sous-variété analytique. Soient X une variété de drapeaux
et M une sous-variété analytique de X. Nous avons défini au paragraphe 7.2 un
ensemble algébrique associé & M. Le théoréme 8.3.1 montre que lorsque H (M)
est défini sur Q, 'exposant By () est constant presque strement sur M. Ce
résultat reste valable sans hypothése sur le corps de définition de H(M), et
peut se démontrer & 1’aide de la remarque suivant le théoréme 6.2.1.

111



112 CHAPITRE 10. CONCLUSION



Bibliographie

[1]

2]

13l
4]
15]

16]
7]

18]
19]
[10]
[11]
[12]

[13]

Menny AKA, Emmanuel BREUILLARD, Lior ROSENZWEIG et Nicolas de
SAXCE. Diophantine approximation on matrices and Lie groups. Geom.
Funct. Anal., 28(1) :1-57, 2018.

Armand BOREL. Introduction auzx groupes arithmétiques. Publications de
I'Institut de Mathématique de I’Université de Strasbourg, XV. Actualités
Scientifiques et Industrielles, No. 1341. Hermann, Paris, 1969, page 125.

Armand BOREL et HARISH-CHANDRA. Arithmetic subgroups of algebraic
groups. Ann. Math. (2), 75 :485-535, 1962.

Armand BOREL et Jacques T1TS. Groupes réductifs. Inst. Hautes Etudes
Sei. Publ. Math., (27) :55-150, 1965.

N. BOURBAKI. Eléments de mathématique. Fasc. XXXIV. Groupes et al-
gebres de Lie. Chapitre IV : Groupes de Coxeter et systémes de Tits.
Chapitre V : Groupes engendrés par des réflexions. Chapitre VI : systémes
de racines. Actualités Scientifiques et Industrielles, No. 1337. Hermann,
Paris, 1968, 288 pp. (loose errata).

E. BREUILLARD et N. de SAXCE. A subspace theorem for varieties. en
préparation.

Michael G. COWLING. Sur les coefficients des représentations unitaires
des groupes de Lie simples. Analyse harmonique sur les groupes de Lie II,
Semin. Nancy-Strasbourg 1976-78, Lect. Notes Math. 739, 132-178 (1979).
1979.

Michael COWLING, Uffe HAAGERUP et R. HOWE. Almost L? matrix coef-
ficients. J. Reine Angew. Math., 387 :97-110, 1988.

S. G. DANI. Divergent trajectories of flows on homogeneous spaces and
diophantine approximation. J. Reine Angew. Math., 359 :55-89, 1985.

S. G. DANI. On orbits of unipotent flows on homogeneous spaces. II. Er-
godic Theory Dynam. Systems, 6(2) :167-182, 1986.

N. de SAXCE. Approximation diophantienne dans la grassmannienne. en
préparation.

N. de SAXCE. Approximation diophantienne sur les quadriques. en prépa-
ration.

DIRICHLET. Verallgemeinerung eines Satzes aus der Lehre von den Ket-
tenbruchen nebst einigen Anwendungen auf die Theorie der Zahlen. S. B.
Preuss. Akad. Wiss. :93-95, 1842.

113



114 BIBLIOGRAPHIE

[14] M. EINSIEDLER, G. MARGULIS, A. MOHAMMADI et A. VENKATESH. Effec-
tive equidistribution and property (7). J. Am. Math. Soc., 33(1) :223-289,
2020.

[15] FisHMAN, KLEINBOCK, MERRILL et SIMMONS. Intrinsic diophantine ap-
proximation on quadric hypersurfaces. preprint arXiv :1405.765005, 2014.

[16] Jens FRANKE, Yuri I. MANIN et Yuri TSCHINKEL. Rational points of boun-
ded height on Fano varieties. Invent. Math., 95(2) :421-435, 1989.

[17] Mikhael GROMOV. Carnot-carathéodory spaces seen from within. In Sub-
Riemannian geometry. Tome 144, Progr. Math. Pages 79-323. Birkh&user,
Basel, 1996.

[18] Roger HOWE. On a notion of rank for unitary representations of the classi-
cal groups. In Harmonic Analysis and Group Representation. A. Figa TA-
LAMANCA, éditeur. Springer Berlin Heidelberg, Berlin, Heidelberg, 2011,
pages 224-331.

[19] Anatole KATOK et Ralf J. SPATZIER. First cohomology of Anosov actions
of higher rank abelian groups and applications to rigidity. Publ. Math.,
Inst. Hautes Etud. Sci., 79 :131-156, 1994.

[20] George R. KEMPF. Instability in invariant theory. Ann. Math. (2), 108 :299-
316, 1978.

[21] A. KHINTCHINE. Zur metrischen Theorie der diophantischen Approxima-
tionen. Mathematische Zeitschrift, 24 :706-714, 1, 1926.

[22] D. Y. KLEINBOCK et G. A. MARGULIS. Erratum to : logarithm laws for
flows on homogeneous spaces. Invent. Math., 211(2) :855-862, 2018.

[23] D.Y.KLEINBOCK et G. A. MARGULIS. Flows on homogeneous spaces and
diophantine approximation on manifolds. Ann. of Math. (2), 148(1) :339-
360, 1998.

[24] D.Y. KLEINBOCK et G. A. MARGULIS. Logarithm laws for flows on ho-
mogeneous spaces. Invent. Math., 138(3) :451-494, 1999.

[25] Dmitry KLEINBOCK. An ‘almost all versus no’ dichotomy in homogeneous
dynamics and diophantine approximation. Geom. Dedicata, 149 :205-218,
2010.

[26] Dmitry KLEINBOCK. An extension of quantitative nondivergence and ap-
plications to diophantine exponents. Trans. Amer. Math. Soc., 360(12) :6497-
6523, 2008.

[27] Dmitry KLEINBOCK et Nicolas de SAXCE. Rational approximation on qua-
drics : a simplex lemma and its consequences. Enseign. Math. (2), 64(3-
4) :459-476, 2018.

[28] Dmitry KLEINBOCK et Keith MERRILL. Rational approximation on spheres.
Isr. J. Math., 209 :293-322, 2015.

[29] Anthony W. KNAPP. Lie groups beyond an introduction. 2nd ed. Tome 140.
Boston, MA : Birkhéuser, 2nd ed. Edition, 2002, pages xviii + 812.

[30] E.LE DONNE. Lecture notes on sub-Riemannian geometry. http://enrico. -
ledonne.googlepages.com/LeDonne_subRiemannian.pdf.



BIBLIOGRAPHIE 115

31]

[32]
133
[34]
1351
136]
137]
28]
[39]
[40]
ja1]
j42]
j43]
j44]

[45]
[46]

[47]
(48]

[49]

E. LINDENSTRAUSS, G. MARGULIS, A. MOHAMMADI et N. SHAH. Quan-
titative behavior of unipotent flows and an effective avoidance principle.
preprint arXiv :1904.00290v1, 2019.

Kurt MAHLER. Uber das Mass der Menge aller s-Zahlen. Math. Ann.,
106 :131-139, 1932.

G. A. MARrcuLIS. The action of unipotent groups in a lattice space. Mat.
Sb. (N.S.), 86(128) :552-556, 1971.

H. MINKOWSKI. Diophantische Approximation. Neudruck. Wiirzburg :
Physica-Verlag, 235 S. (1961). 1961.

Amir MOHAMMADI et Alireza Salehi GOLSEFIDY. Translate of horospheres
and counting problems. Am. J. Math., 136(5) :1301-1346, 2014.

D. MUMFORD. Geometric invariant theory. Tome 34. Springer-Verlag,
Berlin, 1965.

W. PHILIPP. Some metrical theorems in number theory. Pac. J. Math.,
20 :109-127, 1967.

Klaus F. RoTH. Rational approximations to algebraic numbers. Proc. Int.
Congr. Math. 1958, 203-210 (1960). 1960.

Stephen Hoel SCHANUEL. Heights in number fields. Bull. Soc. Math. Fr.,
107 :433-449, 1979.

W. M. ScHMIDT. On heights of algebraic subspaces and diophantine ap-
proximations. Ann. Math. (2), 85 :430-472, 1967.

W. M. ScHMIDT. Simultaneous approximation to algebraic numbers by
rationals. Acta Math., 125 :189-201, 1970.

Wolfgang M. SCHMIDT. Diophantine approximation. Tome 785. Springer,
Cham, 1980.

Jean-Pierre SERRE. Algébres de Lie semi-simples complezes. W. A. Ben-
jamin, inc., New York-Amsterdam, 1966, viii+130 pp. (not consecutively

paged).
SHAFAREVICH. Basic Algebraic Geometry.
SIEGEL. Lectures on the geometry of numbers.

C. L. SIEGEL. Approximation algebraischer Zahlen. Jahrbuch d. philos.
Fakultdt Gottingen 1921, 291-296 (1921). 1921.

V. G. SPRINDZHUK. Achievements and problems in diophantine approxi-
mation theory. Russ. Math. Surv., 35(4) :1-80, 1980.

Axel THUE. Uber Anniherungswerte algebraischer Zahlen. J. Reine An-
gew. Math., 135 :284-305, 1909.

Pengyu YANG. Equidistribution of expanding translates of curves and Dio-
phantine approximation on matrices. Invent. Math., 220(3) :909-948, 2020.



