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CONTEXTE

g une puissance d'un nombre premier.

DEFINITIONS DE BASE
o Un code linéaire g-aire C de longueur n est un sous-espace de Fy.
e Sic=(cy,...,cy) €C (mot), le poids (de Hamming) de c est

wt(c) :=#{ie{l,...,n} | ¢ # 0}

(wt(C) := {wt(c) | ceC}).
e d(C) := min wt(c) (distance minimale).
ceC,c#0
o Si () Fp xFy — [y est le produit scalaire standard,
Ct:={ve Fg [ {v,c) =0, pour tout ce C} (dual de C).

o If C = C*, le code C est appelé autodual.

MARTINO BORELLO (PARIS 8-LAGA) Paris 13, 06.01.2017

2/ 16



PoLYNOME ENUMERATEUR

CCFH‘N"’WCX}/ anwt(c wtc)_zAX ii
ceC

ot Aj :=#{ceC | wt(c) = i}.

C code linéaire binaire.
CONDITIONS DE DIVISIBILITE
o Pair: wt(C) € 2Z = we(x,y) = we(x, —y).
o Doublement pair: wt(C) € 4Z = we(x,y) = we(x, iy).

IDENTITES DE MACWILLIAMS
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o Autodual = we(x,y) = we (%

Remarque: autodual = pair.
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L’acTIiON DE GL,(C) sur C[x, y]
GLy(C) c Clx,y]:

Pour G < GL,(C), on appelle

Clx,y]° == {p(x,y) | p(x,y)*

= p(ax + by, cx + dy).

(-l )

p(x,y) YAe G}.

EXEMPLE

G = <[(1) _01]> = Clx,y]¢ = C[x,y].
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LE THEOREME DE GLEASON

THEOREME (GLEASON ’70)

Soit C un code linéaire binaire qui est autodual et doublement pair. Alors
WC(va) € (C[ﬁ-a f2]

ol fi 1= wy (x,y) et fo = wg,, (X, y).

e C autodual = we(x,y) = we (X\E/’ Xxg)’

@ C doublement pair = we(x,y) = we (x, iy),

(o[ oo
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LE THEOREME DE GLE/

C € FJ autodual et doublement pair.

CONSEQUENCES
e 8| n (Gleason '71).
o d(C) <4|%]|+4 (Mallows et Sloane '73).
Lorsque cette borne est atteinte C est dit extrémal.
o extrémal = n < 3928 (Zhang '99).

@ 24 | n et extrémal
[

U
Tous les mots d’un poids donné supportent un 5-design
(Assmus et Mattson '69)
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CODES EXTREMAUX

CODES EXTREMAUX DE LONGUEUR 24m
C € F3*™ linéaire tel que

o C=Ct=dimC=12m,

o {wt(c) | ceC} <4z,

e d(C) =4m+4.
Donc paramétres [24m, 12m, 4m + 4].

@ Gy, (le code de Golay), I'unique (a équivalence prés) de paramétres
[24,12,8];

o XQR4s (code a résidus quadratiques étendu), I'unique (3 équivalence
prés) de paramétres [48,24,12].

UN PROBLEME OUVERT DE LONGUE DATE
Y a-t-il un code autodual de paramétres [72,36,16] ? (Sloane '73) J
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CODES EXTREMAUX

THEOREME (PLEss, CONWAY, ..., BOUYUKLIEVA, O’BRIEN,
WILLEMS, FEULNER, NEBE)

Soit C un code autodual de paramétres [72, 36, 16].
Le groupe Aut(C) est soit trivial soit isomorphe a I'un des groupes ci-dessous:

@ Ordre 2: G;

@ Ordre 3: G3;

o Ordre 4: G x G ou Cy;

o Ordre 5: Gs;

@ Ordre 6: S3 ou Cg;

@ Ordre 8: G x G x Gy ou Dg;

o Ordre 12: A4, Cio, Cg x Gy, D1 ou G x Cy;

o Ordre 24: Sy, Dyy, (Co x ) : G, Dg x G5, Ag x G, D12 x Gy ou
C5 X C2 X C2.
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CODES EXTREMAUX

THEOREME (PLEss, CONWAY, ..., BOUYUKLIEVA, O’BRIEN,
WILLEMS, FEULNER, NEBE, BORELLO, DALLA VOLTA, YORGOV’S)

Soit C un code autodual de paramétres [72, 36, 16].
Le groupe Aut(C) est soit trivial soit isomorphe a I'un des groupes ci-dessous:

@ Ordre 2: G;

@ Ordre 3: G3;

o Ordre 4: G x G ou Cy;

o Ordre 5: Gs;

@ Ordre 6: S3 ou Cg;

@ Ordre 8: G x G x Gy ou Dg;

o Ordre 12: A4, Cio, Co x Gy, D1 ou C3 % Cy;

o Ordre 24: S, Dyy, (Co x Gy) : Gy, Dg x C3, Ay x G, D1p x Gy ou
C6 X C2 X C2.
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CODES EXTREMAUX

THEOREME (PLEss, CONWAY, ..., BOUYUKLIEVA, O’BRIEN,
WILLEMS, FEULNER, NEBE, BORELLO, DALLA VOLTA, YORGOV’S)

Soit C un code autodual de paramétres [72, 36, 16].
Le groupe Aut(C) est soit trivial soit isomorphe a I'un des groupes ci-dessous:

Ordre 2: G;
Ordre 3: G3;
Ordre 4: G x G;
o Ordre 5: Gs.
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Différentes généralisations du théoréme de Gleason.

@ G. Nebe, E.M. Rains, N.J.A. Sloane. Self-dual codes and invariant theory.
Vol. 17. Berlin: Springer, 2006.

Idée:
propriétés de familles de codes (autoduaux) v~ symétries des polynomes
énumérateurs v~ nouvelles propriétés.

NOS QUESTIONS
e Etant donné un polynéme énumérateur, quelles sont ses symétries ?
o Sont-elles partagées par toute la famille de ce code ?

@ Quels sont les groupes de symétries possibles ?

@ Peut-on déterminer avec ces informations des polyndmes énumérateurs
inconnus 7
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SYMETRIES POSSIBLES

Pour p(x,y) € C[x, y]n (h=homogéne), on appelle

S(p(x,y)) := {A€ GL2(C) | p(x,y)"* = p(x,y)} < GL2(C).

™ S(p(x,y)) < GL2(C) = S(p(x,y)) < PGL2(C).
PGL,(C) < PY(C)  simplement 3-transitive

([j Z],(x:y)) > (ax + by : cx + dy)

induit

S(p(x,y)) @ V(p(x,y)) == {(x : y) e PX(C) | p(x,y) = 0}.

PaRrIs 13, 06.01.2017
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SYMETRIES POSSIBLES

THEOREME (B.,MILA)

#S(p(x,y)) <o < #V(p(x,y)) = 3.

THEOREME (BLICHFELDT 1917)

Si H < PGLy(C) est fini, alors H est conjugué a I'un des groupes suivants:

o {[62])~ Cn pour un certain me N.

° <[<1) c(:n] ,[931) ~ Di pour un certain m € N.

o {[5%]. [il1]> ~ Ay

°<[(1)?]7H_’1]>254.
o {[6%].[1 1] 3;1“5]>2A5oUw:(l_\/g),'_(l_i_\/g)_

COROLLAIRE

Si #V(p(x,y)) = 3, alors 3A € GL»(C) t.q. S(p(x,y)?) est une extension
centrale de I'un des groupes énumérés ci-dessus.
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ExeEMPLE (CODE DE REPETITION)

C le code binaire [12,2,6] dont la matrice génératrice est
[111111000000]
000000111111

we(x,y) = x2 +2x5y0 + y12 wvo> S(we(x,y)) ~ De.

EXEMPLE (CODE DE GOLAY TERNAIRE)

C le code ternaire [12,6,6]; dont la matrice génératrice est

100000011111
010000101221
001000110122
000100121012
000010122101
000001112210

we(x,y) = x12 +264x%y5 + 440x3y° + 24y o S(we(x,y)) ~ As.
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SYMETRIES POSSIBLES

ExeMpPLE (CODE DE HAMMING)

C le code binaire [8, 4, 4] dont la matrice génératrice est

HiiH

we(x,y) = x® 4+ 14x*y* + y8 v S(we(x,y)) ~ Si.

00
00
10
01

HRERO

1
0
1
1

HO R
ORRR

0
1
0
0

OO

EXEMPLE
fi(x,y) = x?0 4+ 228x1%y5 4 494x10y10 _ 2285515 1 20,

fr(x,y) 1= x3% — 522x?5y5 — 10005x%%y 0 — 10005x10y20 4 522x5)25 4 30,

p(x,y) € C[(x,y), h(x,y)] = S(p(x,y)) = As.

PROBLEME OUVERT

Y a-t-il un code C t.q. S(we(x,y)) ~ As?
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L’ALGORITHME

Input: p(x,y) € C[x,y]n de degré nt.q. p(1,0) # 0.
1. G:=J.
2. V :=Roots0f(p(x,1)) = {x1,..., Xm}.
3. If m < 3, then print(“Groupe infini") and break; else
V3 := {tous les sous-ensembles ordonnés de cardinal 3 de V}.
4. For {x1,x5,x5} € Vis:
x1a+b—xyxac—x3d =0
4A. Solve { x2a+ b — x3x2c — x3d = 0 (les inconnues sont a, b, ¢, d).
x3a+ b—xjxsc—x3d =0
On appelle a, b, ¢, d I'une des c0* solutions.
4p. If {ﬁ”ﬁ | x e V} =V, then

cx+d
b
4B1. A= [EQ]'
._ p(a;c) -1
dpi. X = 280 Bi= A /nA,

4ptn. If p(x,y)B = p(x,y), then G := G U {(sB | (n e Cs.t. (N =1}.
Output: G = S(p(x,y)).
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Input
RootsOf
If
then
print
and
break
else
For
Solve
If
then
If
then
Output

L’ALGORITHME

Input: p(x,y) € C[x,y]n de degré nt.q. p(1,0) # 0.
1. G:=J.
2. V= ={X1,. ., Xm}.
3. If m < 3, then print(“Groupe infini") and break; else
V3 := {tous les sous-ensembles ordonnés de cardinal 3 de V}.
4. For {x1,x5,x5} € Vis:
x1a+b—xyxac—x3d =0
4A. Solve { x2a+ b — x3x2c — x3d = 0 (les inconnues sont a, b, ¢, d).
x3a+ b—xjxsc—x3d =0
On appelle a, b, ¢, d I'une des c0* solutions.
4p. If {ﬁ”ﬁ | x e V} =V, then

cx+d
b
4B1. A= [EQ]'
._ p(a;c) -1
dpr A= B2Gs. Bi= ATHNA,

4ptn. If p(x,y)B = p(x,y), then G := G U {(sB | (n e Cs.t. (N =1}.
Output: G = S(p(x,y)).
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CopEs DE REED-MULLER

© RMq(r,m) :={(f(a))aerr | f € Fg[xa,...,xn] de degré < r}c Fg".

Dimension et distance minimale connue.

Polynéme énumeérator Comptage de points F,-rationnels
d’un code RM,(r, m) J nns des hypersurfaces dans A™(F) J

[3 N. Kaplan. Rational Point Counts for del Pezzo Surfaces over Finite
Fields and Coding Theory. 2013. Thesis (Ph.D.) - Harvard University
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CopEs DE REED-MULLER

THEOREME (B.,MiLA)

(
Sig=2etm>3r+1louqge{3,45etm=>2r+loug>5etm>
alors S(wp aq,(r,m) (X, y)) est soit cyclique soit dihedral.

r+1,

THEOREME (B.,MILA)
Si m > 2, alors B
[uﬁl uzl] € S(WRMz(mfl,m)(va))a

ol u:= % (¢ est une racine primitive 2™-iéme de I'unité).

THEOREME (B.,MILA)

Si C e {RM4(2,2), RM4(3,2), RMs(2,2)}, alors S(we(x, y)) = {Id}.

PROBLEME OUVERT

Comprendre le comportement général et déduire propriétés et nouveaux

polyndmes énumérateurs.
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CopEs DE REED-MULLER

Merci beaucoup pour l'attention !
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