Processus Aléatoires
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ParisTech

Correction de la PC2

Exercice 1. Remarquons tout d’abord que comme les variables aléatoires X;, Y; et Z; s’écrivent
comme image par une fonction continue de la variable aléatoire (¢, Ny), qui est F;-mesurable, elle sont
elles-mémes F;-mesurable. Les processus X, Y et Z sont donc adaptés pour la filtration (F;, ¢ > 0). De
plus, les variables aléatoires Xy, Y; et Z; sont clairement intégrables.

Nous utiliserons également les résultats suivants, faciles & montrer et vus en MA 101 : si U suit une

n

loi de Poisson de paramétre 6, i.e. pour tout n € N, P(U =n) = ﬁe_g, alors,
- E[U] =96; '
- Var(U) =6;

~ pour u € [0,1], E[uY] = e~ 90w,
Nous rappellons enfin qu’a ¢ fixé, N; suit une loi de Poisson de paramétre \.

1.

Pour 0 < s <t
E[N; — Ny|Fs] = E[N; — Ni| = E[N;—] = A(t — s),
donc
E[X¢|Fs] = E[N: — No| Fo] + E[No| Fo] = At = A(t — 5) + No — At = X,

ce qui prouve que (X, t > 0) est une martingale pour la filtration (F3, ¢ > 0).

. Pour 0 < s <t

E[(X; — X,)?|F) = E[(X; — X,)%] = A(t - s),
en utilisant que X; — X, est indépendant de la tribu F, et que X; — X est centrée de variance
At — s).
D’autre part,
E[(Xt - Xs)zlj:s] ]E[XtQ 2X (Xt X ) - X32|*7:s]

= E[X?|F] — 2XE[X; — X,|F] — X2

= E[X?|F.] - 2X E[Xt X, — X2

= E[X{|F] —
en utilisant que X; — X, est indépendant de la tribu Fj, et que X; — X est centrée.
Donc E[Y;|F,| = X? — s = Y, ce qui prouve que (Y;,t > 0) est une martingale pour la filtration
(Fpt >0).
Pour 0 < s <t

E[uNt ‘fg} _ UNSE[uNt7N5|.Fg] _ ’U,NSE[’U,NJ‘*S} _ uNsef)\(tfs)(lfu).

On conclut alors que E[Z;|F,] = Zs, et donc que (Z;,t > 0) est une martingale pour la filtration
(Fy,t>0).

Exercice 2.

1.

N® 4+ N®) est un PAIS, comme somme de PATS indépendants. C’est en outre un processus de
comptage, car p.s. N® et N® n’ont aucun saut commun. Donc c’est un processus de Poisson.
Pour trouver l'intensité, il suffit de trouver la loi du premier temps de saut, qui est I'infimum de
deux variables aléatoires exponentielles indépendantes de paramétres Ay et Ay, donc une variable
aléatoire exponentielle de paramétre Ay +Xo. N W1 N® est donc un processus de Poisson d’intensité
A1+ As.



2. C’est clairement un processus de comptage, et un PAIS. Son intensité est le paramétre de la variable
aléatoire exponentielle

1
inf{t>0,Ny=1} =inf{t >0, Ny =1} = —inf {u > 0,N,, = 1},
a

qui est une variable aléatoire de paraméte a\.

Exercice 3.

1. La probabilité demandée est P[Y; > u; Xy > s; Ny = n] pour u € [0,t], s > 0 et n € N : on remarque
que
PY; > u; Xy > 5Ny =n] =P[Nyys — Ny = 0; Ny — Ny—yy = 0; Ny, = 1.

Or le processus (N, t > 0) est a accroissements indépendants stationnaires donc
P[Nt+u - Nt = 07 Nt - Nt—s = 0, Nt—s = n] = IP[NS = O]P[Nu = O]P[Nt_u = 7’7,]

On rappelle que N suit une loi de Poisson de paramétre As. Ainsi,
At — )™
P[Y; > u; Xy > 5Ny =n] = e*“”we”“*“)M-
n!

En effectuant la somme de ces probabilités pour n € N, on en déduit que
P[Y; > u; X; > 5] = e AHW),

Ainsi, X; et Y; sont indépendantes, X; suit une loi exponentielle de paramétre A et Y; suit une loi
telle que P[Y; > u] = e~ pour tout u € [0,t] et P[Y; > u] = 0 siu > t.
t Y
1 _
2. En particulier, E[X;] = 1/) et E[Y] = / P[Y; > u]du = %. Le temps de passage entre

deux bus suit une loi exponentielle de paramétre A. Le temps moyen de passage est donc de
IAN<EX; +Y) =(2-e ™M)/

Exercice 4. (Si,t > 0) est le processus de Poisson composé de loi de saut la loi de Y7 et d’intensité .

1. Remarquons que {T,, <t} = {N; > n}. Par conséquent,

Ny
n>1 n=1

Notons ¢g, et ¢y, les fonctions caractéristiques respectives de S; et Y;. En particulier, pour tout

u € R,
PR ~ S — (Vi) —at (A"
E[e t]:;E[e ‘|Nt=n]P[Nt=n]=7;)E[e 1 n]e T
Comme les variables Y7, --- ,Y,, sont i.i.d., on obtient
“+o0
noat A" a1y, (u
es,(u) = Z[‘Pﬁﬁ(u)] € MT = e M=en (W),
n=0

2. Lorsque Y; suit une loi de Bernoulli de paramétre p, oy, (u) =1 —p + pe™ pour tout u € R. En

_ e—ktp(l—e )

particulier, le calcul précédent nous donne g, (u) , ¢’est-a-dire que S; suit une loi de

Poisson de paramétre Apt.

Plus généralement, notons (U,,n > 1) la suite de variables exponentielles indépendantes de para-
métre A telle que (N, t > 0) soit le processus de comptage associé a cette suite. On pose Gy = 0,
G1,Ga,- -+ les numéros successifs des Y; égaux a 1 et V,, = Ug,,_,+1+ -+ Ug, pour tout n € N*.
On vérifie que la suite (V,,n > 1) est constituée de v.a.i.i.d. de loi exponentielle de paramétre Ap et



que (S, t > 0) est le processus de comptage associé a cette suite. Par conséquent, (Sy, ¢ > 0) est un
processus de Poisson de paramétre Ap. De méme, en remplagant dans ce qui précéde Y; par (1-Y;),
on montre que (N; — Sy, t > 0) est le processus de comptage associé¢ aux W,, = Uy, _,11+---+Ug,
o Hy = 0 et Hy, Hy,--- sont les numéros successifs des Y; égaux a 0. Ainsi, (N; — Si,t > 0) est
aussi un processus de Poisson de paramétre A(1 —p) . On montre enfin que les suites (V,,,n > 1) et
(W,,n > 1) sont indépendantes donc les deux processus de comptage (Sy, t > 0) et (N — S, t > 0)
sont indépendants.

Autre méthode : (S¢,t > 0) est clairement un processus de comptage (croissant, a valeur entiéres

et avec des sauts de 1 uniquement) et ¢’est un PAIS : en effet, si t; < to, S, — Sy, = Z Y;

Ny, <i<Ny,
est indépendant de la tribu engendrée par les S;,0 <t < t; (incluse dans o(Ng,Y;,0 < s <t,1 <
i < Ny,)). Par conséquent, (Si,t > 0) est une processus de Poisson et puisque S; suit une loi de
Poisson de paramétre Apt, on en déduit que l'intensité du processus est Ap. On procéde de méme
pour (N; — Si,t > 0).

Exercice 5.

1.

Soit n,m > 0. On écrit Sy 1m = Sp+ Ryn avec Ry = Spgm —Sn = Xpg1+.. .+ Xppmsim > 1
et Ry, = 0 p.s., indépendante de (X1,...,X,,) donc de S,,. De plus le vecteur (X,41,-.., Xntm)
a méme loi que (Xo,...,X,,) donc Ry, , a méme loi que Sy,.

.Si0<n<n, Sy —=5,= Ry_ny, indépendante de F,, = o(X;,0 < k < n). On en déduit

que les accroissements de (S, )nen sont indépendants. De plus S,,» — S, a méme loi que Sy, —
So = Sp/—pn donc les accroissements de (S, )nen sont stationnaires. Sa moyenne est donnée par,
E(S,) = nE(X;) = nm pour n > 0, puisque Sy = 0 et (Xi,...,X,) ont méme loi. De plus,
si0<n <n, Cov(Sn,Sn) = Cov(Sy, Sw — S, + S,) = Var(S,) = nVar(X;) = no?, puisque
(X1,...,X,)iid. On en déduit la fonction de covariance de (S, )nen : Cov(Sy, Sp) = min (n, m)o?.
(Xn,n > 1) est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi intégrables. Par la loi
forte des grands nombres — — E(X;) =m p.s.
n n—+oo

(Xn,n > 1) est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi de carré intégrables.
. S .
Par le théoréme central limite /n (n - m) — N(0,0?%) en loi.
n n—-+oo
Soit 0 < 1 < tg < ty, puisque (S, )nen est un processus a accroissements indépendants,

yoo By ns)

(B, By B

est un vecteur de variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes. Il suffit donc d’étudier
la convergence en loi de chacune des variables. On pose tg = 0. Pour 0 < kK < N — 1, si n est
suffisamment grand |ntyi1] — [ntx| > 0 et

[ntg41] — [ty SL”%HJ — Slntk+1J L [ntg41] — [ty SLnthrlJ_LnthrlJ

n VIt ] = [nte] n VInti] = [0ty
Sntyr] [t N

Vntksa] = [ntg] notee

B™ _pm N(0,t)11 — t) en loi.

th+1 tr

trt1

Or d’aprés 4., puisque m = 0 et 0% = 1, (0,1) en loi. On en déduit que

n—-+o0o
Le vecteur (B,Eln),Bg) — Bt(ln), . ,Bt(z) — B,EZL) converge donc en loi vers un vecteur gaussien
centré de matrice de covariance A = diag(t1,t2 — t1,...,tn — ty—1). Soit (B;);>¢ un mouvement

Brownien. Par définition (By,, B, — By, ..., Biy — Biy_ ) £ N(0,A). On peut donc écrire que

(BM, B — B, ... B{ —B™ ) — (Bi,Bs, — Bi,,...,Biy — Biy_,) en loi.

ty tN—1 n——+o00

On en déduit que
(BM, B, ... ,B™) — (B,,B,,...,Biy) en loi.

t2 0 n—-+oo



