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OPERATEUR DE SCHRODINGER AVEC POTENTIEL SINGULIER

MULTIPOLAIRE

THOMAS DUYCKAERTS

RESUME. On étudie un opérateur de la forme : —A + V sur R?, ol V est un potentiel admettant
plusieurs pdles en a/rz. Plus précisément, on démontre ’estimation de résolvante tronquée a hautes
fréquences, classique dans les cas non-captifs, et qui implique effet régularisant standard pour ’équation
de Schrodinger correspondante. La preuve est basée sur I'introduction d’une mesure de défaut micro-

locale semi-classique.
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1. INTRODUCTION

Nous considérons dans ce travail un opérateur de la forme :

P=-A+YV,
62
A= 5
joY

R.=(P—-2)""' 2¢R,

Date: 12 avril 2012.

est le laplacien standard, et le potentiel V est une fonction réelle définie sur R%. L’étude de la résolvante :

pres de 'axe réel, intéressante en elle méme, permet aussi de préciser le comportement des solutions des
équations d’onde et de Schrodinger associées a P. Lorsque V' est régulier, de nombreuses inégalités ont
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été démontrées sur des normes de R, dans des espaces a poids, notamment 1'inégalité standard a haute
fréquence, sur la résolvante tronquée :

c

2 R. <—
) IvBaxllies <

ou z est grand en module, pres de 'axe réel, et x est une fonction réguliere a support compact. De tels
résultats remontent aux travaux de C. S. Morawetz [16],[17], qui en déduisait la décroissance uniforme
de Iénergie locale de ’équation des ondes correspondante. Il est possible de démontrer (2) dans un cadre
général, en modifiant la métrique définissant le laplacien ou en rajoutant un obstacle, moyennant une
hypothése essentielle de non-capture sur les géodésiques de cette métrique (cf [14],[3],[27]).

Dans [23] et [24], A. Ruiz et L. Vega considérent des potenticls peu réguliers, et démontrent des
estimations sur la résolvante de P, et les effets régularisants locaux des équations d’onde et de Schrodinger.
Le principe de ces deux articles est d’écrire des estimations sur le laplacien libre A, puis de considérer
V' comme une petite perturbation de ce dernier. Un tel raisonnement fonctionne par exemple si V' € L9,
q > d/2 est assez petit & Uinfini.

Ici, nous supposerons que le potentiel V' (également petit & I'infini) est borné en dehors d’un ensemble
fini de poles distincts :

P = {pl, ..,pN} C Rd

pres desquels :

~ a;
) YO
De telles singularités sont critiques, car du méme ordre que le laplacien. Les singularités moins fortes
rentrent dans le cadre de l'article précité et pour les singularités d’ordre supérieur on ne peut pas,
en général, démontrer (2). De fait, il existe des potentiels positifs, & support compact, admettant une
singularité en 0 de P'ordre de |z|~2log? |z], et tels que la résolvante de P ne vérifie pas d’inégalité telle
que (2). Pour de tels potentiels, on ne peut pas espérer les résultats classiques de régularisation et de
dispersion sur I’équation de Schrédinger (cf [9]).

Deux cas particuliers de potentiels admettant des singularités en inverse quadratique ont déja été
étudiés. En dimension supérieure & 3, lorsque les constantes a; sont petites dans (3), le potentiel V' reste
en un certain sens inférieur au laplacien et on reste dans le cadre de [24]. En omettant cette hypothese
de petitesse, on change la nature du probleme car on ne peut plus considérer V' comme une perturbation
du laplacien.

Le cas unipolaire, essentiellement :

Pieat % i (421) 50
a — |x‘2’ 2 b

est lui traité dans [20] et [4]. Moyennant I'hypotheése sur a, qui assure la positivité de l'opérateur P,,
les auteurs démontrent des inégalités de Strichartz sur les équations d’évolutions associées a P,. Leur
raisonnement, reposant sur la forme particuliere de P, et des calculs explicites, ne s’adapte pas au cas
multipolaire.

On démontre ici (2) pour un potentiel multipolaire. Ce type de potentiels apparait dans certains
modeles de relativité générale! , mais la motivation principale de ce travail est 'étude d’un probléme
critique, cas limite ou les singularités de V sont exactement du degré d’homogénéité du laplacien. On
suppose que pres de chaque pole p;, V' est radial (c’est & dire fonction de la seule variable |z — p;|). Cette
condition est légérement assouplie dans la section 4 (cf théoreme 4). On fait également, pres de p;, les

1. chimie? regarder la refBerezin, Alexander A.(3-MMAS) On the many-center problem for inverse square potentials.
Chem. Phys. Lett. 107 (1984), no. 4-5, 409-412.
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hypotheéses suivantes :

a C C
T V@) < s V(@) < —pm,
|z — pj |z — pj |z —
pour une grande constante C et un réel a tel que a + (d/2 — 1)? > 0. Ces hypotheses sont vérifiées par
exemple lorsque V' est exactement, pres de chaque p;, de la forme :

a; d 2
J
7|1._pj‘2, aj+(2—1) >0.

On suppose aussi pour simplifier V' nul & I'infini et borné en dehors des poles. Dans ces conditions on peut
toujours définir, au sens des formes quadratiques, un opérateur auto-adjoint semi-borné inférieurement
P = —A+ V. Les hypotheses sur V et la construction précise de P sont explicitées et discutées dans la
section 2.

Théoréme 1. Soit V vérifiant les hypotheses (10),..,(15) de la section 2 et P = —A 4+ V. On se donne
X € C°(RY). Alors :

C
1+vVA

Dans le cas d’un seul péle (N = 1), (4) reste vraie sans la borne sur la dérivée de V' (hypothése (14) de
la section 2).

(4) Ao >0, IC > 0, VA > Ag, Ve > 0, ||XR)\i7;8X|‘L2—)L2 <

Comme déja indiqué, 'estimation (4) est 'estimation standard sur la résolvante d’un laplacien in-
duisant une métrique non captive. Dans les cas captifs, cette estimation est fausse. Le théoréeme 1 montre
en particulier que I’énergie ne se concentre pas & haute fréquence sur les poles, et que ces derniers ne se
comportent pas non plus comme des obstacles qui renverraient les rayons optiques.

La démonstration du théoréme 1 suit celle de N. Burq [3], qui prouve la méme inégalité pour un
laplacien sur ’espace R? éventuellement privé d’un obstacle, associé & une métrique non-captive. Elle
repose sur I'introduction dans un raisonnement par ’absurde d’une mesure de défaut semi-classique, objet
introduit indépendamment par P. Gérard et P.L. Lions (cf [12], [15]). La difficulté nouvelle repose dans la
compréhension du comportement de la mesure pres de chacun des poles. On peut signaler une approche
différente mais relatée a la notre pour démontrer des résultats similaires, celle du calcul de commutateurs
positifs introduit par E. Mourre [18], et qui fonctionne telle quelle sur Popérateur unipolaire P,. L’auteur
tient & remercier C. Gérard et F. Nier pour I’avoir éclairé sur ce sujet. On renvoie a [11]. L’article [27] de
A. Vasy et M. Zworsky donne une version micro-locale de ce type de techniques.

On énonce a présent des applications du théoreme 1 a ’équation de Schrodinger associée a P :

10iu+Pu=0
(5) {

Urt=0 = Uo-
L’effet régularisant avec gain d’une demi-dérivée est une conséquence standard de I'inégalité (4) (cf Burq,
Gérard et Tzvetkov [2, proposition 2.7, remarque 2.9]) :

Corollaire 2. Soit V vérifiant les hypotheses du théoreme 1, alors :
(6) VX € Ogo(Rd), VT >0, 3C > 0, Yugy € L2, ||Xu(t)||L2(0,T;H1/2(Rd)) < CHUQHLz(Rd),
ot l'on a noté u(t) la solution de l’équation de Schrodinger (5).

Cet effet régularisant a été remarqué pour la premiere fois, lorsque V est régulier, par Constantin et
Saut [7], Sj6lin [25], et Vega [28]. Nous avons énoncé une propriété locale en temps. L’'inégalité (4) mais
pour tout réel A impliquerait un effet régularisant global en temps (donc en remplagant, dans (6), |0, T
par R). Dans notre cas ’absence, en dehors des péles, d’hypothese de borne inférieure sur V, et donc
lexistence possible d’'un nombre fini de valeurs propres pour P empechent en général une telle propriété.
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Une autre question naturelle, essentielle dans ’étude des équations non-linéaires, est celle des esti-
mations de Strichartz pour les solutions de (5). Une fagon de répondre (partiellement) & cette question
est de remarquer que l'inégalité (6) permet, en absorbant les termes d’erreur dus aux troncatures, de
localiser ces estimations (cf Staffilani et Tataru [26]). Dans notre cas, on obtient, & partir des inégalités
de Strichartz pour des potentiels unipolaires (démontrées par N. Burq, F. Planchon, J. Stalker et A. Shadi
Tahvildar-Zadeh dans [4]), les mémes estimations pour nos potentiels multipolaires. Pour valider un tel
raisonnement, les singularités de V' doivent alors vérifier les hypotheéses du théoréme 1, mais également
celles faites dans [4]. On donne ici, pour ne pas alourdir la présentation, une forme trés particuliere au
potentiel mais le théoréme 4 et les résultats récents de [5] permettraient une légere généralisation. On
note encore u(t) la solution de I’équation de Schrédinger (5) de condition initiale wug.

loc

vérifiant a; + (g —1)% > 0 et tel que prés de chaque péle p; :

Corollaire 3. Soit V € L (RI\P), a support compact. On suppose que pour tout j, il eviste un réel a;

@
7 Viz) = ——.
" @)= =pp
Soient r, s € [2,400] tels que
d
8 =442 2
(8) , + 5’ r >
Alors :
(9) VT €]0,+o00[, 3C >0, Vug € L*(R?),  [[u(t)|| L+ 0,750+ @) < Clluollz>@e)-

Mentionnons encore que le théoreme 1 permet aussi d’étudier I’équation des ondes associée a ’opérateur
P, aspect que nous n’avons pas développé ici. Les travaux récents de V. Pierfelice et P. D’Ancona [19],
[8] portent sur une telle équation, en dimension 3, avec un potentiel singulier. L’hypothese faite dans [8]
est simplement une hypothese de petitesse sur la partie négative du potentiel, similaire a notre hypothese
(12). Dans cet article, le potentiel est pris dans une classe de Kato critique, contenant strictement Ld/2,
mais n’incluant pas, par exemple, les potentiels du théoréme 1. L’introduction de [19] présente de maniére
treés complete les résultats connus sur les opérateurs de la forme —A + V.

La deuxieme partie du texte est consacrée a la définition précise de P. La troisieme partie concerne
la démonstration du théoreme 1. Dans la quatrieme partie, on énonce et on démontre un raffinement
du théoreme 1, ou la condition de radialité sur V prés de chaque pole est assouplie. Enfin, la cinquieme
partie est consacrée a la démonstration du corollaire 3.

L’auteur tient & remercier son directeur de these, Nicolas Burq, pour son aide essentielle, ainsi que
Clotilde Fermanian Kammerer pour son assistance extrémement profitable.

2. DEFINITIONS ET HYPOTHESES.

On commence par expliciter les hypotheses sur V. Comme déja précisé, on se place en dimension d > 2,
et on se donne un ensemble de N pdles (N > 1) distincts :

P = {pl, ..,pN} C Rd.
On suppose :
(10) V & support compact sur R?

(11) V € LS (RN\P,R),

loc
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et qu'’il existe des constantes [, Cy, Cy, strictement positives, une constante réelle a, des fonctions V; €
L2 (]0,1],R) telles que pour tout entier j compris entre 1 et N, et pour |z — p;| <1 :

a d 2
(12) V)2 a—|—<2—1> >0
(13) Vi) < |x02|
(14) |VV (z)] < Ix?‘;jl?’
(15) Viz) = Vi(lz - py))

Les hypotheses (10) et (11) sont loin d’étre minimales mais on s’intéresse ici a l'effet des poles sur le
comportement de P. Pour des potentiels plus généraux & 'infini on pourra consulter [1], [27].

La borne (14) sur la dérivée et I'hypothese de radialité (15) de V' preés des poles sont des hypotheéses
apparemment techniques. Dans le cas d’un seul pole (N = 1), (14) est inutile, ce qui généralise les
résultats connus jusqu’alors pour un potentiel unipolaire radial, qui nécessitait toujours une hypothese
sur la dérivée de V. Dans le théoréme 4 plus loin, on fait une hypotheése légerement plus faible que (15),
ce qui permet d’inclure des poles de la forme : |z|~2a (2/|z|). Mais en dehors de ces deux cas, il semble
impossible de se passer de (14) et (15) avec la méthode de preuve employée ici.

Enfin, (12) et (13) sont absolument essentielles. Sans I'inégalité (12), P ne serait plus semi-borné
inférieurement et le probleme serait d’une nature completement différente. La définition de P comme
opérateur auto-adjoint, que l'on fait ici par I’extension de Friedrichs, serait elleeméme ambigué. D’autre
part, comme mentionnée dans I'introduction, ’hypotheése (13) est pratiquement optimale (cf [9]). Si 'on
veut encore que (2) soit vérifiée pour des potentiels admettant des poles d’ordre supérieur, il faut faire
des hypotheses supplémentaires, peut-étre supposer une propriété de monotonie de V' au voisinage des
poles.

Soit @ la forme quadratique sur L? définie par :

1
D(Q)=H'n {u € L*(RY); ek L*(RY), j=1,.. .J\f}

Q(u) :/\vu|2dx+/V|u|2dz.

Lemme 2.1. Sous les hypothéses (10),..,(13). La forme quadratique Q est fermée, semi-bornée inférieu-
rement.

Démonstration. Le fait que @ soit semi-bornée inférieurement, trivial pour d = 2 (V est alors positif pres
de chaque pole), découle, pour d > 3, de I'inégalité de Hardy :

d 1
(16) /|Vu|2d:v > (5 —1)? / W|u\2dgc, u € HY(RY).
x
En effet, on se donne une partition de I'unité adaptée aux poles p; :

N
Xo € C®(RY), x; € C(RY), Y 3 =1
j=1

k # j = pi ¢ supp x;,
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et on écrit :

N N
:/ZX;|Vu|2dm+/Zin|u|2dx
j=0 5=0
N N
:/|X0Vu|2dx+Z/|V(Xju)+[xj,V}u|2dx+Z/V|xju|2 dx
= =

/|XOVU|2dx+ 1—6 /|V x;u)|? dz

N
—C’EZ/|[xj,V]u\2dx—|—Z/V|Xju|2dx,
j=1 j=0

ou C; désigne une constante dépendant de . On conclut avec 'hypothese (12), et I'inégalité (16), appliquée
a Xju, en prenant € assez petit.
Il est évident que D(Q) est complet pour la norme :

llullo = VQ(u) + [|ul| 2,
c’est & dire que Q est fermée (en fait, dés que d > 3, D(Q) est exactement l'espace H' d’apres I'inégalité
de Hardy). O

Corollaire 2.2. Sous les hypothéses (10),..,(13), on peut associer a Q un unique opérateur P, auto-
adjoint, semi-borné inférieurement, tel que :

D(P) = {u € D(Q), v Q(u,v) continu L*}

Yu € D(P), Yv € D(Q), Q(u,v) = (Pu,v)r-.
(cf22])

La proposition suivante est conséquence immédiate de la définition de P et, pour le 1), de la densité
de C§°(RN\P) dans D(Q) :
Proposition 2.3. 1) D(P)={u € D(Q); —Au+ Vu € L?},
2) Sur D(P),
uw=—Au+ Vu,
ot dans 1) et 2), —Au+ Vu est a prendre au sens des distributions sur R\P.

Remarque 2.4. Méme si P est la somme formelle des opérateurs —A et V', on n’a pas toujours les
inclusions :
D(P) C D(—-A) = H?
1
D(P)c D(V)={ueLl?, ———uel? j=1,...,N}.
|z — pj
Supposons par exemple, que pres d'un pole p;, V soit exactement de la forme :
a;

— 1)? < 1.
|z — pj|?

d
O<Clj+(*—

(a7) ;

Considérons la fonction :

(18) us(z) = [z —pil*o(z —p;), s=-(d/2-1)+/(d/2-1)*+a

ol ¢ est & support compact dans {r < [} et vaut 1 prés de 0. Comme —Awu + Vu est nul prés du j-ieme
pole, la proposition précédente montre que u est un élément de D(P). Mais u n’est ni dans H?2, ni dans
D(V).
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Remarque 2.5 (non-unicité de 'extension auto-adjointe). Signalons une autre pathologie intéressante,
qui survient encore par exemple lorsque V est de la forme (17) prés d’un poéle. La fonction us définie par

(18), avec cette fois :
s=—(d/2—-1)—+/(d/2 —1)2+a,

—Aug + Vu, € L?

au sens des distribution sur R4\ P, mais n’est pas dans D(P). Si A est I'opérateur —A + V, défini de
maniére naturelle sur C§° (R*\P), on a donc :

ACPC A"

est dans L? et vérifie :

Ainsi 'opérateur A n’est pas essentiellement auto-adjoint, et admet plusieurs extensions auto-adjointes,
dont I’extension de Friedrichs, choisie ici, qui est la seule dont le domaine est inclus dans H'.

Lorsque la constante a de (12) est assez grande, les deux remarques précédentes ne sont plus valables :
l'opérateur A ci-dessus admet une seule extension auto-adjointe, dont le domaine est exactement 1'in-
tersection de H? et D(V). Pour un apercu de ses questions et une étude du cas unipolaire, on pourra
consulter [21, chap X].

3. DEMONSTRATION DU THEOREME 1

3.1. Introduction de la mesure et étude en dehors des pdles. On ne fait dans ce paragraphe
3.1 que les hypotheses (10),..,(13) sur le potentiel V. L’adjoint de I'opérateur borné sur L? : xRyi-X
est Popérateur : YRy—;.x. 1l suffit donc de démontrer (4) avec le signe — devant ic. Donnons nous une
fonction y; de C§°(R?) valant 1 sur le support de x. L’inégalité (4) découle de :

C
(4’) dX\g >0, 3C > 0, VA > Ao, Ve > 0, ||X1R/\*i€x‘|L2~>L2 < —.

VA
Supposons que (4”) soit fausse. Alors il existe des suites (Ay)n>1, (€n)n>0 telles que :

/\nvgn > 0, >‘n — 400,
n—-+4o0o

n

X1 RA, —ie, Xl L2 (RY)— L2 (RA) > \/?

n

Il existe donc une suite (g,,) de fonctions L?(R%) telle que :
n
(19) L= |Ix1Rx, —ic, Xgnll L2 (ma) > \/T—n\|9n||~

De plus, on peut supposer g,, € C§° (RI\P), cet espace étant dense dans L2. On se place dans un contexte
semi-classique, en posant :

Up = Rx, —ic, XGn, hn = \/%, fn = hngn, an = éenhy.
On a donc :
(20) h2 (—A+ V)u, — (1 = ianhy)un = Xha fa,
(21) IX1unllz2@®ey = 1, || fnllp2ra) WS 0 an > 0.

Notons que contrairement & un “vrai” probleme semi-classique, le potentiel V a un coefficient hZ. Ce
coefficient le rend négligeable, sauf au voisinage de chaque pole.

On omettra parfois les indices n pour alléger les notations. On commence par noter que ’on peut se
contenter d’étudier la résolvante au voisinage de ’axe réel :
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Lemme 3.1.

(22) o, — 0,
n—-+4o0o
(23) anllun] F2qgay —_0.

Démonstration. Ceci découle immédiatement du caractere auto-adjoint de l'opérateur P. En effet, en
multipliant (20) par @, et en intégrant la partie imaginaire, on obtient :

T (B2 Q(1tn) — [tin]22) + Bt i |25 = Bl / i da

On en déduit (23) car d’apres (21), xu, est borné et f,, tend vers 0 dans L?. Egalement d’aprés (21), la
norme de u,, dans L? est minorée quand n tend vers 4+o0o par un réel strictement positif, ce qui donne
(22). O

Le lemme suivant, conséquence facile de I'inégalité de résolvante (4) sur le laplacien libre, est le lemme
3.1de [3] :

Lemme 3.2. La suite (u,,) est bornée dans L (R?).

On peut donc introduire la mesure semi-classique p associée & wu,, et & la suite d’échelles (hy,) (cf [3],
[10]). C’est une mesure de Radon positive sur RZ x ]Rg qui vérifie, & extraction d’une sous-suite de (u, hy,)
pres :

(24) Va € Cg°(R? x RY), (a(z, hnD)p(2)tin, up) LS ma>

Ot l'on a noté (.,.) le produit scalaire L?(R?), ¢ € C§°(RZ) une fonction valant 1 sur la projection en z
du support de a, et a(z, h, D) la suite d’opérateurs uniformément bornés sur L?(R?) de noyaux :

ﬁ/a(w,hng)eiu—y).g de.

Rappelons que la limite (24) ne dépend pas de la fonction ¢.

Proposition 3.3. Sous les hypothéses (10),..,(13) :
(1) Vitesse d’oscillation de u, et convergence L2. Si1) € C5°(RY),

1
(25) hi/|Vun|2¢dx+ Z hfl/7|un|2wdx20(1)7 n — +o0.

2
T — s
J=1.N | pg\
En particulier :

(26) U, — 0 dans L} (RY) <= p=0.

n—+00 loc
2) Localisation de p. Le support de la mesure pll ga\pyxre €st inclus dans :
(RI\P)
{(z,6) e RE x RY, [¢]* =1}
(3) Invariance de . La mesure u vérifie I’équation :
(27) €01 =0,
au sens D'((RI\P) x RY).
(4) Condition a V’infini. Soit M > 0 assez grand. La mesure u est nulle prés des points rentrants :

Inc = {(z,¢) € R* x RY; || > M, 2.£ <0}.
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Démonstration. Pour démontrer le 1, on fait le produit scalaire de I’équation (20) sur u avec Yu et on

obtient, en utilisant que f,, et u, sont bornés dans ngoc :

Mais par une intégration par partie élémentaire :
Re Q(un, Yun) = hi / (V| da — b / lun|?Atp da + b2 / Viun*9 da,

ce qui implique (25), en utilisant I'inégalité de Hardy comme dans le lemme 2.1. On en déduit que u,, est
hn-oscillante, c’est & dire que pour toute fonction ¢ de C§°(R?),

(28) lim limsup / | (€)] d€ = 0.
RoH00 nodeo Jingl<i
L’équivalence (26) est une conséquence facile de (28) (cf [10])

Les points 2 et 3 sont élémentaires. On renvoie & [3, (3.18 et (3.24)]. Le point 4, moins immédiat, se
déduit de I’étude du laplacien libre. C’est une version micro-locale de la condition de radiation Sommer-
feld : le choix du signe + ou — devant ih, o, dans (20), se traduit par une condition sur la direction des
oscillations de u,, a 'infini. Si 'on changeait ce signe il faudrait remplacer Inc par :

Outg = {(z,&); |z| > M, z.£ > 0}.

Pour la preuve de ce résultat, voir [3, Proposition 3.5].
O

L’équation (27) est une équation de transport qui implique
que la mesure, en dehors des poles, est invariante le long des
courbes intégrales du champ hamiltonien associé a £0,, qui

> sont de la forme : {(zo + s0,&0), s €]a,b[}. Dans [3], il n'y a
pas de pdle, et le point 4 implique donc, avec cette propriété
d’invariance de la mesure et une hypothese de non-capture qui
dit que toute courbe intégrale du champ hamiltonien passe

v dans I'ensemble Inc, que la mesure p est nulle. Ceci montre,

4 la suite (u,) étant h,-oscillante, qu’elle tend vers 0 dans L2 _,
b contredisant ainsi I’hypothese (21).
, o3 Dans notre cas, la stratégie de preuve est la méme, mais
v I’argument précédent ne fonctionne pas pour les trajectoires
4 passant par P. L’invariance de la mesure et le point 4 de la
p2e proposition 3.3 impliquent seulement que le support de u est
Fig. 1 : le support de inclus dans la réunion des rayons reliant les poles et des rayons

sortants partant de chacun de ces pdles (cf figure ci-jointe).
Ces derniers rayons sont les plus faciles a éliminer, par un argument de “conservation de I’énergie”

exprimé dans la proposition 3.4 : si le support de la mesure pu ne contient aucun rayon rentrant dans un
certain compact, il ne peut pas non plus contenir de rayon sortant de ce compact.

(Y41

Proposition 3.4. Soient Ry, Ra, vérifiant :

0 < Ri < Ry,
et tels que x et V soient nuls sur {|x| > Ry}. Supposons :
(29) supppu N {Ry < |z| < Ro} C {z.£ > 0}
ou :
(297 supppu N{R; < |z| < Re} C {x.£ <0}

Alors p est nulle sur {|z| > R1}.
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Démonstration. Soit ¢ € C(R?), radiale, telle que :
0
r>Ry=p(r)=1 r<Ri=p(r)=0, 6—;’?20.

Alors :

0=Im ((—hiA’U/n — Uy + ihnanun)v (Pun)Lz(]Rd)

:Imhn/thgo.Vunﬂndx—i—hnan/|un|2<pda:

Donc d’apres (23) :

(30) Im /thgo.Vunﬂn dr — 0.

n—+o0o
La suite u,, est hy-oscillante, on a donc, en se donnant une fonction ¢ de C§°(R9), & valeurs réelles et
valant 1 pres de 0,

lim Im / haVo.Vu,G,dz = lim  lim Im / hn V.V, ¥ (R, D) Uy, dz

n—-+oo R—+4o00 n—+00

= lim lim Im /w(RflhnD) (Vo.hp,Vuy,) 0, de

R—+o00 n—+00
=(p, Vo(x).£).

On déduit de (30) que cette derniére quantité est nulle. Mais d’apres ’hypothese (29) ou (29°), V(x).£
a un signe constant sur le support de p. La positivité de p montre alors qu’elle est nulle sur ’ensemble :

{Ve(z).E # 0}

ce qui implique la nullité de p sur la couronne {‘Zl—f # 0}, et donc par invariance sur {|z| > Ry}. O

Il nous reste & montrer que u ne charge pas les poles et s’annule le long des rayons reliant ces poles.
La premier point ne nécessite pas '’hypothese (14) et est traité dans les deux prochaines parties. Dans le
cas d’un seul pole, on en déduit immédiatement la contradiction recherchée. Le deuxieme point est traité
dans la partie 3.4 ot on a besoin de toutes les hypotheses (10),.., (15) sur V.

3.2. Elimination des petites harmoniques sphériques prés d’un poéle. D’apres le paragraphe 3.1,
la projection spatiale du support de la mesure p est incluse dans 'ensemble formé des N poéles et des
N(N-1) . s . \ )

5 segments les reliant. On cherche ici & étudier le comportement de ;v au voisinage d’un pole p;.

On translate le repére pour prendre p; comme origine et on se place en coordoonées sphériques :

r = |z| €0, 400, 0= L e git,

|z|
ep1
Ly
Notons P I’ensemble des pdles différents de 0 dans ce nouveau repere
v 7y et Z; les directions sortantes :
< .
Zl Zj — &’ D c fP(/)
> s |pj |
0 Zs

Fig. 2 : les vecteurs Z;
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La mesure au voisinage de x = 0 se concentre (sauf peut-étre en = = 0), sur {|¢| = 1}, sur chacun des
segments partant de 0 dans les directions Z;. Elle est aussi invariante par le flot hamiltonien en dehors
de 0. On en déduit :

+oo
(Nprop,a) = Z / (Mralx =tZ;,€ = Z;) + N\ alz =tZ;,€ = —Z;)) dt,
(31) pjeP’ 0

a€Cy ({zeR |zl <1} xRY),

ou les )\;“, A; sont, du fait de la positivité de i, des constantes positives.
Décomposons u et f en harmoniques sphériques :

(32) un(@) = Y ukn(r)en(8),  fule) =Y funlr)en(d),
keN keN

ou les e sont les fonctions propres du laplacien sur la sphére, qui forment une base hilbertienne de
L?(8971) telle que :

er € Coo(Sd_l), —Aga-1e, = V%ek
Vpy1 2V 2> =0, v, — 400
k——+oo

Fixons un entier naturel 7. On sépare les petites et les grandes harmoniques sphériques de u et de f :

def def
Up = Upn + Ugn, Upn = § Ugn€k, Ugn = E Ugn€k

(33) s v <v s v >U
e e
fn:fanrfgna fpn = Z fkn6k7 fgn = Z frnek.
ngﬂ I/k>l)

On notera p, (respectivement fi4) la mesure semi-classique associée pres de 0 a la suite (upn)n (respective-
ment (ugn)n) et & la suite d’échelle (h,,),,. Par un argument élémentaire d’orthogonalité, I’équation (20)
étant radiale au voisinage du pole, les deux suites vérifient pres de 0, cette méme équation (en remplagant
fn PAr fgn ou fyn), et elles sont donc toutes les deux hy-oscillantes.

L’intérét de cette décomposition est que pour étudier uy,, on est ramené & un nombre fini d’équations
différentielles ordinaires, et que l'opérateur P est “tres” positif pres de 0 lorsqu’il agit sur les grandes
harmoniques sphériques qui forment ug,. Dans ce paragraphe, on montre que les petites harmoniques
sphériques ne jouent aucun role. L’étude de 4 se fera dans les deux paragraphes suivants.

Proposition 3.5. Sous les hypothéses (10),..,(13) et (15), la mesure p, est nulle et les mesures p et pig
sont égales.

Démonstration. On commence par démontrer :
Lemme 3.6. La mesure p, ne charge pas 0.

Démonstration. On considere la mesure py, associée a la suite h,-oscillante (uknek)n. Puisque uyy, est la
somme d’un nombre fini de ugyeg, il suffit de montrer le lemme sur chaque py. On fixe donc k£ > 0. On
a, en notant ’ la dérivée par rapport a 7 :

d—1 V2 .
(34) —h2u), + hiTu;n +RhE(V + ?k)u;m — (1 — ihpan)ugn = hpfrn
Posons :
d—1 d—
(35) Wen(r) = 77 Vi (r), Fan(r) = 77 g (1)
v2 2 —4d+3 o}
(36) We(r) = V(r)+ 7]5 t [Wi(r)| < =
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On a:

2
37 SkVin = hn8kn, Sk = —h? i + h? Wy — (1 —ih,o,
n 2 n

Dans cette démonstration, on ne précise pas la dépendance éventuelle en k des constantes (qui sont bien
stir indépendantes de n), k étant fixé de bout en bout. Il suffit de montrer :

r1
Ve >0, 3r; >0, limsup/ Vin|? dr < e.
n—-+oo J0o

Soit € strictement positif. D’apres (25),

T0 hZ
3Cy >0, Vn, / r—;|vkn\2dr < Cs.
0

Soit m > 0. On a :
mhay, mhy, h2

(38) / Vien ()| dr < m2/ r—g|vkn\2 dr < Cym? < e,
0 0

en choisissant m assez petit pour que la derniere inégalité soit vérifiée. Il nous reste a majorer la norme
L? de vy, dans la zone {r > mh, }. On introduit :

de
Eron(r)  in (1)) + (Vi (7))

qui est dérivable, de dérivée :
Ellfn(r) =2Re (V;cnvk” + hivknvgn)

2 /= - A !
=2Re (hanvknvkn — 10V VEn — hnkanf;m)

B ()] < (Cl’"‘”

r2

(39) ~Bin(r) < (S5 4 1) Bnlr) + (1)

des que n est assez grand pour que «,, soit inférieur & 1. On a obtenu la deuxieme ligne par I’équation
(37) sur vg,. Majorons Ej, prés de 0 par le lemme de Gronwall. Pour cela, on fixe deux réels strictement
positifs ¢ et p. Il découle de (39) :

+ an) ‘th;chkn| + |hnv;mfkn|

- _di (eftr(Clhn/52+1)dsEkn(r)> < e (Cihn /P HD sy ()2,
T

Soit, en intégrant cette inégalité entre t et t + p, avec t > mh,, :

n—4oo

1
Ern(t) < ecl/’”+pmi(n) + ecl/mE;m(t +p), Ki(n) déf/ |f;.m(r)|2 dr — 0.
0

On intégre maintenant par rapport a la mesure dt¢ entre mh,, et un réel strictement positif ;. On obtient :

T1 T1
(40) / Epn(t) dt < eC1/mFPp k2 (n) 401/ mFP / Epn(t + p) dt
mhy %/_/ mhy
4 —0 4
n—+oo

Fixons p strictement compris entre 0 et . On a :

r1+p r1+p r1+p
/ Epp(r)dr = / |ukn(7")|2rd_1 dr + hi/ |u§m(7")|2rd_1 dr + O(hi), n — 400
P P P

ri+p
(41) limsup/ Epn(r)dr <2uir({p < |z| <ri+ p})
P

n—-+o0o
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On a obtenu cette derniere ligne en utilisant que sur le support de p1l g, oy, et donc sur celui de pug 11,20y,
|¢] vaut 1. La forme de la mesure p, prés de 0 montre que le terme de droite de cette inégalité peut
étre choisi plus petit que e~/
sphériques implique :

pdp <l <ri+p}) =p({p < |zl <+ p}h) + pg({p < |2[ <1+ p})
>pp({p < |2[ <714 p}),

qui tend vers 0 lorsque r; tend vers 0 d’apres expression (31) de la mesure. Finalement en utilisant (41)
avec un tel r1, ainsi que (38),(40), on obtient :

€, en prenant rp assez petit. En effet, 'orthogonalité des harmoniques

limsup/ Epp(r)dr < 2e,
0

n—-+oo

ce qui acheve la démonstration. O

Pour conclure la preuve de la proposition 3.5, on va exploiter le fait que les fonctions uy,, sommes
d’un nombre fini d’harmoniques sphériques sont, de notre point de vue, quasiment radiales : on étudie les
oscillations des u,, & P'echelle 1/h,,, alors que les variations tangentielle des u,, sont d’un ordre constant.
Les fonctions u,, ne peuvent donc pas contribuer, en dehors de 0 (qui est de toutes facons exclu par le
lemme précédent), & la mesure p, dont la partie absolument continue par rapport & la mesure df est nulle.

Fixons un ry proche de 0. Les suites (uy), (ugn) €t (upn), vérifient deux propriétés d’“orthogonalités”.

— La premiere est simplement 1’orthogonalité dans L? des harmoniques sphériques, qui implique :

(u9n7uP")L2({r§ro}) =0.

[unlZ2(graroy) = Mupn L2 (praroy) + [tonl T2 (reroy):
(42) p{r <ro}) = pg({r <ro}) + pp({r < 7o}).

— La deuxiéme est le fait que les deux mesures pll{,j<2r,) €t ppllfjz|<2r,} sont mutuellement sin-
gulieres. La premiere de ces mesures est portée par ’ensemble :

S=SxRY S={sZ;, s€|0,2r], p; € Py}

Nous allons démontrer que fip11{|4|<2r,} ne charge pas cet ensemble. Soit € > 0. La mesure i, ne
charge pas 0, donc si p est assez petit,

(43) pp({lz] < p}) <e.

D’autre part, u, ne peut pas se concentrer sur un rayon. En effet, si Z est dans Sd-1 .
1/2 1/2

/\w/\zl—Z\Sn [upn(@)[*de g < 37 /\m/|x|—z\9; Jukn (2l (/|| de

kg <D
(44) || <2ro || <2ro

<% {/ " a2 dr}m { [, eoF de}

Le premier facteur est majoré par une constante indépendante de n, et le deuxiéme, indépendant
de n, tend vers 0 lorsque i tend vers 0. On obtient finalement, avec (43) et (44), que pour tout e, il
existe un voisinage V de S tel que :

1/2
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et donc que pplls = 0. Il est facile de montrer, dans ces conditions que pour tout symbole a(z,§) €
Ce({|x| < 2ro} x R?) et pour toute fonction réguliere ¢ tronquant autour de 0, on a :
(45) (a(x, hpyD)pupp, un)rz — 0.

n—-+o0o

(il suffit de diviser le produit scalaire entre un petit voisinage de .S, sur lequel la limite supérieur des
normes L? de Upn est aussi petite que 'on veut, et son complémentaire, sur lequel la norme L2 de
ugn tend vers 0 quand n tend vers 'co). Finalement, I’égalité : ug = u — uy, et (45) impliquent :

(46) pe({r <ro}) = p({r <ro}) + pp({r < r0}).
D’apres (42) et (46), pup({r < ro}) est nulle. La proposition 3.5 est démontrée. O

3.3. Absence de concentration sur le pdle.
Proposition 3.7. Sous les hypothéses (10),..,(18) et (15), la mesure y ne charge pas les péles.
Corollaire 3.8. Sous les mémes hypothéses et si N =1, p est nulle.

En effet, dans ce dernier cas, d’apres le paragraphe 3.1 (propositions 3.3 et 3.4), la projection en = du
support de p est incluse dans le pole. L’étude du cas N > 2 est complétée dans la partie 3.4.

Pour montrer la proposition, on reprend les notations de la partie 3.2. On se place encore au voisinage
du péle p;, = 0 et on considere la décomposition (33) en petites et grandes harmoniques sphériques :
u = up + ug. La mesure pp, étant nulle, il suffit de montrer que la mesure uy ne charge pas les poles. On
va en fait montrer un résultat plus fort :

Lemme 3.9. Soit t €]0,1[. Si ¥ est choisi assez grand :

(47) / 2] ugn|2dz = O(1), 1 — +oc.
jel<1

Démonstration. Comme dans la démonstration du lemme 3.6, on note rd=1/2y, - — uk,. Fixons n et k.
Pour justifier nos intégrations par parties, on a besoin de connaitre le comportement pres de 0 de v, et
de ces dérivées. On notera :
F(r) £ G(r) < 3e>0, JA>0, Vreloe, |F(r)|<AGr).
r—0

On a choisi les fonctions f,, nulles pres de chaque pole. La fonction v, est donc, au voisinage de 0,
solution de 'équation différentielle en y : Spy = 0 (ou Sy, est 'opérateur différentiel de degré 2 défini par
(37)), qui admet une famille libre de solutions {y,,y_} telle que :

d\’ .
<dr) ye(r)| S R 5=0,1,2
r—
(48) y—(r) 2z r'7
r—0

o) = \/(d/2— 1)2+a+ v}

Admettons pour I'instant cette affirmation (conséquence du lemme 3.11 plus loin). La fonction u,, étant
dans le domaine de P, r~!uy, est dans I'espace L%(r%~1dr), et donc 7~ vy, est dans I'espace L?(dr). On
en déduit que la composante de vg,, selon y_ est nulle et donc que v, vérifie :

(2)

Cette majoration n’est uniforme ni en n, ni en k, mais elle justifie toutes les intégrations par parties qui
suivent grace au lemme élémentaire suivant :

(49) < rtitee 5=0,1,2

r—0
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Lemme 3.10. Soient F' et G deux fonctions réguliéres de la variable r > 0, nulles prés de linfini, telles
que pour des réels o et T vérifiant o +71 >0 :

(&) ¥ 5,07, |<;i>jaoq

T dF dG
—Gdr = — F—dr
/0 er " /0 dr

Notons Wy, = e*% vy, et posons :

/\W;m| dr, ~i(n /h2 |w,m dr, ki(n /ngnI dr
Mk( )-:%( )+ 1+ )/Bk( )+ (

Les suites (uy,), (hnVu,), et (hT“un) sont bornées dans L2 _, et (f,,) tend vers 0 dans L?. On a donc :

Alors :

locs ©

+oo
(50) > i(n) — 0 ZMk ), =00
k=0

L’équation vérifiée par wy,, pour r <[ s’écrit :

TiWyp, = hne'™/ Mgy,

def ir/h, —ir/hnp 2 d? 2 bk 2 d

(51) T = e/ Spe I = =Y+ s+ BV by (an+2dr
2 —4d+3
by = Z,}% %

On a:

vV > U= 0 >0, 6::\/(d/2—1)2+a+f/2.

On se donne une fonction positive ¢ de C§°(]0,1[) valant 1 pres de 0. Le réel ¢ €]0, 1] étant fixé, on choisit
U tel que :

(52) 25 —t > 0.

On commence par montrer que si U est assez grand :

(53) [ it odr [ 2w P dr = 0 ()
ou on a noté :
Xi(n) =0 (Yi(n)) <= 3IC >0, Vk, v, >0, ¥n, |Xpn)| <C|Yi(n)|

La constante C' dépend donc éventuellement de ¢ mais ni de n, ni de k, moyennant la condition : vy > D.
On a (dans tous les calculs qui suivent on omet les indices n pour alléger les notations, et on note f pour

f0+oo) :

I Iy

(54) Re /Tkwkwﬁcrlftgodr: fReh2/WgW§Cr1 todr

+Rehzbk/Wszr*ktcpdr—i—Re}f/Vwkwﬁcrlftgodr+Imha/WkW?Cr1*t<pdr

Iz I3 14
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Remarquons que par les estimations (49), et I'hypothese (52) sur le parametre ¢, toutes ces intégrales
sont absolument convergentes. On a :

1 d
I = f§h2/%|wk|2r17t¢dr
12 20k —1 d o 20, —2
wil* <7 ; %|Wk| Sr ;o r—=0.
D’apres le lemme 3.10 et la condition 26 — ¢ > 0, on peut intégrer par parties :

1t 1
(55) =11 5 )h2/\w;|2r*t¢dr+§h2/|w;€\2r1*%p’dr.

Iia O(7¢(n))

Pour majorer le dernier terme on a utilisé que la dérivée de ¢ est nulle prés de 0. En raisonnant de la
méme maniere pour justifier les intégrations par parties, on obtient :

h? d
I :?bk/%\wkﬁvﬁlfﬁpdr
1+t h?
(56) I :7( ;L )h2bk/|wk|2r727t¢d7’f?bk/\Wk|27"717t<p dr.
I2(L

O(h?(14+v)B%)

Par la majoration (13) sur V, on a :

Cy _
Bl <h? [ S5 il dr

52 1/2 1/2
<Cy {/TQWkFTtSDdT} {/h2IW§€|2Tt<PdT}
1 [ h?
(57) |Z5] §@ f/—|Wk\2r*tgodr+€/h2|wﬁf|2r*tapdr
2 le) r?
Enfin, on a les majorations simples :
Iy = O(aviBr)s

58
(58) I'= /TkaWZTI_t‘PdT - /ezﬁhgkwﬁcrl_tsﬂdr = Ok k),
Prenons ¢ assez petit pour que % > CE’E, ce qui est possible car ¢t < 1, puis choisissons 7 tel que :
C
Vg > U= by > 7‘/,
2e
ce qui ne pose pas de probleme non plus car :
d*> —4d +3 d*> —4d+3
bkzyz+%zﬁ2+%

Les deux termes principaux de (55) et (56), 1, et Iz, dominent donc I3 et on obtient, par (54), (55),
(56), (57), (58), I'inégalité (53). On va maintenant en déduire, en utilisant & nouveau 1’équation (51) sur
wg la conclusion du lemme 3.9. On a :

(59) J:=Im /Tkwkwkrlftcpdr

= —h%Im /WZWkrlftcpdr—i—ah/|Wk|2r1*t¢dr+2hRe /W;Wkrlftgodr.

J1 Ja J3
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En remarquant (les intégrations par parties se justifient comme précédemment) :

Ji =2Im (1 — t)h? /W;Wkr_tga dr + O(hBrk)

1/2 1/2
<Ch{/h2wﬁ€|2rtgadr} {/|Wk2rtg0dr} + O(hBrk)
J2 =O(hf3})

J3 zh/i\wﬂzrl_t(pdr
dr

|J1

=(t— l)h/ \wi |27t dr + O(hSB})
En utilisant (53) pour majorer Ji, on déduit de (59) :
/|wk|2r_f’ dr = O(M}).

En repassant & ug = e~ /Pp(d=1/2y,  puis en sommant sur tous les k tels que v, > 7, et en utilisant la
majoration (50) de la somme des M?, on obtient exactement (47). O

Il reste & démontrer affirmation (48) sur les solutions de I’équation Siy = 0.

Lemme 3.11. Soient : 1 >0, ¢1,¢2 € LS, (]0,1],R) tels que :

b 1
(60) q(r) = 2 b> 1
C
(1) 60l <G =12

Alors ’équation différentielle :

(62) y'(r) = (au(r) +iga(r))y(r), €01,

admet une base de solutions (y4,y—) telle que :

dy’ 4
(63) <dr> ya(r) 5 rEEEL =012
r—
(64) y-(r) 2 rtAYE
r—0

Démonstration. Posons :
r=e% y(r)=e"2z(s) = r'/2z(—logr).

L’équation différentielle (62) et les hypotheses (60) et (61) s’écrivent :

(627) 2= (1/4+ e q(e™®)) z+ie *q(e )z, s> L:=—logl
Q1(s) Q2(s)
(60°) Qa(s) 2B :=b+1/4>0

(61) 1Q(s)] <C, j=1,2.
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On s’inspire de [13, Chap. II Ex. 14]. Soit 2 une solution de (60’) et Z = |z|%. Alors, en utilisant (62’) et
(60%), on obtient :

7Z'(s) =2Re (2(5)7Z'(s))
7"(5) =22/ (s)* + 2Q1 ()| 2(s)?

o (\}§|z'<s>|2 n @|z<s>|2)

(65) Z"(s) >2V/BZ'(s).

On commence par construire la solution z_ correspondant & y_, en choisissant la solution de (62’) telle
que z_(L) = z/_(L) = 1. Il est facile de voir, avec (65) que Z_ et Z’ restent supérieur & 1 et croissantes.
Par le lemme de Gronwall, (65) implique :

Z/_(S) ZeQ\/E(s—L)Z/_(L)
1
Z_(s0) >7' (L)——e2VBlo=L) 4 7 (1),

(66) 2 (s) = eVBs

~J
s——+o0o

ce qui démontre la condition (64) sur y_(r) = r'/22_(—logr). On construit ensuite z, , comme la solution

de (62’) définie par :
T do
z4(8) == z_(s)/ 200

+o0 o
|Z+<s>|s|z_<s>|/ |0(10)
T do
S/s (@)

car |z4| est croissante puisque Z; lest. Donc, grace & (66) :

On a:

(67) 2i(s) S eV

~Y
s—+o00

et par ’équation (62’) et les hypotheéses sur )1 et Q2 la méme propriété est vraie pour la dérivée seconde
de z4. Il est bien connu que cela implique aussi (67) pour la dérivée premiere de z, . Les estimations (63)
sur y4 (r) = /22, (= log(r)) en découlent immédiatement. O

3.4. Fin de la démonstration dans le cas multi-polaire. Dans cette partie, on achéve la preuve du
théoreme dans le cas N > 2 en montrant :

Proposition 3.12. Supposons (10),..,(15). Soit p € P et ﬁp l’ensemble des péles p’, distincts de p,
et tels que pu me soit pas nulle au voisinage de p’. On suppose que p n’est pas nulle prés de p. Alors p
appartient a l’enveloppe convezre de Pp.

Montrons d’abord comment la proposition 3.12 permet de conclure. Considérons pour cela P Pensemble
des poles pres desquels la mesure n’est pas nulle. Supposons P non vide. Le bord de I'enveloppe convexe
de P est alors un polygone dont les sommets sont des points de P. En appliquant la proposition 3.12 a
un tel sommet, on obtient une contradiction qui montre que P est vide et donc que p est nulle, ce qui
prouve le théoréeme 1.
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Démonstration de la proposition 3.12. On suppose encore p = 0 et on reprend les notations des deux
parties précédentes. Puisque d’apres la proposition 3.7, u ne charge pas 0, la formule (31) peut se réécrire :

+oo
(pg,a) = (pu,a) = Z / (Malx=tZ, £ =Z)+ N alx =tZ;,§ = —2Z;)) dt
(31’) pj€750
a€Cy ({z eRY x| <1} x RY),

ou les )\Zi sont des constantes positives. On commence par démontrer, pres de 0, I'équivalent du lemme
3.4 d’invariance globale :
Lemme 3.13. Les rayons rentrant en 0 et sortant de 0 portent la méme masse :
(68) DA =D A=A

:U]Eﬁo ijﬁo

Démonstration. On se donne une fonction ¢ € C3°({|z| < [}), positive, radiale, décroissante en r et
valant 1 prés de 0. On a :

Sy, = h;l (hfLPun — Up, <pun)L2 — h;l(cpun, hfLPun — un) — 0.

n—-+oo
Mais :
Sh :th(un7 wun) - Q(@uny un)

:hn/(Vun.ch)ﬂdx—hn/uano.Vﬂn dz
=2iIm /thun.thﬂn dx.

La suite (u,) étant h,-oscillante, il est facile de montrer :

0= lim S, =2im </,L,i§.V<p>

n——+oo

On en déduit, en utilisant 1'expression (31’) :

0= Z /O+OO (Aj?:(rzt)—&?f(rﬂ)) dt

p;j €Po
— + —
Y Y
ij'ﬁo pjeﬁo

O
On écrit maintenant une variante du lemme 3.9, qui utilise I’hypothese (14) faite sur la dérivée de V' :

Lemme 3.14. Soit ¢q = W. Alors :

_ CuY .. h 2

(69) ca+v——~ | limsup | —%lugn|”dz < 2A.
2 n—-+o0o ‘ml
Remarque 3.15. Le lemme 3.14 est similaire & la majoration intermédiaire (53) du lemme 3.9, avec
t = 1, mais on ne peut pas démontrer la majoration correspondante de la dérivée radiale de ug, (& cause
de la constante 1 — ¢ dans (55) qui s’annule lorsque t = 1) :
h2 ?
lim sup / =
n——+o0o |

Ougn
g dz < 4o0.

or
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De méme, on ne peut malheureusement pas aboutir par cette méthode a la conclusion (47) du lemme 3.9
dans le cas t = 1, c¢’est & dire montrer :

limsup/ ||~ \ugn|2 dr < 4o00.
n—-+oo

Notons que cette derniére propriété, avec la formule (31’) et la non-intégrabilité en 0 de Papplication
r — 1/r, impliquerait directement la nullité de u pres de 0.

Remarque 3.16. Le lemme 3.14 correspond a un gain d’une demi puissance de r par rapport a la borne

naturelle :

hy
—u, = O(1) dans L.
,

. . 3/2 _ . N O . . .
Dans la suite, la fonction hn/ r~ Uy, jouera, pres 0, un role similaire & celui que jouerait une trace dans

un probleme au bord. On peut comparer le gain de 7—'/2 donné par (69) au gain d’une demi-dérivée par
rapport au théoremes de traces standard obtenu sur les traces d’un probleme au bord avec des “bonnes”
conditions au bord.

1

Démonstration. On se donne k tel que v, > I, et on reprend la démonstration du lemme 3.9, mais avec
t = 1. La formule (54) est encore valable et s’écrit :

I Iy

(54’) Re /Tkwkwkcpdr = —Re hg/wgwkcpdr

—&—Rethk/ka%r_zgadr—&—Re hQ/VWkW%godr—!—Imha/wkwﬁgapdr.

Is I3 Iy

Toutes le intégrales écrites sont absolument convergentes grace aux estimations (49). Par des intégrations
par parties élémentaires, que ’on justifie encore par le lemme 3.10, on calcule :

1

(70) k) = 5 [ R dr
h2 2
(71) Lk,n) = /hibk|wkn\2r*%dr+/—;—Q’fwnl%’(r) dr+0 (k283 (n)) .
Izq(k,m) I2p(kyn)
h2 [dV

Cy [ hy 2 2 92
(72) |I3(k,n)] < 5 T73|Wkn| @dT'FO(hnﬁk(n))
(73) Ii(k,n) = O(apye(n)Br(n)).
Notons :

Zi(n):= Y Li(k,n), Tpap(n):= > Day(k,n).
vp>D VR >0

En sommant par rapport & 'indice k, on a facilement les estimations :

) h2
(74) Toa(n) > (7 + ¢q) / P |ugn|2 pdx

Ci, h2 9
(75) o) < - [ hilugnPoda+ o). n—-+o0
(76) Ti(n) — O.

n——+oo
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Il reste a étudier Z; et Zy, dont on peut calculer la limite quand n tend vers +o0o en utilisant la formule
(31). On a :
-1

ir/h, —d=1 a1, d . d
e i/ hnp— 5 hpWy,, = e i/ hnp— 5 hnd—( ir/ha S5t Ukn ):hnukn—l—luknﬁ-hni
r

Ukn-
2r "

En sommant par rapport a k, on obtient :

() T =5 |
Posons :
Aim hn%m A= @) Ap(hy D),

RS C’(‘)’O(Rd), @ =1 sur supp ¢/,
Y e CPRY),  ¢(€) =1sur {|¢| =1}

Les suites (ugn) et (hn,Vugy) étant h,-oscillantes sur le support de ¢, et le support de la mesure 14 étant
inclus dans I’ensemble {|¢| = 1}, on montre facilement les convergences L? :

hm Ngupp o (Y (hpD)ugn) =0, ngr}rloo Wsupp o (Y (hn D)Vugy) = 0.

n—-+

Et donc :
lim (A A) Ugn = 0 dans L?(supp ¢).

n—0

On en déduit :

1 * /
Ti(n) =5 (A°¢/ () Augu tan) , + o1)
tin 72 () = { 1 i) i 4] (el
oo 1 - /1‘72 |fL‘| SD
1 [t
=y 3 AF220 (t) dt
PJEﬁO
(78) HEIEOOL (n) =2A,

ou aux deux dernieres lignes, on a utilisé la formule (31°), la définition (68) de A et le fait que ¢(0) = 1.

D’autre part :
L [ ol el
Vi >u

h2
[ =19 rtgn P (al) o

S
o

—
2
|

|

55
<
TN
B
o

3

s
-
]
ﬁ\
—
2
o
3
||

ou Vr désigne le gradient tangentiel :

VU = VU — (8U> m

Ja]

La limite de ce terme, quand n tend vers I'infini, est donc, par un raisonnement analogue au précédent :

2>7

n—-+oo

(79) lim Ty (n) = <u, ) ]f— (e
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qui vaut 0 car ug est nulle lorsque £ n’est pas paralelle & x. En remarquant :
4
I(n) =Y ZIj(n) =o(l), n— +oo,
j=1

et en additionnant (74), (75), (76), (78), (79) on obtient (69). O

Introduisons maintenant le réel positif /g, défini par :

h2
lg == limsup/ e ugn|? da.
n—+o0o Jr<1 ||

D’apres le lemme précédent, on a, dés que U est assez grand :

2A
catv?— -
Les )\;r et les A, vont désormais jouer des roles symétriques. La mesure p ¢tant non nulle au voisinage

de 0, on sait que A est strictement positif et on peut donc poser :

oAt = AT+ A7, Y t;=1, 0<t; <1

PjEﬁO

7 = Z thj7

Pje'ﬁo

Si I'on suppose que 0 n’appartient pas a ['enveloppe convexe de ﬁo, le vecteur Z (qui ne dépend pas de &
d’apres la proposition (3.5)), est non nul. Notons que si u était invariante par le flot hamiltonien, y compris
le long des rayons passant par le pole, on aurait Z = 0. Cette invariance se démontre habituellement en
calculant le commutateur C = [—h?P, A], ol A est un opérateur semi-classique a(x, hD), a € C§°. Dans
notre cas, C ne peut pas s’estimer, car le potentiel V' commute trés mal avec de tels opérateurs. Pour
contourner ce probléeme, on remplace A par un opérateur différentiel de degré 1 dont on peut exprimer
exactement le commutateur avec V' en fonction de la dérivée de V. L’hypothese (14) faite sur la dérivée
de V, et l'estimation (80) sur Iy permettent alors de maitriser suffissamment C pour montrer que Z = 0.
Ce résultat, que 'on peut interpréter comme une forme de conservation du moment, est plus faible que
le théoreme d’invariance pres du pole, mais suffit pour démontrer la proposition 3.12.

Lemme 3.17.
(81) 4A|Z] < VdCY 1

Démonstration. Remarquons d’abord que P, qui est un opérateur borné de son domaine D(P) dans L2,
définit également un opérateur borné de ’espace D(Q) dans son dual D(Q)* :

(PF,G)p(g)-,n@) = QF.G), F,GeDQ).
De plus, l'espace de fonctions test C5°(R%\P) est dense dans D(Q), donc D(Q)* est un sous-espace de
I'espace de distributions D’(R%\P), et, d’aprés la proposition 2.3 :
VE € D(Q), PF = —AF + VF dans D' (RA\P).

Soit & = (Pq,..,P4) un champ de vecteurs C* a support compact dans un petit voisinage de z = 0
sur R%, qui pres de 0 est constant et égal au vecteur (1,..,1). Soit j un entier compris entre 1 et d. On
commence par montrer :

(82) (hi[q)j@zj, —A+ V]ugn,ugn) = — (fgn — Qg hnOy, (éjugn)) — (<I>jhn8$j Ugn, fgn — ianugn) )
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L’égalité (82) est vraie formellement par des intégrations par parties élémentaires. Il suffit de justifier ces
dernieres. Posons, pour M > 1 :

Ud(2):= Y umalaDen(e/lzl), FM (@)= Y funlle)er(a/|a]).

v<vp<M v<vp<M
La fonction UM est localement dans H? en dehors de 0 puisque u, l'est. De plus, d’apres (49) :
VUM (@)] < Cagla| /243247 5 = @21 +a+D, j=€{0,1,2},

ou on a désigné par |V7.| la somme des valeurs absolues de toutes les dérivées d’ordre j. On voit donc
facilement que si U est assez grand,

UM eD(P), 9,,UN e€H nrL?=D(Q).

On a donc :
2 M 1M M (2 M
((th - 1)®;0,,U,", Uy )D(Q)*’D(Q) = (<I>j81jUn ,(hz P — 1)U, )
= (P;hn0s, UM, FY — ic, U
((I)ja:rj (hiP - 1)UTJL\/17UTJLM) = ((hip_ l)UrJLMaazj ((I)jUrJLVI))

=— (FM —io, UM, hyO,, (2;UN))
On a donc, en faisant la différence de ces deux égalités :
(83) ([@;0,,, 2 PIUM UMY = — (FM —ia, UM, 0,,@;UN) — (2,05, UM, FM —ia,, UM)
Or :

(84) [®;0,,,h%P] = h2®;0,,V + 2h2%(V®;).VO,, + h2A®;0,,.

D’apres (69) :
2
/ [tugn| dr < oo.
|z[?

1 1
WUTJL” Mjoo wugn dans L2({|x| <1}),

On peut en déduire facilement :

et, puisque par I'’hypothese (14), [VV| est dominé par |z| =2 pres de O :

. M |2 _ 2
/cbj @, V) UM de | — /@j (02, V) lugn|” de.
De méme, ug, est dans H' et donc, pres de 0 :

UM —  ug,, dans H'.
M—+o00
Finalement, en faisant tendre M vers I'infini, on voit que I’on peut remplacer, dans (83), les UM par des
Ugn, ce qui donne exactement (82).
On sait que hy,0y;ug, est borné dans L? et que fan €t anug, tendent vers 0. On déduit donc de (82)
et (84) :

n—-+o0o

(85) h;‘;/q»jaxjv|ugn\2da:+2hi/((v«pj).vaxjugn)ﬂgndx — 0

Ci(n) Cz(n)
L’hypothese (14) et le lemme (3.14) impliquent :
(86) IC1(n)] < Cylg+0(1), n— +oc.
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De plus,
(87) 202 (V®;.V0,,ug, ug) . (1, 26.V®;¢;).

n—s+

Finalement, on remarque que d’apres (31°), et puisque ®;(0) = 1,

(88) (1, 26V ;85) = —4AZ.e;,

ol e; est le vecteur unitaire dont la j-ieme coordonnée vaut 1. Avec (85),(86),(87), (88), on obtient :
4M|Z.ej| < Cyly,

dont on déduit (81) en sommant les carrés. O

D’apres (80) et le lemme 3.17, on a :
2A

4A|Z| < VdCy,
cq+ 02—

Sy’
2

Or Z ne dépend pas de U, que I'on peut prendre aussi grand que ’on veut. On a donc Z = 0, ce qui montre
que le pole 0 est un barycentre des directions Z; correspondant au poles p; qui appartiennent a Py. On

peut en déduire facilement que 0 est dans I’enveloppe convexe de Py, ce qui démontre la proposition
3.12. O

4. UNE VARIANTE DU THEOREME 1

Dans cette section, on écrit une généralisation partielle du théoreme 1 qui permet de considérer des

potentiels de la forme :
1 T — T, n d 1 2 -0
a; a; - —
[z —p 27 \|o =527 77 \2

pres de chaque pole p;. Nous précisons ensuite les modifications & apporter & la démonstration du théoréme
1 pour démontrer ce résultat.

Théoréme 4. Soit P = {p1,..,pn} un ensemble de poles sur R et P = —~A+V, ot V est un potentiel
réel sur R? tel que :
V=Vi+V,
avec :
— V1 vérifiant les hypothéses (10),...,(15) du théoréme 1,
- Vee L, (Rd\P), a support compact sur RY et tel que, si |x —p;| <1 :

1 T —T; 0o/ crd—
(89) Va(z) = \x—pj|2bj (|mxjj|2> ; bjel (Sd Y
(127) b; >0,
(14°) Vob; € L=®(S471).

Alors la conclusion du théoréme 1 reste valide : si x € C§° (R?) ,

C
(90) Ao >0, 3C > 0, VA > Ao, Ve > 0, [IXBaxiex|lrzorz < ﬁ

De plus, comme dans le théoréme 1, si N = 1, (90) reste vraie sans les hypothéses (14) et (14°) faites
sur le gradient de V.

Remarque 4.1. Un tel V vérifie les hypotheses (10),...,(13) du théoréme 1, ce qui permet de définir
comme dans la section 2, 'opérateur P au sens des formes quadratiques.
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Remarque 4.2. Dans le cas unipolaire, les potentiels de la forme :
0
V(r,0) = X(x)%), a€ L™ (S, a(0) >ap, ao+(d/2—1)>>0,

ou x est une fonction & support compact valant 1 prés de 0, rentrent dans le cadre du théoréeme 4.
Contrairement aux résultats connus jusqu’alors, on ne fait aucune hypothése dans ce cas sur la dérivée
du potentiel pres du podle, ce qui est naturel : on n’a pas besoin d’un telle condition pour que P soit
positif.

Démonstration. On reprend point par point la démonstration du théoreme 1 de la section 3.

La partie 3.1, qui ne nécessite que les hypotheses (10),...,(13), reste valable.

On se place ensuite pres d'un pole p;, que I'on prend comme origine du repere. L’équation sur u,
s’écrit, en coordonnées polaires au voisinage de ce pole :
0? d—10
2 2 2
—h gt = hn—— gt + hy Vi(r)un
oil on a noté Ay le laplacien sur la sphere S9~!'. On considere alors I'opérateur sur L?(S?~1) :

H=-Ng+b;(0), DH)=H*(S"").

h2
- TZ oUn +

b; (6)

r2

Up = h’I’LXfTL7

La fonction b; étant positive est bornée, il est facile de voir que H est un opérateur auto-adjoint positif
a résolvante compacte. Il admet donc une famille de vecteur propre formant une base hilbertienne de
espace L? (S971) :

ex € CY(ST™Y),  Hep = viles

viga 2 vp 21y 20, vy W ~+00

On décompose, comme dans la partie 3.2 chacune des fonctions u,, et f, selon ces fonctions propres :
un(2) = D uin(r)er(0),  falz) =D fia(r)ei(0).
keN keN

Puis, ayant fixé un entier naturel 7, on regroupe a nouveaus selon les grandes et les petites valeurs
propres :

def def
ok * * ae) 2 : * _k * ae] 2 : * _k
Up = upn + ugn? upn - UknChs ugn - UknCk

v <v vE>U
def de f
_ f* * *  del 2: * ok * el E: * %
fn —fpn""fgnv fpn - fkneka fgn - fknek'
vi<p v >U

Les parties 3.2, 3.3, 3.4 de la démonstration fonctionnent alors parfaitement en remplagant les e; par les
ey, et les décompositions en harmoniques sphériques par les décompositions correspondantes associées
aux ej. Remarquons que I’équation sur uj, pres du pole s’écrit :

_h2 *//_th_l*/ h2 V4 LI: * (1 —3 * — b fF
ug n up +hg, 1(7“)+T2 up — (1 —day)up = hyfy.

Elle est donc identique & 1’équation (34) vérifiée par up dans la démonstration du théoréme 1, et en
sommant ces équations, on obtient pres du poles les bonnes équations sur uy et uy :

(91) h?Pu} — (1 —iha)ug = hf}, h*Puy — (1 — iha)u, = hf;.

Notons que dans les paragraphes 3.2 et 3.3, les calculs se font sur chacune des harmoniques sphériques
et que dans 3.4, on utilise seulement I’équation sur uy identique & (91), et les hypotheses (13) et (14) sur
V, qui sont encore valables ici grace aux hypotheses (13) et (14) sur Vi, et (89), (14’) sur V. On n’utilise
jamais directement, dans le paragraphe 3.4, la forme radiale de V' pres du pole. O
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5. INEGALITES DE STRICHARTZ

Comme annoncé dans l'introduction (corollaire 2), le théoréme 1 implique un effet régularisant avec
gain d’'une demi-dérivée sur 1’équation de Schrodinger correspondante. On montre ici les inégalités de
Strichartz énoncées dans le corollaire 3. Notre démarche est la suivante : la proposition 5.1 traduit le
fait que grace a leffet régularisant, on peut “localiser” ces inégalités, c’est a dire, dans notre cas, les
démontrer pour des opérateurs de la forme —A 4 V;, ou chaque potentiel V; admet un seul pole, p;, pres
duquel il coincide avec V. Il suffit ensuite d’utiliser le résultat de N. Burq, F. Planchon, J. Stalker et
A. Shadi Tahvildar-Zadeh sur les potentiels avec un seul pole rappelé dans la proposition 5.2.

5.1. Définitions et notations. On notera simplement L7, H* les espaces LY(R?), H*(R%). Si E est un
sous-espace vectoriel normé de D'(R%), et T > 0, on notera L5.(E) pour LP (0,T; E).
L’ensemble de pole P = {p1,..,pn} est fixé. On dira que V est un potentiel multipolaire lorsque :

- Vel (RA\P);

loc
— le forme quadratique sur L? :

Qv (u) == / Vuf? + / Viu?,  D(Qv):= CF(RN\P)

est semi-bornée inférieurement et fermable.
On peut alors définir, comme dans le chapitre 2, un unique opérateur Py auto-adjoint, semi-borné
inférieurement, tel que :

D(Py) = {u € D(Qv), v+ Qv (u,v) continu L?}
Yu € D(Py), Yv € D(Qv), Qv (u,v) = (Pyu,v)re.
On note (SLy) I’équation de Schrodinger associée a Py :

{ i0u + Pyu =0,

Urt=0 = UoQ-

(SLy)

Soient r, s > 2. On dira que (SLy ) vérifie Strichartz (r,s) lorsque :
VT >0, 3Cr, Yuge L? |ul

ey < Crlluol Lz

On dira que (SLy) est localement régularisante lorsque pour tout y € C§°(R?), pour tout 7' > 0, il
existe C > 0 tel que les solutions de I’équation avec second membre & support compact :

{i@tu—i—Pvu =xf

Ut=0 = Uo,

(SLy)

vérifient :

Ixtlly (1r172y < Cr {1z (2127 + uollze }

5.2. Localisation des inégalités de Strichartz. La proposition suivante rameéne, moyennant 1’effet
régularisant, la preuve des inégalités de Strichartz sur un opérateur multipolaire a la preuve des mémes
inégalités sur N opérateurs unipolaires.

Proposition 5.1. Soient r,s € [2,+00| avec r > 2, (V;)j=o..5 une famille de potentiels multipolaires et
() j=1..; un recouvrement d’ouverts de R?, tels que :

-Vjel...J, Ve ey, Vo(z) =V,(x);

- Vje€0...J, (SLy,) est localement régularisante ;

- Vjel...J, (SLy,) vérifie Strichartz (r,s).
Alors (SLy,) vérifie Strichartz (r, s).
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Démonstration. Fixons une fonction x dans C§° (R9). Soit W un potentiel multipolaire. La preuve repose
sur le fait (remarqué par Staffilani et Tataru [26], cf aussi [2, prop. 2.10]) que si (SLy ) est localement
régularisante et vérifie I'inégalité de Strichartz (r,s), alors elle vérifie 'inégalité mixte Strichartz/effet
régularisant :

(92) el ey < O {11l ca-vr2) + luollzz §

pour toutes solutions (u, f) de I’équation avec second membre & support compact (SLf; ). En effet, il
suffit de montrer (92) pour uy = 0 (le cas f = 0 correspondant a l'inégalité de Strichartz standard). Si
ug est nulle, on a :

(93) u(t) = —i /O C=OPwy £(5)ds = (BF)(2).

Considérons l'opérateur :

A L*RY) — L2 (J0,T[xRY)
U — e~ Pw

L’inégalité de Strichartz sur (SLy ) montre que A est continue de L? dans LF.(L9). De plus, lef-
fet régularisant de (SLyw ) implique par dualité que A*y se prolonge en une application continue de
LZ(H~1/?) dans L?. On en déduit que AA*y est continue de L2.(H~'/?) dans L}.(L®). Or :

T
—iAA g = —i/ e =Wy g (s)ds.
0

En changeant T en ¢ dans cette expression, on retrouve exactement ’opérateur B défini en (93). Le lemme
de Christ et Kiselev (cf [6] ou [2, p.15]) implique que B est continue de L2.(H~'/2) dans L}.(L*), ce dont
on déduit (92).

Pour conclure, on se donne une partition de I'unité (;);=1..s associée au recouvrement d’ouverts (£2;) :

J
Y oxi=1 xj € &)
j=1

1l suffit de montrer :
IxjullLy (nsy < Cr|luoll Lz
Notons v; = x;u. Sur le support de v;, les potentiels V; et V; coincident. On a donc :
{ iatl)j + PVjvj = ¢j [A, Xj]u
Vjirt=0 = XjUo;

ot 1; € C§°(R?) vaut 1 sur le support de [A, x;]. Par I'inégalité mixte (92), on en déduit :

leslzg (zoy <Cr {IA xgJull g -2 + IxGuollze |

<Cr {5l g arrrm) + Ixguoll s}
<Crlluol| 2,

la derniere inégalité s’obtenant par l'effet régularisant de ’équation (SL)y, . La proposition est démontrée.
O
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5.3. Inégalités de Strichartz dans le cas d’un seul pole. Il reste & rappeler le résultat de [4] qui
permet de conclure :

Proposition 5.2. On suppose d > 2. Soit V = W a+(d/2—1)?>0. Soient r,s € [2,+0c0] tels que
2 d d
4 -4+ -== 2,2).
(o1) 202t a2

Alors (SLy) vérifie Strichartz (r,s).

Remarque 5.3. Dans le cas unipolaire, les inégalités de Strichartz sont vraies méme pour le point
extremal r = 2, s = d 2, d > 2. Ce point extremal est ici perdu, pour des raisons techniques, dans le
lemme de Christ et Kiselev.

Soit V' vérifiant les hypotheses du corollaire 3. Pour obtenir (9), on utilise la proposition 5.1 avec :

- J=N+1,V=V;

—pour je{l,...,N}, V; = |2, et {; est un petit voisinage de p; sur lequel V' =V},

~ Qn41 est un ouvert de R? contenant le complémentaire de U i1 2, et Vy41 un potentiel borné, a

support compact égal a V sur Qn41.

Notons que le potentiel Viy 11 étant borné, a support compact, (SLy,_ ) vérifie trivialement les inégalités
de Strichartz localement en temps. Grace a la proposition 5.2 et le théoreme 1, on est exactement dans
le cadre de la proposition 5.1, ce qui démontre le corollaire 3.
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