ALGEBRE LINEAIRE ET ALGORITHMIQUE
CORRECTION DU PARTIEL N°2

INSTITUT GALILEE.
L1, 2EME SEMESTRE, ANNEE 2016-2017

1. QUELQUES REMARQUES SUR LA CORRECTION DU PARTIEL 2

Il est conseillé aux étudiants préparant I’examen de rattrapage d’algebre linéaire de lire
trés attentivement ces remarques.

Comme il était rappelé en préambule du partiel, il faut justifier rigoureusement les
réponses aux questions. Par exemple, les nombreux étudiants qui ont donné, en question
4.d ii), la valeur juste de M™ sans aucune justification n’ont regu que 0,5 points sur 1,5
pour cette question.

Il faut faire des phrases pour répondre aux questions. Il faut également éviter de ré-
pondre a des questions qui ne sont pas posées. Les phrases fausses sont sanctionnées,
méme lorsqu’une réponse juste est également donnée.

Certains étudiants confondent beaucoup trop souvent des objets de natures différentes.
Quelques exemples de phrases impropres : si F est une famille de vecteur “la dimension
de F est...” ne veut rien dire; si G est un espace vectoriel les phrases “G est libre” voire
“G est génératrice” ou “G est une famille de 3 vecteurs” ou “Ker G=2" ou “Card G=2" ne
peuvent que plonger le correcteur dans des abimes de perplexité!

Si G et H sont deux espaces vectoriels : “G N H = 2” n’a aucun sens! Si f est un appli-
cation linéaire, “Kerf C f” non plus! Quelques autres exemples d’affirmations étranges
tirés des copies :

“vect((1,1,3), (2,
“vect((1,1,3), (2,1,

1,5)) est libre.” “dim(H + G) = R3.”, “La dimensions de G est R?.”
5)) = (z,y,2).” “Ker f ={z € E t.q. f(x)=0p}"

On ne parle pas de la dimension d'une famille de vecteurs, mais de son cardinal ou de
son rang.

La plupart des étudiants ne savent pas nier une implication : la négation de “A implique
B” est : “A et non(B)” (cf Exercice 1 a).

La définition de l'espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs est trés peu
connue, et souvent confondue avec celle d'une famille génératrice (cf Exercice 1b).

Pour montrer qu’'un ensemble est un sous-espace vectoriel il faut essayer d’éviter, quand
c’est possible, de revenir & la définition. Pour I'exercice 3a, on pouvait utiliser que G
est 'espace vectoriel engendré par deux vecteurs, ou I'image d’une certaine application
linéaire.

Il est fortement conseillé aux étudiants de vérifier leurs réponses a des questions calcu-
latoires. Cette vérification est souvent aisée. Par exemple dans 'exercice 3b, on pouvait
vérifier que les vecteurs qui engendre G satisfaisaient I’equation trouvée. Par ailleurs il
faut se poser des questions et revenir en arriére quand on trouve des résultats incohé-
rents. Certains étudiants ont trouvé un sous-espace vectoriel de R3 de dimension 4, ou de
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dimension —1, ou deux plans de R? dont lintersection est réduite au vecteur nul, sans
étre génés. D’autres ont donné une base d’un sous-espace vectoriel de R? constituée de
vecteurs de R?.

On rappelle que le seul sous-espace vectoriel de R? de dimension 3 est R? (cf exercice
3f).

Il est conseillé aux étudiants de lire attentivement les questions. Il leur arrive de ré-
pondre & des questions beaucoup plus compliquées que ce qui est demandé. Par exemple
dans I'exercice 4 question c ii), la réponse C® convenait parfaitement (on ne demandait
pas de calculer cette matrice).

La formule du bindéme est trop peu connue. Lorsqu’il s’agit de matrices, il ne faut pas
oublier de supposer que les deux matrices commutent.

Pour montrer qu’une famille explicite de R™ est une base (Exercice 4, question a.i) : on
peut utiliser le déterminant. On peut aussi montrer que c’est une famille libre et qu’elle
a le bon nombre d’éléments (n). Il est important de ne pas oublier ce dernier point.

Exercice 1 (Questions de cours I). Soit K = @, R ou C, E un K-espace vectoriel et
F = (ui,...,1u,) une famille de vecteurs de E.

a. On dit que F est liée quand il existe (A1,...,A,) € K", non tous nuls, tels que

Z )\jﬁj = 6E
7j=1

On dit que F est libre quand elle n’est pas liée, c’est a dire
j=1

b. L’espace vectoriel engendré par F est I’ensemble

Vect F = {ZA]@, M, d) € K"} .
j=1

c. Montrons :

Lemme. On suppose que la famille F est libre. Soit @ € E. Alors F U (@) est liée si et
seulement si u € Vect F.

(Ce lemme est appelé “lemme utile sur les familles libres” dans le cours, cf lemme V.3.12
du polycopié).

Preuve de I'implication =. Supposons que F U (%) est liée. Cela signifie qu’il existe des
scalaires (\;)1<j<n+1 € K™™', non tous nuls, tels que

> " Ny + Ayl = O

=1

Si A,y1 était nul, on aurait Z?Zl Aty = O, ce qui impliquerait, la famille F étant
libre, A\ = ... =\, = 0. Comme \,;; = 0, on a obtenu une contradiction avec le fait que
les \; sont non tous nuls.

On en déduit donc que A, ;1 est non nul. En divisant par \,,; on obtient :

- J o
U ]Zl )\nHu],

ce qui montre que @ est un élément de Vect F.
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Preuve de I'implication <=. On suppose que 4 € Vect F. Par définition de Vect F, il
existe (A1,...,\,) € K" tels que @ = Z?Zl A;Uj. On peut réécrire cette égalité

n
E /\juj — U= OE
j=1

Le coefficient de # dans cette combinaison linéaire est —1. Il est non nul, ce qui montre
que la famille F U (@) est lice.

Exercice 2 (Questions de cours II). Soit K = Q, R ou C, E et F' deux K-espaces vectoriels
et f une application linéaire de E dans F'.

a. Par définition, le noyau de f est I’ensemble
Kerf:{fEE : f(f)zﬁp}
b. L’application f étant linéaire, on a f(0g) = 0z. Donc 0y € Ker f.
Soit (Z,%) € (Ker f)2. Alors, par linéarité de f,
f(@+3) = f(@) + £(5) = 0 + O = Op.

Donc 7+ i € Ker f.
Soit maintenant @ € Ker f et A € K. Alors

f(/\f) = /\f(f) = /\GF =Vp,

ce qui montre que AT est un élément de Ker f.
On a bien montré que Ker f est un sous-espace vectoriel de E.

Exercice 3. Soit
G= {(a—|—2b,a+b,3a+ 50), (a,b) € Rz}.

a. On peut réécrire la définition de G :
G = {a(1, 1,3) £ b(2,1,5) : (a,b) € ]RQ} — Vect ((1, 1,3),(2,1, 5)).
Par le cours, G est donc un sous-espace vectoriel de R3.
Par ’écriture précédente, la famille C = ((1, 1,3),(2,1, 5)> est une famille génératrice

de G. C’est de plus une famille de 2 vecteurs qui ne sont pas colinéaires, et donc une
famille libre. Ainsi, C est une base de G, et GG est de dimension 2.

b. Soit (z,y, z) € R3. échelonnons le systéme :

a+2b==x
(S) a+b=vy
3a + 5b = z,

d’inconnues réelles a et b. Par les opérations (Lg) < (L) — (L) et (L3) < (L3) — 3(Ly),
puis (L3) < (L3) — (Lz), on obtient

a+2b==x a+2b==x
(S) = —b=y-—1r <+ —b=y—=
—b=2z— 3z, 0=-2z—-y+z.

C’est un systéme échelonné, qui est compatible si et seulement si 0 = -2z — y + 2.
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En revenant a la définition de G, on remarque que (S) est compatible si et seulement
si (z,y,2) € G. On en déduit la description cartésienne de G :

G = {(m,y,z) eR? : 2x+y—z=0}.
c. Soit H Pensemble des solutions (z,y,2) € R? du systéme suivant :
r4+y—2=0
(T) dr 4+ 5y —2=0
20+ 3y + 2z = 0.
C’est I’ensemble des solutions d’un systéme linéaire homogeéne & 3 inconnues réelles, donc

un sous-espace vectoriel de R?. Pour trouver une base de H, on résout le systéme (7)) par
la méthode du pivot de Gauss.

r+y—2z2=0 r+y—2=0
(r,y,2) EH <= (4rx+dy—2=0 y+32=0 (L2)—4(Ly)
20 +3y+2=0 y+32=0 (Ls)—2(Ly)
r—4z=0 (L) — (Ls)
{y+3z:0

On a obtenu un systéme échelonné. En choisissant x et y comme variable de base et z
comme variable libre, on obtient :

H ={(4z,-3z,2), z € R} = Vect ((4, -3, 1))
L’espace vectoriel H est donc de dimension 1, et a pour base ((4, -3, 1))

d. D’aprés le cours :
dim(G+ H) = dim G + dim H — dim(G N H).
e. Soit ¥ € G N H. Puisque ¥ € H, la question ¢ implique qu’il existe A € R tel que
= M\4,-3,1) = (4\, =3\, A). De plus, Z € G. En utilisant la description cartésienne de
G trouvée a la question b, on obtient : 8A — 3XA — A = 0, ce qui implique A = 0. Donc
#=1(0,0,0). D’ou :
GNH=1{(0,0,0)}.

f. Par les questions précédentes,
dim(G+ H) =dimG +dimH —dim(GNH)=2+1-0=3.

G + H est un sous-espace vectoriel de R? qui est de dimension 3. C’est donc exactement
R3. On a :
G+H=R’ GnH=/{0},

ce qui montre que G et H sont supplémentaires dans R3.

Exercice 4. Soit '171 = (-1,2,0), 172 = (—2, 5, 1), 173 = (0, 1,2) et B = (771,172,173).

a. (i) La famille B est une famille de trois vecteurs R3. D’aprés le chapitre du cours sur
les déterminants, c’est une base si et seulement si le déterminant dont les colonnes
sont les coordonnées des vecteurs de B est non nul. Ce déterminant est

-1 =2 0 -1 =2 0 11
2 5 1|= 0 1 1|= —1‘ 1 9 ‘ = —1.
0 1 2 0 1 2
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On a obtenu la premiére égalité par I'opération (Ls) <— (L2) + 2(L;). La deuxiéme
égalité a été obtenue en développant par rapport a la premiére colonne. Enfin, la
troisiéme découle immédiatement de la formule explicite d'un déterminant 2 x 2.

Soit [Eé ] les coordonnées de € dans la base B. Par définition :

(1, —1, 3) = 61?71 + 62172 + 63173.

Soit :
—e; —2e9 =1 (—e] — 26y =1
2e1 +5ey +e3=—-1 «— es+e3=1 (Lg)+2(Ly)
ey + 2e3 =3 \ ey + 2e3 =3
(—e; — 26y =1
— est+e3=1
\ es =2 (L3)— (Ls)
Par substitution on obtient e; = —1 et e; = 1. Finalement, les coordonnées de €

dans la base B sont [—;1} )

b. Soit f 'endomorphisme de R? défini par

(i)

(i)

(iii)

f((z,y,2)) = (=32 — 2y + 2,62 + 4y — z, —4z — 2y + 3z)..

On lit les coefficients de la matrice A sur la formule définissant f :

-3 =2 1
A= 6 4 -1
-4 -2 3

Soit g un autre endomorphisme de R3. Soit & € Ker f. Alors Par définition de go f,
on a :

(g © f)(f) = g(f(f)) = g((07070)) = (07070)'
Donc Z € Ker(g o f). On a montré Ker f C Ker(go f).

On suppose que g est 'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique
est

10 4 -2
B=|-14 -5 3
4 2 0

La matrice de g o f dans la base canonique est BA, que 1'on calcule en utilisant la
formule du produit de 2 matrices. On obtient :

2 00
BA=1(0 2 0
00 2

La question précédente montre que g o f = 2Idgs, ot Idgs est I'identité de R3. En
particulier Ker(g o f) = {(0,0,0)}. Puisque par (ii), Ker f C Ker(g o f) et que
(0,0,0) € Ker f, on a Ker f = {(0,0,0)}.

On en déduit que f est injective. Pour des raisons de dimension (par le théo-
réme du rang), un endomorphisme injectif est un automorphisme. f est donc un
automorphisme de R3.

On pouvait aussi observer que par (iii), f est inversible, d’'inverse % g, donc bijectif,
ce qui montre que c’est un automorphisme de R3.
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(i) En utilisant la définition de f, on obtient

f(h) =(-1,2,0) =4,
f(02) = (=3,7,1) = 01 + 0
f(3) = (0,2,4) = 27;.

On en déduit

C = Mat&lg(f) =

SO =
O = =
D OO

(ii) On rappelle que la matrice de la composée de deux endomorphismes est le pro-

duit des matrices de ces deux endomorphismes. On en déduit que Matg s(f®) est
exactement C®.

(i) Soit P et @) deux matrices carrées de méme taille, et n > 1 un entier. Si P et Q)
commutent (i.e. si PQ = QP), on a la formule du binéme :

n

prar =5 (o

k=0

(ii) On pose

Y Q =

N OO
s

I

oo+
o~ o
N OO
coco
oo+
coco

En utilisant la formule du produit matriciel, on obtient :

0 1 0] 010
PQ=10 0 0|, QP=10 0 0
00 0] 000

La matrice P est diagonale. Le produit de deux matrices diagonales est obtenu en
multipliant terme a terme les coefficients. On en déduit immédiatement :

1 0 0
P"=101 0
0 0 2"
Par un calcul direct : Q* = [%%%].D’oﬂ:
0 0O
Yn>2 Q"=1]0 0 0
0 00

Les matrices P et () commutent. Par la formule du binéme, rappelée & la question
précédente :

k

k=0

I
oo

0
0
n—1

o O O
OO =
o OO
o O =
o~ 3

o O

3
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(iii) On remarque que C' = M. Par la question ¢, la matrice de f®(€) dans la base B est

1 8 0
C*=M*=|01 O
0 0 256
(iv) D’apres la question a et (iii), les coordonnées de f8(€) dans la base B sont données
par

1 8 0 1 -7

01 0 -1 1= -1

0 0 256 2 512

On en déduit :
f8(e) = —7(-1,2,0) — (=2,5,1) + 512(0,1,2) = (9,493,1023).
Exercice 5. (i) blup(a,n) calcule a™ avec la stratégie diviser pour régner.
(ii) Soit ¢(n) le nombre de multiplications effectuées par blup(a,n). On a
c(2)=c(2 N +1=c(2")+2=...=¢(2°) +p=O(p).
Avec n = 2P on a p = log,(n) donc ¢(n) = O(logy(n)). La complexité asympotique
est donc logarithmique.

(iii) On utilise des variables intermédiaires pour ne pas refaire plusieurs fois le méme
calcul :

a2=ax*a
ad=a2+*a2
ab=adx*a
al0=abxab
alb=al10%*ab

La variable al5 contient a'5 et son calcul a nécessité 5 multiplications (une par
ligne).



