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Premier schéma aux volumes finis : le schéma de Godunov

Premier schéma aux volumes finis : le schéma de Godunov
Probléme de Riemann et solution pour le probléme scalaire

Définition
On appelle probléeme de Riemann, le probléeme avec condition
initiale discontinue :

ou  Of(u)
ot + Ox =0
_ . (1)
| wosiox<
to(x) T lu o osi x>0

La solution du probléme de Riemann est autosimilaire, i.e. il existe

une fonction réguliére g, telle que u(x,t) = g(%)

F. Benkhaldoun METHODE DES VOLUMES FINIS




Premier schéma aux volumes finis : le schéma de Godunov

preuve :

Soit le changement de variable : X = ax, et 7 = at, a > 0
On aalors u(x,t) = u(x(X,7),t(X,7)) = U(X,7), et
ou_ 0U 0u_ oU

ot~ “or ox  “ox

ou Of(u) Ou du
- + = +f

S of 1.0— ou o 98

En o(;(tjre la ou U;Zt C ;U— agf(u)ax =5 (u)ax
JRN— / _— —_— =

a<87+f(U)BX>:>87'+ B% 0.

De plus : U(X,0) = u(g,O) = uo(g) = up(X)

Donc U est solution du probléme (1), ce qui implique

UX,7) = u(X,7) = u(ax, at).

Mais on a aussi U(X,7) = u(x, t), d'ou u(ax,at) = u(x, t), et
donc u(x,t) = g(g)
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Premier schéma aux volumes finis : le schéma de Godunov

Si f est strictement convexe, alors g(z) = [f'] * (z) = a~(2),
avec g'(z) # 0,Vz € [z1 2]

preuve :
La premiére équation de (1) implique que

O+ () sX) =0
%)+ (8(5) (PE(5) =
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Premier schéma aux volumes finis : le schéma de Godunov

Proposition

- X . o X
La solution du probléme de Riemann s'écrit : u(x,t) = g(?), avec

b% X
u(x,t) = uy pour T < z1, et u(x,t) = u, pour T > 2.

Remarque

en x = 0, la solution ne dépend pas du temps :
u(o, t) = g(0) = R(uy, uy).

Application : Equation de Burgers :

ou 0 u?
ot + w2 0, (2)
_ ug si x<0
to(x) = { ug si x>0 (3)
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Premier schéma aux volumes finis : le schéma de Godunov

ug si x < S(ug+ ug)

* Si ug > ug, alors u(x, t) = : i.e.
g~ " (x:t) ug si x> 3(ug + ug)
2
_ _ uc/2 1
Solution avec choc entropiqe s = M = E(ud + ug)
u
* Si ug < ug alors le choc '(ug, ug) n'est pas admissible car non

entropique.

Par les caractéristiques : u(x, t) = up(xo(x, t)), ot x = xp + tup(xo)
Cas 1:xp <0, on a alors ug(x0) = ug,

onx—tug<0=>%< Ug, et u(x,t) = ug

Cas 2 : xp > 0, on a alors up(xp) = uy,
xozxftud>02>%>ud, et u(x, t) = uy
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Premier schéma aux volumes finis : le schéma de Godunov

<1 , : L X
Il reste & déterminer la solution dans la région : ug < T < Ud du
plan (x, t).
On cherche une solution qui soit Cldans cette région.

Alors u(x,t) = g(%), ici
F(2) = a(z) = 2 = 8(2) = (F) " (2) = 2, donc u(x, 1) = =,

avec z; = f'(ug), et zo = f'(uy)
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Premier schéma aux volumes finis : le schéma de Godunov

METHODE NUMERIQUE DE GODUNOV

Considérons la discrétisation de R : x; = jh, j € Z, et de [0, T|:

th, = nT.

La solution approchée de u au point (X, tn), sera notée u! = u”(x;)
On introduit la fonction ur(x, t) = u"(x) si t € T, = [tn, tht1[, oOU
u"(x) = ul si x € [ :]XJ;%,XH%[.

Rappelons que pour u; solution au sens des distributions de notre
probléme, nous avons la propriété ii) :

VR CRx [0, T]: /[uT.nt + F(ur).n] do =0
OR
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Premier schéma aux volumes finis : le schéma de Godunov

Afin de déterminer la solution approchée u"*! connaissant u”, on
utilise pour le domaine d'intégration :

R = [Xj—%’ J+1[ X [tn, ta+1[, on aura alors
/ [ur.ne + f(ur).ne] do =0,
BR"
41 th+1
:>/ ? ur(x, t,,)(—l)dx—}—/ flu(x 1,t)dt+
Xi_1 th J+ =
2
Xj+% thi1
/ un (x, tn+1)dx+/ lulx;_s,t)(~1)dt = 0
in% th 2
X+% n
= ur(x, tay1)dx = huj-

NI=

o [r (R ) - (R )]
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Premier schéma aux volumes finis : le schéma de Godunov

On utilise I'approximation :
n+1 1 Xj+%
ut = ur(x, thy1)dx =
X1

o~ T F (RO ) — (RO u)] =
uf = [g8(u. ufir) — g°(u 1 u)|

g€ est appelé flux numérique de Godunov.
La condition de validité de la solution des problémes de Riemann
locaux est donnée par la condition de stabilité :

sup }r.f’(u)’ <1
ueR
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Généralisation :

Généralisation
Schéma aux volumes finis :

On considére le probléme :

ou  Of(u)

ot T ox 0
U(X7 0) = UO(X)

ou f est la fonction de flux physique.

Définition

On appelle schéma aux volumes finis, le schéma

(57): ujf’H =H._ (”Jn—qa “es ”Jn+q) “)
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Généralisation :

Exemples a 3 points (g =1) :
1. Le schéma de Godunov
2. Le schéma décentré linéaire :

f(u) = au (5)
uj’7+1 = uf’ —ra (uj7 — uj’_l) (6)
H. (vi-1,v, 1) = ravii+ (1 —ra)y+0vip (7)
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Généralisation :

Propriétés des schémas aux volumes finis
Forme conservative

Définition

Le schéma (S;) sera dit conservatif si :

ui ™ =i = r(g(Uj-gt1, - Uirq) = 8(Uj—gs - Ujtq-1))  (8)

ol g est la fonction de flux numérique.
Exemple :
Le schéma décentré linéaire (¢ = 1) :

uj’“ = uf —ra(u] —ul ) (10)
g(u,ulyy) = auf (11)
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Généralisation :

Remarque

Le schéma de Lax-Friedrich est-il conservatif ?

uitt = (uf_l + UJP-S-I) =0 (f(uf_i_l) - f(uf_l))

J

N —

Oui, avec

(F(up) + F(u)) — 5

r (uj’_H - UJ{T)

N~

g (uf ula) =
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Généralisation :

Consistance

Definition

Un schéma numérique aux volumes finis conservatif, est consistant
si g(Uj—g+41, .-, Uj+q) tend vers f(u) quand uj;; tend vers u, avec
—(¢g-1)<i<gq

Remarque

Le schéma décentré linéaire : g (uj, uj11) = a.uj — a.u = f(u)
quand u+i — u, 0 <i<1.
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Généralisation :

Definition

Le flux g est dit continue Lipschitzien si

[(8(Vji—gq+1, - Vitrq) — F(V)| < KM%, |Vivi = V)

Remarque

Le schéma décentré linéaire :
@l i) = 2] = 2y =] = flo puepe e — o]
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Généralisation :

Théoréme de Lax-Wendroff

Théoreme
On pose X =R x [0, T
Supposons que S; soit conservatif a flux continu Lipschitzien et
W0 =3 [ ug(x)dx, si:
Iy
i) llurllpoogxy < €
ii) up — u, quand T — 0, presque partout (pp) dans L*(X)
alors u est solution faible de (PS).
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Généralisation :

L'espace BV (X) =
{v e L}(X) tel que VT(v) < R, et support (v(.,t)) C [-A Al CR},
est compact dans L1(X).

Definition

Le schéma S, est dit TV-stable si 379 >0,/ V 7 < 79, ur €
BV(X).
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Généralisation :

Proposition

Si S, est TV-stable, alors il est convergent. i.e. u; — u p.p dans
L1(X).

F. Benkhaldoun METHODE DES VOLUMES FINIS



Généralisation :

Ecriture de la variation totale

e—0 €

-
VT(v) = lim sup 1//FR [v(x + €, t) — v(x, t)| dxdt
0

e—0 €

-
+lim sup 1//R|v(x,t+e) — v(x, t)| dxdt
0

T/T +o00
VT (u;) = lim sup EZ Z //\UT(x—i—e, t) — ur(x, t)| dxdt
e—0 € HZOjZ—OOTn ;
1 T/T 400
li - (X, t — ur(x, t)| dxdt
+|mesipoez Z //|u (x,t+€) — ur(x,t)] dx

n:Oj:—oo-,—n I
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Généralisation :

+o0

IVlagy = | Iv(x)ldx = Z IfIV(X)!dX— Z hvj|
—00 j=—00 j=—o0
T/T +OO

VT(u) =3 3 < ulyy ot ujn):
n=0 j=—o0

T/
> (TVTR(um) + Jumtt = ur HLI(,R))

n=0
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Généralisation :

Proposition

Un schéma conservatif a flux continu Lipschitzien, vérifiant 3
R>0,370>0/VTp(u") <RV 71,n/T<70,ettn<T estun
schéma TV-stable.
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Généralisation :

exercice : Montrer que le schéma décentré linéaire converge vers
une solution faible du probléme.

Solution de I'exercice

Ona f(u)=au

(Sr) : ”+1 =ul—v (uj’ — f’fl) , o0 v =ra

(S;) est conservathc rq=1, g." 1= g(uf,uly 1) = auy
(S;) est a flux continu L|psch|t2|en :

‘ —f(u ‘ = ‘auj - au‘ = |a| ‘uj - u‘ < |a| Orglagl uly; — u’
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Généralisation :

Stabilitée BV : VTp(u") = JFZO:O ul g —uf
j=—o0
On a
uj’jll — uj’“’ = uj’-7_~_1 — qu’ —v (uf’+1 — qu’ - (uf’ — uf’_l)ﬂ <
|1 — | ‘uf’H - uf’) + o] |uf = uf 4

—+00
d'ot VTg(u™l) = Y
j=—o0

si |1 —v|+ |v| <1alorsona VTp stabilité.

J+1

uml uf"'l‘ < (|1 = v| + [v]) VTR(u")
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Généralisation :

Condition suffisante de VT stabilité : |v| = |a| r = ar < 1.

En effet, on a alors |1 —v|+ |jv|=1—v+v =1, et

VTR(u™) < VTR(u") < ... < VTR(uO).

Conclusion : si VT (up) est bornée, alors VT (u®) est bornée, on a
donc VT stabilité, et donc VT stabilite.
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Généralisation :

L*° stabilité on a ”_1‘ <

n+1
uf ‘ <1 -]

n
uj

11— o] [l oy + [0 167 ey = (12 = 0] + [o]) [0y
sous la condition (CFL) |u| <1, on a de nouveau

+1 0
[u” H_Loo(IR) < |u HLoo(IR)_S CeR. o
Conclusion : sous la condition (CFL), le schéma décentré linéaire
rempli les conditions du théoréme de Lax-Wendroff.
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Généralisation :

Definition

Un schéma aux volumes finis est dit TVD (a Variation Totale
Diminuante), s'il vérifie VT (u"t1) < VT (u").

Proposition
Un schéma TVD est un schéma BV -stable.
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Généralisation :

: 4 : R B S n n
Soit le schéma (S;) et les relations : w'" = H; <Wj_q, s Wj+q> ,

et uj’“ = H, (ujf’fq, ey ujf’Jrq) , alors S, est Li-contractant si
Hwn+1 _ un+1HL1(|R) < HWn _ un”Ll(lR)

Un schéma aux volumes finis , conservatif, consistant,
Li-contractant est un schéma TVD.

H n __ n
Soit wi' =u 4, ona

—+o00
AVT (0™ = hj_z ’uJ{H-l B ujpjﬂ _ Hun+1 _ Wn+1HL1(|R) <
+o0
| —w oy =h ‘uf’ . ujn_l( = hVT(u")
j=—o0
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Généralisation :

Definition

Un schéma (S;), conservatif, consistant est dit monotone, s'il

préserve l'ordre. i.e. : wi <ulVje€ 7 — an+1 < ujf’Jrl VjeZ

Remarque

(S;) est monotone = (H;) est monotone. Si
wr(x,t) < ur(x,t)Vx €R, alors
H-[wr (., )](x) < He[u-(.,t)](x) Vx € R
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Généralisation :

Un schéma (S;), conservatif, consistant, monotone est un schéma
L1-contractant.

W
Remarque

0
S est monotone si Vj € [—q, ..., q] BTHT(V_q’ 0 Vq) >0
k
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Généralisation :

Schéma décentré a 3 points (q = 1), pour une équation scalaire
fAaire - L 0 n__ ,n
/lneam.fe S = ra(ul — u 1)
On a ici Hr-(v—_1,vo,v1) = rav_1 + (1 — ra)v; + Ov;
, . OH
d’ou T —ra, —L =1—ra, T =0 Le schéma est donc
V_1 ovp Vi
monotone sous la condition 0 < ra < 1.
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Généralisation :

Exemple

Schéma de Lax-Friedrich a 3 points (q = 1), pour une équation
scalaire non linéaire :

i 1 n n r n n
u; = E(“j—l +uiy1) — 2 (f(“j+1) - f(“f—l))

1 1

On a ici Hy(v-1,v0,v1) = 5v-1 + gf(v,l) + v+ %f(vl)
,\8HT_1 r,, 8H7._ 8HT_1 r,

dou 8V_1 a 5 + Ef (V_l)' 8v0 B 0' 8V1 B 2 2f (Vl)

Le schéma est donc monotone sous la condition
r|f(w)|<1VweR.
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Généralisation :

Le schéma (S;) est dit consistant avec la condition d'entropie :

0 0
=z <z <
8tU(u) + 8xF(u) <0

s'il existe une fonction G continue, G : R?9 — R vérifiant :
0 i) G(v,...,v) = F(v)
@ ii)

U(u™) — U(u?)

J J

1 n n n n
- +E[G(Uj7q+1, ceey uj+q)_G(uij7 ceey uj+Q*1)] < 0

Autrement dit, s'il respecte une inégalité d’entropie discréte.
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Généralisation :

Proposition

Un schéma conservatif consistant, monotone, est consistant avec
toute condition d'entropie.

Comme nous I'avons noté précédemment, il suffit en fait de
montrer le résultat suivant :

Proposition

Un schéma conservatif consistant, monotone, est consistant avec la
condition d'entropie U(u) =| u— k|, et
F(u) = sgn(u — k)(f(u) — f(k)) pour k € R.
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Généralisation :

Proposition

Un schéma conservatif, a flux continue lipschitzien, convergeant, et
consistant avec toute condition d’entropie, converge vers 'unique
solution entropique du probléme.
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Généralisation :

Forme incrémentale d’'un schéma volumes finis

Définition

|

Un schéma aux volumes finis admet une forme incrémentale s'il
peut s’écrire :

n+1 n n n n
ul™ =u? + C! A — D Au 12
J R A TR S e o (12)
avec !
n _ ,,n+1l n
AuH% =u; uj
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Généralisation :

Sous les conditions : Vj € Z,N¥n > 0

Cj+%20’ Dj+%20 (13)
Cj-i—% + Jril-% <1 (14)

le schéma aux volumes finis a forme incrémentale est TVD.
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Généralisation :

Sous les conditions : Vj € Z,¥n > 0

G120, D7, >0 (15)
2
Cj+% + DJ_% <1 (16)

le schéma aux volumes finis a forme incrémentale est L, stable.
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Généralisation :

Forme diffusive d’un schéma volumes finis

Un schéma aux volumes finis admet une forme diffusive s'il peut
s'écrire :
uftt = — 2 (F(ufyn) = (1)
J ) J+1 J=1
1
—(Q7 1 Au" 1 — QT 1 Au"
*3 (@5 g ij% J*%)
avec :
n _ n n
Qj+% = Q(Uijﬂa ey Uj+q)
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Généralisation :

Un schéma aux volumes finis est dit E-schéma si Vu € (uj, uj41) :

signe(uj1 — Uj)(gH_% —f(u)) <0

Sous la condition : Yu € R, r | f'(u) |< 3
Un E-schéma vérifiant :

Q%1 <Q

<
i =

N[
N —

NI

converge vers |'unique solution faible entropique du probléme.
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