TOPOLOGIE ALGEBRIQUE

GREGORY GINOT

RESUME. La topologie algébrique, du moins & ses origines, a été concue comme un pont
entre la géométrie et 'algebre. Le but (un peu utopique) est de classer, & homéomorphisme
prés ou homotopie pres, les objets géométriques (ou plus généralement les espaces topo-
logiques) en leur associant des invariants de nature algébrique (nombres entiers, groupes,
anneaux, ...). Les idées et structures issues de la topologie algébrique irriguent I’ensemble
des mathématiques modernes et ont trouvé de nombreuses applications. Le but de ce
cours est de présenter d'une part les bases de la topologie algébrique et d’autre part
une de ses axiomatisations, ’algebre homologique, qui a des application en géométrie
algébrique ou arithmétique, théorie des groupes, représentations et méme informatique
théorique et mathématiques discretes. Si ’on partira du cadre proposé, il y a pres de 130
ans, par Poincaré dans ses mémoires fondateurs sur I’ Analysis Situs”, nous suivrons une
présentation, un style et démonstrations du 21éme siécle ainsi que l'influence des idées
et méthodes catégoriques que nous introduirons au fil du cours.
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Comme essentiellement tout ouvrage de mathématiques, ce cours n’est pas destiné a étre
lu de maniere totalement linéaire et le lecteur est invité a ne pas hésiter a faire des aller-
retour dans le texte. En particulier, les notions rappelées ou introduites dans le chapitre
algebre homologique seront progressivement utilisées dans les chapitres III et IV et
De méme pour certaines notions de topologie et de catégorie de 'appendice. Par ailleurs,
certaines parties seront traitées superficiellement en cours et sont la a titre culturel et pour

permettre d’aller un peu plus loin que ce qui est vu en cours.

Notations et Conventions. Dans tout ce cours, nous noterons

e [ le segment compact [0,1], S” la sphere de dimension n, D" la boule unité de

’espace euclidien R™, dont le bord dD" est S"~ 1.

e Le produit X x Y de deux espaces topologiques sera systématiquement muni de la

topologie produit sauf mention express du contraire.

e De méme, la réunion disjointe || X; d’espaces topologique sera munie de la topolo-
gie “réunion” (dont les ouverts sont les réunions des ouverts de chaque composante

X;), et plus exactement appelée topologie coproduit (définition [8.2.4]).
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I. INTRODUCTION A LA TOPOLOGIE ALGEBRIQUE ET DEUX THEOREMES CELEBRES

L’objet de la topologie algébrique est de classifier, et plus généralement d’étudier, les
“espaces” topologiques en leur associant des invariants qui sont en général des objets, struc-
tures algébriques (par exemple des groupes abéliens).

Si espace est entre guillemets, ¢’est que selon les cas on peut s’intéresser a tous les espaces
topologiques, ou bien seulement a ceux qui sont géométriques, les variétés différentiables
par exemple, et & bien d’autres variantes issus de la topologie ou d’autres domaines des
mathématiques.

On va maintenant préciser (ou rappeler) un peu les termes de ce slogan, en commengant
par ce qu’on veut classer :

Définition 1.0.1 (Espace topologique). Un espace topologique X est un ensemble muni
d’une famille de sous-ensembles U C X appelés ouverts, satisfaisant les propriétés sui-
vantes :

(1) X et 'ensemble vide () sont ouverts,

2) une réunion quelconque U; d’ouverts est un ouvert,
I

(3) lintersection d’une famille finie d’ouverts est un ouvert.

Un sous-espace topologique de X est un sous-ensemble A C X muni de la topologie induite[l,
c’est-a-dire dont les ouverts sont les sous-ensemble U N A ou U est un ouvert de X.
Un homéomorphisme est une bijection continue dont la réciproque est aussi continue.

Notation 1.0.2. On notera X =Y lorsque X et Y seront homéomorphes.

On renvoit a ’appendice [8.1| et a la partie |2.3| pour quelques rappels ou compléments
sur les notions de topologie générale.

Reprenons 1’étude des termes de notre premier énoncé heuristique. Le mot classifier
demande bien sur a étre précisé : dans cette introduction il s’agit de déterminer les es-
paces topologiques a homéomorphisme prés, mais on peut aussi s’intéresser aux variétés
a difféomorphismes pres et bien d’autre cas. En particulier dans ce cours, et en topolo-
gie algébrique de maniere générale, nous nous intéresserons surtout a la classification a
homotopie pres, notion qui sera définie dans le chapitre suivant.

Quant au mot invariant, il signifie qu’on associe a un espace topologique des quantités
qui sont les mémes lorsque deux espaces sont homéomorphes. Si I'invariant est un nombre
(par exemple la caractéristique d’Euler-Poincaré , le sens de “le méme” ne pose aucun
soucis. En revanche, si 'invariant est par exemple un groupe, alors “le méme” signifie en
fait isomorphe en tant que groupe. On voit ainsi qu’il convient a la fois de regarder non
seulement les espaces topologiques a homéomorphismes pres mais aussi les invariants a des
notions d’équivalence/isomorphisme pres.

Ezemple 1.0.3. Un premier exemple est donné par la regle qui & un espace topologique X
associe 1’ensemble 7mp(X) dont les éléments sont les composantes connexes par arcs de X
(autrement dit chaque composante connexe par arc de X définit un et un seul élément). Il
est évident que si ¢ : X — Y est un homéomorphisme, alors ¢ induit une bijectionﬂ entre
les ensembles de composantes connexes par arcs de X et Y. Cette construction d’apparence
assez naive permet cependant de distinguer le cercle d’un intervalle. En effet, supposons
qu’il existe un homéomorphisme f : [0,1] — S1. Alors [0,1]\ {1/2} =2 S\ {f(1/2)}. Mais
mo(ST\{f(1/2)}) est réduit & un seul point et n’est donc pas isomorphe & ([0, 1]\ {1/2}).
Un méme argument permet aussi de démontrer que R n’est pas homéomorphe & R?.

1. on laisse en exercice de démontrer que A muni de la topologie induite est bien un espace topologique.
2. en revanche, on voit déja la que ces ensembles ne sont pas égaux au sens strict du terme et que cette
question d’égalité n’a d’ailleurs que peu de sens dans ce contexte.
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Cet argument simple, en revanche, ne suffit plus pour distinguer R? de S? ou R? de R3.
On va construire d’autres invariants généralisant cette notion dans la suite du cours et per-
mettant de généraliser I'idée précédente. En un sens, cette idée simple consiste a compter
des trous dans des espaces et d’en comprendre des versions en plus grande dimension.

Reprenons notre étude du slogan et de “classifier”. Si on veut, par ailleurs, pouvoir
non-seulement étudier les espaces topologiques mais aussi les transformations entre eux,
c’est-a-dire les applications continues|’|; il nous faut alors aussi considérer des transfor-
mations entre les invariants d’une maniere “cohérente”. Ceci est la premiere des raisonsﬂ
pour lesquelles on a introduit et développé le langage des catégories en topologie algé-
brique. Nous introduirons de fait petit a petit diverses notions et outils catégoriques assez
universels tout au long de ce cours!

Et pour commencer nous allons en donner une

Définition 1.0.4 (Catégorie). Une catégorie C est la donnée d’une collection d’objets, notée
obj(C) et pour tout couple (A, B) d’objets, la donnée d’un ensemble de morphismes, notéﬂ
Homg (A, B) et dont on désignera souvent un élément f sous la forme f : A — B, pour
tout objet A d’un morphisme appelé identité de A dans A, noté idy € Homc(A, A) et
d’un opérateur de composition, pour tout triplet (4, B, C) d’objets,

Homg(A, B) x Home (B, C) — Homcg(A4, C)

(noté pour f: A— Bet g: B— C par go f) satisfaisant les propriétés suivantes :

(1) La composition est associative : (hog)o f = ho(go f) pour tout f : A — B,

g:B—>C,h:C— D;

(2) la composition est unitaire : idg o f = f = f oidy pour tout f: A — B.
Etant donné une catégorie C, un morphisme f € Homc (A, B) sera appelé un isomorphisme
s’il existe un morphisme g € Homg(B, A) tel que fog=1idp et go f =ida.

Une sous-catégorie de C est simplement une sous-classe d’objets et des sous-ensembles

des morphismes entre ces objets qui contiennent les identités et est stable par composition.

Autrement dit, une catégorie est la donnée d’une famille d’objets et d’une famille “abs-
traite” d’applications entre ces objets.

Ezemple 1.0.5 (La catégorie des espaces topologiques). Un exemple fondamental pour nous
sera bien sur la catégorie Top des espaces topologiques dont les objets sont les espaces
topologiques et les morphismes les applications continues. La composition et 'identité sont
simplement celles des fonctions usuelles.

En particulier les isomorphismes de Top sont précisément les homéomorphismes.

Ezemple 1.0.6 (La catégorie des ensembles). La catégorie Ens sera celle dont les objets
sont les ensembles et les morphismes sont toutes les applications.

On peut bien entendu regarder plusieurs sous-catégories intéressantes de Ens : par
exemple celle des ensembles finis (ot on ne garde que les ensembles finis et conserve tous
les morphismes), celle des surjections (ot on se restreint seulement aux applications qui
sont surjectives), celle des injections etc. Un isomorphisme dans n’importe laquelle de ces
catégories est simplement une bijection.

Ezemple 1.0.7 (Monoides). On peut penser a la définition d’une catégorie comme celle
d’un monoide “a plusieurs objets”. En effet, si M est un monoide, alors on peut lui associer

3. ou différentiables et bien d’autres variantes selon les cas

4. mais ce n’est pas forcément la plus fondamentale. L’ubiquité et les nombreuses méthodes et construc-
tions des catégories les rendent tres utile en topologie algébrique, toutes ses généralisations et applications,
ainsi que dans plusieurs domaines des mathématiques.

5. lorsque la catégorie C sera claire, il arrivera qu’on note simplement Hom(A, B) les morphismes de A
vers B dans C.
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une catégorie BM qui a un unique objet noté * et telle que Hompps(*,%) = M de telle
sorte que la composition et I’identité soient données respectivement par la multiplication
et 'unité de M.

Réciproquement, si on fixe un objet X dans une catégorie D, alors (Homp (X, X), o)
est un monoide.

Ezemple 1.0.8. A I'opposé d’'un monoide de I'exemple tout ensemble F donne lieu a
une catégorie dont les objets sont les éléments de la catégorie et les fleches sont les identités
de chaque objet seulement.

Un exemple avec plus de structure (et fort utile) est le cas d’un ensemble partiellement
ordonné (X, <) : Les objets de la catégorie associée sont encore les éléments de X et on
se donne en sus exactement un morphisme x — y pour toute paire d’objets = < y.

On peut se représenter une catégorie générale comme une “interpolation ou généralisa-

tion simultanée” des deux exemples précédents.

Ezemple 1.0.9 (Espaces topologiques pointés). Une variante courante de la catégorie des
espaces topologiques sera la catégorie Top, des espaces pointés. Ses objets sont les espaces
(X, %) topologiques munisﬁ d’un point distingué x € X. Les morphismes f : (X, z9) —
(Y, yo) entre espaces pointés sont donc les applications continues qui préservent les points
bases, i. e., telles que f(xg) = yo.

On notera que Top, n’est cependant pas une sous-catégorie de Top.

Ezemple 1.0.10 (Catégorie des groupes abéliens, modules). Soit & un anneau commutatif
unitaire. On notera k—Mod la catégorie, dite des k-modules, dont les objets sont les k-
modules et les morphismes sont les applications k-linéaires. En particulier, on a la catégorie
Ab := Z—Mod la catégorie des groupes abéliens. Cette derniere est une sous-catégorie de
la catégorie Gp de tous les groupes.

Parmi les sous-catégories de k—Mod, on notera k—Mod/ celle des k-modules de type
fini (c’est-a-dire admettant un nombre fini de générateurs).

Ezemple 1.0.11 (Catégorie opposée). Si C est une catégorie, on peut lui associer sa ca-
tégorie opposée C°P qui a les mémes objets que C mais dont les fleches sont inversées.
Autrement dit : Homcor (X,Y) = Homc(Y, X). Si C est la catégorie BM associée & un
monoide dans 'exemple alors (C)%? = B(M“P) est la catégorie associée au monoide
avec la multiplication opposée.

Ezercice 1.0.12. Montrer que les exemples précédents forment bien des catégories.

Remarque 1.0.13. On pourra remarquer que dans de nombreux exemples précédents (Top,
Ens par exemple) les objets ne forment pas un ensemble (mais en fait ce qu’on appelle
une classe en logique). En revanche les morphismes entre deux objets forment bien un
ensemble. Ce point n’est pas essentiel et il existe une théorie des umivers qui permet
de gérer les problémes de tailles relatives entre objets et morphismes qui remplace les
considérations ensemblistes. On en aura cependant pas besoin dans ce cours.

1.1. NOTION D’INVARIANT TOPOLOGIQUE

Nous allons maintenant préciser la notion d’invariant. Comme on ’a vu, on souhaite
associer a tout espace topologique un objet d’une nature algébrique, par exemple, un
groupe abélien, de sorte que des objets homéomorphes soient envoyés sur des groupes
isomorphes. Si on veut par ailleurs, controler aussi des applications continues, on va alors
associer des applications linéaires a des applications continues. Si on souhaite faire cela de
maniere cohérente, on aboutit vite a la définition de foncteur.

6. en particulier, ils ne sont pas vides
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Définition 1.1.1. Soit C, D deux catégories. Un foncteur F' : C — D associe a tout objet
X de C un objet F(X) de D et & tout couple (A, B) d’objets de C, une application
F(-) : Homg(A, B) — Homp (F(A), F(B)) vérifiant

(1) F(ida) = idpa),
(2) F(fog)=F(f)oF(g)

La définition d’un foncteur doit étre assez naturelle et vue comme généralisation “ a
plusieurs objets”de la notion de morphisme de monoide & la lumiére de ’exemple [1.0.7}
Plus exactement, cela se comporte comme une application au niveau des objets et comme
un morphisme de monoide au niveau des morphismes.

Puisque un foncteur préserve les compositions et I'identité, il suit aisément que :

Proposition 1.1.2. Un foncteur F : C — D envoie tout isomorphisme de C sur un iso-
morphisme de D.

Démonstration. Si g : Y — X est un inverse de f : X — Y, F(g) est un inverse de F(f)
car F'(f)o F(g) = F(f og) = F(idy) = idp(y) et de méme pour I'autre composition. [

On peutE] maintenant vérifier que la définition suivante d’un invariant remplit les criteres
demandés (la version faible correspondant a différencier les espaces, la version plus forte
permettant également d’étudier les applications continues entre espaces).

Définition 1.1.3. Un invariant topologique a valeur dans une catégorie C est un foncteur
Top — C.

Un invariant topologique faible est un foncteur Top™ — C ou Top™ est le sous-
groupoi'de[ﬂ maximal de Top, c’est-a-dire la sous-catégorie de Top dont on a gardé que
les isomorphismes.

Il existe bien sir autant de variantes de cette définition que de variantes de Top (en
particulier, on considérera souvent les exemples pointés). Bien entendu, selon la complexité
de la catégorie C, I'invariant sera plus ou moins facile & calculer, et plus ou moins & méme
de différencier des espaces topologiques.

Remarque 1.1.4. Notons que pour montrer que deux espaces sont non-homéomorphes, il
suffit donc de trouver un invariant topologique pour lequel les valeurs sur ces espaces de
I’invariant sont non-isomorphes.

Ezemple 1.1.5. Un premier exemple d’invariant topologique est donné par my : Top —
Ens défini par my(X), 'ensemble des composantes connexes par arcs de X vu dans
I’exemple Sif: X — Y est continue, et C' est une composante connexe par arcs de
X, alors f(C) est connexe par arcs et donc inclus dans une unique composante connexe
par arcs de Y. Ceci permet de définir le foncteur my sur les morphismes de Top.

Ezercice 1.1.6. Démontrer que 7y est un foncteur.

Les invariants sur lesquels nous allons essentiellement nous concentrer seront de type
“homologique”. Nous allons construire dans la suite du cours les groupes d’homologie
singuliére, ce sont des foncteurs

H, : Top — Ab
pour tout entier n > 0. Donnons en quelques propriétés.
7. et doit

8. un groupoide est une catégorie dont tous les morphismes sont des isomorphismes. Au vu de
I’exemple 1.0.7L on peut voir cela comme un groupe a plusieurs objets donc.
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Proposition 1.1.7. L’homologie singuliére vérifie que pour tous entiers p , n > 1, on a

0 sip#n,0
Hy(S™) = Hy(R"™™\ {x}) = Z sip=n >0,
Z®Z sip=n=20

0sip>0

(0" = () = { 5P

Cette proposition sera démontrée plus loin et on verra que ’homologie singuliere a bien
d’autres propriétés utiles. Nous allons nous servir cependant de cette proposition pour
donner deux applications topologiques célebres.

Notons que cette proposition implique déja directement que les spheres S™ et S™ ne
sont pas homéomorphes si n # m et que de méme la sphére S™ n’est pas homéomorphe a
R™ quels que soient n, m (puisque il existe des invariants topologiques pour lesquels leurs
valeurs sont non-isomorphes).

1.2. THEOREME D’INVARIANCE DU DOMAINE ET DU POINT FIXE DE BROUWER

La premiere application que nous allons donner est le résultat, intuitif, suivant qui dit
que la topologie d’un espace euclidien dépend de sa dimension et plus encore la détecte.

Théoréme 1.2.1 (Invariance du domaine). Si deuz ouverts non-vides U C R" et V.C R™
sont homéomorphes alors n = m.

Démonstration. Nous ne démontrons que le cas de U = R", V = R™ dans cette introduc-
tion. Le cas général nécessitant de connaitre un peu plus que la proposition [1.1.7| et sera
vu ultérieurement, en TD. Un homéomorphisme f : R” — R™ induit un homéomorphisme
R™\ {0} sur R™\ {f(0)} = R™\ {0} et donc des isomorphismes

Hy(R"\{0}) = Hp(R™\ {£(0)}) = Hp(R™\ {0})

pour tout p > 0. Mais alors la proposition implique que pour que ces groupes soient
égaux il faut que n = m. O

Ce théoreme est crucial pour vérifier que la notion de variété topologique, en particulier
leur dimension, est bien définie et se généralise pour des ouverts de deux variétés. Le
théoreme de séparation de Jordan et ses variantes en dimension supérieures se démontrent
par des méthodes similaires (apres avoir introduit I’homologie relative).

Le résultat suivant au lieu de différencier des espaces, s’intéresse aux propriétés des
fonctions sur un espace. Nous allons voir qu’il utilise que ’on a un invariant non-faible et
la fonctorialité.

Théoréme 1.2.2 (Brouwer). Toute application continue de f : D™ — D™ a un point fize.

Comme le cas n = 0 est trivial, dans la suite on suppose n > 1.
Le point clé est le lemme suivant.

Lemme 1.2.3 (de non-rétraction). Il n’existe pas d’applications continues f : D™ — 9D™ &
S™=1 dont la restriction au bord soit lidentité.

Démonstration. Sinon, en se rappelant que dD™ est le bord de D™, on a un diagramme
commutatif

pr—t . gpn

| A

opD™
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qui induit par fonctorialité de ’homologie et la proposition|[I.1.7]un diagramme commutatif

Hy—
Hy (D" =0y, (oD~ 7

H,_1(0D") > 7,

pour n > 2. Ce diagramme implique que I'identité Z — Z se factorise a travers I’application
nulle, ce qui est évidemment absurde. Pour n = 1, on a une contradiction similaire en
considérant les rangs des groupes d’homologie en degré 0. 0

Démonstration du Théorémel[l.2.3 de Brouwer. On conseille au lecteur de faire un dessin
pour visualiser la construction suivante. Supposons qu’il existe une application continue
f : D™ — D" sans point fixe. Considérons r : D™ — 9D" D'application qui & x associe
le point d’intersection avec dD™ de la demi-droite (ouverte) portée par (f(x),z| et issue
de f(z) (c’est-a-dire {f(x) + t(z — f(x)),t > 0}). C’est une application continueﬂ qui est
I'identité sur le bord du disque. Ceci est absurde en vertu du lemme [1.2.3 Il

Il existe de nombreuses variantes et généralisations de ces résultats utilisant des outils
homologiques.

Dans ce premier chapitre nous avons surtout insisté sur la relation d’homéomorphie entre
les espaces. En fait I’homologie singuliére est un invariant plus faible, mais important et
plus fondamental en topologie ou pour les applications en dehors de la topologie/géométrie
différentielle. Il s’agit de I’homotopie que nous allons introduire dans le prochain chapitre.

1.3. AUTOUR DE LA NOTION D’INVARIANTS TOPOLOGIQUES EQUIVALENTS ET DES
NOTIONS CATEGORIQUES ASSOCIEES

Revenons un instant sur notre définition d’invariant topologique, pour nous demander
quand deux invariants sont effectivement différents, ou plus précisément quand est-ce que
deux invariants sont égaux. La encore, si nos invariants sont des nombres, c’est-a-dire si
on considérait des fonctions, la réponse serait évidente : ils prennent exactement la méme
valeur en chaque espace topologique.

Mais des que 'on considere des invariants un peu plus fin, la question nécessite d’étre
formulée. Par exemple, si un tel invariant F' associe a X, I'espace vectoriel F'(X) = R(nx)?
et & G l'espace vectoriel G(X) = End(R"~) (ou nx est un entier dépendanth de X) des
endomorphismes linéaires de R", on a envie d’identifier ces 2 valeurs qui sont évidemment
deux présentations différentes d’'un méme objet : un espace vectoriel de dimension n sur
R.

Pour faire cela, on doit cependant garantir, que notre identification ne dépend pas de
X en quel que sorte mais se fait “naturellement”, c’est-a-dire de maniere compatible avec
les (iso)morphismes de notre catégorie d’arrivée. Pour préciser cette idée, on introduit la
notion de transformation naturelle entre foncteurs, Definition [T.3:2}

Remarque 1.3.1. De maniere générale, on peut se demander quelle est la différence entre
la catégorie des R-espaces vectoriels de dimension finie sur R et la catégorie Rev/ dont les
objets sont les entiers naturels et les ensembles de morphismes sont les Hompg, s (n,m) :=
M, »(R) sont les matrices de taille m x n munie de la multiplication matricielle comme
composition. Etant donné que tout espace vectoriel réel de dimension finie admet une base
le rendant isomorphe a R™ et que les applications linéaires, une fois les bases choisies, sont

9. il n’est pas dur de donner une formule. Noter que si f(z) = z, cette demi-droite n’a plus de direction
bien définie...
10. par exemple un foncteur Top — N. Précisons qu’il existe de tels foncteurs ; nous en verrons d’ailleurs
un : la valeur absolue de la caractéristique d’Euler m
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completement et uniquement déterminées par leurs matrices. on a envie de voir que ces
catégories sont “les mémes”. Et c’est bien le cas, pour la “bonne” notion d’étre les mémes,
voir I'exercice [[.3.8]!

Définition 1.3.2 (Transformations et équivalences naturelles). Soient F,G : C — D deux
foncteurs. Une transformation naturelle de F vers G est la donnée, pour tout objet X € C,
d’un morphisme 7x : F(X) — G(X) dans D vérifiant que pour tout morphisme f : X — Y
dans C le diagramme suivant

est commutatif.
Une équivalence naturellelﬂ entre F' et G est une transformation naturelle pour laquelle
les Tx sont des isomorphismes.

Intuitivement on doit penser qu’étre naturellement équivalent est la “bonne” notion iden-
tifiant les mémes foncteursEL Ceci conduit naturellement a la bonne notion d’équivalence
de catégories :

Définition 1.3.3 (Equivalence de catégories). Un foncteur F' : C — D est une équivalence
de catégorie s’il existe un foncteur G : D — C tel que les foncteurs F o G et G o F sont
naturellement isomorphes a idp, id¢ aux foncteurs identités de D et C.

Ezercice 1.3.4. Soit C, D deux petitesH catégories, c’est a dire des catégories dont les
objets forment un ensemble. Démontrer que 1'on a bien une catégorie Fun(C, D) dont les
objets sont les foncteurs de C vers D et les morphismes sont les transformations naturelles.

Démontrer également que la collection des petiteslﬂ catégories avec les foncteurs comme
morphismes, forme une catégorie notée cat.

Si on considere cat et que l'on considere en plus la donnée des tranformations natu-
relles, alors on obtient un exemple de ce que 1'on appelle une 2-catégorie (c’est a dire des
objets, des morphismes entre eux et des morphismes entre les morphismes vérifiant des

axiomes que nous laissons au lecteur le soin d’imaginer puis d’aller vérifier en ligne ou en
bibliotheque).

On a un critere pratique pour déterminer si deux catégories sont équivalentes.

Définition 1.3.5. Un foncteur F': C — D est

e plein si pour tous objets X, Y € C, 'application Hom¢(X,Y) — Homp (F(X), F(Y))
est surjective ;

e fidéle si pour tous objets X, Y € C, 'application Homc(X,Y) — Homp (F(X), F(Y))
est injective ;

e essentiellement surjectif si pour tout objet Z de D, il existe un objet X € C et un
isomorphisme F(X) & Z. Autrement dit tout objet de la catégorie d’arrivée est
isomorphe a I'image d’un objet de la catégorie source.

11. aussi appelé isomorphisme naturel ou isomorphisme de foncteur

12. on peut se convaincre qu’équivalence naturelle est une bonne notion d’équivalence en considérant que
cette notion reléve précisément 1’idée naive que deux foncteurs induisent le méme fncteur sur les catégories
“quotients” ou on aurait identifié entre eux les objets isomorphes.

13. cette hypothése n’est pas essentielle en pratique. Elle peut étre enlevée si on travaille avec une
hiérachie d’univers; autrement dit si on autorise les morphismes a ne pas étre des ensembles mais &
éventuellement appartenir a des classes plus grandes.

14. encore une fois, on peut s’affranchir de cette hypothése en travaillant dans un cadre plus général que
les ensembles
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Un foncteur plein et fidéle est souvent appelé pleinement fidele, et par définition cela
veut dire qu’il induit des bijections entre les ensembles de morphismes.

Proposition 1.3.6. Un foncteur F': C — D est une équivalence de catégorie si et seulement
s’il est pleinement fidéle et essentiellement surjectif.

Ezercice 1.3.7. Démontrer la proposition [1.3.6

Ezercice 1.3.8. Démontrer que la catégorie R-Mod/ des espaces vectoriels de dimension
finie est équivalente a la catégorie Rev/ de la remarque mais que ces catégories ne
sont pas isomorphesEl

Remarque 1.3.9. On considérera que deux invariants topologiques sont “équivalents” si ils
sont naturellement isomorphes (a équivalence de catégorie pres, c’est-a-dire quitte a les
composer par une équivalence de catégorie).

Remarque 1.3.10. Lorsque F est une équivalence de catégorie, il n’y a pas unicité du
foncteur G remplissant les conditions de la définition [1.3.3] En revanche il y a unicité a
équivalence naturelle pres.

Ezercice 1.3.11. Si G est un groupe on note G°? le méme ensemble muni de la multiplication
opposée : x *Py =1y - x.
(1) Démontrer que op : G — G, f — f est un foncteur de la catégorie des groupes
dans elle-méme.
(2) Démontrer que op est naturellement isomorphe au foncteur identité.

Le résultat de cet exercice illustre qu’un groupe est naturellement isomorphe a lui-méme
muni de la multiplication opposée. C’est d’ailleurs pour cela qu’on ne fait jamais de diffé-
rence entre ces deux notions.

Ce n’est pas le cas des monoides ou des algebres associatives!

Ezercice 1.3.12. Soit F—Vect la catégorie des F-espaces vectoriels. Pour tout ensemble
X, on note F(X) le F-espace vectoriel de base X, c’est-a-dire le sous-espace vectoriel
du produit infini FX, engendré par les vecteurs coordonnées e, = (0,...,0,1,0,...) (ol
la seule coordonnée non-nulle correspond a un élément x € X). Notons que cet espace
vectoriel est précisément I'espace @, x I de la définition

1) Démontrer que F : X — F(X), (X Lyy o ex — er(p) définit un foncteur
f(=@)

F : Ens — F—Vect.

(2) Démontrer que la régle qui & un espace vectoriel associe son ensemble sous-jacent
et a une application linéaire associe ’application sous-jacente est un foncteurlﬂ
U : F—Vect — Ens.

(3) Exhiber des transformations naturelles idgns — U o F' et F o U — idp_veet et
vérifier que ce ne sont pas des équivalences naturelles.

(4) Vérifier que F n’est pas une équivalence naturelle. Les foncteurs F', U sont-ils
pleins, fideles, essentiellement surjectifs ?

Ezercice 1.3.13. (Des exemples classiques et élémentaires de foncteurs)

(1) Démontrer que la regle (X, zg) — X induit un foncteur Top, — Top. Est-il plein,
fidele, essentiellement surjectif ?

15. Par catégories isomorphes on etend bien str l'existence de foncteurs F' : C — D, G : D — C tels
que leurs compositions sont exactement les foncteurs identité de C et D. Cette notion comme le montre
cet exemple est évidemment trop forte en pratique.

16. appelé souvent foncteur d’oubli puisque essentiellement il oublie la structure vectorielle mais ne
modifie ni les objets ni les morphismes
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Soit G un groupe. Démontrer que 'on a un foncteur G — G de Gp dans Ab
qui & un groupe associe son abélianisé G% := G/[G,G] et construire une trans-
formation naturelle entre 'identité et ce foncteur. Ce foncteur est-il plein, fidele,
essentiellement surjectif ?

Soit Mnd la catégorie des monoides. Montrer que X X ot X est le plus grand
sous-monoide de X qui soit un groupe, induit un foncteur Mnd — Gp. Peut on
trouver des transformations naturelles entre ce foncteur et I'identité (dans un sens
ou dans l'autre). Est-il plein, fideéle, essentiellement surjectif ?
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_73/4)
H(-,1/2)

H(=,1/8)

fo

FIGURE 1. Le graphe d’une homotopie entre (les graphes de) fo et f1, les
courbes H(—,t) (t €]0, 1[) étant représentées en rouge.

II. ESPACES TOPOLOGIQUES ET HOMOTOPIE

2.1. NOTION D’HOMOTOPIE

La notion d’homotopie sera une notion cléﬂ plus faible que celle d’homéomophisme,
pour identifier deux espaces topologiques. L’idée “intuitive” est que deux espaces topolo-
giques sont homotopes si on peut les déformer continuement 'un dans 'autre, c’est-a-dire
en les étirant ou les contraignant mais sans les déchirer, cf figure (|1).

2.2. HOMOTOPIE ENTRE FONCTIONS, ENTRE ESPACES

Définition 2.2.1. Deux applications continues fy, f1 : X — Y entre espaces topologiques
sont dites homotopes s’il existe une application continue F' : X x [0;1] — Y telle que
~—~—

T
Flxxqoy = foet Fly,qy = fi-

On a une représentation graphique commode, voir figure .

Définition 2.2.2. Deux espaces topologiques X et Y sont dit homotopes s’il existe deux
morphismes f : X - Y et g: Y — X tels que f o g est homotope a idy et go f est
homotope a idx.

Notation 2.2.3. (1) Si deux morphismes fy, f1 : X — Y sont homotopes, on notera :
fo= fi.
(2) Si deux espaces topologiques X et Y sont homotopes, on notera : X ~ Y.

(3) On rappelle que si deux espaces topologiques X et Y sont homéomorphes, on note :
XY,

Proposition 2.2.4. La relation d’homotopie entre deuz applications continues (et par suite
entre espaces) est une relation d’équivalence.

Par ailleurs, si f ~ g alors po foq >~ po goq pour toute paire d’applications continues
p,q (telle que les composées existent bien sur).

Ezercice 2.2.5. Démontrer ces affirmations. On pourra utiliser le lemme [8.0.2)

17. les outils et techniques développés pour classifier les espaces topologiques & homotopie pres sont
ceux qui ont le plus d’applications et d’analogies dans les autres branches des mathématiques ou de
I'informatique.
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) fi ) f2
K(—,2t—1)
H(—,1t) 1/2 fi
H(—,2t)
0 0
fo fo

FIGURE 2. La représentation d’'une homotopie. A gauche, X est représenté
horizontalement, la coordonée verticale étant celle de I. A droite, le schéma
représentant la transitivité de la relation d’homotopie.

Proposition 2.2.6. Si X et Y sont homéomorphes, alors ils sont homotopes.

Proposition 2.2.7. Si f : X — Y est une équivalence d’homotopie, alors l'application
induite fy : mo(X) — mo(Y) (cf exemple est une bijection.

Ceci montre que 7 : Top — Ens est en fait mieux qu'un invariant topologique : c’est
un invariant homotopique (fort).

Définition 2.2.8. Un invariant homotopique (fort) & valeur dans une catégorie C est un
foncteur F': Top — C qui vérifie que F(f) = F(g) lorsque f est homotope a g.

En particulier F'(X) = F(Y) si X et Y sont homotopes. Nous nous intéresserons essen-
tiellement exclusivement a de tels invariants dans la suite.

Si la catégorie d’arrivée a elle méme une notion “d’homotopie” (c’est-a-dire essentiel-
lement une relation d’équivalence sur les morphismes), on peut demander une condition
plus faible : que les homotopies soient envoyées sur des homotopies ou une certaine rela-
tion naturelle sur les morphismes. Nous y reviendrons plus tard ; sans une telle précision,
I’adjectif fort dans notre définition est inutile! Notons que les H,, que nous avons introduit
avant la proposition sont aussi des invariants homotopiques forts.

Ezemple 2.2.9. Soit f : [0,1] — C la fonction t — exp(2int) paramétrisant le cercle. Et
soit g : [0,1] — C la fonction constante valant 1. On a que f et g sont homotopes. En effet,
il suffit de prendre la fonction H(t,u) = uf(t) + 1 — u pour obtenir une homotopie entre
ces deux fonctions (essentiellement on contracte le cercle sur son centre et on translate ce
dernier en 1). Considérons maintenant ces deux fonctions mais vue comme & valeur dans S*
(et notée f : [0,1] — St et §:[0,1] — S1). Alors I'homotopie précédente n’est plus définie
a valeur dans S' et on doit se rendre compte intuitivement qu’il parait difficile de ramener
tous les points du cercle sur 1 le long du cercle sans le “ déchirer”. C’est effectivement le
cas. Pour le voir, on peut encore utiliser la proposition [I.1.7]

En effet, tout d’abord, on remarque que ces deux applications se factorise pour donner
des applications S — S! continues (cf le lemme si on a un doute), f devenant
I'identité de S! et g I’application constante de S* sur 1. Comme H;(—) : Top — Ab est
un foncteur, Hi(id) est I'application identité de Hy(S') = Z dans lui-méme. Donc est non
nulle. En revanche § se factorise sous la forme S — {1} < S! et par fonctorialite on a
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un diagramme commutatif

Hy(SY)

~.

Hi({1}) =0

d’olt, sachant que Hi({1}) = H;(R®) = 0, on déduit que H;(j) = 0. Ces deux applications
ne sont donc pas homotopes puisque ’homologie est un invariant homotopique.

Définition 2.2.10. Un espace contractile est un espace homotope a un point.

Ezemple 2.2.11. Un point est évidemment contractile. De méme une boule D", R" ou
tout convexe sont contractiles. En effet on a ’homotopie H : R” x I — R" donnée par
(x,t) — tx qui est une homotopie entre ’application constante 0 dans R™ et I'identité.

En revanche lespace (discret) {a,b} constitué de deux points ou GL,(R) ne sont pas
contractile d’apres la proposition puisqu’ils ont deux composantes connexes par arcs.
De méme () n’est pas contractile.

Un cercle n’est pas contractile puisque son Hy(S') = Z est différent de celui d’un point
{x} = RO, Mais il est homotope & C* car en effet C* = S'x]0, +-00[~ S, cf exercice

Remarque 2.2.12. La plupart des espaces topologiques que nous étudierons dans la suite
auront comme propriété fondamentale qu’ils ont une base d’ouverts contractiles, c’est par
exemple le cas des variétés. Du point de vue la théorie de ’homologie /homotopie que nous
allons voir, en fait tout espace topologique est faiblementlﬂ homotope & un tel espace.

Ezemple 2.2.13. On a les équivalences d’homotopie suivantes, essentiellement obtenues en
contractant des droites (ou via la décomposition polaire) S ~ C*, R™\ {0} ~ S"~1,
GL,(R) =~ O,(R)

Il existe des versions relatives de la notion d’homotopie, c’est-a-dire des notions ot on
demande que ’homotopie préserve un certain sous-espace de ’ensemble de départ.

Définition 2.2.14. Soit X,Y deux espaces topologiques, A C X un sous-espace, et fo, f1 :

X =Y tels que fy |4 = f1 | 4. On dit que fy est homotope & f; relativement a A s’il existe

une application continue F' : X x [0;1] — Y telle que F |X><{O} = fo, F |XX{1} = f1, et
~—

1
Fly=fola=fila

Les propriétés et notations précédentes s’étendent sans difficulté au cas relatif.

Notation 2.2.15. On notera = la relation étre homotope relativement a A.

Ezemple 2.2.16 (Le groupe fondamental). Un exemple important d’invariant homotopique
fort est donné par le groupe fondamental, d{, bien évidemment, & Poincaré
Soit (X, x) un espace topologique pointé. On considere le quotient

m(X,2) = {f: 0,115 X, f(0) = /(1) = T}~y

des applications continues envoyant les extrémités de I sur le point base x (une telle
application s’appelle un lacet basé en x et on conseille de faire des dessins comme la
figure ), quotienté par la relation d’homotopie relative aux extrémités de I. On peut
composer les lacets de la maniere suivante : si f et g sont deux lacets basé en x, on peut

18. Un terme que nous ne définirons pas. Mais qui implique en particulier que ’homologie de tout espace
est canoniquement isomorphe a celle d’un tel espace.

19. et crucial complément a I’homologie que nous verrons plus tard dans sa célebre conjecture caractéri-
sant les spheres en fonction de leurs invariants homologiques et de leur groupes fondamentaux donc
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FIGURE 3. Deux lacets f et g basés au méme point .

parcourir[ﬂ le premier lacet deux fois plus vite puis le deuxieme deux fois plus vite pour
créer un nouveau lacet (puisque les lacets ont méme origine et fin, & savoir z; faire un
dessin et consulter ). Concrétement le lacet f % g est défini par la formule

| f2 pour t < 1
f*g(t)—{ g2t — 1) pourt2§

La continuité en ¢ = 1/2 est précisément garantie par le fait que f(1) = ¢(0).
Lemme 2.2.17. Si f ~ f' et g~ ¢ alors fxg~ f' ¢ .

Ce lemme montre que la composition des lacets passe a la relation d’homotopie relative
aux extrémités et donc a m (X, z). Cette composition n’est pas associative ou inversible
au niveau des lacets mais le devient apres passage a la relation d’homotopie.

Proposition 2.2.18. La régle X — (m1(X, ), %) est un invariant homotopique Top, — Gp
(c’est-a-dire un foncteur des espaces topologiques pointés dans les groupes).

Ce foncteur est défini sur les applications pointées ¢ : (X,z) — (Y,y) par la composi-
tion : [f] > [¢o f]. Que ce soit bien un foncteur suit essentiellement de la proposition[2.2.4]

~Y

Exemple 2.2.19. Un résultat important est que 71(S?, 1) = Z.

Pour des espaces généraux, le groupe fondamental peut étre non-abélien. Par exemple,
le groupe fondamental de oo, un bouquet de cercle (qu'on peut voir pongé dans R? ou
muni de la topologie quotient) est le groupe libre & 2 générateurs.

Démontrer que deux espaces sont homotopes est ardu de maniere générale. On a ce-
pendant une notion pratique pour identifier qu’un sous-espace est homotope a son espace
ambiant.

Rappelons qu’une rétraction de A C X est une application continue r : X — A dont la
restriction a A est 'identité : Va € A, r(a) = a. Autrement dit, c’est une application qui
scinde l'inclusion A «— X.

Définition 2.2.20. Un sous-espace A <% X est un rétract par déformation (resp. déformation
forte) s’il existe p: X — A telle que poi =idy et i op ~idx (resp. relativement a A).

On appelera évidemment une telle application p une rétraction par déformation (resp.
forte).

20. Tout comme pour la transitivité de la relation d’homotopie, cela revient essentiellement a diviser
I'intervalle en deux.
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FIGURE 4. La rétraction par déformation standard de R?\ {0} sur le cercle.
La rétraction est la projection radiale sur le cercle, c’est-a-dire le long des
droites pointillées. En rouge on a décrit des étapes de I’homotopie ramenant
le point x sur r(z) (en bleu).

Proposition 2.2.21. Si A est un rétract par déformation de X, alors A et X sont homotopes.
Si de plus A est un rétract par déformation forte de X, alors A et X sont homotopes
relativement a A.

Ezercice 2.2.22. Démontrer la proposition précédente.

Ezemple 2.2.23. L’exemple standard est la sphere S™ qui est un rétract par déformation

forte de R"*1\ {0} (et de D™\{0}). En effet, soit r I'application R**!\ {0} — S™ définie par
x

x> x/||z||, cf figure 4| Soit alors H : R**1\ {0} — S™ définie par (z,t) — s it

Cette application est bien définie et continue et par ailleurs H(x,0) = z et H(x,1) = r(z).

Enfin, Hgn = idgn. Plutot que de comprendre la formule, il vaut mieux comprendre le

dessin donné par la figure ().

II suit que ces espaces sont homotopes entre eux.

Ezxemple 2.2.24. Un exemple de rétract par déformation non-fort est donné par le sous-
espace P de R? donné par la réunion des segments [(0, 0), (1, 0)] avec les segments [(0,0), (1, )]
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(1,1/2)

P (1,1/3)

- (1L,1/n)
(0,0) (1,0

FiGURE 5. Un exemple de rétraction non-forte.

(on n € N*), voire figure [5| Il est facile de voir que l'inclusion du point (1,0) est bien un
rétract par déformation de P car on peut tout d’abord contracter P sur (0,0) en contrac-
tant chaque segment (et on voit de fait que (0,0) est un rétract par déformation forte de
P), puis déplacer ce dernier point le long du segment horizontal. Cependant, il est facile
de voir par des arguments de continuité que I’on ne peut pas trouver d’homotopie préser-
vant le point (1,0) en tout temps. En effet, les points (1,1/n) ne peuvent étre ramenés
continuement vers (1,0) qu’en passant par (0,0). Mais, par continuité, ceci force (1,0) a
lui aussi devoir s’approcher de (0,0) & un moment donné!

Ezercice 2.2.25. Démontrer soigneusement ce qui est affirmé dans I’exemple précédent.

Remarque 2.2.26. Nous conseillons plus que fortement au lecteur de faire des dessins et de
se convaincre des différents exemples de rétractions par déformation donnés ici, que ce soit
par des formules ou par des dessins pour s’habituer a cette notion et a celle d’homotopie
en général.

Exercice 2.2.27. Soit X , Y et Y/ deux espaces topologiques. Démontrer que si Y est
homotope & Y’, alors X x Y est homotope & X x Y.

Ezercice 2.2.28. Démontrer qu'un espace topologique X est contractile si et seulement s’il
est non-vide et son application identité idx : X — X est homotope a une application
constante.

Exercice 2.2.29. Démontrer que R? \ {x,y} est homotope & un bouquet de deux cercles
(un “c0”), cf le TD.

2.3. QUELQUES CONSTRUCTIONS ET EXEMPLES D ESPACES TOPOLOGIQUES

De nombreux espaces topologiques intéressants (et important en théorie de ’homotopie)
sont obtenus intrinséquement en recollant entre eux des espaces topologiques (plutét que de
les voir comme des sous-espaces d’autre chose). Commencons par préciser quelle topologie
naturelle on peut mettre pour “recoller” des espaces topologiques.

On commence par la topologie quotient.

Définition 2.3.1. Soit X un espace topologique et & une relation d’équivalence. On note
m: X — X/R Papplication quotient. On munit le quotient de la topologie, dite quotient,
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dont les ouverts sont les U C X/Z tel que 71 (U) est un ouvert de X. Par définition,
I’application 7 est continue et appelée projection canonique.

Ezercice 2.3.2. Démontrer que X/% est bien un espace topologique.

La topologie quotient a plusieurs propriétés importantes. La premiere est qu’elle est
universelle au sens suivant.

Lemme 2.3.3 (Propriété universelle de la topologie quotient). L’espace quotient X/R véri-
fie que toute application continue f : X — Y qui est constante sur les classes d’équivalence
de R, se factorise de maniére unique sous la forme

Autrement dit, il existe une unique application continue f : X/R — Y qui reléve f,
¢’est-a-dire telle que f = f o.

Tout autre espace topologique X muni d’'une application p : X — X constante sur
les classes d’équivalence et vérifiant la méme propriété de factorisation que la topologie
quotient est canoniquement homéomorphe a X/%.

Ezercice 2.3.4. Démontrer cette propriété. On pourra consulter les feuilles de TDs pour
plus de détails.

Ceci est une caractérisation de la topologie quotient par ce qu’on appelle une propriété
universelle. C’est en fait une notion qui a du sens dans toute catégorie et que nous allons
revoir souvent. L’unicité est une conséquence immédiate de 'unicité des factorisations (ap-
pliquée 4 Y = X ). On peut noter que la caractérisation de la topologie quotient donnée par
le lemme n’utilise que 'existence et 1’unicité de morphismes rendant un certain diagramme
commutatifﬂ Cette propriété a donc du sens dans toute catégorie (mais 1’existence d’une
solution n’est pas en revanche automatique). On pourra noter que la topologie quotient
est la topologie la plus fine rendant la projection continue.

Un cas particulier qui revient souvent est lorsque la relation d’équivalence est induite
par une structure de groupes. De maniere générale, les groupes topologiques ont des pro-
priétés assez remarquables. Rappelons qu’un groupe topologique est un groupe muni d’une
structure d’espace topologique tel que la multiplication G x G — G et l'inverse G — G,
x — x~! sont continues. Une action continue d’un groupe topologique sur un espace X
est une application continue G x X — X qui est une action de groupe sur les ensembles
sous-jacent.

Définition 2.3.5. Soit X un espace topologique et G un groupe agissant continuement sur
X. On note X/G l'espace quotient associé a la relation d’équivalence donnée par = ~ y
s’il existe g € G tel que z =g - y.

Notation 2.3.6. Si F' est un Sous-espacelﬂ de X, on notera X/F l'espace topologique
quotient de X par la relation d’équivalence engendrée par f ~ f’ pour tout f, f' € F.

21. Techniquement, pour écrire proprement ce diagramme ici, il convient de rajouter toutes les inclusions
des classes et le fait qu’elle se factorise au travers d’un point

22. dans le cas ou F' est aussi un groupe agissant sur G, on prendra garde de distinguer ce quotient et
celui de la définition m
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FIGURE 6. Le tore (a droite) obtenu en recollant un cylindre (& gauche).

Exemple 2.3.7. L’espace topologique S! est le quotient R/Z du groupe topologique (R, +)
par son sous-groupe Z. On peut remarquer que le lemme implique que la factorisation
[0,1] = R — R/Z induit un homéomorphisme

0,1]/(0 ~ 1) 2 R/Z

aprés passage au quotient. L’isomorphisme topologique entre [0,1]/(0 ~ 1) et S* identifié
aux nombres complexes de module 1 est induit par l'application ¢ — exp(2int). En effet
cette application est continue, surjective. Puisque [0, 1] est compact et {0, 1} fermé, il suffit
de vérifier qu’elle est injective pour démontrer le résultat en vertu du corollaire 2.3.11} Cela
dit, dans le cas présent, il est utile de constuire 'application inverse et de se convaincre a
la main que cette application est un isomorphisme. C’est un exercice indispensable pour
tout lecteur.

De méme le tore To = S' x S! (c’est-a-dire I'espace topologique ressemblant & un
doughnut ou un anneau) est homéomorphe au quotient R?/Z?. Voir figure @

De maniere générale, la topologie quotient est la topologie qui réalise I'idée intuitive de
recollement de sous-espaces comme on peut s’en convaincre via les exemples précédents.

On prendra garde, cependant, qu’en général, un espace quotient n’a pas de raison d’étre
encore séparé... et donc pas compact non plus (au sens francophone du mot compacité, cf

paragraphe .

Ezercice 2.3.8. Montrer que le quotient R/Q est un espace topologique de cardinal non-
dénombrable dont la topologie est la topologie grossiere.

Voici maintenant quelques propriétés spécifiques a la topologie quotient

Proposition 2.3.9. Soit 7 : X — X/% la projection canonique sur un espace quotient.

(1) Si X est connexe (resp. par arcs) alors X/ R est connexe (resp. par arcs).

(2) Si G est un groupe, Uapplication quotient p: X — X/G est ouverte.

(3) Si HC G est un sous-groupe d’un groupe topologique G, alors G/H est séparé si
et seulement si H est fermé.

(4) Si X/ R est séparé, alors le graphe {(z,y),x ~ y} C X x X est fermé. Récipro-
quement, si ce graphe est fermé et que m: X — X/R est ouverte, alors X/R est
séparé.

(5) Si X est compact, alors X/ R est séparé si et seulement si le graphe de R est fermé
dans X x X.

Ezxercice 2.3.10. Démontrer cette proposition (ou consulter les feuilles de TDs).

On le voit, la propriété d’étre séparé n’est pas complétement aisée a garantir dans
un quotient. Il existe cependant une condition assez agréable pour garantir cela dans de
nombreux exemples intéressants.
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FiGURE 7. La bande de Mobius

Corollaire 2.3.11. Si X est compact et F est un fermé alors l’espace quotient X/F est
compact, en particulier séparé.

Démonstration. Puisque X est compact, en vertu de la proposition[2.3.9] il suffit de vérifier
que le graphe de la relation est fermé dans X x X, puisque X/F sera alors I'image d’un
compact dans un espace séparé. Or, le graphe est la réunion de A := {(z,z),z € X}, et
{(z,y) € F x F}. La diagonale est fermée car X est séparé. Enfin F' x F est fermé. O

Ezemple 2.3.12 (La bande de Mobius). La bande de Mobius (compacte) est ’espace to-
pologique quotient [—1,1] x [0,1]/(x,1) ~ (—x,0). C’est le quotient d’'un compact donc
en vertu de la proposition 2.3.9 il suffit de montrer que le graphe de la relation est fermé
pour montrer que la bande de Mobius est compacte. Ceci est vrai car si on prend une
suite ((xn, 1), (—2n,0)) € ([-1,1] x [0,1])? convergente, alors la limite est de la forme
((y, 1), (. 0)).

Il convient de vérifier que la bande de Mobius est une bande de papier que I'on a recollé
sur elle méme tout en échangeant la face intérieur et extérieure, cf figure

Ezercice 2.3.13. Démontrer que la bande de Mobius est homotope & un cercle.

Exemple 2.3.14 (Bouteille de Klein). La bouteille de Klein est I’espace quotient K de R?
par la relation d’équivalence engendrée par (z,y) ~ (x + 1,y) et (z,y) ~ (—z,y + 1). Elle
ne se plonge pas dans R3 (voir figure ) au contraire de son proche voisin le tore T2
qui s’identifie avec le quotient R?/Z2. Les deux sont des espaces topologiques compacts
comme on peut le voir car ils sont homéomorphes & des quotients de [0, 1] par des relations
fermées.

Les exemples précédents se représentent tres bien comme des surfaces ou on a identifié
certains bords opposés, en les recollant (par la topologie quotient) en suivant le sens des
fleches. Ceci se représente de la maniere indiquée dans la figure @D

Ezemple 2.3.15. L’espace projectif réel de dimension n est I'espace topologique des droites
vectorielles de R"*! qui est, par définition, I'espace topologique quotient

P"(R) := (R™! — {0})/R"
ou le groupe (topologique) multiplicatif R* agit par multiplication scalaire. On définit de
méme [’espace projectif compleze P*(C) := (C**! —{0})/C*. On note en général [z7 : ... :



TOPOLOGIE ALGEBRIQUE 21

F1GURE 8. Une représentation standard de la bouteille de Klein dans R3.
On remarquera que ceci n’est pas un plongement : il y a des auto-
intersections

 J
A

. . <

|

FIGURE 9. La représentation comme quotient du carré de la bande de
Mobius a gauche, du Tore en deuxieme position, de la bouteille de Klein en
troisieme position et enfin du plan projectif P2(R) complétement & droite.

Tn11] la classe d’équivalence dans P*(R) du point (z1,...,7,11) € R*! (et de méme dans
0).

On peut vérifier que les espaces projectifs sont homéomorphes respectivement a S™/
{£1} et S?7*F1/S1. Ce sont des espaces topologiques compact et on a que P!(C) = §?
(que I'on peut voir comme le plan complexe auquel on a rajouté un point “a I'infini”) et
PL{(R) = St

De maniere générale, on peut vérifier que P"(K) est 'espace K™ auquel on a rajouté un
hyperplan a I'infini. On réfere aux exercices de Tds pour plus de détails.

Une construction importante pour nous sera celle de recollement. On va le définir en
insistant sur la propriété universelle qui encode ’idée intuitive que I’on doit en avoir.

Définition 2.3.16 (Recollements). Soit X,Y deux espaces topologiques, A une partie non-
vide de X et f : A — Y, une application continue. On munit X [[Y de la topologie
coproduit. Le recollement de X surY par f est I'espace topologique quotient

XUV = (X[[V)/(z ~ f(2), z € A).
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Plus généralement, si A I X et AL Y sont deux applications continues, on appelle
encore recollement de X et'Y le long de f, g (ou par abus de terminologie le long de A)
I’espace quotient

XUaY = (XHY)/(g(x) ~ f(z), z € A).
Cet espace topologique est aussi appelé coproduit cofibré de X, Y par f,g ou encore
poussé-en a'vant@ de X et Y par A ou parfois somme amalgamée.

Remarque 2.3.17. On prendra garde que le recollement X Uy Y dépend de f, et g et pas
seulement de A! On fait donc un abus de notation.

Par construction, les inclusions canoniques de X,Y dans le coproduit suivi par 'appli-
cation quotient donne des applications canoniques jx : X - X Ua Y,y : Y - XU, Y
qui vérifient par définition de la relation d’équivalence sur le quotient que jx o f = jy og.
Par composition, si h : X Uyg Y — W est une application continue, on obtient alors deux
applications hojx : X — W et hojy : Y — W. Nous énoncons maintenant la propriété
fondamentale du recollement/coproduit fibré, tout d’abord par une phrase simple puis
diagrammatiquement.

Lemme 2.3.18 (Propriété universelle du recollement). L’ensemble des applications conti-

nues de X Uy Y — W est en bijection avec 'ensemble des couples (X i) w,Y ﬂ W)
d’applications continues vérifiant ¢ o f = 1 o g. La bijection est précisément donnée par
h — (hon,hojy).

On va maintenant expliquer en quoi le lemme précédent dit que le recollement est

solution d’un probleme qui a du sens dans toute catégorie, et qui justifiera le terme de
coproduit cofibré que nous avons utilisé.

Définition 2.3.19. Soit C une catégorie et A —> X, A% Y deux morphlsmes On appelle

Coprodult ﬁbre de f et g, un objet W, muni de morphismes X % W.,Y W vérifiant
jxof = jyog, tel que pour tout couple de morphismes ¢x : X — Z, ¢y : Y — Z rendant
commutatif le diagramme (sans la fleche en pointillée) suivant

(1)

N
il existe un unique morphisme h : W — Z rendant le diagramme complet commutatif@

Un coproduit cofibré n’existe pas forcément pour des morphismes quelconques dans une
catégorie quelconque. En revanche, s’il existe, il est unique & isomorphisme pres :

Lemme 2.3.20. Si W et W’ sont deuz objets qui sont des coproduits fibrés (en particulier
on peut donc les munir respectivement des morphismes jx, jy, i, jy) alors W et W' sont
isomorphes. Il existe par ailleurs un unique tel isomorphisme compatible avec les choix des
ijqujgﬁjgf'
Ezercice 2.3.21. Démontrer le lemme [2.3.201

On peut maintenant réinterpréter le lemme [2.3.18]:

23. traduction littérale du terme pushforward en anglais.
24. ou coproduit cofibré ou poussé-en-avant ou pushforward en anglais...
25. c’est-a-dire rendant les deux triangles, ainsi crées par la fleche pointillée, commutatifs
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X x {1} Cc X x[0,1]

/;

cone de X

Cylindre de f

FIGURE 10. Le cone de X et le cylindre de f:Y — X

Lemme 2.3.22. Le recollement X U4 Y est un coproduit cofibré dans la catégorie Top des
espaces topologiques.

Ezercice 2.3.23. Démontrer le lemme 2.3.18

Ce lemme garantit donc que le recollement est 'unique (& homéomorphisme pres) espace
topologique vérifiant la propriété de factorisation donnée par le diagramme ou, de
maniere équivalente, le lemme [2.3.18

Remarque 2.3.24. Par analogie avec le cas topologique, on utilisera la notation X Ugq Y
pour écrire le coproduit cofibré (lorsqu’il existe) dans une catégorie C.

Beaucoup de constructions en topologie algébrique sont des recollements.

Ezemple 2.3.25 (Bouquets de sphéres). Soit I un ensemble. On se donne un point base
x; C S™ dans la sphere de dimension n pour tout ¢ € I. On appelle bouquet de sphéres
(indicé par I'ensemble 1), noté \/; S™, le recollement X = [[; S™ U], {a;) {pt} donné par
'unique application f : [[;{z;} — {pt}. Un dessin doit convaincre que cet espace ressemble
effectivement a un bouquet. Cela dit si I est infini, la topologie de cet espace n’est plus
métrisable. Voir les feuilles de TD. On peut bien entendu plus généralement prendre des
bouquets d’une famille quelconque d’espaces pointés.

Ezemple 2.3.26 (Cones et Cylindres d’une application). On pourra consulter la figure
pour visualiser les deux constructions suivantes.

Soit X un espace topologique. Le cone sur X est 1’espace topologique quotient C'(X) :=
(X x[0,1])/((z,1) ~ (y,1)). On a que X est naturellement homéomorphe a un sous-espace
fermé de C'(X) (en prenant par exemple X x {0}. En contractant X le long de [0, 1] vers la
classe de [(z,1)], on obtient que C'(X) est contractile. On vérifie facilement que X +— C(X)
s’étend en un foncteur de Top dans lui-méme.

Soit maintenant f : X — Y une application continue, on définit le cone de f comme le
recollement C(f) := C(X) Usyx oy Y. Le cylindre de f est le recollement

Cyl(f) == X x[0,1] Upyqo ¥

oilfx{O}estdonnéparfx{O}:XX{O}%XLY.
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Z(X, xo)
0

FIGURE 11. La suspension réduite, la classe du point base étant représentée
en bleu.

On notera que f — Cyl(f) et f— C(f) sont des foncteurs de la catégorie Arrop des
ﬂécheslﬂ de Top dans Top. On a une factorisation naturelle de f sous la forme

f:X = Cyl(f) >Y
d’une inclusion de X comme sous-espace fermé et d’une équivalence d’homotopie Cyl(f) —
Y induite par 'unique application qui est I'identité sur Y et envoyant (z,t) sur f(z).
A homotopie pres, toute application continue est donc une inclusion.

Ezercice 2.3.27. Démontrer les affirmations de ’exemple précédent.

Ezemple 2.3.28 (Suspension, cf figure (11)). La suspension d’un espace topologique X est
I’espace topologique quotient :
SX = X X1 (2,00~ (a0 0). (2. )~ (a.1)

On peut donc aussi la voir comme le recollement de deux cones.

De méme, la suspension réduite d'un espace pointé (X,xg) est I'espace topologique
pointé :

B(X, 20) = (X X I/ (0,0)m(a,0), (1)~ (e’ 1), (w0,0)~(wo,t"): (€0, 1))
La suspension et la suspension réduite définissent des endofoncteurs de Top et Top,.

Lemme 2.3.29. Les spheéres sont des suspensions réduites :
X(S", %) = (S™H *)
Ezercice 2.3.30. Démontrer le lemme précédent.

Lorsque X est pointé par un point xg, on a une application quotient canonique SX —»
(X, zp). Cette application n’est pas toujours une équivalence d’homotopie. Elle 'est ce-
pendant des que (X, zg) est un CW-complexe (Définition [2.4.2)) ou une variété topologique
quelconque.

Remarque 2.3.31 (Carré cocartésien). De maniere générale dans une catégorie C, on ap-
pelle carré cocartésien un diagramme commutatif A oY tel que W est le coproduit

o |

x 2w

26. cette catégorie a pour objet les morphismes f : X — Y entre espaces topologiques et comme mor-

phismes entre f, g les diagrammes commutatifs de la forme X . Y , c’est-a-dire qu’ils sont donnés

S
P (N v

par des couples de morphismes (¢, 1)) rendant le diagramme commutatif.
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cofibré (au sens de la définition [2.3.19) de f,g. On note un tel carré sous la forme
A2y
-
X Lw

Dans les espaces topologiques, un tel carré signifie donc que W est homéomorphe au
recollement X Uy Y.

Une notion “duale” ou plutét en langage catégorique la co-notion associée a celle de
coproduit cofibré est celle de produit fibré.

Définition 2.3.32. Soit X i) zZ, Y 4y 7 deux applications continues. Le produit fibré de X
et Y au dessus de Z, appelé aussi tiré-en-arriere de Y par f (ou pullback en anglais) est
I’espace topologique

X xzY :={(z,y) e X xY, f(z) =g(y)}
vu comme un sous-espace du produit X x Y.

Le produit fibré vérifie également une propriété universelle.

Définition 2.3.33. Soit C une catégorie et X i> Z, Y % Z deux morphismes. On appelle
produit ﬁbré de f et g, un objet P, muni de morphismes P X x , P Y vérifiant
fopx = gopy, tel que pour tout couple de morphismes ¢x : Z — X, ¢y : Z — Y rendant
commutatif le diagramme (sans la fleche en pointillée) suivant

(2)

Y —Z7

il existe un unique morphisme h : T" — P rendant le diagramme complet Commutatif@
On appelera px, py les morphismes structurauz (ou plus parfois canoniques).

La encore le produit fibré n’existe pas forcément pour des morphismes quelconques dans
une catégorie quelconque. En revanche, s’il existe, il est unique a isomorphisme pres :

Lemme 2.3.34. Si P et P’ sont deuz objets qui sont des produits fibrés, alors P et P’ sont
isomorphes. Il existe par ailleurs un unique tel isomorphisme compatible avec les choix de
morphismes structurauz reliant P, P' ¢ X,Y .

Ezercice 2.3.35. Démontrer le lemme 2.3.34]

Lemme 2.3.36. L’espace topologique X Xz Y de la définition[2.3.39, muni des deux appli-
cations py : (z,y) — x, py : (x,y) — y, est un produit fibré dans la catégorie Top des
espaces topologiques.

En particulier, l’ensemble des applications continues d’un espace topologique T dans

X xzY est en bijection avec les couples (T % X, T g Y') d’applications continues vérifiant
fodx = go oy ; la bijection étant explicitement donnée par h — (px o h,py o h).

Ezercice 2.3.37. Démontrer le lemme 2.3.36]

27. ou tiré-en-arriere ou pullback en anglais...
28. c’est-a-dire rendant les deux triangles, ainsi crées par la fleche pointillée, commutatifs
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Ce lemme garantit donc que le tiré-en-arriere est l'unique (& homéomorphisme pres)
espace topologique vérifiant la propriété de factorisation donnée par le diagramme .

Remarque 2.3.38. Par analogie avec le cas topologique, on utilisera la notation X xz Y
pour écrire le produit fibré (lorsqu’il existe) dans une catégorie C. Encore une fois on
notera ’abus de notation car évidemment cette construction dépend des morphismes f, g.

Les constructions de tiré-en-arriere sont tres importantes en géométrie (quelle soit dif-
férentielle ou algébrique).
Nous allons nous intéresser a un exemple dual de [2.3.20

Ezemple 2.3.39. Soit f : X — Y une application continue. On note Y% T'espace des
applications continues [0,1] — Y muni de la topologie compacte—ouvertelﬂ et on note
e; : Y0 5 ¥ les applications v — (i) d’évaluation aux extrémités.

On appelle espace des chemins de f, le produit fibré

P(f) :== X xy YOl

associé & f: X - Y etey: YO 5y,
Concretement cet espace est la donnée d’un chemin dans Y partant d’un point de 'image
f(X) et d'un antécédent dans X de ce point.

Notons que les applications identité id : X — X et ¢y : X — YOz Li(a) (ou1 on
note 1, le lacet constant ¢ — y) définissent donc une application continue X — P(f) (en
vertu du lemme . Par ailleurs nous avons lapplication e; : (z,7) — (1) qui donne
une factorisation

X = X xy YOI Sy

de f au travers d’une équivalence d’homotopie et d’une projection.

Ezercice 2.3.40. Démontrer que 'application canonique X — X xy YU est une équiva-
lence d’homotopie (et méme un rétract par déformation).

Remarque 2.3.41 (Carré cartésien). De maniére générale dans une catégorie C, on appelle
carré cartésien un diagramme commutatif W ——=Y tel que W est le produit fibré (au

L,k

X—7
sens de la définition [2.3.33]) de f, g. On note un tel carré sous la forme

WY
-,k
x-1.z

Dans les espaces topologiques, un tel carré signifie donc que W est homéomorphe au tiré
en arriere X xz Y.

Remarque 2.3.42. Puisque les (co)produits (co)fibrés vérifient les propriétés universelles
des lemmes [2.3.30], [2.3:22] ils sont donc donnés précisément respectivement par la colimite
du diagrame X <+ A — Y et la limite du diagramme X — Z < Y dans la catégorie Top.
Par limite et colimite on fait bisn siir références aux constructions de la partie

29. c’est-a-dire l’espace des chemins continus dans Y
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2.4. COMPLEXES CELLULAIRES

Les complexes cellulaires, aussi appelés CW-complexes, sont une bonne (et large) sous-
catégorie des espaces topologiques, obtenus a partir de recollements (définition [2.3.16)) de
boules de dimension n. Précisons cette idée.

Définition 2.4.1. On appelle i-cellule (ou cellule de dimension i > 0) fermée un espace
homéomorphe & D' la boule unitée compacte de dimension i, alors qu'un espace homéo-
morphe & D?\ S*~! sera appelé i-cellule ouverte.

Une 0-cellule est juste un espace homéomorphe a un point.

Si e est une n-cellule fermée, on note de son bord (qui est homéomorphe & S"~1) et

e=e \ Oe est une cellule ouverte.
Soit maintenant f : de — X une application continue définie sur le bord d’une cellule.
On dispose du recollement de e sur X suivant f, c’est-a-dire I’espace topologique quotient

XUfe:= (XHe)/(f(a:) ~ z pour z € Je).
On dispose en particulier de I'application évidente (dite caractéristique) e — X Uy e dont

. . N o 7 . .
la restriction a e est un homéomorphisme sur son image.

Définition 2.4.2 (CW-complexe). Un espace topologique X est appelé un CW-complexe
s'il existe une suite (X™),>¢ telle que
(1) X© est une réunion disjointe de O-cellules (c’est-a-dire un espace discret);
(2) X est obtenu & partir de X (=1 & partir de recollement de cellules de dimension
n sur X1 ;
3) X =U,>0X (") est muni de la topologie de la réunion , c’est-a-dire que la topo-
logie de X est déterminée par celle des X(™ de la maniére suivante : F C X est
fermé si et seulement si ' N X ™ est fermé pour tout n.

Un CW-complexe est fini s’il est obtenu a partir d’'un nombre ﬁniﬂ de cellules.

On appelle X le n-squelette de X. On appelle une suite X (™ vérifiant les propriétés
ci-dessus une décomposition cellulaire de X.

La dimension d'un CW-complexe est le maximum (dans NU{+o0}) des dimensions des
cellules ouvertes de X.

On notera qu'un CW-complexe X admet (sauf pour ceux de dimension 0) une infinité
de décompositions cellulaires.

Soit Y un sous-espace d'un complexe cellulaire X = [J X (), On dit que Y est un sous-
complexe cellulaire de X si, la suite (Y(”) =YNX (”))neN est une décomposition cellulaire
de Y (en particulier Y est donc un CW-complexe). Autrement dit un sous complexe
cellulaire de X est un espace qui est la réunion d’un certain nombre de cellules de X.

Ezemples 2.4.3. e Un complexe simplicial, cf plus loin, K a une structure natu-
relle de CW-complexe donné par sa filtration K ) par les i-simplexes. La principale
différence entre les complexes simpliciaux et les CW complexes tient au fait que
les applications de recollement d’un complexe simplicial sont en fait des injections
cellulaires.

e Les graphes sont exactement les CW-complexes de dimension 1.

e La sphere S” a une décomposition cellulaire donnée par une unique cellule de
dimension 0 et une cellule de dimension n. On peut aussi I’'obtenir en recollant deux
disques sur S"~! (en ayant au préalable construit S" ! de maniere cellulaire). En
particulier n’importe quel équateur d’une sphere S™ est un sous CW-complexe.

30. c’est-a-dire la colimite dans Top du diagramme X — x® —
31. on peut vérifier que si une décompositon cellulaire de X est finie, alors toute décomposition de X va
étre finie par compacité des boules
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e L’espace projectif 2.3.15] P"(R), P"(C) sont des complexes cellulaires de dimension
respective n et 2n. Les P*<"(R) sont des sous CW-complexes de P"(R).

e Le tore, RP2, la bande de Mobius ou la bouteille de Klein et de nombreux com-
plexes simpliciaux ont des décompositions cellulaires avec moins de cellules que de
simplexes a l'instar de la sphere.

Par construction, X (™ \ X(~1) est une réunion disjointe de n-cellules ouvertes (en tant
qu’espace topologique). On notera aussi que X est la réunion X =], (X )\ X (”_1))
disjointe de ses cellules ouvertes (attention, la topologie n’est cependant pas celle de la
réunion disjointe). Par ailleurs, les images (par les applications caractéristiques) des cellules
fermées sont fermées dans X (cette propriété n’est en général pas vraie pour les cellules
ouvertes).

D’autres propriétés topologiques utiles sont résumées dans la Proposition suivante :

Proposition 2.4.4. Soit X un CW-complexe et X = UX(") une décomposition cellulaire.
o X est séparé et tout point de X admet une base de voisinages contractiles.

o X est paracompact (définition .

e Pour tout n, X est fermé dans X .

e Si K est un sous-ensemble compact de X, alors il rencontre un nombre fini de
cellules ouvertes de X . En particulier X est compact si et seulement s’il est fini.

e Pour tout n, le quotient X(”)/X(”_l) est homéomorphe a un bouquet \/aelx(n) S™

de sphéres (cf exemple (ot Iy est lensemble des cellules de dimension
n de la décomposition cellulaire de X).

e Si'Y est un sous complexe fermé de X, alors Y est un rétract par déformation
d’un voisinage ouvert de X.

Pour définir des catégories de CW-complexes, il nous reste a définir les morphismes.

Définition 2.4.5 (Morphismes cellulaires). Soient X = (JX™ et Y = JY ™ deux dé-
compositions cellulaires de CW-complexes. Une application continue f : X — Y est dite
cellulaire si, pour tout n, f(X™) c Y™,

En particulier, I'inclusion d’un sous-complexe est cellulaire.

A partir de ce point on peut considérer une catégorie dont les objets sont les décompo-
sitions cellulaires et les morphismes, les applications cellulaires, ou bien une catégorie dont
les objets sont les CW-complexes et les morphismes sont toutes les aplications continues.

Remarque 2.4.6. Un des grands intéréts de la définition d'un C'W-complexe et que ’on peut
construire facilement des applications continues issues d’un CW-complexe : en effet, par
définition de la topologie de la réunion, on peut les construire inductivement, sur chaque
X () et pour les construire sur X en les connaissant sur X ™1 il suffit de donner des
applications définies sur les n-cellules qui coincident sur leur bord & celle sur X (1),
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III. CONSTRUCTION D’UNE THEORIE HOMOLOGIQUE

Depuis Euler on sait que des arguments de connexité (par exemple ceux naifs que 1’on
a vu dans ’exemple bien employés permettent de distinguer de nombreux espaces
topologiques. Prolongeant ces idées dans le cadre de la géométrie (différentielle) Riemann et
Betti définissent 1’ordre de connexion d’une variété compacte connexe V' comme le nombre
maximal de sous-variétés compactes connexes de codimension 1 deux a deux disjointes
dont la réunion ne disconnecte pas V. Dans le cas des surfaces orientables connexes on
retrouve ainsi la notion de genre (topologique) que nous verrons plus loin. Cette idée sera
reprise et exploitée par Poincaré en utilisant des découpages de variétés en variétés a coins,
mais cette idée se montre relativement peu manipulable et source de difficulté. Dans ses
premiers compléments a I’ Analysis Situs, il change de point de vue pour se ramener a celui
des objets simpliciaux que nous allons voir, point de vue a la fois plus simple, a définir et
manipuler, et plus général que celui des variétés (différentiables).

L’idée naive déja évoquée est de comprendre ces variétés déconnectantes comme des
“trous” de dimension supérieure, c’est-a-dire (quitte & les subdiviser...) comme des des
bords de disque de dimension n troués, ou dit autrement comme des spheres de dimension
n qu’on ne peut pas “remplir” dans I'espace sous-jacent que I'on regarde. Pour cela on va
regarder dans un premier temps des espaces topologiques pour lequel il est facile de donner
du sens a cette intuition, des espaces “triangulés” avant, dans les chapitres suivants, de
généraliser cette construction a tout espace topologique. Nous allons associer aux espaces
des complexes de chaines (voir dont les groupes d’homologie en degré i encoderont en
un sens la notion de “ trous ” de dimension 1.

3.1. COMPLEXES SIMPLICIAUX ET POLYEDRES

Commengons par donner une catégorie d’espace topologiques construits simplement et
pour lesquels les notions de disques et de trou seront simples a comprendre.

Définition 3.1.1 (Simplexes). Un simpleze o de dimension r dans un espace euclidien R",
pour un certain n > r, est 'enveloppe convexe de r + 1 points indépendants@ S0y - - - Sp-
Les s; sont appelés sommets de 0. Les faces de o sont les simplexes de dimension r — 1
dont les sommets sont des sommets de 0. Une orientation de o est le choix d’un ordre sur
ses sommets modulo les permutations pairesﬁ

Notation 3.1.2. On notera (so,...,s,) le r-simplexe dont les sommets sont préciséments

S0y - - -5 Sp.

Ezemple 3.1.3 (simplexe standard). Le simplexe standard de dimension n est le simplexe
de R™*! défini comme 'enveloppe convexe de la base canonique, c’est-a-dire

{(zo,...,xn), Vi, x; > 0et z9g+ -+ x, = 1}.

Définition 3.1.4 (Complexe simplicial). Un complexe simplicial dans un espace euclidien
R"™ est un ensemble K de simplexes dans R" tel que :

(1) si o € K alors toute face de o appartient également a K ;
(2) sio,7 € K et N7 # () alors o N7 est le simplexe dont tous les sommets sont des
sommets communs a o et 7;

32. C’est-a-dire que les vecteurs v1 = s1 — So, ..., Ur = S — So sont linéairement indépendants.

33. On peut vérifier que cette notion est équivalente au choix d’une orientation de ’espace affine engendré
par les s; ou encore de maniere équivalente & une orientation de l’espace vectoriel engendré par vi =
81 — 80y.-.5Ur = Sr — S0-



30 GREGORY GINOT

S1 S3
— P
50 S1 50
S2
S0 52

FIGURE 12. Des simplexes de dimension 1, 2 et 3 a gauche. On notera
que, bien que n’étant pas hachuré, le tétraedre est plein. A droite, on a
le complexe simplicial donné par le bord A% du triangle (on a hachuré
I'intérieur du premier triangle pour rendre visible la différence). Les fleches
indiquent l'orientation des arétes choisie de sorte que s; < $;41.

AN AN

FIGURE 13. En haut : deux complexes simpliciaux a gauche et une réunion
de simplexes qui n’est pas un complexe simplicial a droite. En dessous :
une réunion de simplexes qui n’est pas simpliciale a gauche et a droite,
un complexe simplicial dont la réalisation géométrique est la méme que la
réunion des simplexes de gauche.

(3) six € 0 € K, il existe un voisinage U de z dans R™ tel que U ne rencontre qu’un
nombre fini de simplexes de K.

On appelera sous-complexe simplicial de K un sous-ensemble de K qui est un complexe
simplicial.

La derniere condition est une condition de finitude locale ; dans la plupart des exemples
I’ensemble K lui-méme sera fini. La dimension maximale d’un simplexe de K est appelée
dimension de K. Noter que les complexes simpliciaux forment une catégorie : un morphisme
f : K — L est un ensemble d’applications linéaires sur les simplexes compatibles sur les
faces, cf définition Notre véritable objet d’intérét n’est pas le complexe lui-méme,
mais ’espace topologique sous-jacent :
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FIGURE 14. La subdivision barycentrique d’un 2-simplexe.

Définition 3.1.5 (Polyedres). On appelle polyédre associé a un complexe simplicial K —
ou réalisation de K — la réunion |K| de ses simplexes :

K=o
ceK

que 'on munit de la topologie induite par celle de ’espace euclidien ambiant.
On appelle triangulation d’un espace topologique X un homéomorphisme

T:|K|—- X
ol K est un complexe simplicial.

Remarque 3.1.6. On notera que si X est la réalisation d’un complexe simplicial alors il
est la réalisation d’une infinité de complexes simpliciaux (sauf dans le cas trivial ou il
est la réalisation d’un complexe de dimension 0); il suffit d’en prendre des subdivisions
quelconques. En pratique, nous utiliserons les complexes simpliciaux comme des descrip-
tions combinatoires simples d’un espace topologique qui nous intéresse, c’est-a-dire une
triangulation.

Définition 3.1.7. Soit K un complexe simplicial. On dit que 1" est une subdivision de K si
les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(1) pour tout simplexe ¢’ € T il existe un simplexe o € K tel que ¢’ C o;
(2) Tout o € K est réunion d’un ensemble fini de o’ € T.

En particulier |K| = |T).

Ezemple 3.1.8. Un exemple standard de subdivision est la subdivision barycentrique ob-
tenue en rajoutant les barycentres de toutes les faces des simplexes, voir la figure

Lemme 3.1.9. Soit K et K’ deuz complezes simpliciauz réalisant le méme polyédre : | K| =
|K'|. Alors il existe un complexe simplicial T qui soit une subdivision a la fois de K et K.

Idée de la preuve : il s’agit d’intersecter les deux complexes simpliciaux. La figure obtenue
n’est pas a priori un complexe simplicial, mais on peut la subdiviser de telle sorte qu’elle
le devienne. On renvoit & [1] pour une preuve détaillée. O

De la condition (3) de la définition il résulte :

Lemme 3.1.10. Un compleze simplicial K est fini si et seulement si le polyédre associé |K|
est compact.

Démonstration. S’il est fini, c’est une réunion de simplexes qui sont compacts dans R™,
donc le résultat est compact. Réciproquement, supposons que |K| est compact. Alors la
condition (3) permet de construire un recouvrement ouvert de | K| tel que chaque ouvert
ne rencontre qu’'un nombre fini de simplexes. Comme on peut en extraire un recouvrement
fini, il suit que |K| est recouvert par un nombre fini de simplexes. Ces simplexes n’ont
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qu’un nombre fini de faces de toute dimension et comme tous les simplexes de K doivent
en faire partie, on a qu'un nombre fini de simplexes. Il

Ezemple 3.1.11 (un simplexe). Un n-simplexe o dans R? définit évidemment un complexe
simplicial. Précisément, il s’agit du complexe simplicial donné par o et toutes les faces de
dimension quelconques de o (autrement dit si ¢ = (sp,...,S,), les k < n-simplexes du
complexe simplicial sont tous les (s, ..., s, ) pour tout k =0...,net ig < --- < i, c’est-
a~dire les simplexes obenus en prenant une partie quelconque de ’ensemble des sommets).
Trivialement, la réalisation géométrique est le simplexe lui-méme et on ne fera dans la
suite aucune distinction entre o et le complexe simplicial associé.

Ezemple 3.1.12 (Bord d’un simplexe = sphere). Le bord d’un n-simplexe A™ est aussi un
complexe simplicial. On le définit en gardant tous les i-simplexes de A™ pour i < n — 1
(c’est-a-~dire toutes les faces du simplexe) mais en ne mettant pas le simplexe lui-méme.
Autrement dit, si sg,...,s, sont les sommets de A, le complexe simplicial A™ est la
réunion des simplexes de la forme (s;y,...,s;, ) pour tout k =0...,n—1et ig < -+ < iy.

Le polyedre associé est donc le bord (au sens topologique) du simplexe, c’est-a-dire la
réunion de ses faces, et est homéomorphe a la sphere de dimension n — 1.

Morphismes associés aux complexes simpliciaux.
On a une notion naturelle de morphisme associé a un complexe simplicial, mais qui est
tres restrictive :

Définition 3.1.13 (Morphisme de complexe simplicial). Soit K, L deux complexes simpli-
ciaux. Un morphisme de complexe simplicial f : K — L est une application continue de
| K| dans |L| qui envoie les sommets sur des sommets, dont la restriction a chaque simplexe
de K est afﬁnelﬂ d’image un simplexe de L.

En particulier, elle envoie un simplexe sur un simplexe (mais possiblement de dimen-
sion inférieure). Notons que la composée de deux morphismes d’ensembles simpliciaux est
encore un tel morphisme.

Exemple 3.1.14. L’inclusion d’un sous-complexe simplicial est un morphisme de complexe
simplicial.

On notera que 'inclusion d’une subdivision dans un complexe simplicial n’est pas un
morphisme de complexe simplicial alors que pourtant, d'un point de vue géométrique, les
polyédres associés sont les mémes. Ceci motive la définition suivante :

Définition 3.1.15 (Morphisme PL). Un morphisme PLE de K vers L est une application
continue f : |K| — |L| telle qu’il existe une subdivision 7" de K pour laquelle la restriction
de f a tout simplexe de T est affine.

Lemme 3.1.16. La composée de deux morphismes PL est un morphisme PL. La réciproque
d’une application PL qui est un homéomorphisme est une application PL.

Démonstration. La premiere partie découle du lemme La deuxieme découle du fait
que si T est une subdivision sur les simplexes de laquelle f est affine, alors son image par
f définit une structure de complexe simplicial sur |L|. O

On dispose donc de deux catégories des complexes simpliciaux : 'une munie seulement
des morphismes de complexes simpliciaux et 'autre, comprenant la précédente munie des
morphismes PL. Nous noterons Poly cette derniere catégorie et CSimp la premiere.

Puisque ce qui nous intéresse avant tout sont les espaces topologiques a homéomor-
phismes pres, on va s’intéresser aux polyedres a homéomorphismes pres.

34. on rappelle que les simplexes de K et L vivent dans des espaces euclidiens de dimension finie.
35. pour Piecewise Linear en anglais, polyédral par morceaux en frangais
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Définition 3.1.17 (Espaces triangulés et polyedraux). Un espace topologique X est

e triangulable s'il existe un complexe simplicial K et un homéomorphisme ¢ : |K| —
X. Un tel choix de K et ¢ s’appelle une triangulation de X.

e polyédral — ou PL — §’il existe une triangulation ¢ : |[K| — X et que pour tout
polyedre L tel que |L| = | K|, il existe un homéomophisme ¢ : |L| — X tel que la
composée 1! o ¢ soit un homéomorphisme PL.

Voici quelques résultats (difficiles) concernant ces notions a titre culturel
Théoréme 3.1.18. Toute variété différentiable est un espace polyédral.

Théoréme 3.1.19 (Moise). Toute variété topologique compacte de dimension < 3 est poly-
édrale.

Théoréme 3.1.20 (Casson). Il existe des variétés topologiques compactes de dimension 4
qui ne sont pas triangulables.

Proposition 3.1.21. Tout polyédre compact est un espace polyédral.

Ce qui se passe pour les variétés topologiques de dimension > 5 est encore bien mys-
térieux. Cela dit, on a un théoréme qui nous garantit que toute variété topologique est
homotope a un CW-complexe. Toutefois, pour ce qui est de I’étude des variétés différen-
tiables et de bien d’autres epsaces, il est plus commode de travailler avec les polyedres.

D’apres le lemme [3.1.16, on a

Lemme 3.1.22. Les espaces polyédrauz munis des morphismes PL forment une sous-catégorie
de Top, notée PL.

Remarque 3.1.23. (Sur la terminologie “complexe simplicial”) On a choisi de présenter une
définition concrete (et essentiellement géométrique) des complexes simpliciaux, ¢’est-a-dire
provenant d’un sous-espace de R” avec une topologie qui, localement, coincide avec celle
des simplexes.

Il existe aussi une notion purement combinatoire de complexe simplicial abstrait que 'on
ne confondra pas avec celle présentée ici. Cette derniere est définie comme un ensemble
de sommets et un ensemble “abstrait” de faces, c’est-a-dire un sous-ensemble des parties
finies de I’ensemble de sommets, vérifiant la propriété . A un tel espace, on peut
définir une réalisation géométrique mais qui ne se plonge pas nécéssairement dans R™ (&
moins de supposer des conditions analogues a )

Remarque 3.1.24. Puisqu’un simplexe est homéomorphe a une boule et que la réunion de
ses faces est homéomorphe une sphere de codimension 1, il suit que la réalisation géo-
métrique d’'un commplexe simplicial est un CW-complexe. Il s’agit d’un type particulier
de CW-complexes pour lesquels les applications de recollement sont particuliérement tri-
viales : elles sont injectives. En particulier, les polyedres et par suite tout espace polyédral
(méme ceux associés aux complexes simpliciaux abstraits) satisfont les conclusions de la

proposition 2.4.4]
3.2. HOMOLOGIE SIMPLICIALE : L'HOMOLOGIE DES COMPLEXES SIMPLICIAUX

Nous allons maintenant construire un complexe de chaines canoniquement associé a tout
complexe simplicial et ainsi obtenir des groupes d’homologie. Nous prouverons plus tard
que ces groupes ne dépendent que de la réalisation géométrique du complexe simplicial.
Nous invitons le lecteur a consulter les parties pour les notions de complexes de
chaines et de leur homologie.

Soit K un complexe simplicial. On pose :

K9 ={oeK | o est un simplexe de dimension i}
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et pour tout o € K on fixe un ordre total sur I’ensemble des sommets de K, et on munit
les simplexes de K de l'orientation induite.

Définition 3.2.1 (Chaines simpliciales). On note C;(K) le Z-module des i-chaines (a sup-
port compact) sur K, c’est-a-dire le groupe abélien librement engendré par K (), Une
i-chaine ¢ € C;(K) est donc une combinaison linéaire

oll ¢, € Z est non-nul seulement pour un ensemble fini de o.

On définit de méme, pour tout anneau R, C;(K, R) comme le R-module librelﬂ engendré
par K. En particulier, pour tout corps F, on dispose des i-chaines & coefficients dans F :
C;(K,F) le F-espace vectoriel librement engendré par K ).

On dispose sur C;(K) d’une application bord naturelle

linéaire. Par linéarité il suffit de donner son expression sur chaque simplexe o € K®. Elle
est donnée par la formule
Jo = Z =+,

T face de o

ou le signe + est + si 'orientation de 7 est induite par celle de o en omettant un sommet
d’indice pair et est — sinon. Autrement dit, si o := (sq, ..., S,) ou les s; sont ordonnés par
ordre croissant, on a la formule

n
(3) 90 = (=1)"(s0,...5i,.. . n)

i=0
ol la notation §; signifie que 'on a retiré le sommet s; de la liste.

Le lemme élémentaire suivant est le point clef.

Lemme 3.2.2. On a o9 = 0.

Autrement dit (C.(K, R),0) est un complexe de chaines (quel que soit I’anneau de
coefficient), cf définition

Démonstration. 11 suffit de vérifier la formule sur un simplexe ¢ € K de sommets
50, ..., 8y (indexés de maniere cohérente avec l'orientation). On note oy, resp. 05, le sim-
plexe orienté de dimension r — 1, resp. r — 2, obtenu en omettant le sommet s;, resp. les
sommets s; et s; avec @ < 7. On a alors :

T

do = Z(—l)iai,

=0
i—1 . r '
80'2' = Z(—l)jdﬂ + Z (_1)]-10.“
=0 j=itl

et donc

0(00) = (- + Y (1) gy =0.
Jj<i 1<j

g

36. On peut consulter la sectionpour des (r)appels sur ces notions; et en particulier la déﬁnitionm
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Remarque 3.2.3. On peut définir plus généralement un complexe simplicial dés qu’on sup-
pose fixée une orientation sur tous les simplexes. Le module sous-jacent est inchangé et la
différentielle est donnée par la méme formule :

Jo = Z +7,

T face de o

ou le signe + est + si 'orientation de 7 est induite par celle de o en omettant un sommet
d’indice pair ou si elle est opposée a celle induite par ¢ en omettant un sommet d’indice
impair et est — sinon.

Puisque (C(K), d) est un complexe, nous disposons donc des notions de

e du module Z;(K) des i-cycles, c’est-a-dire des i-chaine ¢ € C;(K) de bord nul :
dc=0;

e du module B;(K) = im(0 : Ci+1(K) — C;(K)) des i-bords ;

e des i-iemes groupes d’homologie

Hi(K) = Zi(K)/Bi(K)

du complexe simplicial K. Nous les appellerons groupe d’homologie simpliciale de
K.

Ezemples 3.2.4. 1. Le segment I = [0, 1] peut-étre vu comme un complexe simplicial avec
un simplexe a de dimension 1 et deux simplexes « et 5 de dimension 0. On a alors C7 = Z
(avec a comme générateur), Cp = Z? (avec o et B comme générateurs) et d(a) = 8 — a,
de sorte que H; =0 et Hy = Z.

2. Considérons le simplexe 9A? dont on a numéroté les sommets s, s1, s2 dans cet ordre.
On a trois 1-simplexes : es 1= (sg, 81), €g := (s1,52) et e1 1= (s0,82) et Ci>2(dA?%) = 0.
Notre complexe simplicial s’écrit donc

-"%0%232260@261@262EZSZZSQ@Z&@ZSQ.

Le méme calcul qu’en 1. donnelﬂ que dey = s9 — 81, 0ep = S9 — Sg, Oea = 1 — Sp. De
sorte que dans les bases données, d s’écrit (zox1, z2) — (—x2 — 21, —xo + 22,20 + x1). On
remarque que I'image de d est exactement le sous-module H défni comme ’ensemble des
solutions de yo + y1 + y2 = 0 dans Zsg @ Zs1 ® Zsz et que de plus on a un isomorphisme
73 = Zsy @ H. Enfin le noyau de d est précisément {(xq,x1,22); 10 = 190 = —11} £ Z. 1l
suit que Hy = Z et Hy = 7Z3/7* = 7, c’est-a-dire la méme chose que 1’homologie du cercle.

3. Un simplexe de dimension k est un complexe simplicial. On a rang(C;) = (lfill) et
la suite

0—-C,—Clr1—...>Cy

est exacte. Les groupes d’homologie H;, ¢ > 0, sont donc tous triviaux. Enfin on a Hy = Z.
Ces calculs coincident avec ceux de ’homologie de la réalisation géométrique du simplexe
d’apres la proposition [I.1.

Ezercice 3.2.5. Démontrer ce résultat (c’est un peu pénible, mais faisable, & la main ; plus
facile si on utilise, par exemple la notion de collapse ou une facon intelligente de faire un
raisonnement par récurrence).

4. Le bord d’un k+1-simplexe A (exemple est un complexe simplicial. Le polyedre
associé est homéomorphe a la sphére de dimension k. Montrons que tous les groupes
d’homologies de ce complexe simplicial sont triviaux sauf Hy et Hp qui sont isomorphes
a Z (ce qui est cohérent avec la proposition . On laisse le cas de k = 0 qui est tres

37. notons que si nous avions orienté e; dans ’autre sens, et ainsi obtenu une orientation cohérente du
bord du simplexe, 'application de bord aurait été plus symétrique, son noyau aurait été Zeo + e1 + ez, mais
les groupes d’homologie aurait bien str été les mémes
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facile en exercice et on suppose k > 1. Etant donné que pour i # k + 1, les simplexes de
OA et de A sont les mémes, on a un morphisme de complexes de chaines :

L0 —> 1 (0A) = 0~ C(0A) —2= 1 (0A) L ... — % Cy(0A)

.

En particulier les groupes d’homologie en degré i # k,k + 1 des deux complexes sont
identiques. Comme Cf1(0A) = 0, il suit que son homologie en degré k + 1 aussi. Comme
d’une part Hy(A) = 0 par le 3. et que d’autre part Hi(A) = ker(Ci(A) — Cr_1(4A))/
Im(Cyy1(A) 2 Z — C(A)) par définition, on en déduit que Z;(A) = Im(Cyy1(A) 2 Z —
Cx(A)) = Z car 'homologie de A étant triviale en degré k+ 1 on obtient que Z — Ci(A))
est injective. Enfin comme Zj(A) = Zx(0A), on obtient que

Hy(0A) =20 = Z.

P P

Remarque 3.2.6. Dans les exemples précédents, si nous avions calculé ’homologie a coeffi-
cient dans un anneau R, nous aurions trouvé les mémes groupe d’homologie simplement en
changeant Z par R (ce qui est facile a vérifier). C’est spécifique a ces exemples et ce n’est
PAS le cas en général. Nous le verrons par exemple avec ’homologie du plan projectif.

Proposition 3.2.7 (Trois propriétés triviales). (1) Soit K un compleze simplicial de di-
mensz’onlﬂ m. Alors Hi>m+1(K) =0
(2) Soit (K;)ier une famille de complexes simpliciauz disjoints dans R™. Alors,

H([ ) =P H.(K
i€l
(8) Si K est fini, alors il n’y a qu’un nombre fini de groupes d’homologie non-nuls (quel

que soit l’anneau de coefficients) et de plus chaque H;(K) est de type fini et chaque
H;(K,F) est de dimension finie pour tout corps F.

Démonstration. Dans les deux premiers cas, le résultat est déja vrai au niveau des com-
plexes de chaines : d’une part Cys.,(K) = 0 par définition et d’autre part Ci(K [[K') =
C.(K) ® C(K') car 'opérateur de bord envoie une face dans une combinaison linéaires
de sous-faces. C’est encore vrai pour un produit infini.

Pour le troisieme point, si K est fini, les C;(K) sont non nul pour un nombre fini de 3.
Par ailleurs chaque C;(K) est de type fini. Il en résulte que Z;(K) aussi et a fortiori H;(K)
est de type fini. L’argument est le méme pour un corps a la place de Z. O

Proposition 3.2.8. Pour tout compleze simplicial K, le groupe Hy(K) est un groupe abélien
libre de rang égal au nombre de composantes connexes du polyédre associé a K.

Démonstration. On peut supposer K connexe par la proposition Le groupe Zy(K) =
Co(K) est engendré par les sommets de K. Maintenant, I'image d’une aréte a_B =< a,f >
par Papplication bord 0 est égal & +(a — ). Le sous-groupe By(K) C Zy(K) est donc
engendré par les a — 3, ot a8 est une aréte. En identifiant Zo(K) & @ 0 Z, on obtient que
By(K) est contenu dans I'hyperplan L d’équation 1 + ... + Tcaq(xoy = 0 et 'engendre,
puisque K est supposé connexe. On en conclut que Ho(K) = P, Z/L est isomorphe &
7. O

L’homologie simpliciale est en fait fonctorielle par rapport aux morphismes d’ensembles
simpliciaux [3.1.13| En effet, soit f : K — L un tel morphisme. On définit f; : C;(K) —

38. La dimension de K est la dimension maximale d’un simplexe de K
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C;(L) par la formule
@ Fillsor. .. 5) { = +(f(s0),..., f(si)) siles f(s;) sont affinement indépendants

=0 sinon

ou le signe + est + si l’orientationlﬂ du simplexe (f(s0)), ..., f(si)) est la méme, & une
permutation paire pres, que celle de (sg, ... s;) et — sinon@ On notera que cette applica-
tion élimine toutes les images de simplexe qui ne sont pas de la méme dimension que celui
de départ.

Lemme 3.2.9. La suite f. := (fi)ien est un morphisme de complezes de chaines.

Démonstration. Commencons par introduire une notation pour gérer le signe dans la dé-

finition de f.. Si sg,...,s; sont des sommets ordonnés dans K, on note [sg,...,s;] =
(80y...,8i) € Ci(K) le vecteur de base correspondant dans le complexe simplicial. On
étend cette notation en posant, pour toute permutation o de {0, ... i}

[50(0)7 SRR So‘(i)] = (_1)0[507 s S’i] = <807 SR Si>

ou (—1)7 est la signature de la permutation. On remarque alors que l'on peut écrire f,
sous la forme

fillso, -, si]) = [f(s0), .., f(s4)]
(lorsque les f(s;) sont affinement indépendants). Il suffit maintenant de montrer que
Os5(0)s -+ 50 = D (=1 [80(0), -+ (i) -+ » S
=0

pour conclure. Etant donné que les permutations sont engendrées par les transpositions
Tk, k+1 inversant deux nombres consécutifs, il suffit de démontrer le résultat pour ces der-
nieres. Or, en remarquant que [So, ..., Sk, Skt1s--->Si] = [0y, Skt1,Sk,---,5i] (ce qui
est évident puisque on a enlevé le seul sommet dérangeant ’odre), on trouve

O[S0y -+ Skt1ySky-«-38i] = —O[S0y--+,SkySktls---,Si

k—1
= _Z(_l)j[507---7§ja---3k73k+17-"75i]
7=0

7
= (=10, - Sks Sk1s -1 55 53]

k+1
7(71)k+1[807 <+ Sk S/k:la s 7Si] - (71)]{:[505 s 787€75k‘+17 .. ')S’i]
k-1
= (—1)3[80,...,5\]',...8k+1,8k7...,3i]
7=0

)
+ Z(_l)j[‘sOv <o Sk+15 Sk s g\ja s Si]
k+1
+(_1)k[807 ceey ‘Sﬁa Sky - asi] + (—1)k+1[30a <o Skt S/;ﬂa sy S’i]
%
= Z(_l)J [STk;k+1(0)7 R 7$Tk;k+1(j)7 ct 7$Tk;k+1(i)]'
7=0
[l

39. c’est-a-dire 'ordre sur ces sommets

40. notons que le fait qu’ils aient la méme orientation signifie que la base affine f(so), ..., f(s;) ala méme
orientation que la base affine donnée par l'ordre choisi dans L sur les sommets de ce simplexe image.
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On en déduit :

Proposition 3.2.10. Pour tout anneau R, le complexe de chaines simpliciales définit un
foncteur : C(—) : CSimp — Ch(R) et les foncteurs d’homologie sont des foncteurs
H;(—) : CSimp — R—mod.

Démonstration. Cela découle du lemme et du fait que (f o g)« = f« o g« (puisque
définie par 'image des sommets) et id, = id. O

La condition d’étre un morphisme simplicial est assez restrictive, et ne permet pas de
comparer via un tel morphisme deux complexes simpliciaux K et L qui définissent le
méme polyedre : |K| = |L|. En particulier, on a pas de morphisme de complexe simplicial
entre K et une subdivision T'. Cependant, on peut tout de méme construire un morphisme
des complexes de chalnes associées. L’idée est que tout simplexe de K est une réunion
de simplexes de T, donc en quelque sorte une « somme » de simplexes de 1. On peut
formaliser cette idée de somme dans le complexe des chaines simpliciales puisque on peut
justement prendre des combinaisons linéaires de faces.

Précisément :

Définition 3.2.11. Soit T" une subdivision de K. On obtient une application linéaire F; de
C;i(K) vers C;(T) qui associe & tout simplexe o € K la somme

/
Fi (0) = § to )
o'eT®
o'Co
ou le signe =+ est + si les orientations de o et ¢’ sont les mémeslﬂ et — sinon.
La proposition suivante est immédiate mais fondamentale.

Proposition 3.2.12. L’application F = (F};) : Ce(K) — Co(T) est un morphisme de com-
plexes de chaines, autrement dit F' = (F;) est une suite d’applications linéaires telles que
le diagramme

Fl P | Fi_zl

- Cz(T) L) Ci_l(T> L) CZ‘_Q(T) —_—

soit commutatif.

Démonstration. La preuve est essentiellement la méme que celle du lemme [3.2.9] O
Théoréme 3.2.13. Soit K un complexe et T une subdivision de K. Le morphisme de com-
plexes F : C(K) — Cy(T) est un quasi-isomorphisme, c’est-a-dire qu’il induit un isomor-
phisme au niveau des groupes d’homologie.

Ce théoreme sera démontré plus loin comme conséquence de l’identification de I’homo-
logie simpliciale avec I’homologie singuliere de son polyedre associé, c¢f Théoreme {4.3.3

Corollaire 3.2.14. Les groupes d’homologie simpliciales H;(K) ne dépendent que de la réa-
lisation | K| et I’homologie simpliciale induit un foncteur H;(—) : Poly — Ab.

FEsquisse de preuve. Si |K| = |L| alors il existe une subdivision commune 7" & K et L. Le
Théoreme [3.2.13]implique alors H;(K) = H;(T) = H;(L) ou les isomorphismes sont induits
par les F;. La fonctorialité découlera encore de I'identification avec I’homologie singuliere,
mais on peut aussi la déduire du méme théoreme : soit ¢|K| = X une triangulation

41. puisque les espaces affines engendrés par o et o’ sont les mémes, on peut comparer leurs orientations
sans probléemes puisque elles revienent a donner une orientation de cet espace affine
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d’un espace polyédral et f : |T| — |L| 2 Y une application PL de X vers un autre espace
PL Y. En particulier T est une subdivision de X et f est la réalisation d’un morphisme
de complexe simplicial 7' — L. On a alors par la proposition [3.2.10] et le théoreme [3.2.13

une application induite H;(X) = Hy(T) ™Y H;(L) = Hi(Y). O

Remarque 3.2.15. A ce stade, il n’est pas évident que 'on obtient ainsi une « bonne »
théorie homologique : si f : X — Y est une application continue il n’est pas immédiat que
f induise une application linéaire f, au niveau des groupes d’homologie; c’est par contre
bien le cas si I'on se restreint aux applications PL. Pour démontrer que cela reste vraie
en prenant des applications continues (fonctorialité de I’homologie) nous allons introduire
une théorie homologique plus abstraite. En chemin nous déduirons une démonstration du

théoreme 3.2.13] et corollaire [3.2.141

Remarque 3.2.16 (Complexes quasi-simpliciaux). Le lien avec I’homologie singuliére don-
nera aussi une équivalence entre I’homologie des complexes simpliciaux et ’homologie de
quotients de complexes simpliciaux via des applications affines identifiants des sommets.
L’intérét de ces derniers est qu’ils offrent des modeles avec moins de simplexes et donc des
complexes de chaines plus petits et faciles a calculer. Voir le paragraphe pour leurs
définitions.

3.3. FORMULE D’EULER-POINCARE

Supposons K fini. Alors chaque H;(K) est un groupe abélien de type fini avec une partie
libre et une partie de torsion.

Définition 3.3.1 (Nombres de Betti et groupes de torsion). Soit K un complexe simplicial
dont les groupes d’homologie H;(K') sont de type fini pour tout ¢. On appelle i-éme nombre
de Betti de K le rang de la partie libre de H;(K) ; on le note b;(K'). On appelle i-éme groupe
de torsion de K le sous-groupe de torsion de H;(K); on le note Tors;(K).

Enfin, si F est un corps, on appelle i-éme nombre de Betti de K a coefficient dans F la
dimension de H;(K,F); on le note b;(K,F).

Notons que d’apres le théoreme les groupes d’homologie H;(K) — et donc b;(K)
et Tors;(K) — sont en fait des invariants topologiques de la réalisation |K| de K.

Enongons maintenant la formule d’Euler-Poincaré qui généralise la célebre formule d’Eu-
ler

S—A+F=2

liant les nombres de sommets S, d’arétes A et de faces F' d’un polyedre de dimension 2
homéomorphe & la sphere S2.

Soit K un complexe simplicial fini de dimension d. On note ¢;(K) le rang de C;(K),
c’est-a-dire le nombre de i-simplexes dans K. On a alors :

Théoréme 3.3.2 (Formule d’Euler-Poincaré).
d d

D (D) =) (~1)b(K).

i=0 =0

Notation 3.3.3. Le nombre obtenu — noté x = x(K) = Z?ZO(—I)ibi(K) — est appelé
caractéristique d’Fuler du complexe K.

Démonstration. La démonstration est purement algébrique. On abrege par C;, Z;, B; et H;
les Z-modules C;(K), Z;(K), B;(K) et H;(K). On a alors des suites exactes de Z-modules
(de type fini)

0—)Z¢—>Ci2>Bi_1—>0 et 0—>Bi—>ZZ'—>Hi—>O.
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On en conclut que
rang C; = rang Z; +rang B;_1 et rang Z; = rang B; + rang H;.
On a donc
rang C; = rang H; + rang B; + rang B;_1
et

1

Z(—l)irang Ci= Z(—l)irang H;.
Z Il

Remarque 3.3.4. La formule d’Euler-Poincaré est vraie, avec la méme démonstration, avec
les nombres de Betti a coefficient dans tout corps :

Y (Dia(K) =) (—1)'bi(K,F).

i=0 i=0
On notera cependant que les nombres de Betti b;(K), b;(K,F) changent si on change de
corps en général !

Ezemple 3.3.5. En admettant le théoréeme [3.2.13] et en prenant comme triangulation de
la sphere le bord du 3-simplexe, on obtient by = by = 1, by = 0 d’apres I'exemple [3.2.4]4.
Il suit que I'on retrouve exactement la formule d’Euler S — A + F = 2.

Ezemple 3.3.6. Considérons un graphe (complexe simplicial de dimension 1) connexe avec
V sommets et E arétes. Sa caractéristique d’Euler est égale a V — E et a bg — by, ou by
et by sont les nombres de Betti. Il découle de la proposition que by = 1 et donc que
bl =1+F-V.

Ezemple 3.3.7 (Triangulations minimales d’une surface compacte). Soit ¥ une surface
compacte (sans bord) que I'on suppose triangulée. On note s, a, f les nombres de sommets,
arétes et faces (i.e. triangles) de la triangulation. D’apres le théoréme, la caractéristique
d’Euler est égale a

xXX)=s—a+f.
Comme Y est une surface sans bord, toute aréte appartient a exactement 2 faces ; et chaque
face contient exactement 3 arétes. Ainsi

2a =3f

d’ott s — x(X¥) = a/3. Par ailleurs, dans une triangulation, deux sommets (distincts) dé-
terminent au plus une aréte et donc a < s(s — 1)/2. On en déduit que 7s — 6x(X) < 52,
c’est-a-dire (s — 7/2)* > (49/4 — 6x(X)) et donc (sachant que s > 0 etﬁ X(X) <2) on en
déduit la borne suivante sur le nombres de sommets d’une triangulation de X :

1
= (7 /49 - 24x(2)).
En particulier, s > 4 pour la sphere, s > 7 pour le tore.

Ezercice 3.3.8. Trouver des triangulations de la sphere avec 4 sommets, du torelﬂ avec 7
sommets.

Remarque 3.3.9. Une triangulation d’'un espace topologique a en général beaucoup de
faces. Ce qui complique le calcul de I’homologie. Comme nous le verrons plus loin, il suffit
cependant d’avoir une quasi-triangulation [4.3.14] pour calculer son homologie.

42. la condition suivante sur la caractéristique d’Euler découle du fait qu’on sait calculer I’homologie de
n’importe quelle surface

43. une triangulation facile du tore est obtenue en faisant le produit de la triangulation a 3 sommets du
cercle par elle méme. Cette triangulation a évidemment 9 sommets.
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IV. HOMOLOGIE SINGULIERE

Nous allons maintenant constuire une théorie homologique (qui donnera des invariants
homotopiques) pour tous les espaces topologiques.

L’idée va simplement étre d’autoriser des triangulations avec singularités, c’est-a-dire
de remplacer les simplexes par I'image par une application continue d’un vrai simplexe@

4.1. DEFINITIONS ET PREMIERES PROPRIETES
Soit X un espace topologiqueﬁ

Définition 4.1.1. Un i-simplexe singulier de X est une application continuelﬂ

0 = Osing : A" = X,

AT = {($0,~~-79€z‘) GRH_l ‘ z; >0, le: ]_}

est le simplexe standard de dimension i (exemple . On note Cj(X) = Cjging(X) le
groupe abélien libre de base ’ensemble des i-simplexes singuliers de X. Un élément de
C;(X) s’appelle un i-chaine singuliére.

Si R est un anneau commutatif quelconque, on notera de méme C;j(X, R) = Cj sing(X, R)
le R-module libre de base 1’ensemble des ¢-simplexes singuliers de X.

Notation 4.1.2. On notera sg,...,s; les sommets ordonnés dans l'ordre croissant du -
simplexe standard A? qui correspondent & l’orientation canonique de R, Autrement dit
so=(1,0,...,0),...,8, = (0,...,0,1,0...,0) et s; = (0,...,0,1).

Remarque 4.1.3. A part si X est un espace topologique discret, C;(X) est en trés grande
généralité de dimension infinie en tout degré. En effet Cp(X) n’est rien d’autre que le
module libre de base ’ensemble des points de X. Par ailleurs on notera que pour tout
x € X, I'application constante A? — X, t + 2 définit un élément de C;(X).

On définit les « faces » d’un simplexe singulier de la fagon suivante. Pour tout k =
0,...,%, on obtient un (i — 1)-simplexe singulier o en composant ’application linéairelﬂ

(IOa s 7xi—l) = (1:07 s 7xk—1)0)xka s 7372'—1)7

de A1 C R? vers la k-éme face {x), = 0} de A, par I'application o.
On définit une application bord en prenant la somme alternée des faces comme pour les
complexes simpliciaux :
(2
00 = (~1)fo,0.
k=0
L’application o s’étend par linéarité en 0 : C;(X) — Ci—1(X).

Lemme 4.1.4. On a o9 = 0.

Démonstration. Elle est identique a celle du lemme [3.2.2) En effet, les seules opérations
que l'on fait sont au niveau de la source A’ du simplexe singulier. O

44. plus précisément, on va garder non pas seulement l'image, mais aussi 'application continue afin de
pouvoir déterminer, par exemple, les faces d’un tel simplexe singulier ; 'image géométrique pouvant étre
un objet trés compliqué et singulier.

45. et non plus nécessairement un polyedre

46. On mettra 'indice sing quand il sera nécessaire de distinguer les simplexes singuliers des simplexes
simpliciaux ; de méme plus bas avec les complexes de chaines et les groupes d’homologie.

47. cette application ne fait rien d’autre que d’identifier le ¢ — 1-simplexe standard avec la k-ieéme face
de A"
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o

FIGURE 15. Une représentation du 2-simplexe singulier o : A? — X dont le
bord est f+g— f*g. Précisément o a une valeur constante o (¢, u) = o(t) sur
chaque ligne pointillée verticale, cette valeur étant donnée par l'intersection
avec les deux segments bleux et rouges.

Définition 4.1.5 (Chaines et homologie singulieres). On appelle le complexe de chaine
(Cu(X),0) le complexe des chaines singuliéres de X. On note

Hl(X) = Hz’,sing(X)

les groupes d’homologie singuliére, c’est-a-dire les groupes d’homologie du complexe des
chaines singulieres.

Pour tout anneau R, en particulier pour tout corps IF, on notera aussi (Cix(X, R),0) le
complexe des chaines singulieres et H;(X, R) son i-ieme groupe d’homologie.

Terminologie : On dira que deux chaines singulieres z,y € C;(X) sont homologues si elles
différent d’un bord :

x—y=20(2)
(avec donc z € Cj;41(X)). En particulier si  est un cycle, alors y aussi et leurs classes
d’homologie sont égales : [z] = [y] € H;(X).

Ezemple 4.1.6 (Chemins, lacets et 1-chaines singulieres). On a vu dans la remarque
que les O-chaines singulieres sont exactement les combinaisons linéaires finies de points
de X. Un 1-simplexe singulier de X est une application continue f : A — X ce qui est
équivalent (via l'isomorphisme affine canonique entre [0, 1] et Al qui envoie 0 sur sq et 1
sur s1) a une application continue f : [0,1] — X, c’est-a-dire un chemin dans X de f(0)
vers f(1). On a que 9(f) = f(1) — f(0) € C1(X).

En particulier, si f : [0,1] — X est un lacet (c’est-a-dire f(0) = f(1)), alors la chaine
représentée par f est un l-cycle : f € Zj 4ing(X) et définit donc une classe en homologie.

Soit f : [0,1] — X et g : [0,1] — Y deux chemins composables, c’est-a-dire tels que
f(1) = g(0). On peut alors les composer pour obtenir le chemin continu fxg:[0,1] - X
défni par f x g(t) = f(2t) pour t € [0,1/2] et g(2t — 1) sinon (voir 'exemple du groupe
fondamental . Le chemin f x ¢ ainsi construit ressemble, topologiquement parlant,
vraiment & une somme des chemins f et g. Mais les trois 1-simplexes singuliers f, g et
f * g étant linéairement indépendants par définition dans Cy(X), f* g n’est pas la somme
f + g dans C1(X). Cependant, f + g est bien “équivalent” & f x g au sens suivant : f + g
et f % g sont homologues, c’est-a-dire different d’un bord :

f+g=fxg+0(o),

voir la figure [15| pour une description géométrique de cette formule.
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En particulier si fxg est un lacet, alors f+g aussi et ils ont les mémes classes d’homologie
[f *g] = [f + ¢g]. De maniere générale, les sommes de simplexes singuliers correspondent,
a homotopie/bord pres, a leurs “sommes géométriques/topologiques”.

Ezercice 4.1.7. Soient f,g:[0,1] - X deux chemins continus avec les mémes extrémités.

Démontrer que, si f et g sont homotopes relativement a leurs extrémités, les 1-cycles
qu’ils représentent sont homologues : f — g = d(0) € C1(X). (Indication : écrire o comme
une somme de deux 2-simplexes singuliers en utilisant une construction similaire a celle
de I'exemple [4.1.0] et en utilisant qu'un chemin constant est un bord ce qui se voit comme

dans ’exemple [4.1.8)).

En particulier si f,g : [0,1] — X sont deux lacets pointés homotopes relativemenet a
leur point base, alors leurs classes d’homologie sont égales : [f] = [¢g] € H1(X).
C’est en fait vrai pour deux lacets quelconques (n’ayant donc pas forcément le méme

point base) homotopes, cf exemple [4.1.19

Ezemple 4.1.8 (Homologie d’'un point). Soit X = {x} l'espace topologique réduit & un
point. Montrons que

Ho(X) =7 et Hy(X)=0sii>0.
En effet C; = C;(X) = 7Z est engendré par 'unique i-simplexe singulier o; : A? — X
(Papplication constante). De plus, pour i > 0, on a dyo; = 01, donc

i
Oi— si 4 est pair,
do; = Z(_l)kai—l = { Ol ! P

sinon.
k=0

Les groupes d’homologie de X sont donc triviauxlﬂ sauf en degré 0 ot on a Hy({*}) = Z.

Proposition 4.1.9. Si X = [[,.; Xi, on a Ci(X,0) = @,.;(C«(X;),0). En particulier
Hk(HiEI Xi) = @ief Hk(Xz)

Démonstration. Comme les X; sont dans des réunions de composantes connexes différentes
les unes des autres dans le coproduit [, ; X;, on a qu'un simplexe singulier, ainsi que
toutes ses faces, a son image dans un seul des X;. La décomposition du complexe en
découle et celle de ’homologie aussi. O

Proposition 4.1.10. Si X est un espace topologique, le groupe Hy(X) est le groupe abélien
libre de rang engendré par les composantes connexes par arcs de X. De plus, pour tout
point x € X, la classe d’homologie [x] est un générateur du facteur libre, isomorphe a Z,
qui correspond a la composante connexe par arcs de X qui contient x.

Démonstration. On vérifie par un argument similaire a la proposition précédente que si
(X4) est la famille des composantes connexes par arcs de X, pour tout ¢ > 0, on a :

H;(X) = P Hi(Xa).

On peut donc supposer que X est connexe par arcs (et non vide). Maintenant, le module
Co(X) est libre engendré par les points de X. Considérons le morphisme ¢ : Cy(X) — Z
qui vaut 1 sur chaque point de X. Il est surjectif et, puisque X est connexe par arcs, son
noyau est précisément le sous-module By(X). Comme Zy(X) = Cp(X) le morphisme ¢
induit un isomorphisme de Hy(X) sur Z. O

A ce stade, I’espace réduit a un point est essentiellement le seul espace dont il soit facile
de calculer I’homologie singuliere! Qu’a-t-on gagné & introduire cette théorie homologique
plus abstraite ? La réponse est qu’elle est fonctorielle :

48. c’est le méme calcul que dans I’exemple 5.2.12 au dernier terme pres
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Si X et Y sont deux espaces topologiques et f : X — Y est une application continue.
Alors f induit une application linéaire f. : Co(X) — Co(Y) qui & un simplexe singulier
A" % X associe le simplexe singulier foo : A = Y.

Lemme 4.1.11. L’application f, est un morphisme de complexe de chaines : 0o f, = fy00.

Démonstration. C’est assez évident car f, est définie en composant au but alors que la
différentielle est obtenue en prenant des restrictions de la source. Plus précisément, pour
tout k=0...7, on a

(5)  fe(Oko) (20, ... xi) = fulo(zo,. .. 21,0, Tk, ...2;))
= f o J(.TU(), ce ,:ck_l,O,xk, . .%'z) = 6k(f*(0))(.1‘0, ce ,:L'i).
O

Notation 4.1.12. On notera H;(f) : H;(X, R) — H;(Y, R) (ou parfois abusivement encore
f+) application induite de f, en passant aux groupes d’homologie (& coefficients dans un
anneau quelconque).

Proposition 4.1.13. Pour tout anneau R, le complexe des chaines singuliéres X +— (Cy(X), )
et la régle f — f. définissent un invariant topologique a valeur dans les complexes de
chaines, i.e., un foncteur, noté C, : Top — Ch(R) des espaces topologiques vers les com-
plexes de chaines.

En particulier, pour tout i € N, on en déduit un foncteur H; : Top — R—Mod en
passant aux groupes d’homologie.

Démonstration. Le deuxieéme point découle du premier et du fait que I’homologie est un
foncteur des complexes vers les modules (Lemme . Pour le premier, on doit seulement
vérifier que fi o g« = (f 0 g)« et que id, = id¢, (x) ce qui est immédiat par associativité de
la composition de fonctions. O

Les invariants obtenus par 1’homologie singuliére sont en fait des invariants avec plu-
sieurs propriétés qui vont nous aider & les calculer. La premiere est que c¢’est un invariant
homotopique.

Proposition 4.1.14. Soient f et g deux applications homotopes de X dans Y. Alors les
applications induites fi et g. de Ho(X) dans He(Y') coincident.

Démonstration. Soient ¢ : X — X x [0,1] et // : X — X x [0,1] les applications définies
par «(x) = (2,0) et /() = (x,1). Si h est une homotopie entre f et g, alors f = h ot et
g = ho/. 1l suffit donc, par fonctorialité des chaines singulieres (proposition de
montrer que H;(t) = H;(¢) pour avoir que H;(g) = H;(f).

D’apres le lemme il suffit de montrer que ¢y et ¢/, sont reliées par une homotopie
de chaine K : C\(X) — Cu(X x [0,1]). Par linéarité il suffit de plus de construire les K;
sur les ¢-simplexes singuliers.

Considérons donc un i-simplexe singulier o : A* — X II lui correspond une application
o xid : A" x [0,1] — X x [0,1]. L’idée est alors de décomposer le prisme A’ x [0,1] en
(1+1) simplexes de dimension i+ 1 et de faire la somme de ces simplexes singuliers (munis
de Dorientation induite par celle du prisme), cf figure Ceci donnera une combinaison
linéaire de n + 1-simplexes standards dans le prisme A™ x [0, 1] et en composant cela par
lapplication o x id on obtiendra un n + 1 simplexe de X x [0, 1]

Concretement, on réalise cela comme suit. Notons sg, ..., s, les sommets de A" (au-
trement dit s; = (0,...,0,1,...,0)). Pour toute famille eq, ..., e,+1 € R**? de points, on
définit Ty e, : A""1 — R™"2 Punique application affine envoyant s; sur e;.

On pose alors

n

Kn(0) ==Y (—1)"(0 x id) © Ts9.0)(s1,0),.(5:,0), (55,1 )s(5151,1 ) (0,1) € Crop1 (X % [0, 1]).

i=0
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(50’1) (3171)

A

(527 1)

(80,0) (81,0) (80, 0) (82,0)

FIGURE 16. Subdivision du carré en deux simplexes (avec leur orientation)
A gauche et subdivision du prisme de base A? & droite.

On a
n 1—1
_ it : -
0o K’n,(a) = ( (_1) j<0' x ld) © T(SD,O),(Sl,0),...,(Sj,0)...,(51',0),(5i,1)7(5i+171):-"(37171)
=0 j=0
il : -
+j_§i;l( 1) (o xid) o T(so,()),(sl,0)7...(si,U),(si,l),(si+1,1),...,(3j,1)7...(sn,1)
+(=1)" (0 x id) 0 T(5.0),(51,0),.- (51 1,0),(55:1):(515.1, 1) (500 1)
+(=1)¥* (o xid) o T(SO,O),(S1,0),.4.(32-,0),(5“.1,1),(si+1,1),.‘.(sn,1))'
et
n i—1
_ i—14j ; -
Kn ° a(o-) N =0 ( . O(_l) ](U s ld) ° T(50’0)7(5170)7“'1(5]'10)"'7(51'70)7(31'71)1(5i+171)7'“(5n’1)
= j=
_1)¢t+J : -
+ Z}—l( 1) (U x ld) ° T(SO)O):(sl:0)7--~(5i,0),(si,1),(si+1,1),...,(Sj,1),...(sn,1)>'
j=t

En faisant la somme, il reste

00 Kn(0) + Knod(o) = Y (0 x1d) 0 T(sy.0),(51,0)(5:-1.0).(50:1): (5141, 1) (s1)
1=0
= (0 x 1) 0 T50,0),(51,0),m(50,0) (501 Ds(5551,1)n(5m,1)
1=0

Les termes se simplifiant deux a deux, il ne reste que

00 Kn(0) + Knod(o) = (0x1d) 0 Tiso,1),(s1,1),--(sn,1) = (0 X 1) © T5,0),(51,0),...(50,0)
= (i, —is)(0)
en faisant un calcul direct pour la derniere égalité. Ceci termine la démonstration. U

Remarque 4.1.15. La preuve de cette proposition est symptomatique des techniques de
preuve en homologie singuliere. On démontre la propriété que 'on veut pour X = A’ un
simplexe standard et pour le simplexe identité et on ’étend a tous les espaces topologiques
en utilisant qu’un simplexe quelconque de X s’en déduit par fonctorialité. Plus précisément,
sio: A" - X € Cy(X) est un simplexe singulier, alors on a que o = 0,(idai) ol
idai @ AT — AT € Cy(AY).
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Corollaire 4.1.16. Quel que soit R un anneau commutatif unitaire,

esi f : X — Y est une équivalence d’homotopie, alors f* : (Cy(X,R),0) —
(C«(Y,R),0) est un quasi-isomorphisme : Vi € N, H;(f) : Hi(X,R) — H;(Y,R)
est un tsomorphisme.

e En particulier, si X est un espace topologique contractile, alors

R sii=0,

0 sinon.

xR = {

Notons que la deuxieme partie de ce corollaire établit la moitié du calcul des groupes
d’homologie donné dans la proposition

Démonstration. Pour la premiere, cela découle du fait que si f : X — Y est une équi-
valence d’homotopie, alors il existe g : ¥ — X tel que fog >~ idy et go f ~ idx. La
proposition et la proposition implique donc que pour tout entier 7,

H;(f) o Hi(g) = Hi(f o g) = H(idy) = idp,(v)
On a de méme que H;(g) o Hi(f) = idy,(x) et ainsi H;(f) est un isomorphisme (d’inverse

La deuxiéme partie suit du fait qu'un espace contractile est homotope & un point et du
calcul de I'homologie d'un point O

D’apres la définition la, proposition et la proposition on obtient :

Corollaire 4.1.17. Pour tout i, le i-iéme groupe d’homologie H;(—) : Top — R—Mod est
un invariant homotopique.

Remarque 4.1.18. Les chaines singulieres de ’espace topologique sont un invariant plus
fin et fort que leurs groupes d’homologie. Ces derniers sont cependant utiles car ils sont
plus faciles a calculer et manipuler et a distinguer que deux complexes de chaines & quasi-
isomorphisme pres.

Ezemple 4.1.19 (Chemins homootpes et homotopie de chaines). Soit f,g : [0,1] — X
deux chemins continus n’ayant pas nécessairement ls mémes extrémités. Les chaines f, g €
C1(X) quils représentent sont égales & f,(ida1) et gi(ida1) (cf remarque[d.1.15). La preuve
de la proposition [£.1.14 nous donne donc que les cycles f et g sont reliés par une homotopie
de chaine :

f — g = Ko(£(1) = £(0)) + Ko(g(1) — 9(0)) & un bord prés.)
Autrement dit, une homotopie au niveau des chemins se transporte sur une homotopie de
chaine (ce qui justifie la terminologie).

En particulier, si f et g sont des lacets, on obtient que f — g € B1(X) c'est a dire
[f] = [g] comme annnoncé précédemment.

Les différentes exmeples vu en degré 1 nous donne une relation entre H; et un autre
invariant homotopique que nous avons introduit : le groupe fondamental. Nous avons
vu que tout chemin continu f : [0,1] — X donne un élément de C;(X) qui, lorsque
[ est un lacet (f(0) = f(1)) est un cycle; notons h(f) € H;(X) la classe d’homologie
correspondant a ce lacet. D’apres ’exercice deux lacets homotopes donnent des
cycles homologues (ce qui découle aussi de la proposition , ainsi si f ~ g, alors
h(f) = h(g) € Hi(X). En particulier, pour tout point base xg, si a € m(X,xz) est
une classe, la classe d’homologie h(f) € Hi(X) est la méme pour tout lacet f tel que
[f] = c. Ainsi 'application qui a un lacet f associe h(f) passe au quotient par la relation
d’homotopie pour donner une application h : 71(X,z0) — Hi(X). On note 71 (X, z0)%
I'abélianisé du groupe fondamental (c’est-a-dire le quotient de 71 (X, zg) par le sous-groupe
normal engendré par les commutateurs).
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Proposition 4.1.20 (Hurewicz - Poincaré). L’application h : 71(X,x0) — H1(X) est un
morphisme de groupes qui se factorise au travers mi(X, a:o)“b.

Si de plus X est connexe par arcs, le morphisme de groupes induit h : m; (X,a:o)“b —
Hi(X) est un isomorphisme.

Le morphisme h est en général appelé morphisme d’Hurewicz. La proposition donne un
moyen concret de calculer le premier groupe fondamental dans certains cas.

FExercice 4.1.21. Démontrer la proposition [4.1.20

4.2. TECHNIQUES DE CALCUL DE L’HOMOLOGIE SINGULIERE

Nous allons maintenant énoncer des résultats généraux pour calculer I’homologie singu-
liere. Contrairement au cas des complexes simpliciaux, le complexe des chaines singulieres
est toujours tres gros et donc peu adapté a des calculs directs. Il a en revanche d’ex-
cellentes propriétés dérivées de sa fonctorialité qui permettent des calculs au moyen de
longues suites exactes (comme dans la partie et de son invariance homotopique no-
tamment. En pratique, on utilise souvent ces techniques pour se ramener a des espaces
topologiques simples dont on connait ou peut calculer I’homologie en utilisant des modeles
simpliciaux /triangulations simples. Nous allons donc dans les parties qui suivent utiliser
les suites exactes courtes de complexes de chalnes et leurs suites exactes longues associées
en homologie pour lesquelles on renvoit a la partie

4.2.1. Homologie relative et théoréme d’écrasement. Nous allons considérer tout d’abord
le cas de ’homologie d'un quotient X/A lorsque A est un « bon » sous-espace de X (le
terme bon sera précisé dans le théoreme ci-dessous). Pour cela nous allons relier
I’homologie de ce quotient & celle de X et de A au moyen d’une suite exacte qui a du sens
méme pour les mauvais quotients et est donnée par ce qu’on appelle I’homologie relative
d’une paire.

Définition 4.2.1. Une paire (d’espaces topologiques) est un couple (X, A) ou A est un sous-
espace de X. Un morphisme de paires (X, A) — (Y, B) est simplement une application
continue f : X — Y telle que f(A) C B.

Dans la pratique on identifiera la restriction fi4 de f a A avec I'application continue
A — B sous-jacente, c’est-a-dire qu’on verra un morphisme de paires comme la donnée

d’un diagramme commutatif : X N Y.

Jo ]

A——2B

Ezemples 4.2.2. (1) Une paire importante pour nous sera la paire (D", S"~!) consti-
tuté d’une boule euclidienne et de son bord.
(2) Siz € X, alors on peut considérer la paire (X, {z}).
(3) On peut aussi considérer I'exemple “opposé” au précédent : la paire (X, X \ {z}).
(4) On peut toujours aussi considérer la paire (X, ()) qui permet de plonger la catégorie
des espaces topologiques dans celle des paires.

L’inclusion i : A < X donne (par fonctorialité du complexe des chaines singuliéres) un
morphisme de complexe de chaines i, : Cix(A) — Cy(X) qui est une injection en tout degré
n (car i, envoie la base des n-simplexes singuliers de A sur une famille libre). Il suit (voir

Lemme [5.4.2)) que les quotients
Ci(X, 4) = Gi(X)/Ci(A)
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muni de la différentielle induite par l'opérateur de bord de C,(X) forment encore un
complexe de chaine et qu’on a ainsi obtenu une suite exacte courte

0— Ci(A) = Cu(X) = Cu(X,A) — 0.
de complexes de chaines.

Définition 4.2.3 (Chaines relatives et groupes d’homologie relative). Le complexe Cy (X, A)
est appelé le complexe de chaines relatives de (X, A).

Les groupes d’homologie relative d'une paire (X, A) sont les groupes d’homologie du
complexe de chaines relatives C\ (X, A); on note H;(X, A) le i-itme groupe d’homologie
relative.

Ezercice 4.2.4. Démontrer que le morphisme canonique C,(X) — Cy(X, ) est un isomor-
phisme de complexes de chaines.

Soit f : (X, A) — (Y, B) un morphisme entre paires. Alors on a un diagramme, dont le
carré de gauche est commutatif, de complexes de chaines

(6) Cu(A) > O (X) — Cu(X, A)

f i i f e
\

Co(B)—> C,(Y) — C.(Y, B)

d’olt on déduit 'existence (par simple passage au quotient degré par degré) du morphisme
de complexes de chaines en pointillé rendant tout le diagramme commutatif. On notera
encore fi : Co(X, A) — Co(Y, B) le morphisme obtenu au niveau des complexes de chaines
et H,.(f) celui induit entre les groupes d’homologie relative.

Le résultat suivant relie 'homologie relative a celle de X et A et prouve son invariance
homotopique.

Théoréme 4.2.5 (Suite exacte longue d’homologie relative). Pour toute paire (X, A), il
existe, pour tout i dans N, un morphisme
0: HZ(X, A) — HZ_1(A)

tel que la suite infinie

(7)

soit exzacte. Pour tout morphisme de paires f : (X, A) — (Y, B), le diagramme induit entre
suite exactes longues

Hi(f)i Hi(f)i Hi(f)i Hi(f)l
..—=Hi(B) —=H;(Y) —— H;(Y,B) — H;-1(B) — ...

est commutatif.

Si f (X, A) = (Y, B) est un morphisme de paires tel que f : X — Y et Uapplication
induite fis : A — B soient des équivalences d’homotopies, alors fi : Cy(X, A) — Ck(Y, B)
est un quasi-isomorphisme.

Démonstration. On applique le lemme a la suite exacte courte de complexes 0 —
Ci(A) = Cu(X) = Cu(X,A) = 0.

Enfin si f : (X,A) — (Y,B) est un morphisme de paires tel que f : X — Y et
Iapplication induite fi4 : A — B soient des équivalences d’homotopies, alors les deux
premieres fleches verticales du diagramme @ sont des quasi-isomorphismes en vertu du
corollaire 11 suit du lemme fondamental que la troisiéme aussi. O
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Remarque 4.2.6. Noter que toutes les applications H;(A) — H;(X) et H;(X) — H;(X, A)
sont les applications naturelles, induites par les morphismes de complexes C;(A4) — C;(X)
et C;j(X) — C;(X,A). On prendra toutefois garde au fait qu’une inclusion de complexes
n’induit pas nécessairement une application injective en homologie : I'image d’un cycle non
homologue a 0 dans le petit complexe peut étre homologue a 0 dans le grand.

On peut reformuler le théoréeme comme énoncant que I’homologie relative est un in-
variant homotopique de la catégorie des paires d’espaces topologiques dans les groupes
abéliens.

Remarque 4.2.7. Si X est connexe par arcs et A non-vide, alors toute composante connexe
par arcs de A détermine la composante de X et il suit que Hy(A) — Hy(X) est surjective,
autrement dit que Ho(X,A) = 0.

Pour tout espace topologique X, nous avons une unique application continue X —
{*} vers le point. Cette application induit en tout degré un morphisme de R-modules
H;(X,R) — H;({+}, R).

Définition 4.2.8 (Homologie réduite). Soit X un espace topologique non—vide@ Les groupes
ker(H;(X, R) — H;({+}, R)) sont appelés groupes d’homologie réduite; on les note H;(X).

Puisque ’homologie d'un point est triviale, sauf en degré 0, on a des isomorphismes
canoniques

(8) H;(X) = H;(X) pour tout i > 0.
On a de plus que fIO(X ) differe de Hyp(X) par un facteur Z : en degré 0, si X est non-vide,

on a Hy(X) = Z% et Hy(X) = Z% 1, oll d est le nombre de composantes connexes par arcs
de X. On en déduit immédiatement que

Exemple 4.2.9. si X est contractile, alors FIZ(X) = 0 pour tout i € N. Autrement dit
I’homologie réduite des espaces contractiles est triviale.

Le fait de voir les espaces contractiles comme n’ayant aucune homologie réduite est un
des attraits de I’homologie réduite qui simplifie parfois les notations.

Il est immédiat par définition et le corollaire que I’homologie réduite est un
invariant homotopique.

Ezercice 4.2.10. Démontrer que ’homologie réduite est ’homologie du complexe de chaines

ker(Cy(X) = Cu({*})).

Si X est non-vide, pour tout choix d’un point base x dans X, on peut identifier homologie
réduite et homologie relative a {z}.

Lemme 4.2.11. On a des isomorphismes
H;(X, {z}) = Hy(X)
qui sont des équivalences naturelles de foncteurs Top, — Ab.

Démonstration. Les isomorphismes découle de 'existence de la suite exacte longue d’ho-
mologie de la paire (X,{z}) et de l'exemple f.1.8] Si f : (X,z) — (Y,y) est pointée,
alors elle envoie = sur y et la naturalité de la longue suite exacte assure que l'on a un

49. La définition que nous donnons s’étend & X = (). En revanche le lemme n’a plus de sens dans
ce cas et par ailleurs, selon le contexte les auteurs préféerent définir ’homologie réduite de @ différemment
et la considérer comme nulle partout sauf en degré —1. Ce dernier choix, étrange de prime abord, peut se
justifier pour différentes raisons, I'une d’entre elle étant de rendre la suite exacte du théoréeme encore
valide dans ce cas si on fait ce choix.
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[

diagramme commutatif H;(X,{z}) — H;(X) ce qui traduit exactement le fait que

Hi(f)l iHi(f)
Hy(Y, {y}) — Hi(Y)
I’isomorphisme est naturel. U

Le théoreme suivant fait le lien entre ’homologie relative et 'homologie « absolue » du
quotient X/A. Sa démonstration sera donné ultérieurement dans le paragraphe

Théoréme 4.2.12 (Théoreme d’écrasement : homologie d’un bon quotient). Soit A un fermé
(non-vide) de X, rétract par déformation forte d’un voisinage ouvert. L’application quo-
tient m: X — X/A induit un quasi-isomorphisme naturel m, : C;(X, A) = Ci(X/A, {A}).

En particulier _

Hi(X, A) = Hy(X/A, {A}) = Hi(X/A),

ot {A} est le sous-ensemble de X /A qui est un singleton constitué du point qui correspond
au sous-espace A C X.

Sous ces hypothéses, la suite exacte longue d’homologie devient :

oo Hy(A) = Hi(X) — Hi(X/A) S Hioy(A) = Hi_(X) — ...
... — Hy(X/A) — 0.

Le premier isomorphisme dans le théoréme est donné (par fonctorialité) par 'application
quotient X — X /A.

Remarque 4.2.13. e Le théoreme reste valide avec n’importe quel anneau de coefli-
cient a la place de Z.
e Comme A est non-vide, il existe une composante connexe par arcs non-vide de
A qui détermine une composante connexe par arcs de X. En particulier ces deux
composantes d’envoient bijectivement 'une sur l'autre en degré 0 de sorte que
l'on peut regarder la longue suite exacte totalement en homologie réduite (comme
écrite) ou bien avec I’homologie usuelle pour A et X (mais pas X/A!).

Nous pouvons en déduire la derniere partie manquante de la proposition [1.1.7]:

Corollaire 4.2.14. Pour tout anneau de coefficient R, on a :

H,(S",R)=R et H;i(S",R)=0 pouri#n.

Démonstration. Considérons la paire (X, 4) = (D",S"1) de sorte que X/A = S™. Les
termes H;(X) = H;(D") de la suite exacte longue d’homologie associée & la paire (X, A)
sont tous triviaux puisque D™ est contractile. L’exactitude de la suite implique donc que
les morphismes H;(S™, R) LN H;_1(S"!,R) sont des isomorphismes pour i > 0 et que
fIO(S", R) = 0. On conclut par récurrence sur n a partir du cas n = 0 qui découle de la

proposition [4.1.10] O

Homologie d’un bouquet d’espaces topologiques. Soient (Xu,Zq)aer un ensemble d’es-
paces topologiques pointés. Le bouquet des espaces X, est le recollement de ces espaces
sur leurs points de base, c’est-a-dire ’espace quotient

V (Xa 20) = (U Xa> /{2, a € I}.

ael ael

Proposition 4.2.15. On suppose que chaque point x est rétract par déformation forte d’un
ouvert de Xalﬂ.

50. on appelle souvent un tel espace (Xq, o) un espace bien pointé
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Alors, pour touti € N, on a ﬁZ(\/a Xo) =P, Hi(Xg).

Démonstration. Posons X = | | c; Xo et A= {z4, a € I}. D'un c6té, on a

=P Hi(Xa {za}) = @ Hi(X.
D’un autre co6té la paire (X, A) vérifie les hypothéses du théoréeme |4.2.12| et on a
Hi(X,A) = Hi(X/A,{A}) = H(X/A) = \/X

O

Homologie des suspensions. Rappelons que la suspension [2.3.28 d'un espace topologique
A est 'espace quotient YA = (A x [0,1])/(A x {0})/(A x {1}) = CA/A ou CA = A X
[0,1]/(A x {1}) est le cone de A. Voir la figure

Proposmon 4.2.16. On a, pour tout ¢ > 0, des isomorphismes naturels. H;(XA) =
H;_ 1(A).

Pour ¢ = 0, on retrouve juste le fait que la suspension d’un espace est toujours connexe
par arcs.

Démonstration. Le sous-espace A =2 A x {1} C C'A est un rétract par déformation d’un
voisinage ouvert (par exemple Ax]3/4, 1]). Considérons alors la suite exacte longue associée

a la paire (C'A, A) par le théoréeme :
. — Hy(CA) — Hy(CAJA) — H;_1(A) — H;_1(CA) —
Pour tout i, H; (C’A) = 0 puisque C'A est contractile. Ainsi Hy(CA/A) = H;_1(A). O

Remarque 4.2.17. Dans toutes les définitions et résultats ci-dessus sur I’homologie rela-
tive, on peut se placer aussi se placer dans la catégorie des complexes simpliciaux ou des
espaces polyedraux. La seule difficulté est lorsqu’on utilise le lemme [£.2.17] que 'on doit
évidemment supposer que x est un sommet du complexe simplicial. Selon les cas la théorie
homologique considérée est donc I’homologie simpliciale ou 'homologie singuliere.

4.2.2. Homologie des recouvrements : théorémes de Mayer-Vietoris et des petites chaines.
On va maintenant donner des outils pour déterminer ’homologie d'un espace a partir de
I’homologie d’ouverts le recouvrant.

Soient X un espace topologique et (U, )qacr un recouvrement ouvert de X. Pour tout
i € N on considere le sous-complexe C, (X {U‘*}) de Co(X) engendré par les simplexes
singuliers d’image contenue dans I'un des U,

Définition 4.2.18. Pour tout anneau commutatif unitaire R et i € N, on note C;(X{Ue} R)
le sous-R-module de C;(X, R) donné par les combinaisons linéaires (finies) de simplexes
singuliers o : A" — X tels qu’il existe un « € I vérifiant que o(A") C U,.

Lemme 4.2.19. La différentielle 0 : Cx (X, R) — Ci—1(X, R) laisse C, (X{Ua}) stable de
sorte que (Ce (X{Ua}) ,0) est un sous-complexe de chaines de Cy(X).

Démonstration. Si o(A?) C Uy, alors les restrictions dyo sont aussi d’image incluses dans
Us. O

Terminologie : on appelera (C, (X {UWR}) ,0) le complexe des petites chaine singulieres
associées au recouvrement (Uy)aer de X (& coefficient dans R si on veut préciser).

51. autrement dit, ils commutent avec les morphismes induits en homologie par toute application continue
X — Y. C’est a dire qu'ils établissent une équivalence naturelle entre les foncteurs H;(—) o 3 et H;—1(—)
de Top vers Ab
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Théoréme 4.2.20. L ’inclusion
Ca (X{U“’R}> — Cu(X, R)

est un quasi-isomorphisme.

Démonstration. Idée générale de la preuve : I'idée est en fait assez simple. Si o : A = X
est un simplexe singulier, et qu’on triangule o, alors, géométriquement, o est la méme
chose que la réunion des simplexes singuliers obtenus en prenant chaque simplexe de la
triangulation, cf la figure . La somme de ces chaines singulieres doit donc étre “équi-
valente” & o. Elles ne sont évidemment pas égales dans C,(X), mais elles sont en fait
homotopes au sens des complexes de chaines (et donc équivalentes en homologie).

Ceci remarqué, alors I'idée est que pour tout simplexe singulier, quitte a le subdiviser en
petits triangles, on peut supposer que chaque triangle vit dans un seul U,. L’argument clé
derriere cela étant la compacité de A’ et obtenir ainsi que o est (équivalent &) une somme
de petites chaines.

Transformons maintenant 1'idée précédente (qui est a retenir!) en une preuve détaillée.

Le premier point consiste donc a transformer une i-chaine en une somme de plus petites
chaines par subdivisions (que l'on prend barycentrique pour simplifier) des i-simplexes
standards. Afin de ne pas avoir a choisir des subdivisions adaptées a chaque fois, nous
construisons un opérateur Sd réalisant la subdivision barycentrique une bonne fois pour
toutes. Et qui sera universellement défini pour tout simplexe singulier.

Notons sg,...,s; les sommets du i-simplexe standard A?. Etant donné i + 1 points
xo, ..., x; d'un espace euclidien R", notons T, .. », I'unique application affine de A dans
R™ qui envoie s sur xx pour 0 < k < p (tout comme dans la preuve de la proposi-
tion . Si S est un sous-ensemble de {0,1,...,i} notons enfin bg le barycentre des
points {sg ‘ ke S}.

Soit v un élément du groupe symétrique S, des transformations de {0,1,...,i}. On
lui associe le i-simplexe singulier B, : A* — A? & valeur dans le i-simplexe standardlﬂ
défini par

Posons alors, pour tout i-simplexe singulier o,

(9) Sd(o) = Z sgn(a) oo By

€641

ou sgn(a) est la signature de la permutation «. En prolongeant par linéarité, on obtient
des endomorphismes linéaires Sd : C;(X) — C;(X) pour tout entier i.

Lemme 4.2.21. La collection des endomorphismes Sdlﬂ est un morphisme de complexes de
chaines Sd : Co(X) — Co(X).

Démonstration du lemme [[.2.21]. L’idée de la preuve est que les faces internes & un sim-
plexe de la subdivision se compense deux a deux quand on prend la différentielle et qu’il
ne reste que celles du bord. On encourage le lecteur & faire un dessin en dimension 1 et en
dimension 2 pour vérifier cela et comprendre la preuve donnée ci-dessous et les notations

52. dont on rappelle que c’est un sous-espace de R**!
53. Sd est utilisé pour rappeler le mot subdivision
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AQ

A3
o=01+09+03+0H

FIGURE 17. Un simplexe singulier o : A? — X et ses restrictions & trois
faces donnant lieu a o1, 02,03 dont I'image est représentée respectivement
en bleu, jaune et vert. Au dessous un 3-simplexe singulier H : A3 — X
dont la valeur sur la face du bas est o, sur chaque face colorée celle du o;
correspondant et est constante sur toute ligne verticale issue de la base (la
face non-colorée). La valeur constante de H sur la ligne pointillée rouge et
celle sur la noire sont représentées par un point de couleur correspondante
dans X. Le bord de H est égale & 0 — (01 + 02 + 03).

qu’elle contient. Notons (—1)7 = sgn(o). On a

(10) 6Sd(0):i: > (1)** o0 By 0 0

k=0 €6 11

k=0 OLEGH_l
a1
+ Z (=100 Do 01y braambia@ o, a6}
a66i+1
Comme (—1)7®k).at:+1)°% = —(—1)%les termes de la deuxieme ligne de (10| se simplifient

deux a deux.
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Par ailleurs, notons que pour tout £k =0...7 et § € &;, on a une bijection QNS Git1

définie par B%)(j) = a(j) si j < k, ¥ (k) =i et B®¥)(j) = B(j — 1) pour j > k. On
observe alors (en évaluant ces applications affines sur leurs sommets) que

(11) 8kOTb{ﬂ(o)}’b{B(O),ﬂ(l)}""’b{ﬁ(O)ﬁ(l) ,,,,, B(i—1)}

=T .
bea®) (0)y P18k (0),8K) (1)) P 1a(R) (0), 5(K) (1), 80F) (i-1))

Comme d’une part (—1)5(k) = (=1)P*=F et que d’autre part la collection des B*) pour
B € 6;etk=0...17décrit exactement S;,1, on déduit de que la derniere ligne de
est égale a

B+k
Z Z {a<k>(o>} bra®) (), (1)1 Pra®) 0), 80 (1), 8(K) (i-1)}
k=0 Be6;

— i(q)ka 0 Oy 0 Sd = Sd (90).

g

Rappelons que le point clé est que 'opérateur de subdivision que nous avons défini est
juste un découpage des simplexes en plus petit simplexe : géométriquement, on s’attend
donc a ce que ce soit 'identité du point de vue de I'homologie (comme nous l’avons énoncé
précédemment). L’énoncé exact, et plus fort, est le suivant.

Lemme 4.2.22. Les morphismes de complezes id et Sd sont homotopes.

Démonstration du lemme[{.2.23. 1l s’agit de construire des morphisme K; : C;(X) —
Ci+1(X) tels que

(12) 0o K;+ K;_ 100 =1d — Sd.

et ceci pour tout espace X. L’idée va, comme dans la proposition étre de définir K
sur le simplexe standard et de I’étendre par fonctorialité.

On procede par récurrence sur ¢ € N.

Comme Sd est égale a 'identité en degré 0, on peut prendre Ky = 0(= K_1).

Supposons donc construits Ky, . .., K;—1 (vérifiant . pour tout espace topologique X.
Par abus de language on voit A’ comme le i-simplexe singulier id: de A’. Par hypothese
de récurrence appliquée & la (i — 1)-chaine singuliere JA? (et car 9% = 0), on a

OA" — Sd(0AY) = 0 o K;_1(0AY)
et donc
O(A" — Sd(A*) — K;-1(0A")) =0
Comme A’ est contractile, il existe alors (en vertu du corollaire |4.1.17)) une (i + 1)-chaine
singuliere 0,41 € Ci11(A") telle que
(13) A’ — Sd(A") — K;_1(0A") = Do 1.
Soit maintenant un i-simplexe singulier o : A — X de X. Posons K;(o o«(0i41) €

) =
Ci+1(X) (autrement dit, si 0,41 = Y. \j7j, avec 75 : ATt — A’ on a K;(0) = 7jo0T;).
En prolongeant par hnearlte on obtient un morphisme de modules K;:Ci(X) = Cit1(X)

qui, d’apres , vérifie la relation . O

Remarque 4.2.23. Nous avons en fait prouver que Sd et id sont naturellementlﬂhomotopes.
C’est-a-dire que 'on a trouvé une homotopie K qui vérifie que si f : X — Y est une

54. au sens des transformations naturelles
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application continue, alors le diagramme suivant

Ou(X) —2 O (X)
/. if*
Cu(Y) —5> Copr(Y)

est commutatif (ceci découle immédiatement du fait qu’on a défini les K;(o) comme étant
0«(0i41)). En particulier si xz € C, (X{Ua}), alors K(z) € Ceq1 (X{U"}) et donc z et Sd(z)
sont déja homotopes dans le complexe des petites chaines.

Il reste maintenant & montrer que, si on subdivise suffisamment de fois, toute chaine
singuliere obtenue est une petite chaine, c’est-a-dire une chaine composée d’éléments dont
les images sont incluses dans un U,.

Lemme 4.2.24. Pour tout o € C;(X), il existe r € N tel que Sd"(0) € C; (X{Ua}).

Démonstration du lemme [{.2.2). Par linéarité on peut supposer que o est un i-simplexe
singulier. Les ouverts V,, = 0~ !(U,) forment un recouvrement de l'espace compact A’. Il
existe donc £ > 0 tel que si A C A vérifie diam(A) < ¢, alors il existe un « tel que A C V,
(lemme [8.1.13)). Le lemme découle donc du fait que

diamSd" (A?) < < ' 1) diam(A).

7+

g

On peut maintenant terminer la démonstration du théoreme Si z est un cycle
singulier de X, pour tout » € N, Sd"(z) est aussi un cycle singulier (puisque Sd est un
morphisme de complexes) et, en itérant le lemme on montre méme que Sd"(z) est
homologue & z. Il découle donc du lemme que I'application H, (X{Ua}) — Ho(X)
est surjective. Elle est aussi injective : si z est un cycle dans le sous-complexe C, (X {Uﬂ}),
tel que sa classe [z] = 0 € H; (X), alors il existe t € Cot1(X) tel que z = 9Ot. 1l suit que
Sd"(z) = Sd"(9t) = 9Sd"(t), donc Sd"(z) est un bord et comme par ci-dessus z et Sd"(z)
différent d’un bord (dans C, (X {Uﬂ}) d’apres la remarque , il suit que z aussi. O

Remarque 4.2.25. (1) le théoreme des petites chaines s’étend sans difficulté au cas
relatif. En effet, pour A C X, on dispose aussi du complexe C, (A{AOU‘*}) de petites
chaines relatives au recouvrement { ANU,} de A. On a un diagramme commutatif
de suite exacte courte de complexes :

C.(A{AmUa})c_> C,(X{Ua}) . C.(X{UQL A{AmUa})

| | |

Co(A) e C(X) Cu(X, A)

ou les fleches verticales sont les inclusions naturelles. Les deux fleches verticales les
plus a gauche sont des quasi-isomorphismes par le théoreme des petites chaines;
donc la troisieme fleche Cy(XUa} AtANU}) 5 Oy (X, A) aussi par le lemme fon-

damental [5.4.4]

(2) Le théoreme des petites chaines reste vrai si on suppose que les U, sont des sous-

[¢]
espaces quelconques dont les intérieurs U, forment un recouvrement ouvert de X
(la preuve étant inchangée).
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Suite exacte de Mayer-Vietoris. Nous allons appliquer le théoreme des petites chaines au
cas tres important en pratique du recouvrement d’un espace par 2 ouverts.

Théoreme 4.2.26. Soient X un espace topologique et U, V deux ouverts de X recouvrant
X. Il existe une suite exacte longue de modules, dite suite exacte de Mayer-Vietoris de X,

s HO o HWV) Y Hx) B H 0Ny
(i; H¢_1(U) EBHi_l(V) A

De plus si UNV # ), alors la suite exacte longue de Mayer-Vietoris est encore exacte si
on passe a I’homologie réduite.

Démonstration. Commencons par expliciter les morphismes (1), (2) et (3).

(1) Les inclusions de U et V dans X = U UV fournissent des morphismes de complexes
Ju : Cu(U) = Cu(X) et jy : Cu(V) — Cu(X) et ainsi un morphisme de complexes de
chaines C,(U) ® Cy (V) — Cy(X) donné par (z,y) — ju(z) + jv(y). Le morphisme (1) est
induit par ce morphisme de complexes en passant a ’homologie. Autrement dit, si o et 8
sont des classes d’homologie dans U et Vet o’ et 3/ sont celles correspondant & leur image
dans I’homologie de X, le morphisme (1) associe & a @ 8 la classe o/ + 3.

(3) L’inclusion de U NV dans U, resp. V, induit une application ¢y : Co(U NV) —
Co(U), resp. ty : Co(UNV) = Co(V) et donc des applications similaires en homologie.
Le morphisme (3) est égal a vy & (—ty). Par définition des petites chaines associées au
recouvrement {U,V'}, ju + jy : Cu(U) @ C (V) — C(X) a pour image le complexe des
petites chaines Cq (X {U,V}). Le noyau de ce morphisme surjectif de complexe est exactement
formé du complexe des chaines singuliéres de 'intersection. Ainsi on a une suite exacte
courte

Co(UNV) = Co(U) @ Co(V) = Co(X TV
de complexes de chalnes. Finalement, ’exactitude de la suite de Mayer-Vietoris découle

e de la propriété 2 pour 3 du lemme appliquée a la suite exacte courte
Co(UNV) = Co(U) ® Co(V) — Co(X TV

et
e du théoreme des petites chaines appliqué au recouvrement X = U U V.

O

Remarque 4.2.27. On peut décrire le morphisme (3) du théoréme directement comme suit.
Il s’obtient en composant ’application naturelle

ol la derniere égalité résulte du théoreme des petites chaines appliqué au recouvrement
X =U UV, avec le morphisme « de bord »

0: Hi(U,Uﬁ V) — Hi_l(Uﬂ V)
dans la suite exacte longue associée a la paire (U, U NV (cf|5.4.3)).
Ezercice 4.2.28. Démontrer le résultat énoncé dans la remarque précédente.

Ezercice 4.2.29. Utiliser le théoreme [4.2.26] pour retrouver 'homologie des sphéres et des
bouquets.

En dehors des résultats de calcul, la suite de Mayer-Vietoris a des applications concep-
tuelles. Donnons en un exemple avec la caractéristique d’Euler.
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Définition 4.2.30 (Caractéristique d’Euler d’un espace topologique). Soit R un corps ou Z.
Soit X un espace topologique dont les groupes d’homologie ,~, H;(X, R) sont de type

finis. Le ™€ nombre de Betti de X & coefficient dans R est b;(X, R) = rang H;(X, R).
La caractéristique d’Euler de X est x(X,R) = > (—1)"b;(X, R).

>0

Corollaire 4.2.31 (Additivité de la caractéristique d’Euler). Soient X un espace topologique
et U, V deuzx ouverts de X recouvrant X. On suppose que les groupes d’homologie de U,
Vet UNYV sont de type finis. Alors ceux de X sont aussi de type fini et de plus

X(X,R) =x(U,R) + x(V,R) = x(UNV, R).
Démonstration. On fait la preuve pour R = Z. Le cas général étant identique. Par la
suite exacte de Mayer Vietoris, les groupes d’homologie de X sont de type finis. Notons
respectivement r;, k; le rang et la dimension du noyau de H;(X) (32 H, (UNV), rd, kP
le rang et la dimension du noyau de H;(U) ® H;(V) W H;(X). On a alors b;(X) = r; + ki,

bi(U) + b;(V) = r¥ + kY et, comme la suite de Mayer-Vietoris est exacte, b;(U NV) =
ky + rip1 et ry = k;. On obtient

DD0(X) =D (=D ri+ ki) = D (=D — k) + D) (=D + k)
= S (11 + B + x(U) + x(V)
= —x(UNV)+xWU)+x(V).
O
4.2.3. Excision et démonstration du théoréme d’écrasement. Nous allons maintenant dé-

montrer le théoreme d’écrasement Pour cela on va utiliser la formule d’excision qui
permet de calculer I’homologie relative dans certains cas.

Formule d’excision. Si U est un fermé dans l'intérieur d’un fermé A, il est clair que les
espaces quotients (X \U)/(A\U) et X/A sont homéomorphes. Au vu du théoréeme
cela suggere que les homologies relatives des paires (X \U, A\U) et (X, A) sont isomorphes,
au moins dans de bons cas. Ce résultat est en fait vrai de maniere générale grice au
théoreme des petites chaines.

Proposition 4.2.32 (Formule d’excision). Soient U C A C X. Notons j: (X \U,A\U) —
(X, A) Uinclusion de paires. On suppose de plus que U C A. Alors le morphisme
Jx t Co(X\U,A\U) — Co(X, A)

est un quasi-isomorphisme. En particulier, pour tout i € N, on a un isomorphisme j. :

Démonstration. On applique le théoréme des petites chaines [£.2.20] au recouvrement % =
(X \ U, A). Le résultat suit de I'identification de Co(X %} ATAT%}) avec le complexe de
chaines Co(X \ U, A\ U). O

Remarque 4.2.33. Un exemple important d’utilisation de la formule d’excision est le sui-
vant, qui établit que 'homologie relative capture la topologie au voisinage d’un point.
Considérons la paire (X, X \ {z}) associée & un espace séparé X et un point z € X
(cf[A:2.2B). Soit alors U un voisinage ouvert de = dans X. Alors X \U C X \ {z} C X
vérifie les hypotheses de la proposition et on en déduit des isomorphismes :

Autrement dit ’homologie H,(X, X \ {z}) (et méme le complexe C\(X, X \ {z}) a quasi-
isomorphisme pres) ne dépend que d’un voisinage ouvert de x dans X.
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Corollaire 4.2.34. Soit X un espace séparé localement homéomorphe a R"EL par exemple
X =R". Alors, pour tout x € X, on a

Hi(X, X \{z})=Z sii=mn et 0 sinon.
Ezercice 4.2.35. Démontrer le corollaire [1.2.34]

Ezercice 4.2.36. En utilisant la formule d’excision, démontrer 1’énoncé général du théoreme
d’invariance du domaine [[.2.1]

On peut appliquer le formule d’excision pour prouver le théoréme [£.2.12] comme suit.

Preuve du théoréme[].2.13. Soit (X, A) une paire telle que A est un fermé de X qui est
un rétract par déformation (forte) d’un voisinage ouvert, dénoté V. Le triplet A C V C X
vérifie les hypotheses de la Proposition De plus, l'inclusion de la paire (X, A) dans
(X, V) est une équivalence d’homotopie et induit (car la rétraction par déformation est
forte) une équivalence d’homotopie A/A — V/A. On en déduit un diagramme commutatif
dont les fleches horizontales sont des quasi-isomorphismes :

Ce(X,A) - Ce(X,V) - Co(X\ A,V \ A)

| | ¥

Co(X/A, AJA) —== Co(X/A, V/A) =< Co(X/A\ AJA,V/A\ A/A)

Les fleches verticales sont les fleches naturelles induites par les projections sur les espaces
quotients. Le théoréme est équivalent au fait que a est un quasi-isomorphisme. Par
la commutativité du diagramme, il suffit pour cela que -y soit un quasi-isomorphisme. Mais
par construction, application X \ A — (X/A\ A/A) est un homéomorphisme, et donc
induit un quasi-isomorphisme au niveau des complexes de chaines. O

Remarque 4.2.37 (Homologie relative et Homologie du cone). Rappelons que le théoréme
d’écrasement [4.2.12] affirme que (sous certaines hypotheses) I’homologie relative Hq (X, A)
est en fait isomorphe & I'homologie réduite de 'espace quotient X /A.

En fait, 'homologie réduite est toujours isomorphe a I'homologie réduite d’un autre
espace : le cone X U CA de linclusion A — X. Rappelons que

CA=Ax[0,1]/A x {1}

est le cone sur A et que I'on identifie A x {0} avec A dans I’écriture X UC' A. Comme le cone
C A est contractile, la longue suite exacte en homologie associée a la paire (X UCA,CA)
assure que l'application canonique

Hi(X UCA) = H(X UCA,{A x {1}}) = H;(X UCA,CA)
est un isomorphisme pour tout <.
De l'inclusion de paires (X, A) — (X UCA,CA) on déduit
Lemme 4.2.38. Le morphisme canonique
Hi(X,A) - Hi(XUCA,CA) = Hy(X UCA)
est un isomorphisme pour tout ¢ € N.

Preuve du lemme[{.2.38 On applique le théoréme des petites chaines (dans le cas relatif)
au recouvrement de X UC'A par les (deux) ouverts CA\ A et X U{A x[0,1/2[}. On obtient
que l'inclusion

CUX U{AX[0,1/2]}) + CL(CA\ A,CA\ A) — C.(X UCA,CA)

55. c’est-a-dire une variété topologique
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est un quasi-isomorphisme. Par nullité de C,(CA\ A,CA\ A) on obtient donc
On conclut alors la démonstration du lemme en remarquant que l'inclusion canonique

de la paire (X, A) dans la paire (X U {A x [0,1/2[},{A4 x [0,1/2[}) est une équivalence
d’homotopie de paires. Il

Une application de ce lemme [£.2.3§] est le raffinement suivant de l'invariance homoto-
pique de 'homologie relative énoncée dans le théoreme [£.2.5]

Proposition 4.2.39. Si f,g : (X,A) — (Y, B) sont deux morphismes de paires tels que
fr9: X =Y et les applications induites f|s, 95 : A — B soient homotopes, alors H;(f) =
H;(g) : Hi(X,A) — H;(Y, B) pour tout entier i.

Démonstration. Notons que comme on a une application continue f : X — Y dont la
restriction & A s’envoie dans B, on dispose d’une application continue canonique C(f) :
XUCA — Y UCB et de méme d’une application continue canonique C(g) : X UCA —
Y UCB. D’apres un exercice vu en TD, on a que C(f) et C(g) sont homotopes. D’autre
part le lemme permet de se ramener a montrer que C(f).,C(g)x : X UCA —
Y U CB sont quasi-équivalentes. Puisque C(f) et C(g) sont homotopes, cela résulte de la

proposition [4.1.14] O
4.3. EQUIVALENCE DES THEORIES HOMOLOGIQUES

Soit X un espace polyedral, par exemple un polyedre |K|, et soit T : |[K| — X une
triangulation ou K est donc un complexe simplicial. L’application 7" induit un mor-
phisme de complexes Co(K) — Coqging(X) défini comme suit. A un i-simplexe orienté
k= (eg,...,e) € K de K (les sommets étant ordonnés selon I'orientation), on associe
le i-simplexe singulier

y Te cey€4
(14) At T x

ol T¢,,....e; est Papplication affine qui envoie s; sur e; (pour tout j = 0...7). On étend la
formule par linéarité de sorte qu’on obtient des morphismes linéaires

T : CZ(K) — Ci,sing(X)-

Comme, les opérateurs de bord 0 sont définis en prenant les faces des simplexes (et que
Te,,...c; est affine et préserve 'orientation) on obtient

Lemme 4.3.1. Le morphisme T : Co(K) — Co sing(X) est un morphisme de complezes de
chaines.

Remarque 4.3.2. On peut remarquer que la fonctorialité des chaines simpliciales et des
chaines singulieres assure que 1" : Co(—) — Co sing(—) est une transformation naturelle de
foncteurs.

Par définition I’homologie singuliere est fonctorielle (mais plus difficile & calculer a
priori). Le théoreme suivant implique donc qu’il en est de méme pour ’homologie sim-
pliciale (qui est plus facile a calculer combinatoirement parlant).

Théoréme 4.3.3. Le morphisme canonique de complezes T : Co(K) — Cosing(X) induit
par T est un quasi-isomorphisme, c’est-a-dire qu’il induit un isomorphisme au niveau des
groupes d’homologie.

Avant de démontrer ce résultat, introduisons la notion de degré pour une application
continue f : S™ — S™ (qui généralise celle associée au groupe fondamental vu en TD). On

a vu que H,(S™) = Z. Donc, en notant 7 un générateur de H,,(S™), on a

felr) = deg(f) T
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ou deg(f) est un entier relatif.
Définition 4.3.4 (Degré de f). On appelle degré de f : S™ — S™ le nombre deg(f).

Le degré de f ne dépend que du type d’homotopie de f par invariance de I’homologie
par homotopie (on peut en fait montrer que deux applications ont le méme degré si et
seulement si elles sont homotopes). Il est clair que

deg(g o f) = deg(g) - deg(f),  deg(id) =1.
Rappelons que le simplexe standard A? détermine le simplexe singulier canonique
idai : AY — A" € Ci(AY).
Son image dans le complexe relatif Ci(AY, 0AY) est un cycle (puisque par définition I'image
de O(idpi) est dans OA"). On dAi] € H;(A*,0A") sa classe d’homologie. Rappelons

que le théoréme d’écrasement 4.2.12| implique que HZ(A’,aA’) &~ H;(S%), ce morphisme
étant induit par application quotient p : A* — A"/OA" = §°.

Notation 4.3.5. On note [S] = AT & AT/9AT = S e C;(S) le simplexe singulier défini

~

par p. On notera aussi [S] sa classe d’homologie dans H;(S%) = H;(S%, {*}).

Lemme 4.3.6. La classe [idp:] est un générateur de H;(AYOAY) = 7)) (=2 Hi(S?) lorsque
i > 1). L’image du générateur [idai] dans H;(S?) est [S?].

Ezercice 4.3.7. Démontrer le lemme (indication : on peut raisonner par récurence et
considérer la suite d’isomorphismes

Hi(A',0AY) =5 H;_1(0AT) <— H;_1(Ai_1,00i_1)

données par les longues suites exactes d’homologie de paires et le théoreme [£.2.12] puis
remarquer que [S*] = [p.(idai)] € H;(S)).

Exercice 4.3.8. (1) On voit la sphere S" comme la réunion de deux n-simplexes A et
A identifiés le long de leur bords de maniere évidente et en préservant I'ordre des
sommets. Montrer que A — A’ représente un générateur de H,, (S™).

(2) Montrer que le degré deg(—id) de l'application antipodale z +— —z sur la sphere
S™ est (—1)"HL

Démonstration du théoréme . Soit K un complexe simplicial. Il nous suffit de montrer
que le morphisme de complexes T : C¢(K) — Coqging(|K|) est un quasi-isomorphisme.

Par la définition K est inclus dans un espace de dimension finie R et donc il
est de dimension finie. On note K, = J,.,, K (@) le n-squelette de K constitué de tous
les simplexes de dimension < n. Notons que pour K le résultat découle trivialement
de I'exemple On a alors un diagramme commutatif de suites exactes courtes de
complexes de chaines :

C*(anl)c—> C*(Kn) C*(Knaanl)

| | i
C*,sing(|anl|)(—> C*,sing(|KnD — > *,sing(‘KnL |Kn71|)

Montrons tout d’abord que I’application verticale la plus a droite est un quasi-isomorphisme.
Par définition, le module C;(K,, K,—1) est trivial, si ¢ # n, et est libre de base les n-
simplexes de K si i = n; dans tous les cas on a H;(K,, K,_1) = C;i(K,, K,—1). Détermi-
nons maintenant les groupes d’homologie singuliere H; sing (| Kp|, |[Kn—1|) = Higsing (| Kn|/|Kn-1])

56. Par construction, c’est toujours un cycle dans Ci(Si_, {*}) ol * est le point base induit par le bord
OA" dans le quotient. C’est méme déja un i-cycle de C;(S*) si 7 est impair.



TOPOLOGIE ALGEBRIQUE 61

(grace au théoreme 4.2.12)). Pour cela on numérote (A, ), la famille des n-simplexes de K.
Les inclusions naturelles A, — | K| induisent un homéomorphisme

\/ 5" 2 UaBa/ Ua 080 = | Knl/| Kl

Un argument similaire & celui du Corollaire[4.2.14] donne que le groupe Hj ging (| K, [ Kn—1])
est trivial si ¢ # n, alors qu’il est abélien libre de base les cycles relatifs représentés par
les n-simplexes A,, si i = n (par le lemme . Chaque générateur o de Cy (K, K;,—1)
est donc envoyé par T sur la classe relative de [idan] € Chging(|Knl, [Kn_1]) qui est le
générateur de la composante du n-ieme groupe d’homologie du bouquet. Dans tous les cas
on obtient que les morphismes induits par T sur les groupes d’homologie relative sont des
isomorphismes donc la fleche verticale la plus a droite est un quasi-isomorphisme.

Par récurrence sur n on peut par ailleurs aussi supposer que 'application verticale
la plus a gauche est un quasi-isomorphisme pour tout i. Le lemme 2 pour 3 (cf
implique alors que la troisieme application verticale est un quasi-isomorphisme. Ce qui
termine la démonstration, par récurrence sur n, dans le cas ou K est de dimension finie
—Ile cas des simplexes de dimension 0, c¢’est-a-dire des réunions de points ayant été réglé
par 'exemple O

La preuve donnée s’étend au cas des complexes simpliciaux abstraits La seule
différence est que ces derniers peuvent étre de dimension infinie. Ce cas s’obtient a partir
de ceux de dimension finie car une chaine singuliére est une somme finie de simplexes
singuliers, dont I'image est un compact et donc rencontre un nombre fini de simplexes. Ce
qui permet de ramener la preuve du quasi-isomorphisme au cas de dimension finie.

4.3.1. Généralisations des complexes simpliciaux et triangulations. On a vu dans les exer-
cices qu’en pratique, une triangulation, méme d’une surface, peut avoir beaucoup de
cellules ce qui rend le calcul effectif peu aisé. Tres souvent, on peut obtenir une quasi-
triangulation avec beaucoup moins de cellules.

Définition 4.3.9 (Complexe quasi-simplicial). Un complexe quasi-simplicial T', aussi appelé
A-ensemble, est la donnée d’un complexe simplicial K orienté (déﬁnition et d’une re-
lation d’équivalence ~ identifiant entre eux certains simplexes (de dimensions quelconques)
de K.

La réalisation |T| de T' est simplement le quotient |K|/ ~ du polyedre par la relation
d’équivalence ~. La relation d’équivalence identifie les simplexes via les isomorphismes
affines canoniques identifiant les sommets des simplexes en question; en particulier on
n’identifie entre eux que des simplexes de mémes dimensionsm

On notera T 1'ensemble des simplexes de K / ~, c'est-a-dire des simplexes apres
identificationsPd

L’espace quotient |T'| n’est plus forcément plongeable dans 1’espace euclidien dans lequel
vit K.

En pratique, la donnée d’'un complexe quasi-simplicial est donc la donnée d’une famille
de simplexes et d’identifications de faces. Ceci autorise par exemple, dans le quotient, a
recoller deux triangles pleins distincts portés par les trois mémes sommets (alors que dans
un complexe simplicial, étant donnés des sommets, il y a au plus un seul simplexe passant
par eux. Evidemment, si on plonge le quotient dans un espace euclidien, ces triangles seront
“courbés” et non affines).

57. Si on ne s’intéresse qu’au calcul d’invariants topologiques, on peut en fait s’abstraire de cette
contrainte et autoriser & quotienter des arétes en un point sans changer I’énoncé du théoréme [£:3.3] cf

remarque

58. autrement dit ceux qui existent vraiment dans la réalisation géométrique
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FiGure 18. En haut des triangulations quasi-simpliciales de la bande de
Mobius, du Tore, bouteille de Klein et plan projectif (resp. de gauche a
droite), obtenues a partir d’une triangulation du carré puis identificatins
d’arétes. Les couleurs indiquent les différentes arétes, celles de méme cou-
leur étant identifiées, et les fleches leur orientation (et comment elles sont
identifiées lorsqu’il y a une identification). En dessous, & gauche un modele
quasi-simplicial du cercle et un modele quasi-simplicial d’un Tore a 2 trous.

Définition 4.3.10. La donnée d’un homéomorphisme X = |T'| = |K|/ ~ sera appelée une
quasi-triangulation.

Ezemples 4.3.11. e Le cercle est muni d’un modele quasi-simplicial tres simple ob-
tenu en prenant le complexe simplicial correspondant & A! (et ses 2 sommets) et
en mettant la relation d’équivalence qui identifie les deux sommets. Ceci découle
immédiatement de I'exemple

e Le tore St x S1 = R?/7Z? s’'obtient comme le quotient d’un carré ol on identifie les
aretes opposées. 1l suit qu’il suffit de trianguler le carré pour obtenir en passant au
quotient un complexe quasi-simplicial dont la réalisation est le Tore. Ce complexe
quasi simplicial a deux 2-simplexes, trois arétes et un seul sommet.

e De méme RP? peut étre réalisé comme le quotient d’un carré via des identifications
des arétes opposées de maniere différente. Il suit que 'on a un complexe quasi-
simplicial triangulant RP? qui a également deux triangles et 3 arétes. Du fait de
I'identification différente des arétes, il a en revanche 2 sommets.

La figure [18| représente diverses quasi-triangulations simples de surfaces et du cercle.

Ezercice 4.3.12. Calculer I’homologie des surfaces présentées dans la figure [18| en utilisant
leur modele quasi-simplicial.

La définition de subdivision s’étend sans difficultés & un complexe quasi-simplicial.
Quitte a subdiviser les triangles d’un complexe quasi-simplicial, on peut toujours se rame-
ner a un complexe simplicial :

Lemme 4.3.13. Tout compleze quasi-simplicial admet une subdivision qui est un complexe
simplicial.

La définition du complexe de chaines d’un complexe simplicial s’étend sans difficultés a
un complexe quasi-simplicial :
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Définition 4.3.14. Soit 7' un complexe quasi-simplicial. Rappelons que T est I'ensemble

des simplexes de K/ ~. On note C;(T,R) := @ R le R-module librement engendré
oceT(®)
par T4, On munit C;(T, R) de Uapplication bord

0 : CZ'(T, R) — Ci_l(T, R)

linéaire donnée pour tout simplexe o € T par la formule

do = Z +7,

T face de o
ol le signe + est + si 'orientation de 7 est induite par celle de ¢ en omettant un sommet
d’indice pair et est — sinon.

Autrement dit, si o est la classe dans le quotient K/ ~ de (sp,...,sy) ou les s; sont
ordonnés par ordre croissant, on a la formule
n
(15) 00 =Y (=1)'[(s0,...55,...n)].
i=0
On prendra garde que dans le quotient les sommets s; ne sont plus nécessairement distincts
(mais on a toujours une orientation induite sur chaque simplexe).
Le fait que 9 0 d = 0 se démontre comme dans le lemme [3.2.2] Le théoréme [3.3.2] pour

(16)  la formule d’Euler-Poincaré reste valide pour un complexe quasi-simplicial.

En effet, la preuve de est purement algébrique et donc en fait valide pour tout
complexe de chaines de Z-modules libres (ou F-espaces vectoriels) de rangs finis et non-nul
en un nombre fini de degrés.

On dispose, pour tout complexe quasi-simplicial 7', d’'un morphisme de complexes de
chaines : B
T:C(T,R) — Cising(|T], R)
défini exactement comme celui des complexes simpliciaux (cf . La démonstration du
théoreme se généralise sans difficulté pour donner

Théoréme 4.3.15. Le morphisme canonique de complezes T : Co(T, R) — Cesing(|T]) est
un quasi-isomorphisme, c’est-a-dire qu’il induit un isomorphisme au niveau des groupes
d’homologie.

Ceci garantit aussi que ’homologie simpliciale de tout complexe simplicial L qui est une
subdivision d’un complexe quasi-simplicial T' est canoniquement isomorphe a celle de T'.

Remarque 4.3.16. On peut généraliser encore plus le théoréme a ce qu’on appelle
les complexes quasi-polyédraux, ensembles simpliciaux et aux CW-complexes. Par com-
plexe polyédral, on entend une réunion de polyedre donnés par l’enveloppe convexe de
points qui ne sont pas forcément des triangles, et munis d’orientations, 'opérateur de bord
consistant a prendre la somme des divers polyedres du bord (avec le signe correspondant
a la compatibilité de leur orientation), objets pour lesquels on peut toujours trouver une
subdivision qui est un complexe simplicial. Un complexe quasi-polyédral est un complexe
polyédral muni d’une relation identifiant certaines faces. Des exemples élémentaires sont
donnés dans la figure en prenant les carrés auxquels on a retiré les diagonales vertes,
ou bien le 4g-gone (comme en bas & droite dans la figure ) dont on a retiré toutes les
arétes internes noires. On renvoie a [I] pour des définitions plus précises.

Pour les CW-complexes (notion qui englobe les quasi-polyedres), la différentielle est un
peu plus compliquée & définir que pour les complexes quasi-simpliciaux de sorte que la
preuve n’est pas rigoureusement la méme non plus (méme si la philosophie derriére reste
identique). Nous renvoyons & [2] par exemple pour une description de I’homologie des
CW-complexes.



64 GREGORY GINOT

Remarque 4.3.17. On a cependant une famille générale simple de CW-complexes pour
lesquels la différentielle est tres facile a calculer. Famille englobant les complexes quasi-
simpliciaux bien-str. Il s’agit de ceux obtenus comme quotient d’un complexe simplicial
par une relation d’équivalence autorisant a identifier des simplexes de dimension k avec des
simplexes de dimension strictement plus petites. Un tel exemple comprend par exemple
le cas d’un n-simplexe dont on a quotienté toutes les faces en les rendant équivalent a
un seul point ; dont la réalisation est évidemment une sphere de dimension n. Pour cette
généralisation des complexes quasi-simpliciaux, on peut définir le complexe des chaines
exactement comme dans la définition Sachant que, lorsque I'on prend le bord d’un
n-simplexe, si une face est identifiée avec un simplexe de dimension strictement plus petite,
alors elle est envoyée sur 0 (puisque elle n’existe de toutes fagons pas dans les n—1-chaines).

On laisse au lecteur le soin de vérifier que le complexe ainsi obtenu est bien encore une
fois quasi-isomorphe au complexe des chaines singulieres !

4.3.2. Unicité des théories homologiques d’un point de vue axiomatique. Le théoréme[d.3.3]
est un exemple de I'unicité d’une théorie homologique pour les espaces topologiques véri-
fiant des conditions simples, plus précisément que les théories que nous avons présentées
sont des foncteurs homotopiques compatibles avec le recollement d’espaces@ C’est ce que
nous allons énoncer /formaliser ici.

Tout d’abord donnons une terminologie encodant I'invariance homotopique des chaines
singulieres que nous avons vue.

Soit C une catégorie dont les ensembles de morphismes Homc (X, Y') sont munis d’une
relation d’équivalence ~ stable par pré et post composition ; autrement dit, quel que soit
h:Y—=>Z g W-—oXetfiefo:X—=>Y onaquehofiog~hofrog.

Terminologie 4.3.18. On appele une telle relation une notion d’équivalence homotopique
sur C.

Exemples 4.3.19. (1) La relation d’égalité est évidemment une relation d’équivalence
homotopique sur n’importe quelle catégorie. C’est en particulier le cas pour la
catégorie des ensembles et pour les groupes abéliens.

(2) Les espaces topologiques munis de la relation d’homotopie entre les morphismes
(c’est évidemment notre motivation pour le choix de la terminologie ci-dessus).

(3) La catégorie des complexes de chaines munis de la relation de quasi-équivalence
entre les morphismes, c’est-a-dire que f ~ g si pour tout i € Z, H;(f) = Hi(g).
Cet exemple est important pour nous et plus généralement en topologie algébrique,
algebre homologique et leurs applications.

(4) On peut aussi regarder les complexes de chaines munis de la relation d’homotopie

de chaines £.3.12

Définition 4.3.20. Soit (C,~) une catégorie munie d’une relation d’équivalence homoto-
pique sur les morphismes. Un invariant homotopique généralisé est un foncteur Top — C
qui envoie les équivalences d’homotopie entre morphismes sur des équivalences homoto-
piques.

Si ~ est la relation d’égalité, on retrouve la notion d’invariant homotopique fort

Corollaire 4.3.21. On munit R-Mod des quasi-équivalences comme équivalence homo-
topiques (cf . Les chaines singuliéres sont un invariant homotopique généralisé
Cy(—, R) : Top — R-Mod.

Démonstration. C’est une retraduction du corollaire [4.1.16]et de la proposition [4.1.13] O

59. intuitivement, on doit penser que cela veut dire que cela envoie un recollement d’espace sur le re-
collement des complexes de chaines associés. Comme les complexes de chaines sont regardés a quasi-
isomorphisme pres, la notion de recollement doit étre définie & homotopie pres
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Remarque 4.3.22. 11 découle de la preuve du corollaire |4.1.16{que les chaines singulieres sont
aussi un invariant homotopique généralisé si on prend les homotopies de chaines comme
relation d’équivalence faible.

Nous allons maintenant préciser 1'unicité de I’homologie singuliere. Tout d’abord nous
rapellons et précisons certaines notations. Soit A un sous-espace de X et f : A — Y une
application continue. On dispose de deux applications induites ix s : Cx(A) = Cy(X) et
fx : Cu(A) — C.(Y) dont les composées avec l'application induite sur les chaines par
X][JY — X Ua Y sont égales (ce point étant une simple cosnéquence du fait que les
chaines singulieres sont un foncteur). Nous avons ainsi un morphisme canonique

iX,**f*

cone(C*(A) Cu(X) & C*(Y))> L CU(XULY)

dont la source est le cone du morphisme de complexe ix . — f.

Définition 4.3.23 (Axiomes d’une théorie de chaines pour les espaces topologiques). Une
théorie de chaines pour les espaces topologiques est un invariant homotopique généralisé
% : Top — Ch(R) qui vérifie les propriétés suivantes :
(1) (axiome de la somme) le morphisme canonique @ €(M;) — € (]] M;) est un
icl il
quasi-isomorphisme ;
(2) (axiome de recollement) Soit ¢ : A — X linclusion d'un sous-complexe dans
un CW complexe X et soit f : A — Y continue. Alors, 'application canonique

cone(’%(A) X G(X)d %(Y))) — (X U4 Y) est un quasi-isomorphisme.

Proposition 4.3.24 (L’homologie singuliere est une théorie des chaines). Soit R un anneau
commutatif unitaire. Alors X — Cy(X, R) est une théorie homologique a coefficients dans

R.

Démonstration. Que ce soit un invariant homotopique généralisé est le corollaire
et la commutation avec la somme est la proposition L’axiome de recollement se
démontre de maniere identique a la preuve du théoreme d’écrasement appliquée a
A identifié & un sous-espace de X [[ Y ; autrement dit c’est une conséquence du théoréme
des petites chaines [4.2.20 O

Une théorie de chaines est déterminée par sa valeur sur un point.

Théoréme 4.3.25 (Unicité des théories homologiques). Soit (G, d) un complexe de chaines.
Il existe une unique (a quasi-isomorphisme naturel prés@ théorie des chaines € des
espaces qui satisfasse I’axiome de la dimension suivant :

B (pt) = (G, d).

En particulier, si G est un groupe abélien quelconque, il eriste une unique (a4 quasi-
isomorphisme naturel prés) théorie homologique € des espaces topologiques telle que
HQ({*}) >~ G et HZ>0({*}) = 0.

Ce théoreme donne donc 'unicité de ’homologie singuliere a coefficient dans un anneau
quelconque et de ses variantes (définies exactement de la méme fagon) & coefficient dans
un groupe abélien quelconque G. Précisément il s’agit de la théorie de chaines associée
au complexe Gy = G et Gi>9 = 0 (ou a tout complexe quasi-isomorphe & ce dernier, par
exemple C sing({*}, G)). Mais il montre qu'il existe aussi d’autres théories pour lesquelles
I’homologie d’un point est plus compliqué. Ces théories produisent d’autres invariants

60. c’est-a-dire que deux telles théories de chaines &, €’ sont reliées par un zigzag € < @ — €’ ou D est
un autre théorie chaine et les fleches sont des transformations naturelles dont la valeur en chaque espace
topologique est un quasi-isomorphisme.
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homotopiques intéressants. On peut citer en exemples la théorie du cobordisme, la K-
théorie topologique, les K-théories de Morava, la théorie de Brown-Peterson.

Terminologie 4.3.26. Les théories de chalnes associées a des complexes de chaines différents
du complexe trivial s’appellent des théories de chaines extraordinaires, et leur homologie
associée une théorie homologique extraordinaire

Le théoreme est reformulation moderne (et plus forte car au niveau des chaines)
de l'unicité d’une théorie homologique en termes d’axiomes d’Eleinberg-Steenrod (qui sont
eux définis en termes de la collection des groupes d’homologie et sur I’homologie d’une
paire) qui ont été dégagés au milieu du XX-ieme siecle.

Rappelons qu’un groupe abélien gradué est un groupe abélien H qui est la somme directe
H = @,,cn Hi de sous-groupes abéliens.

Définition 4.3.27 (Axiomes pour une théorie homologique). Une théorie homologique est
un foncteur H, de la catégorie des paires (X, A) d’espaces topologiques a valeur dans
les groupes abéliens graduéslﬂ muni d’une transformation naturelle 6, : H;(X,A) —
H;_1(A, D) satisfaisant les axiomes suivants (dans lesquels nous noterons H;(X) := H;(X, ()
pour alléger les notations) :

(1) c’est un invariant homotopique : si f ~ g alors H;(f) = H;(g) en tout degré i;
(2) la suite induite par § et les inclusions A <> X, X = (X, () < (X,A):

Lo Hy(A) > Hy(X) — Hi(X,A) > H,_1(A) — ... — Ho(A) - Ho(X) — 0.
est une suite exacte longue;

. o
(3) la propriété d’excision : pour tout triplet U C A C X avec U C A, le morphisme
induit par I'inclusion de paires (X \ U, A\ U) — (X, A) est un isomorphisme

H(X\U,A\U) =2 Hy(X,A)

en tout degré i;

(4) la propriété d’additivité : Les morphismes P;c; Hi(X;) — H;(][;c; X;) induit
par les inclusions X; — [] jeJ X sont des isomorphismes en tout degré ;

(5) propriété dite de la dimension : H;({*}) =0si i > 0 et Hyo({x}) = Z.

On peut noter qu'une théorie de chaines donne une théorie homologique. Précisément
prendre la somme directe des groupes d’homologie ), Hi(—) transforme une théorie de
chaines en une théorie homologique. A partir de cette remarque, il n’est pas tres dur de
croire en la proposition suivante.

Proposition 4.3.28 (Eilenberg-Steenrod). Il existe une unique théorie homologique a équi-
valence naturelle prés, qui est donnée par I’homologie singuliére.

Esquisse de la preuve. Le point essentiel est d’une part que I’homologie singuliere est un
exemple et que d’autre part si on a une théorie homologique, les axiomes permettent de
montrer directement que ses valeurs sur les boules, spheres et bouquets, mais aussi sur les
applications entre paires de tels objets, sont les mémes que celles de I’homologie singuliere.
Il suit alors de la preuve du théoréme que c’est aussi le cas sur tout polyedre et plus
généralement sur tout CW-complexe. Ensuite, on peut utiliser que tout espace topologique
est faiblement homotope a un CW-complexe. O

61. autrement dit, H. associe & toute paire (X, A) des groupes abéliens H;(X, A) et a toute application

continue (X, A) 7, B entre paires, des morphismes de groupes H;(f) : H;(X, A) — H;(Y, B) compatibles
avec la composition des morphismes et 1'identité
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Remarque 4.3.29. Dans la proposition remplacer I’homologie d’un point dans I'axiome
(5) de la dimension par d’autres valeurs est bien plus délicat que dans le théoreme
En effet, il peut y avoir des complexes de chaines non quasi-isomorphes qui ont les
mémes groupes d’homologie (alors que ceux ayant une homologie triviale sont tous quasi-
isomorphes). C’est en partie en cela qu'une théorie de chaines est un invariant plus fort
que '’homologie.

4.4. COCHAINES SINGULIERES ET STRUCTURE PRODUIT DE LA COHOMOLOGIE

Nous allons dans cette partie considérer le dual du complexe des chaines singulieres et
définir leurs groupes de cohomologie. On renvoit a la section pour des généralités sur
les complexes de cochalines.

Définition 4.4.1 (Cochaines et groupes de cohomologie singuliére). Soit R un anneau com-
mutatif unitaire. Soit X un espace topologique. Le complexe des cochaines singuliéres, noté
(C*(X),d) est le complexe dual C* := Hompg(C;(X), R) de Cy(X) muni de la différentielle
§ = (=1)"*ad* . f — (=1)!f od (pour tout f € C*(X)).

Ses groupes de cohomologie seront notés H*(X).

Que C*(X) soit bien un complexe de cochaines découle du lemme Une cochaine
singuliere de degré i est donc une fonction o — f(o) € R sur le R-module libre engendré
par les i-simplexes singuliers.

Remarque 4.4.2. On définit évidemment de méme le complexe des cochaines simpliciales,
quasi-simpliciales etc.

Du fait que l'on est passé au dual, il y a une petite subtilité pour la fonctorialité. Soit
f: X — Y une application continue. Alors on dispose d’une application linéaire

(17) fr:C'(Y,R) = C* (X, R), ¢ = (0 = ¢(fu(0)).
Autrement dit, pour tout ¢ : C.(Y,R) — R on a f*(p) = po fi : Ci(X) — R ou
fx 1 Cu(X) = Ck(Y) est le morphisme de complexe de chaines induit par f.

Lemme 4.4.3. On a que f* : C*(Y) — C*(X) est un morphisme de complexes de cochaines.

Démonstration. On a par définition de la différentielle sur le dual et en utilisant que f,
commute avec d que

d(f*(¢)) =d(po fi) = <_1)i+190 ofiod= (_I)H—l(ﬂ odo fi= f*(d(p)).
O

En particulier, si (X, A) est une paire d’espaces topologiques, 'inclusion A < X induit
un morphisme surjectif de complexes de cochaines C*(X) — C*(A). On note C*(X, A) =
ker(C*(X) — C*(A)) son noyau et on appelle ce complexe le complexe des cochaines
relatives de la paire (X, A). Par définition donc, on a une suite exacte courte de complexes
de cochaines

C*(X,A) — C*(X) - C*(A)
et donc une longue suite exacte naturelle en cohomologie.
Lemme 4.4.4. Le compleze de cochaines C*(X, A) est le complexe dual de Cy(X, A).
Exercice 4.4.5. Démontrer ce lemme.

Proposition 4.4.6. Le complexe des cochaines singuliéres définit un foncteur C*(—) : Top”? —
Ch(R) qui est invariant par homotopie : si f ~ g alors f* est quasi-équivalente a g*.

Le complexe des cochaines relatives est aussi un foncteur de la catégorie opposée (cf
auz paires d’espaces et qui est un invariant des homotopies de paires.
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Démonstration. Cela découle du lemme et du fait que la régle f — f, définit bien
un foncteur (proposition 4.1.13)). L’invariance par homotopie se démontre en dualisant la
preuve de la proposition [3.2.8 O

Ainsi une application continue f : X — Y entre deux espaces topologiques induit un
morphisme
fo t Ho(X) = H(Y),
allant dans la méme direction,lﬂ alors que l'application induite en cohomologie
[T YY) = HY(X),
renverse la direction. [

Un corollaire facile du théoréme des coefficients universels est le suivant

Proposition 4.4.7. Soit X un espace topologique.

(1) Le premier groupe de cohomologie H*(X) est le dual du Z-module libre de base les
composantes connezxes par arcs de X, c’est-a-dire le produit [[Z ou le produit est
pris sur l’ensemble des composantes connexes par arcs.

(2) Si X est connexe par arcs, alors on a un isomorphisme naturel (dual du morphisme
d’Hurewicz)

HY(X,G) = Hom(m(X),G).
En particulier, H'(X) est sans-torsion si m(X) est de type fini.

Démonstration. Le groupe H_1(X) est nul alors que le groupe Hy(X) = Z est libre (de
type fini) si X est connexe par arcs. Les foncteurs Ezt(—,G) appliqués en ces modules
sont donc nuls et le résultat suit du théoreme des coeflicients universels et des résultats
obtenus pour 1’homologie et de l'isomorphisme d’Hurewicz [£.1.20] Par ailleurs le
dual d’un Z-module de type fini est toujours sans-torsion. O

Nous allons maintenant voir que les groupes de cohomologie sont toujours muni d’une
structure naturelle d’anneau. Cette structure rajoute des informations qui permettent de
distinguer des espaces plus finement et facilitent parfois les calculs. C’est un principe assez
général en topologie algébrique :

On pense en homologie et on calcul en cohomologie.

L’existence de ce produit provient de ce que l'inclusion diagonale X — X x X d’un
espace topologique dans son carré induit une application

H* (X x X) - H*(X)
par fonctorialité.

Remarque 4.4.8. Le fait que la diagonale induise un produit provient, essentiellement, du
fait que H*(X x X) est proche du (voir, sous certaines hypotheses, isomorphe au) produit
tensoriel H*(X) ® H*(X), comme nous le verrons plus loin, paragraphe L’inclusion
diagonale est trivialement commutative et associative; ces propriétés s’étendent a la co-
homologie mais ne sont pas totalement évidentes car 'application reliant H*(X x X) a
H*(X) ® H*(X) est moins triviale. En particulier, la commutativité n’est pas vraie au
niveau des complexes de cochaines.

On remarquera que ce produit est défini pour tous les espaces topologiques et est fonc-
toriel. Il donne aussi plus de structure :

62. On dit pompeusement que le foncteur H.(-) est covariant.
63. On dit pompeusement que le foncteur H*(-) est contravariant.
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Ezemple 4.4.9. On considére les deux variétés compactes sans bord suivantes : M = S?x 54
et CP3. Elles ont des décompositions cellulaires avec exactement une cellule de dimension
0,2,4,6. En particulier leur groupe d’homologie et de cohomologie sont isomorphes.

En revanche, ces variétés ne sont pas difféomorphes ni méme homotopes. En effet on
a que leurs algebres de cohomologie sont non-isomorphes : on a les isomorphismes d’an-
neaux H*(M,F) = Flz]/(2?) @ Fly]/(y?), ot = est de degré 2 et y de degré 4, alors que
H*(CP3,F) = F[2]/(Z* = 0) on z est de degré 2. En particulier, 22 # 0 alors que tout
élément est de carré nul dans H*(M,TF).

Tout l'intérét d’introduire la cohomologie est qu’elle admet une structure fonctorielle
d’algebre, ce qui n’est pas le cas pour l’homologie.m
Soit X un espace topologique.

Définition 4.4.10 (Le produit cup sur les cochaines). Etant donné des cochaines singulieres
c€ C(X) et d € C/(X), on appelle cup-produit de ¢ et ¢’ la cochaine singuliere ¢ « ¢ €
C*J(X) définie par la formule suivante. Soit o : A;y; — X un (i + j)-simplexe singulier.
Rappelons que l'on a noté dxo le (i + j — 1)-simplexe singulier obtenu en se restreignant
a la k-eme face. On abrege

o_ — i+1ai+2 .. -8i+j0 et o4 = 880'
Ainsi o_ est la restriction de o a la face (zg,...,x;,0,...,0) et o4 est la restriction de o
a la face (0,...,0,z,... 75”3')'@ On définit alors ¢ — ¢ par la formulem :
(18) (e~ &)(o) = (~1)c(o_) (o).

Lemme 4.4.11. Le cup-produit est bilinéaire et associatif mais pas commutatz’ﬂ.‘ La 0-

cochaine singuliére 1, constante de valeur 1, est élément neutre. Il munit @ C"(X, R)
1€EN

d’une structure de R-algébre associative.

Ezercice 4.4.12. Démontrer le lemme L4111

La définition exacte du cup-produit (c’est-a-dire la formule pour o_, o) n’est en fait
pas si importante ni si mystérieuse. C’est, en quelque sorte, la seule possible, a homotopie
prés; d’apres le paragraphe [£.6] et 1la Proposition

Le point clé suivant est que la structure d’algebre est compatible avec la différentielle.

Lemme 4.4.13. On a :
S(cwd)=bcwc + (-1)cw dc.

Démonstration. Commencons par remarquer que si ¢ est une i-cochaine singuliére et o un
(7 + 1)-simplexe singulier, on a :

sc(o) = (=1 e(d0).

k

64. Pour qui connait la cohomologie de de Rham la structure d’algebre n’est pas une surprise puisque le
produit extérieur sur les formes différentielles munit la cohomologie d’un produit. Cela n’allait pas de soi,
cependant que ce produit soit défini sur Z ou sans hypotheses géométriques.

65. On prendra garde au chevauchement des deux faces.

66. le signe mis ici suit la convention ; si on choisit de ne pas suivre la convention précédente pour
le signe du cobord dual, il convient de ne pas mettre de signe ici non plus pour que le lemme [£:4.T3] reste
vral.

67. Le centre de C*(X) est constitué des 0-cochaines.
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Pour tout (i + j + 1)-simplexe singulier o, on a alors :
i+1
(6~ )(o) =D (~D)F D005 ... Oiyj10)d (O o)
k=0
i+1 ‘ . '
= (~)FENE (0,1 . 0y 0p0)d (05 o)
k=0

i+1
=3 (~)FENE (0, . iy 0k0) (0i0k0)
k=0

et
(—=D)(e~ 6d)(0) = (1) > (=) EDTD (9,41 03y j110)d (OhDho)
k=0

= Y ()M EDGIT (G, 0y g110)c (050k4i0)
k=0
i+j+1 ‘ ' ‘

= > ()M DT (0,44 .. 034 0k0)c (0hOk0)

k=i

En ajoutant ces deux égalités, le dernier terme de la premiere somme se simplifie avec le
premier terme de la seconde somme, et il reste :

i+j+1 o ‘

> (=)D . 05111 0k0)c (B40k0) = d(c ~ ) (o).

k=0

Le lemme signifie que la différentielle § est une dérivation de 1'algebre (C*(X),U).

Terminologie 4.4.14. Pour reprende une terminologie déja vue[5.2.5 on appelle en général
un complexe de chaines (C*,d) munie d'une structure de R-algebre U envoyant C° ®
C7 dans C™J (autrement dit qui est additive sur les degrés) et vérifiant I’équation du
lemme une algébre différentielle graduée associative, ou plus simplement une dg-
algebre associative.

Lemme 4.4.15. Le cup-produit au nweau des cochaines induit un produit en coho-
mologie :

HY(X) x H(X) = H™(X); ([d,[¢]) = [ = [¢]:= [~ ¢].
On appelle encore cup-produit cette application ; elle est bilinéaire et associative. La classe
[1] est élément neutre. En particulier le produit cup donne une structure de R-algébre
associative & @,y H' (X, R).
Démonstration. La seule chose a vérifier est que le produit passe bien aux groupes de
cohomologie. C’est & dire que la valeur de la classe [c — (/] est inchangée si on modifie les
cocycles ¢ ou ¢’ par un bord. Par bilinéarité (et symétrie de la relation du lemme il
suffit de vérifier que d(y) «— b est un cobord pour tout cocycle b. Or par le lemme
puisque d(b) =0, on a

Ay ~b)=0(y) = b+y~—0(0b)=0(y) - b
ce qui conclut. O

On remarquera que le produit, aussi bien sur les cochalnes qu’en cohomologie, mélange
les degrés et est défini globalement et non pas degré par degré.
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Lemme 4.4.16. Le cup-produit est fonctoriel : si f: X = Y est une application continue,
alors Uapplication f* induite sur les cochaines et en cohomologie singuliére préserve le
cup-produit :

V(a,8) € CUY) x CU(Y), f*(a~ B) = f"(a) - f*(B).

Démonstration. Le cas de la cohomologie est une conséquence de celui des cochaines. Pour
les cochaines le point est que, pour toute cochaine c : C;(Y) — Z, et tout simple singulier
o: A"l 5 X ona

F*(©)(0k(0)) = ¢(f 0 Bk(0)) = ¢((fu(0))
d’apres la formule . Le résultat découle maintenant de la formule définissant le
produit «. O

Le cup-produit a la propriété remarquable suivante en cohomologie.

Proposition 4.4.17. Le cup-produit est commutatif au sens gmdué@ :
V(a, ) € H'(Y) x H(Y), a~ f=(-1)V - a.

Démonstration. On a déja remarqué que le cup-produit n’est pas (mais alors pas du tout)
commutatif au sens gradué au niveau des cochaines. C’est en revanche le cas a homotopie
prés! En utilisant la méthode des modeles acycliques (cf la preuve de la proposition ,
on peut montrer qu’il existe un opérateur d’homotopie C*(X) ® CJ(X) N CHITI(X)
vérifiant, pour tout ¢ € C*(X), ¢ € C7(X),

cUd — (1) Uc=d(cUy ¢) +d(c) Ur ¢ + (=1)FT e Uy d(c).

Il suit alors que si ¢, ¢’ sont des cycles, le membre de droite est un bord, et donc le membre
de droite est nul en cohomologie.

On peut cependant, aussi, raisonner de la fagon suivante. Etant donné un simplexe singu-
lier o : A; — X, on note @ le simplexe singulier oo f ou f : A; — A; est ’homéomorphisme
linéaire qui renverse 'ordre des sommets de A;. On a donc &(si) = o(s;—x). L'orienta-
tion de & differe de celle de o par le signe (—l)mgl). Il est donc naturel d’introduire le
morphisme

i(i41)
p:Ci(X) = Ci(X); o= (1) 2 &.
Un calcul simple permet de vérifier que p défini un morphisme de chailne. On laisse en
exercice (a partir du prisme introduit dans la démonstration de la proposition [4.1.14]) de
vérifier qu’il existe une homotopie de chaine entre p est 'identité.
Pour conclure on remarque que l'on a :

(D)) (e pd)(0) = ()T < o) (o)
et donc
pre~ pid = (=1)7p*(d o).
En passant en cohomologie on obtient la formule annoncée. O

Définition 4.4.18. Une algebre graduée (A*, x) vérifiant la propriété de symétrie :
V(z,y) € A" x A7, zxy=(—1)yxz

est appelée algebre graduée commutative. Un morphisme d’algebre graduée commutative
est un morphisme d’algebre f: A — B qui préserve les degrés : f(A") C B".

L’algebre de cohomologie singuliere H*(X) = (H°(X), H'(X), H*(X),...) est donc
commutative comme algebre graduée.

68. Une autre terminologie vieillotte signifiant la méme chose est “anticommutatif”.



72 GREGORY GINOT

Remarque 4.4.19. Dans une algebre graduée commutative telle que la cohomologie sin-
guliere d’un espace, on a donc que les éléments de degré paris commutent avec tout le
monde alors que le produit de deux éléments de degré impairs est 'opposé du produit de
ces éléments dans 1’ordre opposé.

Exercice 4.4.20. Démontrer que si x € H**1(X | R), alors x « x = 0.

Corollaire 4.4.21. Les cochaines singuliéres sont un foncteur Top®? — dg—Alg et la co-
homologie H*(—) est un foncteur Top®® — CAlg de la catégorie opposée des espaces
topologiques vers celle des algébres graduées commutatives.

Démonstration. C’est une conséquence des lemmes [4.4.15] [4.4.16] 4.4.11] et de la proposi-
tion 4.4.17] O

Notons que le produit cup s’étend aux cochaines relatives. En effet, soit X D A une
paire d’espaces et ¢ est une cochaine qui appartient au sous-module C*(X, A) C C*(X) —
c’est-a-dire que pour tout simplexe singulier o : A; - A C X, on a ¢(o) = 0 — et soit
¢ € 07(X) une cochaine arbitraire sur X.

Lemme 4.4.22. Le cup-produit ¢ — ¢ appartient a C*7 (X, A) : pour tout o € Ciy;(A), on
ac~d(o)=0.

Ezercice 4.4.23. Démontrer le lemme [£.4.22]
Le cup-produit induit donc des produits
CHX,A)®CH(X) = C(X,A) et
HY(X,A)® H)(X) - HT (X, A).

Remarque 4.4.24. Comme on ’a vu, toutes les constructions de cette section sont défi-
nies pour n’importe quel anneau de coefficient R. En effet la formule du cup-produit fait
intervenir la multiplication des scalaires c¢(o_) et (04), et est donc définie pour tout
anneau.

On peut remarquer que 'on a nécessairement besoin d’une structure d’anneau sur les
coefficients (contrairement au cas des chaines out on peut prendre n’importe quel groupe
abélien) car, si on dispose d’un cup-produit bien défini, il donne une structure d’anneau a
H°(X,G) pour tout espace topologique. Pour X connexe par arcs, on retrouve donc une
telle structure sur R = HO(X).

Remarque 4.4.25. La structure présente sur les cochaines est en fait duale d’une structure
sur les chaines. Celle de... coanneau (et plus généralement coalgebre). Qui, au lieu de
multiplier deux éléments, déconcatene un élément en somme de deux facteurs. Etant donné
qu’on est formé depuis tout petit & multiplier, on travaille plus facilement—du moins au
début—avec la multiplication que la comultiplication.

Par définition des cochaines singulieres comme le complexe dual des chalne singulieres
(cf) on a une application bilinéaire (,) : C*(X) ® C;(X) = Z, (f,z) — f(z). On peut
étendre cet accouplement pour donner une structure de (C*(X),U)-module aux chaines
comme suit.

Définition 4.4.26 (Le produit cap). On appelle produit cap, les applications bilinéaires
N:CYX)®Cp(X) = Cpi(X)
donnée, pour toute cochaine 3 € C*(X) et pour tout simplexe singulier o € C,,(X), par

(19) Bm 0 = </850-—>O-+7
ouo_ = i+18i+2 ...0p0 € CZ(X) et o4 = 860 S Cn_z(X)
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11 découle de ([19) et des propriétés du cup-produit que le produit cap vérifie les propriétés
suivantes :

Lemme 4.4.27. Pour toute cochaine 3 € C*(X) et chaine c € Cp(X), on a

(20) (,fNc) = {av B0
pour tout o € C"H(X). A
De plus, pour tout o € C?7(X), on a

(21) adNBne)=(~pB)Nc

ainsi que les identités suivantes :

(22) lNe=c

(23) d(BNec)=0d8Nc+ (—1)%*P3nae.

Enfin pour toute application continue f : Y — X et toute chaine ¢’ € Ci(Y), on a
(24) LB N e) =B fild).

La derniere équation exprime la fonctorialité du produit cap. Il découle de que le
produit cap passe a la cohomologie et y définit un produit

N:H(X)® Hy(X) = H,_(X)

encore appelé produit cap.
Les propriétés précédentes se résument de la fagon suivante :

Lemme 4.4.28. Le cap-produit fait de Co(X) un module a gauche différentiel gradué sur
Ualgébre différentielle graduée (C*(X),U).
En homologie, il fait de [’homologie un module gradué sur [’algébre de cohomologie

(H*(X), V).

4.5. UN APERGQU DE LA DUALITE DE POINCARE

La dualité de Poincaré est un résultat majeur qui a de fait grandement motivé 'in-
troduction et le développement de la (co)homologie. Elle est basée sur 'idée que si on a
une triangulation d’un espace de dimension n, alors, la “triangulation duale” (obtenue en
voyant les simplexes de dimensions n comme dual de leur barycentre, les points comme le
dual d'un n-simplexe, une aréte comme le dual d’une face de codimension 1 etc..) est aussi
une triangulation de cet espace. Pour que ce dernier point soit vrai, il faut que I'espace en
question soit un minimum homogene, en pratique qu’au voisinage de tout point, on ait une
triangulation ressemblant & celle du disque de dimension n (c’est-a-dire d’un n-simplexe).
Cela revient a avoir une variété polyédrale. La conséquence de cette dualité et de la formule
d’FEuler-Poincaré |[3.5.4 est que l'on doit avoir des nombres de Betti égaur en dimension k
et n — k. Ce qui a de nombreuses conséquences calculatoires et de structure.

Nous allons donner ici un énoncé précis, mais sans démonstration détaillée.

Définition 4.5.1. Une wvariété topologique de dimension n est un espace topologique qui
admet un recouvrement par des ouverts (U;) homéomorphes a R".

Une variété différentiable de dimension n de classe C* est une variété topologique de
dimension n telle que l'on peut choisir de plus les homéomorphismes ¢; : U; =2 R™ ci-
dessus de sorte que pour tout ¢,j on ait ¢; o ¢j_q : gb;l(Ui NU;) — ¢i(U; NUj) est un
difféomorphisme de classe C* (entre sous-espaces de R™).

Une variété PL de dimension n est une variété topologique de dimension n telle que 'on
peut choisir de plus les homéomorphismes ¢; : U; =2 R™ ci-dessus de sorte que pour tout
i,j on ait ¢; o pj_1 : qﬁj_l(Ui NU;) = ¢i(U; N Uj) est un homéomorphisme PL (au sens de
la définition
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Un choix de recouvrement (U;) et d’homéomorphimes ¢; : U; = R™ s’appelle un atlas.

Remarque 4.5.2. Le théoreme d’invariance du domaine [1.2.1] garantit que la dimension est
une notion bien définie pour une variété topologique.

Par ailleurs, notons que d’apres les résultats que 'on a énoncé dans la partie tout
ouvert de R™ (qui est une variété différentiable) admet une telle structure de sorte qu’une
variété PL est en particulier un espace polyédral au sens de la définition [3.1.17]

Il existe une notion d’orientation pour une variété topologique V', qui est basée sur la
donnée d’un choix cohérent d’isomorphismes H,(V,V \ {z}) = Z pour tout z € V, cf la
remarque Puisque la plupart des exemples en pratique sont de nature différentiables
ou triangulés nous nous bornons a énoncer la proposition suivante :

Proposition 4.5.3. Soit V une variété topologique de dimension n.

o SiV est de classe C', alors V est orientable si et seulement si elle est orientable
au sens usuel des cartes : c’est-a-dire que dans la définition on peut choisir
les homéomorphismes ¢; de sorte que les ¢; o gbjfl soient des difféomorphismes

préservant Uorientation)
e SiV est PL, alors V est orientable si et seulement si dans la définition

on peut choisir les homéomorphismes PL ¢; de sorte que les ¢; o d)j_l préservent

orientation["]
e SiV X |K| est un variété PL compacte, alors, elle est orientable si et seulement si

il existe une orientation des simplexes de dimension n de V telle que >, -~ est
~eEK (1)
un cycle.

Remarque 4.5.4. Si V est compacte et orientée, on dispose d’une classe [V] € Hy(V) dont
I'image, pour tout = € V, dans H,(V,V \ {z}) = Z est un générateur. C’est a dire d’une
classe induisant les orientations locales en tout x de V. Cette classe s’appelle la classe
fondamentale de V.

Plus précisément on a le lemme suivant (qui reprend la proposition .

Lemme 4.5.5. Soit V une variété connexe de dimension n. Alors, pour tout anneau R, on

a
R st 'V est orientable et compacte,
H,(V,R) = ker(R X2 R) iV nlest pas orientable mais compacte,
0 st V n’est pas compacte.

En particulier H,(V) 2 Z si V est orientable et compact et est nul sinon.

Terminologie 4.5.6. Lorsque V est compacte orientable, le choix d’un cycle V dont la
classe d’homologie est un générateur de H, (V') s’appelle le choix d'un cycle fondamental.
Ce cycle tout comme la classe se note [V].

Ezemple 4.5.7. Un cycle donné par une orientation des simplexes de dimension maximale
d’une variété PL comme dans la proposition [4.5.3] est un cycle fondamental.

Théoréme 4.5.8 (Dualité de Poincaré). Soit V' une variété compacte orientée (sans bord)
de dimension n. Notons [V] € H,(V) sa classe fondamentale (terminologie [4.5.6).

(1) L’application o — o N [V] est un quasi-isomorphisme C*(X) iyl Ci(X) et induit

en particulier des isomorphismes
HY(V) = H, (V).
(2) Les groupes de (co)homologie de V' sont de type finis et de plus

69. Autrement dit leur différentielle en tout point est de déterminant > 0.
70. Autrement dit les isomorphismes affines induits sur une subdivision sont toutes de déterminant > 0.
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1

(a) pour tout corps F, on en déduit des isomorphismes H;(V,F) = H'(V,F)
H,_;(V,F) et en particulier b;(V,F) = bg_;(V,F).
(b) SurZ on a, en notant Torsg (V') la partie de torsion de Hy(V),

bl(V) = bd—z(v) et

Tors; (V') = Torsg—;—1(V).

Ainsi, on a une symétrie entre les groupes d’homologie (resp. cohomologie) d’une variété
orientable compacte. Le point (2) est une collection de conséquences du théoréeme des

coefficients universels et du point (1) (cf remarque [5.5.10)).

Remarque 4.5.9. Pour les variétés non-orientables le théoreme reste vrai si 'on prend les
coefficients dans Z/27Z.

Remarque 4.5.10. L’isomorphisme donné par la dualité de Poincaré donne que le produit
sur la cohomologie s’étend a I’homologie. Géométriquement, si [W] € H;(V) et [W'] €
H;(V') sont des classes d’homologie données par des sous-variétés compactes orientées
transverses, alors leur produit est donné par la classe [W N W’] donné par l'intersection
des deux-variétés.

Il est fondamental (comme le montre I'exemple suivant dt a Poincaré) que V' soit une
variété pour que le théoréme soit vrai, et ce résultat est une source de richesse et de
caractérisation des groupes d’homologie d’une variété.

Ezemple 4.5.11 (un contre-exemple). Soit X = X(S! x S!) la suspension dun tore de
dimension 2. L’espace X est polyedral de dimension 3 et a deux points singuliers en les
sommets des deux cones. Il découle de la proposition et du calcul des groupes
d’homologie du tore que l'on a :

Hy(X)=17, H\(X)=7, HyX)=Z&7Z et HsX)="7.

La dualité de Poincaré est donc contredite dans cet exemple. Ce qui prouve au passage
que Y(S' x S) n’est pas une variété orientable. Le théoréme, appliqué & F = Z /27 et les
calculs de I’homologie du tore dans ce cas montrent aussi que ce n’est pas une variété tout
court.

On va donner une démontration du point (1) du théoreme par récurrence via des
suites de Mayer-Vietoris; on commence donc par donner un sens a la dualité de Poincaré
lorsque V' n’est pas compacte.

Commencons par remarquer que pour toute paire (X, A), on a encore un produit cap

CUX,A) @ Crp(X,A) = Cpi(X)
et aussi
CH(X)® Ci(X,A) = Cj_i(X, A)

(car C(X, A) est le sous-espace des i-cochaines singulieres de X qui s’annulent sur C;(A)).
Il suit que 'on obtient un morphisme :

HY(X,A)® H,(X,A) = H,_(X).

Maintenant si V' est une variété non compacte, on appelle groupes d’homologie de Borel-
Moore les groupes
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ou V désigne la compactification d’Alexandroff et x le point & l’inﬁni.lﬂ C’est une théorie
« de type homologiquem » : s V = | K] elle est associée au complexe de chaine constitué
des combinaisons formelles infinies de simplexes de K. On peut encore —par dualité—
lui associer un complexe de cochaines (comme dans la définition . La cohomologie
associée H' est aussi appelée cohomologie & support compact.

On note encore [V] la classe fondamentale en homologie de Borel-Moore. Etant donné

a € Fi, on peut former le produit cap
D(a) =an|[V].

Théoréme 4.5.12 (Dualité de Poincaré-Lefschetz). Si V' est une variété orientable sans bord
de dimension d, l'application D induit un isomorphisme

H (V)2 Hy (V).

Démonstration. 1. Le théoreme est vrai si V = RY (il s’agit du calcul, une nouvelle fois, de
I’homologie de la paire (D™, S®~1), ou plus exactement de la cohomologie relative H;(S™)).

2. Supposons que V = AU B avec A, B et AN B ouverts vérifiant le théoreme. Alors le
théoreme est vrai pour V.

On le montre en comparant les suites exactes longues de Mayer-Vietoris et en utilisant
le lemme des cing.

3. On conclut par récurrence pour les variétés qui sont 'intérieur d’ une variété compacte.
Pour des variétés plus générales, on utilise le lemme des petites chaines pour se ramener
au cas (relativement) compact. O

Preuve du théoréme[].5.8 Lorsque V est un espace compact, alors V = V [[{x} puisque
le point a l'infini * est ouvert car c’est le complémentaire du compact V' dans V. II suit
du lemme [4.2.11] que 'inclusion V' — V induit des quasi-isomorphismes

Cu(V) — Cu(V, {})

d’otu il suit que FZ(V) ~ HY(V) et le théoreme m devient une conséquence du théo-
réme [£.5.12 O

Remarque 4.5.13. Remarquons pour finir que ’on a aussi
Hy(V) = H(V)

et que la dualité de Poincaré pour les variétés a bord se déduit de la dualité de Poincaré-
Lefschetz : o '
H(V,0V) = H;(V\ V)= H"Y(V),

H(WV)=H (v \av) = i (V,0V).

4.6. (CO)HOMOLOGIE DES ESPACES PRODUITS ET FORMULE DE KUNNETH

On va s’intéresse ici au rapport entre I’homologie d’un produit X x Y d’espaces et
I’homologie de X et Y et donner une formule générale tres utile pour la calculer via le

produit tensoriel

Notons d’abord que ’on a un isomorphisme linéaire canonique
AWy : Co(X x Y) = Z(X x V) == Z{X) @ Z(Y) = Cyp(X) ® Co(Y)

71. Noter qu'il n’est pas essentiel ici de prendre la compactification d’Alexandroff, toute autre compacti-
fication aurait fait ’affaire & condition de considérer son homologie relative par rapport au sous-ensemble
ajouter lors de la compactification; dans tous les cas ici, l'inclusion du bord vérifie les hypotheses du
théoreme d’écrasement.

72. On prendra garde cependant qu’elle n’est pas invariante par homotopie. Et elle ne donen donc pas
un invariant homotopique mais “seulement” un invariant topologique.
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qui envoie un O-simplexe singulier (c’est-a-dire un point) {(z,y)} € X x Y sur {z} ®
{y}. Ceci suggere que les chaines singulieres d’un produit sont équivalentes au produit
tensoriel des chaines singulieres. Mais attention, nous verrons que la relation au niveau
des groupes d’homologie est un peu plus subtile car I’homologie d’un produit tensoriel
n’est pas forcément le produit tensoriel des homologies si on est pas sur un corps. Voir le
Théoreme de Kiinneth [4.6.4]

Définition 4.6.1 (Produit tensoriel de complexes). Si C, D, sont des complexes de chaines,
leur produit tensoriel Cy ® D, est le complexe donné en degré n par la formule

i+j=n
muni de la différentielle, définie pour x € C;, y € Dj, par
dr®y) :=dz)@y+ (—1)'z@dy).
Que C ® D soit bien un complexe découle de I'identité
dd(z®y)) = d(dz)ey+(-1)'z@dy))
= P(r)@y+(-1)"d(z) @dy) + (1)) @ d(y) + (-1)*z @ d*(y) = 0.

Remarque 4.6.2. On remarque que le signelﬁ donné assure que d?> = 0. La méme construc-
tion donne le produit tensoriel de cochaines.

Le résultat suivant précise ’équivalence entre chaines du produit et produit tensoriel
des chaines.

Proposition 4.6.3. (Eilenberg-Zilber)

(1) Il existe un quasi-isomorphisme naturel de complezes Co(X)@Co(Y) =5 Co(X xY)
dont la restriction en degré O est précisément le morphisme canonique AWO_1. De
plus, deux tels morphismes de complexes naturels sont homotopeslﬂ.

(2) Il existe un quasi-isomorphisme naturel Co(X X Y) ARe Co(X) @ Co(Y) dont la
restriction en degré 0 est précisément le morphisme canonique AWy. De plus, deux
tels morphismes de complexes fonctoriels sont homotopes.

(8) Les compositions AW, o x et x o AW, sont homotopes a l'identité.

On appelle x le cross-produit ou produit en croix si on veut faire francophone.

Rappelons que la naturalité signifie que si f: X — X' et g : Y — Y’ sont des applica-
tions continues, alors, le diagramme suivant est commutatif :

(25) Co(X) @ Co(Y) > Co(X x Y)
f*®g*l l(fxg)*
Co(X) @ Co(Y) = Co( X! x V).

Esquisse de preuve. On démontre classiquement ceci en utilisant la méthode des modeles
acycliques (que nous avons déja entre apergue dans la démonstration de 'invariance par
homotopie de I'homologie singuliere). Par exemple, regardons le cas de AW,.

On raisonne par récurrence pour construire AW, puisque on connait déja sa valeur en
degré 0 (et qu’elle vérifie bien toutes les propriétés demandées).

Premiérement, par fonctorialité, il suffit, pour tout n de démontrer le résultat en degré
n pour X =Y = A" le n-simplexe standard. En effet, pour tout n-simplexe o : A" —

73. Cette convention de signe est précisément celle donnée dans la remarque m

74. i.e. si ¢, sont deux tels morphismes, il existe h : Co(X) ® Co(Y) a¥ Cot1(X X Y) tel que ¢ —¢p =
doh+ t+h od et 'homotopie est elle-méme fonctorielle.
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X xY,ennotant 7x : X XY = X et ny : X xY — Y les projections canoniques,
diag : A" — A" x A" € C,,(A™ x A™) la diagonale z — (x,x), on doit avoir :

AW,(0) = AW, 0 (mx 00 x my 0 0)4(diag) = (mx 0 0)s @ (my 0 7). (AW,(diag)).

On est donc ramené a démontrer le résultat pour les applications diagonales entre sim-
plexes.
Deuxiémement, comme AW, doit étre un morphisme de complexe, on doit avoir :

d(AW,(diag)) = AW, (d(diag))

ot le terme d(diag) est dans C,,_1 (A" 1) ; en particulier, le terme de droite est bien défini
par hypotheése de récurrence (on cherche a établir I'existence de celui de gauche). On
peut vérifier, en appliquant 'hypotheése de récurrence que AW, (d(diag)) est un cycle.
Comme A" ! est contractile, il en suit que c’est un bord et il existe donc (AW, (diag))
vérifiant ’équation. Ceci construit le morphisme de complexes AW, (dont on a déja forcé
la naturalité).

On obtient de méme X en considérant (AP it AP) @ (AP “ A"7P) € Co( AP) x
Co(A™P) & la place de lapplication diag.

Les relations d’homotopie sont aussi démontrées de la méme facon... En d’autres termes,
on utilise en fait simplement que les simplexes standards forment une famille contractiles
d’objets a partir desquels tous nos simplexes singuliers sont définis par fonctorialité.  [J

Il suit de la définition m qu'un produit tensoriel ¢ ® ¢’ de cycles est un cycle et que
le produit tensoriel d'un bord et d’un cycle est un bord. Il suit que le produit en croix et
le produit tensoriel passent a I’homologie pour donner une application naturelle

(26) Hi(X) @ Hy(Y) = Hiyj (Co(X) ® Ca(Y)) 5 Hipj(X x Y)

également appelée le cross-produit (et encore notée x). On sait que la fleche de droite est
un isomorphisme d’apres la proposition précédente En revanche celle de gauche ne
l’est pas en général. La raison en est que le produit tensoriel ne préserve pas les suites
exactesEL comme nous le verrons dans la partie Cependant, nous verrons qu’on peut
remplacer le produit tensoriel par un foncteur « dérivé » a valeur dans les complexes de
chaines qui lui, préserve les suites exactes et dont les groupes d’homologie « mesureront le
défaut » du produit tensoriel par un module a préserver les suites exactes. On en déduira
en particulier que le conoyau de se calcule en termes d’un foncteur simple : Tory ce
qui donne 'utile théoreme de Kiinneth suivant.

Théoréme 4.6.4 (Formule de Kiinneth en homologie). Soient X, Y des espaces topologiques.
(1) On a des suites exactes courtes scindées (non-naturellement) :
0= P H(X)@Hj(Y) S Ho(X xY) = €D Tory (Hp(X), He(Y)) = 0.
i+j=n k+l=n—1
On a la méme suite exacte pour ’homologie a coefficient dans tout anneau principal.
(2) En particulier, si F est un corps, le morphisme naturel
D Hi(X,F)® H;(Y,F) > Hy(X x Y,F)
i+j=n
est un isomorphisme.
Attention : le morphisme X est bien naturel, c’est le scindement de la suite exacte

qui ne 'est pas (c’est-a-dire les sections Tor; (Hy(X), Hy(Y)) — H,(X x Y)).
Ce théoréme sera la conséquence du théoreme des coefficients universels [6.3.1]

75. Elle ne préserve donc pas des groupes d’homologie qui sont donnés par des quotients de noyau.
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On dispose également d’'un cross-produit en cohomologie induit par dualité a partir de
la, proposition Il est défini par la formule :

CUX) ® CI(Y) — Hom(Cy(X) © C;(v),z) ™" ¢iti(X x v)

ou la fleche de gauche est Iapplication qui envoie ¢ ® ¢’ sur application o ® o'
(=1)¥c(o)c (0"). Ce cross-produit est encore défini pour les cochaines & coefficient dans
n’importe quel anneau. Puisque toutes les fleches dans la formule sont des morphismes de
complexes, on a :

Lemme 4.6.5. Le cross-produit C*(X) ® C/(Y) — C™ (X x Y) est un morphisme de
complezxes de chaines. En particulier il induit un cross produit en cohomologie :

HY(X)® HI(Y) » HT (X xY).
Le cross-produit est compatible avec les structures d’algebres.

Proposition 4.6.6. Le cross produit H*(X) @ H*(Y) — H®*(X x Y) est un morphisme
d’algébres graduées commutatives.

La preuve de cette proposition est basée sur la fonctorialité du cross produit et du
cup-produit et les deux lemmes suivants.

On peut trouver des formules explicites pour x et AW,. En particulier, on peut Vériﬁerm
qu’une construction possible pour AW, (due & Alexander-Whitney) est précisément :

n

AW (0) =Y (-1 (rx)s 00 ® (y)s oot
i=0
ol o_, oy sont définis comme dans le paragraphe sur le cup-produit.
On en déduit :

Lemme 4.6.7. Le cup-produit au niveau des cochaines est la composition

CHX) ® CU(X) = Hom(Cy(X) @ C;(X),z) 3" oi+i(x x x) 8 ci+i(x)
Autrement dit on a, pour ¢, € C*(X), la formule :
c—d =A%(exd).

En passant en cohomologie, on obtient que, étant donné deux classes de cohomologie
ac H(X)et € H(X),ona:

a~ f=A%(axp).

De 1a (et de la naturalité de ces produits) il découle que I'on a le lemme suivant — qui
peut aussi servir de définition du produit x.

Lemme 4.6.8. Soient o € H(X) et 3 € H/(Y). On a :
ax f=(rka) < (ryp) € H (X x V),

ot px : X XY — X est la projection sur le premier facteur et py : X xY — Y la
projection sur le deuxieme facteur.

Ezercice 4.6.9. Démontrer la proposition |4.6.6

76. Cette vérification est essentiellement équivalente a la preuve du lemme (4.4.13
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V. ALGEBRE HOMOLOGIQUE

5.1. MODULES ET GROUPES ABELIENS

Nous réunissons ici les quelques résultats et définitions utiles sur les modules et groupes
abéliens que nous utilisons.

Soit R un anneau commutatif unitaire. Un R-module est défini de maniere analogue a
un espace vectoriel sur un corps, mais lorsque R n’est pas un corps, on ne dispose pas de
base pour étudier les R-modules de maniere systématique ce qui complique mais fait aussi
en partie la richesse de cette théorie plus générale.

Définition 5.1.1. Un R-module est un groupe abélien (M, +) muni d’une action (r,m) —
r-m de R sur M vérifiant que pour tout z,y € R et m,n € M, on a que
o (zy)-m==xz-(y-m),
e (x+y) - m=z-m+y-m,
ezr-(m+n)=x-m+y-n,
ol -m=m.
Un morphisme entre deux R—modulesm M, N est un morphisme de groupe abélien f :
M — N qui vérifie en outre que f(z-m) =z - f(m) pour tout z € R, m € M.
Un sous-module de M est un sous-groupe de M stable sous ’action de R.

Evidemment, la multiplication (z,y) — zy fait de R un R-module.

Remarque 5.1.2. La donnée d’un Z-module est exactement la donnée d’un groupe abélien
et tout groupe abélien est canoniquement un Z-module. Autrement dit, il n’y a pas de
différences entre les Z-modules et les groupes abéliens.

Définition 5.1.3. Soit (M;);cr une famille de R-modules.

e Le produit J],.; M; est le module dont le sous-ensemble sous-jacent est le produit
des ensembles M;, muni de 1’addition définie par (z;)+ (y;) = (x; +y;) et de ation
T () = (r-z;).
e La somme directe des M;, dénotée @ M;, est le sous-module de Hie 1 M; donné
i€l
par les éléments dont toutes les coordonnées sauf un nombre fini sont nulles.
La somme directe de R-modules est donc complétement analogue a la somme directe
d’espaces vectoriels.
Un élément de la somme directe n’est rien d’autre qu’une combinaison linéaire finie
>~ m; ou les m; € M; et nuls sauf pour un nombre fini d’entre eux.
el
Lemme 5.1.4. Le produit et la somme directe sont bien des R-modules.
Ezercice 5.1.5. Démontrer que le produit de modules est le produit dans la catégorie
R-Mod et que la somme directe est le coproduit dans cette méme catégorie.

Définition 5.1.6 (Modules libres). Un R-module libre est un R-module isomorphe & une
somme directe de copies de R : M = P R.
jj

Un module libre est dit de type fini (ou de rang fini ou dimension finie) si 'ensemble I
est fini.

Enfin si S est un ensemble, on appelera module librement engendré par S, le module
libre donné par R[S] := @, ¢ R. On notera en général ses éléments sous la forme > g Ass
ol (Ag)ses est une famille d’éléments de R qui sont tous nuls sauf pour un nombre fini
d’éléments.

77. aussi simplement appelée application R-linéaire
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Si R est un corps, tout module est libre en raison de 'existence de bases. Un module
libre est en fait complétement similaire a une espace vectoriel et un module librement
engendré par S a une base canonique. Par définition, un R-module libre est isomorphe a
un R-module librement engendré (une fois choisi un I satifaisant la définition ci-dessus).

Le fait que la somme directe soit un coproduit se traduit par la propriété universelle
suivante (par ailleurs facile a démontrer)

Lemme 5.1.7. Les morphismes de R-module d’un module libre M[S] dans un R-module
N sont en bijection avec les applications ensemblistes S — N. Précisément, la bijection
associe a f S — N, Uapplication Y Ass — > As- f(s).
s€S seS
Ezemples 5.1.8. (1) Si m € N*, Z/mZ est canoniquement un Z-module qui n’est pas
libre (car il est de torsion).

(2) les nombres rationnels Q sont aussi un Z-module qui n’est pas libre.

(3) Les polynomes R[z] sont un R-module libre qui est une R-algebre, c’est-a-dire un
anneau et un R-module tel que la multiplication est R-bilinéaire. Si I est un idéal
de R[z], alors R[x]/I est aussi un R-module qui n’est pas forcément libre.

(4) Le noyau et 'image d’un morphisme de R-modules sont des R-modules canonique-
ment.

(5) Le groupe abélien quotient d’'un R-module par un sous-R-module est canonique-
ment un R-module.

(6) Soit M un R-module et soit L := R[M] = @,,; R le groupe abélien libre en-
gendré par les éléments de M. L’application qui a un élément de m de la base
canonique de L associe 1'élément m dans M (autrement dit (A,,) — > Apym € M,
I’application qui transforme les combinaisons linéaires formelles en somme dans le
groupe abélien M) est un morphisme de R-module surjectif par construction, donc
M = L/ker(L — M). Ainsi tout R-module est un quotient d’'un R-module libre.

Ezercice 5.1.9. Démontrer que Q n’est pas un Z-module libre.

Définition 5.1.10. Un R-module M est dit de type fini si c’est un quotient d’'un R-module
libre de rang fini par un sous- R-module.

Autrement dit, un module de type fini est engendré par un nombre fini d’éléments (ce
nombre peut ne pas étre canonique sur un anneau quelconque).

Nous serons particulierement intéressé par le cas des Z-modules de type fini. Ces derniers
ont des propriétés remarquables que nous énoncons sans démonstration.

Lemme 5.1.11. Tout sous-groupe N d’un groupe abélien libre M est libre, de rang inférieur
ou €gal a celui de M.

Ce lemme reste vrai pour les R-modules libres sur un anneau principal mais ne I’est pas
en général.

Une conséquence du lemme [5.1.11] et de 'exemple est que tout sous-groupe
abélien est le quotient d’un groupe abélien libre par un groupe abélien libre.

Un résultat important pour les groupes abéliens libres (qui se généralise aussi aux an-
neaux principaux) :

Théoréme 5.1.12 (Théoreme de structure des groupes abéliens). Soit M un Z-module de
type fini. Alors il existe un entier r > 0 et une suite, unique d permutation prés, mi,...,ms
de puissance de nombres premiers tels que l'on ait un isomorphisme de Z-modules :

MEZ"SZ/miZ & - ®ZL/msZ.
De maniére équivalente il existe un unique entier r et une unique suite ny, ..., ny d’entiers
> 1 vérifiant que njy1 divise n; (pour touti = 1...k—1) tels que l’on ait un isomorphisme

de Z-modules :
M=7"®Z/MZ& - ®ZL/n;L.
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Terminologie : L’entier » du théoréme, qui est donc canoniquement défini est appelé le
rang de M. La partie de la forme Z/m\Z @ --- @ Z/msZ est appelée la torsion de M.

Le résultat suivant (qui sera démontré en TD) est tres utile en pratique pour démontrer
qu’un morphisme est un isomorphisme en le coingant dans une suite exacte longue.

Lemme 5.1.13 (Lemme des cing). Considérons le diagramme commutatif suivant de mo-
dules, dont les fleches sont des morphismes de R-modules, et dont les lignes sont exactes :

A > B C D E
e
Al B’ C’ D’ E'.

Si les premieére, seconde, quatriéme et cinquieme fléches verticales sont des isomorphismes,
alors la troisiéme aussi.

Nous terminons cette partie par la notion de produit tensoriel, qui est a la somme directe
de modules ce que la multiplication est & I’addition pour les entiers. Nous allons le définir
comme solution d’une propriété universelle.

Soit M, N, L trois R-modules. Rappelons qu'une application R-bilinéaire M x N — L est
simplement une aplication R-linéaire en chaque variable : f(rm,n) = rf(m,n) = f(m,rn)
pour tout (m,n,r) € M x N X R.

Proposition et Définition 5.1.14 (produit tensoriel). Il existe un unique (a isomorphisme
de R-modules prés) R-module M @ N et une application R-bilinéaire ¢ : M X N — M @ N
R R

telle que pour tout application R-bilinéaire f : M x N — L, il existe une unique application
R-linéaire f : M ® N — L rendant le diagramme
R

MxN-—2~MaN
R
\ vf
L
commutatif.
Le R-module M ® N est appelé le produit tensoriel de M et N. On notera m Qpr n
R
limage ¢p(m,n).
On notera que f est linéaire pas bilinéaire. Autrement dit, M ® N est le R-module au
R

travers duquel se factorise linéairement toutes les applications bilinéaires.
En prenant f = ¢ dans la proposition (et par unicité ¢ = id), on obtient les propriétés
suivantes, pour tout (m,m’,n,n’,r) € M?> x N> x R

(27) rm®@rn = Mrrn=r(mrn)

(28) (m+m)Y@r(n+n') = mrn+mern +m @pn+m' @pn'.

Ezemple 5.1.15. Le produit tensoriel de modules libres est facile a calculer :
R"®p R™ = R

et plus généralement, R @z R’ = R™ pour tous ensembles I, J. Ceci découle immédia-
tement du fait qu’une application linéaire R’*/ — L est la méme chose que la donnée des
images des vecteurs de la base. En particulier si (e;)ier et (€});e sont des bases de modules
libres M, N alors M ®pr N est libre et admet pour base la famille (e; ®p e;)(i,j)e IxJ-

En particulier, si R est un corps, le produit tensoriel de R-espaces vectoriels est un
espace vectoriel de dimension le produit des dimensions.
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De I'exemple [5.1.15| découle que si (m;);er et (n;);es sont des familles génératrices de
M, N, un élément x de M ®gr N est une combinaison linéaire finie

n
(29) T = Z)‘k(mlk ® njy,)-
k=1
En revanche, si M et N ne sont pas libres, il n’y a pas unicité d’une telle écriture en
général. Notons

Lemme 5.1.16. Le produit tensoriel est un foncteur R-Mod x R-Mod — R-Mod. De plus,
pour tout R-module M, on a un foncteur R-Mod — R-Mod donné par N — M ®r N.

Notons que 'on a aussi un foncteur N — N ®pr M. Le lemme prouve que ce
deuxieme foncteur est naturellement isomorphe a celui du lemme [5.1.16

Démonstration. Si g: M — M' et h : N — N’ sont des morphismes de R-modules, alors
pour toute application bilinéaire f : M’ x N — L, la composée (n,m) — f(g(n), h(m)) est
R-bilinéaire. En particulier, si on note ¢’ : M’ x N’ — M’ @ g N’ lapplication canonique,
¢ o (f,g) est aussi bilinéaire. La propriété universelle du produit tensoriel donne alors
I'existence d’une (unique) application R-linéaire M @p N — M’ ®r N’, notée f Qg g
vérifiant f ®g go ¢ = ¢ o (f,g). Par unicité (ou en appliquant simplement les propriétés
on obtient que (fo f')®r(g9og') = (f®rg)o(f'®rg’) et que 'identité est préservée.
La deuxieme partie du lemme est une conséquence immédiate de la premiere. O

Lemme 5.1.17. On a des isomorphismes naturelslﬁ
M®r N =N Qg M, (Mo M)Y®r N = MerN®M g N,
(M®RN)®RP%JM®R(N®RP> et
HOmR(M KR N, L) = HOmR(N, HOmR(M, L))

FEzxercice 5.1.18. Démontrer le lemme [5.1.17]

Preuve de la proposition et définition[5.1.1] L’unicité découle de la propriété universelle.
Pour Dexistence, nous allons donner une construction explicite. Soit RM*N) le R-module
des applications a support fini de I’ensemble M x N vers R. C’est a dire qu'un élément
de RM*N) egt une application de M x N dans R qui vérifie que f est nulle sauf en
un nombre fini de valeurs. Notons que ’ensemble M x N s’identifie au sous-ensemble de
RMXN) donné par les applications qui valent 0 partout sauf en (m,n) ou elles valent 1.
Notons que M x N est une base de RM*N) puisque tout élément de RM*N) n’est non
nul qu’en un nombre fini de valeurs.

On définit M ®r N comme le R-module quotient de RM*N) par les relations (ot on

utilise les identifications de M x N avec un sous-ensemble de R(M*N))
(m+m',n) = (m,n)+ (m',n)
(m,n+n') = (m,n)+ (m,n)
(rm,n) = (m,rn)
(rm,n) = r(m,n).

Ces relations impliquent en particulier que la composée ¢ : M x N < RM*N) _, M @p N
(de l'inclusion avec la projection sur le module quotient) est bilinéaire.

Si maintenant f : M x N — L est bilinéaire, pour toute application f telle que f = fod,
on a en particulier que f(m ®gn) = f(m,n). Comme les (m,n) engendrent RM*N),
les m ® n engendrent M ®g N et donc f(m ®pn) = f(m,n) garantit I'unicité de f.
Il reste a vérifier qu’elle est bien définie et R-linéaire. Pour cela, comme 'application

78. C’est-a-dire que ces isomorphismes sont des des transformations naturelles des foncteurs définis
en|5.1.16| et de leurs composées avec les foncteurs donnés par Hom.
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(m,n) — f(n,m) s’étend en une unique application linéaire RMxN) _y [, (puisque définie

sur une base), on a juste besoin de vérifier que (n,m) — f(n,m) passe au quotient ce qui
est immédiat par bilinéarité de f. O

Ezemple 5.1.19. Soit M un R-module et F' = @ R un R-module libre. Alors on a un iso-
I

morphisme de R-modules FQrM = @ M. Ceci se démontre soit a partir de la construction
T
soit en vérifiant directement la propriété universelle pour @ M.
I
Remarque 5.1.20 (Produit tensoriel, cas non-commutatif). Soit A un anneau, non néces-
sairement commutatif, et M un A-module & droite, N un A-module a gauche. Alors on
peut encore définir la construction de la preuve de[5.1.14] C’est & dire définir

(30) M ® N =2 (AN

ou ~ est la relation d’équivalence engendrée par les relations données, pour tout m,m’ €
M, n,n" € N etac A, par

(m+m/;n) = (m,n)+ (m',n)
(31) (montn) = (m.n)+ (m,n
(ma,n) = (m,an).

Le résultat n’est cependant plus A-linéaire, mais seulement Z-linéaire (ou k-linéaire si A est
une k-algebre associative sur un anneau commutatif unitaire k ; auquel cas il faut rajouter
aux relations les relations rajoutant que le résultat est k-linéaire, i.e. (m.r,n) =
r.(m,n) pour tout r € k).

Pour énoncer sa propriété universelle (dans le cas k-linéaire) on introduit la notion
suivante : un morphisme A-équilibré est une application k-linéaire f : M x N — L, ou
M, N sont respectivement des A-modules a droite et a gauche et L est un k-module, qui
vérifie les conditions

fm+m',n) = f(m,n)+ f(m' n)
f(mv n + n/) - f(ma n) + f(mv n/)
f(ma,n) = f(m,an).

Proposition 5.1.21 (produit tensoriel— cas non-commutatif). Soit A une k-algébre associa-
tive, M un A-module a droite et N un A-module a gauche. Il existe un unique (a isomor-
phisme de k-modules prés) k-module M(EA?N et un morphisme A-équilibré ¢ : M x N —

M ® N tel que pour tout morphisme A-équilibré f : M x N — L, il existe une unique
A

application k-linéaire f: M ® N — L rendant le diagramme
R

MxN-—2~MoN

R

\ vf

L
commutatif.

Notons que si M est un A-module & droite (sur une k-algebre associative A), la formule
(a, f) = (m +— f(m-a)) définit une structure de A-module & gauche sur Homy (M, L)
pour tout k-module L. La propriété universelle du produit tensoriel se traduit par

Proposition 5.1.22. On a une équivalence naturellelﬂ
Homy, (M ®4 N, L) = Homy (N, Hom(M, L)).
79. de foncteurs A-Mod x Mod-A x k-Mod — k-Mod
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FExercice 5.1.23. Démontrer la proposition [5.1.22

5.2. COMPLEXES DE CHAINES ET SUITES EXACTES

Nous introduisons dans cette partie la notion générale de complexes de chaines, qui
est une notion clé pour construire de nombreux invariants topologiques (ou autres) et en

particulier un des acteurs principaux des chapitres et

Remarque 5.2.1. Nous définissons ici la notion de complexe de chaines au dessus d’anneau
commutatif unitaire R quelconque. Mais en pratique, pour les applications en topologie
ou géométrie, le lecteur peu a l'aise avec les R-modules généraux pourra se contenter
d’imaginer le cas des Z-modules, c’est-a-dire des groupes abéliens, ainsi que celui des corps
Fp, Q, R ou C. Par ailleurs, en pratique connaitre I’homologie des espaces topologiques
sur tous les corps finis et sur QQ contient en général toutes les informations obtenables sur
7 si bien qu’on peut aussi se limiter & ces cas en dernier recours.

Définition 5.2.2 (Complexes de chaines). Soit R un anneau commutatif unitaire. Un com-
plexe de chaines non-borné de R-modules est une suite (M, ),cz de R-modules et d’applica-
tions R-linéaires (d,, : My+1 — My )nez telles que les compositions successives d,,—10d,, = 0
(pour tout n). Il sera noté :

d; di— di— di—
—>.Z\4Z —1)Mi,1 —2>MZ',2 —3>
Un complexe de chaines concentré en degré positif est un complexe de chaine tel que
M; = 0 pour i < 0 (et nécessairement d; = 0 pour i < 0 aussi). Il sera simplement noté :

d; di— di—2 di—3
—1>Mz—1>MZ_1 —)Mi_2—>...—>M0.

Terminologie :

e Comme nous nous concentrerons sur les complexes concentrés en degré positifs
dans ce cours, nous les appelerons simplement complexes de chaines. Un élément
de M; est appelée une i-chaine de M (ou chaine de degré i ou encore élément de
degré 7).

e Les applications d,, sont appelées opérateurs de bord ou différentielles dans
la littérature et nous ferons de méme.

e Nous appelerons complexe partiel, ou simplement complexe quand il n’y aura pas
di_ di_ . .
d’ambiguité, toute suite M; = M,;_4 = d# My de R-modules munie d’appli-

cations R-linéaires vérifiant d,,—1 o d,, = 0 (pour tout 1 < n <1).

Remarque 5.2.3. On peut bien-str toujours voir un complexe concentré en degré positif
ou partiel comme un complexe non-borné quitte a rajouter des {0} et applications nulles.
On le fera parfois implicitement.

Notation 5.2.4. Tres souvent on notera un complexe de chaines sous la forme (C\, d) sans
nécésséraiment préciser 'indice n dans d,,, c’est-a-dire sous la forme

N M. o A o P S
et la relation d,,_1 o d,, = 0 sera abrégée sous la forme
(32) dod=d*=0.
Remarque 5.2.5 (Terminologie “dg”). Une autre terminologie devenue trés populaire pour
les complexes de chaines est celle de module différentiel gradué, souvent abrégé en dg-

module. Cette terminologie met I’emphase sur le complexe de chaines dans sa globalité,

c’est-a-dire sur la somme directe @ C; ou on voit C; comme un objet placé en degré i
i1E€EL
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et interpréte les différentielles d,, comme un seul opérateur d : @ C; — @,c;, C; qui a la
€L
propriété de baisser le degré de 1 et d’étre de carré nul.
Cette présentation est évidemment équivalente & celle de la définition [5.2.2
De la relation d, o d,+1 = 0 on déduit que :

Lemme 5.2.6. Si (Cy,d) est un compleze de chaines, alors, pour tout n, on a
(33) Im(Cpyr % € € ker(Ch, 22 Cpy)).

Définition 5.2.7 (Suite Exacte). Un complexe (non-borné, positif, ou partiel) sera appelé
une suite exacte si pour tout n (pour lequel cela a du sens) on a

Im(dy+1) = ker(d,,).

Terminologie : une suite exacte qui n’a que 3 termes non-nuls est appelée suite exacte
courte. Une suite exacte qui a une infinité (ou un nombre non clairement défini) de termes
est appelée suite exacte longue en général.

Remarque 5.2.8. On prendra garde que contrairement au cas des complexes, si on rajoute
des 0 a une suite exacte, celle-ci ne la reste plus forcément. En effet, I'exactitude du
complexe 0 — A LB signifie que Im(i) = ker(g) mais aussi que i est injective (car
son noyau doit étre I'image de 0. En revanche, pour la suite A % B % O nous n’avons
plus ’hypothese d’injectivité sur .

De méme l'exactitude de A 5 B % C' — 0 nécessite que g soit surjective.

Une conséquence immédiate de la définition est la propriété suivante qui sera souvent
utile dans les calculs d’homologie :

Lemme 5.2.9. Si on a une suite exacte (possiblement longue) avec un morceau de la forme

0 AL BSOS

alors f : A — B est un isomorphisme.

Démonstration. Comme la suite est exacte on a que Im(f) = ker(B — 0) = B; donc f est
surjective. De méme, comme ker(f) = Im(0 — A), on a que f est injective. O

Précisons maintenant la catégorie des complexes de chaines, i.e. les morphismes entre
eux.

Définition 5.2.10. Un morphisme f : (Cs,d®) — (D.,d”) entre deux complexes de chaines
est la donnée d’une suite (f, : C,, — Dy )nez de morphismes de R-modules telle que le
diagramme suivant :

C C C
dnfl dn72 dn73

—Cp ——>Ch Cn—z

] e

.HDnHDn_lﬁDn_QH...
dpb ap dpb
n—1 n—2 n—3

soit commutatif. Autrement dit tel que 'on ait pour tout n € Z :
dr?fl 0 fn=fn-10 dgfl'

On définit la composée de deux morphismes f : (Cy,d”) — (Ds,dP) et g : (Dx,dP) —
(E.,d") de complexes de chaines, comme la suite g o f := (g, © frn : Cpp = Ep)nez.

Un morphisme entre complexes partiels ou positifs est défini exactement de la méme
fagon (ou simplement en le considérant comme un complexe total en ajoutant des 0).
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Lemme 5.2.11. La composée de deuxr morphismes de complexes de chaines de R-modules
est un morphisme de complexes. En particulier les complexes de chaines, munis des mor-
phismes de complexes de chaines forment une catégorie notée Ch(R).

Démonstration. La composée de deux morphismes de R-modules en est encore un et de
plus si on superpose deux diagrammes commutatifs, on obtient encore un diagramme
commutatif, ce qui garantit que la composée de deux morphismes de complexes de chaines
est un morphisme de complexes de chaines. On peut aussi bien-siir écrire directement de
dernier point au travers de ’égalité

dﬁ—l 0Gn© fn=gn-10 d'r?—l o fn=gn-10fn-10 dg_l-
Enfin on dispose du morphisme (id : C,, — C),) donné par 'identité en tout degré qui

est bien la fleche unité de tout complexe de chaines ce qui garantit que Ch(R) est une
catégorie. n

Exemples 5.2.12. (1) Soit A, B des R-modules. On a alors l'inclusion canonique i :
A= A® B, a+ (a,0), et la projection canonique A ® B — B, (a,b) — b. Alors
le complexe 0 - A — A ® B — B — 0 est une suite exacte courte.

(2) Soit Z/27Z St Z,/47 le morphisme ([z] mod 2) — [2z] mod 4 et Z/4Z 5 7./2Z
le morphisme de réduction modulo 2. Alors 0 — Z/2Z i ZJAZ B 7,)27 est une
suite exacte qui n’est pas isomorphe & 0 — Z/2Z — Z/27Z & Z/2Z — Z/2Z (car

7.]AZ et 7./27. & 7./ 27 ne sont pas des groupes isomorphes).
(3) Soit M un R-module, on a un complexe trivial donné par

0 0 0

M M M

qui n’est évidemment pas une suite exacte si M # {0}.

id M 0 M id

(4) En revanche le complexe ... M M —2+ .. est une
suite exacte.

(5) Soit f: M — N un morphisme de R-modules. Alors la suite canonique

O—>ker(f)<—>Mi>N—>coker(f)—>O

est une suite exacte.
(6) Si f: M — N est un morphisme quelconque, alors on a un complexe concentré en
degré positif
oML N
On a, pour ce complexe, que Hy = N/Im(f) = coker(f) et Hi(f) = ker(f).

Erercice 5.2.13. Soit 0 — A - E % B — 0 une suite exacte courte. On dit que cette suite
est scindée s’il existe s : B — E un morphisme de R-module tel que po s =idp.
Démontrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) la suite exacte courte est scindée;

(2) la suite exacte courte est isomorphe & la suite exacte canonique A@® B — B — 0;

(3) il existe une rétraction r : E — A, c¢’est-a-dire un morphisme de R-module tel que
roi=1idy.

Ezemple 5.2.14 (Modules vu comme des complexes). Soit M un R-module quelconque.

On peut alors voir M comme un complexe concentré en degré 0 : (M;)icz == -+ — 0 —
0> M —0—0— ... ou la seule composante non-triviale est en degré 0 : #y = M,
Mizo = 0. Plus généralement, pour tout ¢ € Z, M donne lieu a un complexe de chaines
notélﬂM[i] - =>0—=20—-M—=>0—-0—... ot M est placé en degré i.

80. cf Définition pour la notation. On notera que le complexe précédent correspond donc & M]0].
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Soit (C,d) un complexe de chaines. Alors ’ensemble des morphismes de complexes de
chaines de (C, d) vers M[i] est en bijection avec les applications R-linéaires de C; vers M :

HOHICh(R) ((C, d), M[Z]) = HomR_Mod(C,;, M)
En particulier, si N est un autre R-module, un morphisme de complexes de chaines M [i] —
NTi] est la méme chose qu'un morphisme de R-module de M vers N.

Ainsi, pour tout entier ¢, on a construit des foncteurs pleinement fideles (—)[i] : R—Mod —
Ch(R).

5.3. GROUPES D’HOMOLOGIE ET QUASI-ISOMORPHISMES

Nous allons maintenant définir les groupes d’homologie de complexes de chaines. Ces
derniers seront un point important et nous menerons a une notion, plus faible que 1’iso-
morphisme mais bien plus importante, d’équivalences entre complexes de chaines.

Définition 5.3.1 (Cycles, bords et homologies). Soit (C,d) un complexe de chaines.
Une i-chaine ¢ € C est un i-cycle si son bord est nul, ¢’est-a-dire si de¢ = 0. On note

ZZ(C) = ker(8 :Cp — Ci—l)
le sous-module des i-cycles.

Une i-chaine ¢ € C; est un bord — on dit aussi que ¢ est homologue a 0 — si elle est le
bord d’une (i + 1)-chaine. On note

Bz<C) = 1m(8 : Ci—i—l — CZ)
le sous-module des i-chalnes qui sont des bords.

Il découle du lemme que pour tout entier i, B;(C') est un sous-module de Z;(C).
On peut alors poser la définition suivante qui est 'une des plus importante de ce cours.

Définition 5.3.2. Le R-module quotient
H;(C) = Z;(C)/Bi(C)
est appelé i-éme groupe d’homologie du complexe de chaine C.

On prendra garde que bien que traditionellement on ne mette pas la différentielle d dans
la notation, les cycles, bords et I’homologie dépendent trés fortement de la différentielle.

Remarque 5.3.3. Par définition, un complexe (C, d) vérifie que H;(C) = 0 pour tout entier
i si et seulement si (C,d) est une suite exacte. Ainsi les groupes d’homologie mesurent en
quelque sorte a quel point un complexe n’est pas exact.

Lemme 5.3.4. Soit f : (B,b) — (C,d) un morphisme de complexes de chaines (Défini-
tion[5.2.10). Alors f;(Z;(B)) C Z;(C) et f;(Bi(B)) C B;(C).

Démonstration. Cela découle de f;_1 0o b;_1 = d;_1 o f;_1, car si x; est un cycle alors
bi—1(z;) = 0 et donc d;j—1(fi(x;)) = 0. De méme si x; = b;j(x;+1) est un bord, alors
fi(x;) = d; o fix1(xzit1) est un bord. O

Soit maintenant o € H;(B) une classe d’homologie de B et soit x un i-cycle correspon-
dant de B, c’est-a-dire que o = [z]. Alors par le lemme précédent, on a que f;(x) est un
cycle de C et on peut donc lui associer sa classe d’homologie [f;(x)] € H;(C).

Lemme 5.3.5. La régle [x] — [fi(x)] passe au quotient et définit un morphisme de R-module

Démonstration. 11 suffit de montrer que la classe d’homologie dans C' de [f;(x)] est indé-
pendante du choix de x relevant la classe o. Deux choix différents x, 2’ different par un
bord b(y) par définition : 2’ — z = b(y). Mais alors fi(2') = fi(z) + fi(b(y)) = dfix1(y).
Donc [fi(2")] = [fi(x)]. Ceci prouve que Papplication est bien définie. Elle est R-linéaire
car f l'est. O
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Notation 5.3.6. On notera f, : H.(B) — H,(C) 'application induite par f en homologie.
Parfois, on notera H,(f) : H.(B) — H.(C) ce morphisme induit, lorsque la notation f,
peut étre ambigiie (comme ce sera parfois le cas dans les chapitres et 7?7 sur I’homologie
simpliciale ou singuliére).

Lemme 5.3.7. On a (fog). = fiog.« etid, = id. Autrement dit, le i-iéme groupe d’homologie
H;(—) : Ch(R) — Ab est un foncteur.

Démonstration. Cela suit de [f(g(z))] = f«([9(z)]) = f« 0 g«([x]) par définition de f.. O

Du lemme, il découle que si f est un isomorphisme, alors f; : Hj(B) — H;(C) est
un isomorphisme pour tout entier i. Cependant la réciproque n’est évidemment pas vraie
(comme nous pouvons le voir dans les chapitres ?7). Une bonne notion d’équivalence
de complexes de chaines est donnée par la notion suivante :

Définition 5.3.8 (Quasi-isomorphisme). Un quasi-isomorphisme f : (B,b) — (C,d) est un
morphisme de complexes de chaines tel que, pour tout entier i, on a que f; : H;(B) — H;(C)
est un isomorphisme.

Deux morphismes de complexes de chaines f,g : (B,b) — (C,d) sont dits quasi-
équivalentslﬂ si les applications induites en homologie f;, g; : H;(B) — H;(C') sont égales.

Autrement dit, un quasi-isomorphisme est un morphisme de complexes qui devient un
isomorphisme quand on passe aux groupes d’homologie.

Il est bon d’imaginer la notion de complexe de chaines comme ’analogue, dans le cadre
algébrique des R-modules, a ce qu'un espace topologique a homotopie prés est pour un
ensemble (ou un espace). Cependant, on doit faire attention a la remarque suivante.

Remarque 5.3.9. Un quasi-isomorphisme n’admet pas forcément de quasi-isomorphisme
inverse en général@ C’est a dire qu’on ne peut pas forcément trouver de morphisme
g:(C,d) — (B,b) tel que les composées f o g et go f soient quasi-isomorphes a 'identité.

Ezemples 5.3.10. (1) Toute suite exacte est quasi-isomorphe au complexe nul : -+ —

0—=0—....
(2) On considére le R-module R[z]/(2?) = R® R des polynomes de degré au plus 1 &
coefficient dans R. On a alors un complexe
...0 = R[z]/(z*) =5 R[z]/(2?) =5 R[z]/(2?)

ot les fleches sont données par la multiplication par x. Notons p : R[z]/(2?) —
R[z]/(x) = R l'application quotient et ¢ : R[z]/(z?) ® R® 2R — 2R = R la
projection sur le second facteur. On a alors un morphisme de complexe

. —>0——> R[a]/(2?) — Rlz]/(2*) — R[x]/(=?)
| i X
0 R 0 R

qui est un quasi-isomorphisme.

Ezercice 5.3.11. Démontrer que les complexes ...0 — Z/4Z 4 Z/2Z ou ¢ envoie la classe

de 1 modulo4sur 1 € Z/2 et ...0 = Z/2Z & Z]2Z (@.0)r2 Z/2Z ont les mémes groupes
d’homologie mais qu’ils ne sont pas quasi-isomorphes.

Il existe une notion plus forte que la notion de quasi-équivalence de morphismes :

81. Ou quasi-isomorphes ou juste équivalents dans la littérature.
82. C’est cependant possible si R est un corps et que 'on regarde des complexes concentrés en degré
positif.
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Définition 5.3.12 (Homotopie de chaine). Soient C' et C’ deux complexes de chaines et f
et g deux morphismes de complexes de C' vers C’. Une homotopie de chaine entre f et g
est une famille de morphismes K = (K; : C; — C}, ) vérifiant, pour tout 4,

(34) K10+ 9K =g — fi.

Lemme 5.3.13. Soient f,g: C — C' deux morphismes de complexes de chaines qui sont ho-
motopes (au sens des chaines). Alors les applications induites en homologie H;(f), H;(g) :

H;(C) — H;(C") coincident.
Démonstration. Soit o« € H;(C) une classe et x un i-cycle tel que [z] = a. Comme
H;(f)([z]) = [fi(z)], Hi(g)([z]) = [gi(x)], on doit montrer que f;(z) — g;(z) est un bord
dans H;(C"). Or on a

gi(x) = fi(x) = Ki}10(z) + I Ki(z) = IKi(z) € Bi(C")

puisque dx = 0. O
5.4. LES LEMMES FONDAMENTAUX DE L’ALGEBRE HOMOLOGIQUE

Les deux lemmes et 5.4.4l suivants encodent deux résultas clés et fondateurs de 1’al-
gebre homologique et du développement de la topologie algébrique et de ses ramifications
et applications.

Avant de les énoncer nous précisons la définition suivante :

Définition 5.4.1. Une suite exacte courte de complexes de chaines est une suite

0= (Ay,da) L (B,,dp) % (Cy,dy) — 0
de morphismes de complexes de chaines telle que, pour tout i € Z, la suite induite 0 —
A; f# B; 5% C; — 0 soit une suite exacte courte de R-modules.

Lemme 5.4.2. Soit (A.,da) i> (Bx,dp) un morphisme de compleze tel que f; : A; — B
soit injectif pour tout entier i € Z. Alors
e la suite de modules quotients (B;/f(A;))icz, munie des applications linéaires d :
Bi/f(A;) = Bi—1/f(Ai—1) induites par dp sur les quotients, est un compleze de
chaines et la suite 0 — A, — By — B./f(As) — 0 est une suite exacte de
complexes de chaines.
e Le complexe de chaines quotient (By/f(As),d) est le produit cofibré 0Uy, By dans
la catégorie Ch(R) des complexes de chaines.

Démonstration. La seule difficulté dans le premier point est de vérifier que dp passe au
quotient pour donner un opérateur de carré nul. Ceci découle du fait que f est un mor-
phisme de complexe, d’ot il suit que dg(f(a)) = f(da(a)) C f(A;—1) ce qui par propriété
universelle du quotient garantit que dp passe au quotient par I'image de f en chaque degré
i. De plus dQB = 0 implique que 'application induite sur le quotient est aussi de carré nul,
c’est-a-dire est bien une différentielle.

Pour le deuxieme point, on peut noter que comme tout R-module M donne lieu a un
complexe de chaineM [i] comme dans ’exemple Comme un morphisme de complexes
de C vers M[i] est la méme chose qu'une application linéaire C; vers M, il suit que si
(Ei)iez est le produit cofibré 0 Ua, By, alors E; est le poduit cofibré 0 Uy, B; en tout
degré i, c’est-a-dire le quotient B;/f(A;). Il n’y a plus qu’a vérifier que ce dernier, muni de
la différentielle quotient vérifie la propriété universelle du coproduit. C’est direct car les
applications linéaires sont construites de maniére unique en chaque degré i (par propriété
universelle au niveau des modules sous-jacents) et que 'application ainsi construite, est
bien un morphisme de complexe ce qui suit 1a encore du fait que tous les morphismes dans
le diagramme sont des morphismes de complexes et par unicité des applications induites
a partir du quotient en chaque degré . O
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Lemme 5.4.3. (La longue suite exacte en homologie)

o Soit (A,dx) ER (B,dg) % (C,d¢) une suite exacte de complezes de chaines de
R-modules. Alors il existe une suite exacte longue naturelle reliant leurs groupes
d’homologie :

s Ho(AD 5 By (B % Ha(C) 5 Hy 1 (A) D Hu(B) % Hyo1(CL) 23 Hylo(AL) = ..

e La naturalité de la suite signifie que pour tout diagramme commutatif

CCH C/ I C//

\La i,@’ i?’
D(_) D/ I D//

de complexes de chaines dont les lignes sont des suites exactes (courtes), Le dia-
gramme de suites exactes longues induit en homologie

. Hi(C) —— Hi(C') —— H;(C") —— H;_1(C)...

! l l !

HZ(D) e H»L(D/) e Hi(D”) e H»L;l(D)...
est commutatif.

Ce lemme permet de calculer les groupes d’homologie d’un complexe de chaines si on sait
I'inclure dans une suite exacte dont on connait les groupes d’homologie des deux autres
complexes. Il est important de noter que dans la suite exacte longue en homologie, les
fleches qui ne changent pas le degré sont induites par les morphismes de complexes.

Démonstration. Les applications fi, g« sont celles associées aux morphismes de com-
plexes. Comme le passage au n-ieme groupe d’homologie est un foncteur, on est ramené a
construire les §,, et vérifier la commutatitivité des diagrammes obtenus et I’exactitude des
lignes. Pour la construction de §, on procede comme suit : soit ¢, € C, un cycle; c’est-a-
dire d¢(¢p) = 0. Soit by, un antécédent par g : g(b,) = ¢,. Comme dp(by,) est dans ker(g)
(car g est un morphisme de complexes), on a par exactitude qu’il existe a,—1 € A,_1 tel
que f(an—1) = dp(by). On a que a,_; est un cycle et on définit

On([cn]) == lan—1]-
Que cette construction soit indépendante des choix et bien définie est une conséquence du
lemme du serpent vu en exercice en TD, tout comme 'exactitude de la suite. O

Le lemme suivant permet souvent de montrer, en décomposant un complexe de chaines
(par exemple le complexe des chaines singulieres d’un espace) en morceaux qu'un mor-
phisme est un quasi-isomorphisme.

Lemme 5.4.4 (Propriété 2 pour 3). Soit (A,d,) AN (B,dp) 7. (C,d¢) wun dia-

S

g
(A dy) L= (B ) L (')
gramme commutatif de complexes de chaines dont les lignes sont des suites exactes courtes.

St deux des morphismes de complexes verticaur sont des quasi-isomorphismes, alors le
troisieme [’est aussi.

Démonstration. On écrit le diagramme de longue suite exacte du Lemme Comme
deux des morphismes verticaux (notons les «, 8 sans préjuger de leur place et « celui
qui reste) sont des quasi-isomorphismes, le diagramme devient équivalent & une longue
suite de diagammes dans lequel on peut appliquer le lemme des 5 aux morphismes
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verticaux H,(«), H.(B), pour déduire que le troisieme, H,(), est un isomorphisme en
tout degré. Ce qui prouve que ce morphisme est bien un quasi-isomorphisme. Il

Notons que si (C,d) est un complexe, on a aussi que (—d)? = 0.

Définition 5.4.5 (Suspension d’un complexe de chaines). Soit (C,d) un complexe de chaines
de R-modules. On définit sa suspension, notée C[1] comme la suite de R-modules (C[1]; :=
Ci-1)iez munie de la différentielle —d.

La suspension itérée C[n] = C[1]---[1] est donc le complexe C[n]; = C;_,, muni de la
différentielle (—1)™d. Le signe introduit dans la différentielle est utile pour avoir un énoncé
simple dans I’exemple suivant et pour des raisons de convention de degré dans les espaces
topologiques et de compatibilité avec les orientations des simplexes.

Ezemple 5.4.6 (Cone d’un morphisme). Soit f : (A,d*) — (B,d?®) un morphisme de
complexe de chaines. On va lui associer une suite exacte courte naturelle de complexes de
chaines, cf .

Soit C(f) le complexe défini comme suit. On pose C(f), := An—1 ® B, et on définit
une différentielle 9 : C(f), — C(f)n_1 définie par d(a,b) = (—d*(a),dB(b) + f(a)) pour
tout a € A,_1, b € B,.

On a une application canonique B < C(f), injective en tout degré i, donnée par
b+ (0,b). On a de plus une surjection canonique C(f) — A[l], surjective en tout degré
i, donnée par (a,b) — a. Ces morphismes sont des morphismes de complexes et la suite
associée

(35) 0—-B—C(f)— A[l] =0

est une suite exacte courte de complexes de chaines.
La longue suite exacte en homologie associée (par le lemme [5.4.3]) est donnée par
Hy(f Hy_1(f
s Hy(A) " Hy(BL) = HA(C() = Haer(A) Y B, (B Haa(OG) -
autrement dit 'opérateur 9§, s’identifie avec le morphisme de complexe induit par f.

Ainsi, pour tout morphisme de complexe f, on peut relier les complexes A et B par une
suite exacte courte dont la suite exacte longue en homologie calcule les H;(f).

Ezercice 5.4.7. Soit f : A — B un morphisme de complexes. Démontrer que (C(f),0)
est un complexe de chaines, que B < C(f) — A[l] est bien une suite exacte courte de
complexes de chaines et que la suite exacte longue associée a la forme énoncée.

Soit toujours f : (A4,d*) — (B, d?) un morphisme de complexe de chaines et supposons

que (B,dP) LA (D,dP) est un morphisme de complexe de chaines.

Lemme 5.4.8. Soit h : A[l] — D une homotopie de chaines entre ¢po f et 0 (autrement dit
pof=d’oh+ho dA). Alors les applications linéaires Ap_1 © B, — D,, données par
(a,b) = h(a) + ¢(b) forment un morphisme de complexe de chaines C(f) — (D,dP).

En particulier si ¢ o f = 0, les applications linéaires A,_1 ® B, — D, données par
(a,b) — ¢(b) forment un morphisme de complexe de chaines C(f) — (D, dP).

Ezercice 5.4.9. Prouver le lemme [5.4.8

Le résultat de ce lemme doit étre compris comme la propriété que le cone d’un morphisme
est en fait le quotient “a4 homotopie pres” de B par 'image de f.
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5.5. COMPLEXES DE COCHAINES ET GROUPES DE COHOMOLOGIE

Dans cette partie nous allons faire quelques remarques sur la notion duale, au sens de
dual linéaire, des complexes de chaines : les complexes de cochaines et leurs groupes de
cohomologie.

La principale raison pour cela est que nous allons voir que dans le cas des (co)chaines
singulieres, les cochaines et leur cohomologie ont une structure supplémentaire, d’algebre,
qui aide a différencier des espaces et a calculer les invariants. Ceci arrive en fait pour de
nombreuses théories homologiques dans d’autres contextes. Il y aussi d’autres raisons :
tout d’abord les groupes de cohomologie interviennent naturellement dans de nombreux
domaines des mauthématiques.lﬂ7 par exemple en géométrie (différentielle ou algébrique
ou complexe). Par ailleurs, la notion de triangulation duale d’une triangulation mene
naturellement & cette notion et & la dualité de Poincaré [1l 2]. Donnons maintenant des
définitions plus précises.

A tout complexe de chaines (de R-modules ot R est un anneau),

Oit1 9, Oi—1
---Ci+1 —+) CiéCi_l — ...

on peut associer ses modules duaux C* = (C;)* = Hompg(C;, R) et la suite
ot D o Lol
ot & = (—1)"*H9;)* : f(—) = (=1)"T1f 0 9;(—) opere dans la direction opposée. Noter
que cette suite vérifie encore la propriété fondamentale que
(36) dod=0.

De sorte qu’on peut lui associer, au sens des morphismes pres, des groupes de cohomologie
d’une maniere similaire aux groupes d’homologie d’un complexe de chaines.

Définition 5.5.1. Un complexe de cochaines de R-module est une suite (C"),cz de R-
modules et d’applications R-linéaires (6" : C™ — C"1),cz telles que les compositions
succesives 6" 71 0 §" = 0 (pour tout n). Il sera noté :

5 i 6 il O yiio O
Y o -Nyg L INye Lo I N

Un complexe de cochaines sera dit concentré en degré positif si C* = 0 pour i < 0. Il sera
alors simplement noté :

Lt S Ao ot Lot
Les groupes de cohomologie d’un complexe de cochaines sont les R-modules
HY(C) = keréd"™ /imé*.
Le module kerd**! est appelé module des cocycles de degré i, noté Si(C) et le module imé*
est appelé module des cobords de degré i, noté B*(C).

Un morphisme de complezes de cochaines f : (C*,6c) — (D*,dp) est une suite f; :
C" — D' de R-modules qui commutent avec les différentielles : f;11 0 dc = dp o f;. Un tel
morphisme induit un morphisme H*(f) : [z] — [f(z)] sur les groupes de cohomologie (la
preuve est analogue a celle du lemme [5.3.4]).

Un quasi-isomorphisme de complexes de cochaines est un morphismes qui induit des
isomorphismes H'(C) = H'(D) sur les groupes de cohomologie.

Nous nous concentrerons sur les complexes de cochaines concentrés en degré positifs
dans ce texte et nous les appelerons simplement complexes de cochaines.
Nous avons déja mentionné notre source premiere d’exemple :

83. Parfois méme dans des cas ou il n’y a pas de groupes d’homologie correspondant comme pour les
faisceaux.
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Lemme 5.5.2. Si(C;,d);cy est un compleze de chaines de R-modules, alors C' := Hompg(C;, R)
muni de lopérateur 5(f) = (—=1)"* fod pour tout f : C; — R est un compleze de cochaines.

Démonstration. Puisque d va de C;;1 vers C;, on obtient que f od va de C*T! vers R et
donc § envoie bien C* dans C*T1. Par ailleurs

8008(f) = (=1)'6(f od) = —f(d*) =0
puisque d? = 0. g
Remarque 5.5.3. Si (Cy,d) est un complexe de chaines, alors en notant C? := C~% et

0:C"=( i) C;—1 = C'7 on obtient un complexe de cochaines. Ceci établit un
isomorphisme de la catégorie des complexes de chaines non-bornés sur celle des complexes
de cochalnes non-bornés, et par restriction de celle des complexes de chaines concentrés
en degré positifs vers celle des complexes de cochalnes concentrés en degré négatifs.

On notera cependant que les complexes de cochaines duaux du lemme [5.5.2] sont concen-
trés en degré positifs et ne relevent donc pas de cette construction. Comme ce sont ces
derniers qui vous nous intéresser, cet isomorphisme ne jouera aucun role (si ce n’est éven-
tuellement d’indiquer pourquoi on voit un élément de degré cohomologique 7 comme étant
de dergé homologique —1).

Remarque 5.5.4. On a une théorie similaire si ’on remplace C? par les groupes Homz(C;, G)
ou G est un groupe abélien. On obtient alors les groupes de cohomologie H'(C'; G).

Remarque 5.5.5 (Sur les signes). Le signe (—1)'™! dans la définition du bord dual est 1a
pour suivre les conventions de signe dans les espaces gradués. Il n’est pas tres important et
on peut s’en affranchir dans la partie sans changer grand chose (en particulier pas les
groupes de cohomologie), si ce n’est éventuellement un ou deux signes. On prendra garde
que les deux conventions de signe cohabitent dans la littérature classique. Les conventions
de signe que nous suivons ici sont plus proches de celles données par les conditions géo-
métriques et donnent la “bonne” notion d’algebre commutative au sens gradué, qui sont
le type d’algebres données par la cohomologie (et dans toutes les notions de cohomologie
usuelle).

Cette convention de signe est que a chaque fois qu’on permute deux éléments homogenes
z,y dans une formule, on doit rajouter le signe (—1)/*'¥l ot |z|, |y| désigne le degré de
x, y. En terme plus pompeux@ dans la catégorie des espaces vectoriels gradués, il y a
plusieurs facons de construire des isomorphismes naturels V* @ W* =2 W* @ V*. On peut
bien entendu prendre I'isomorphisme v®w — w®w (qui revient & appliquer I'isomorphisme
obtenu en oubliant que les espaces vectoriels étaient gradués) mais on peut aussi considérer
I'isomorphisme, défini pour tout =z € V*, y € W/, par

rRy— (-1)7y @ .

C’est ce dernier isomorphisme structurel qui est en général considéré en algebre homolo-
gique et c’est cette convention que nous suivons.

Pour tout complexe de R-modules libres C,, de complexe dual C* := Hompg(C,, R),
on dispose de l'accouplement de dualité (,) : C* ® Co — R défini par (f ® z) — f(z) si
fecC, zed;.

Lemme 5.5.6. Si les C; sont des R-modules libres (comme c’est le cas dans tous les cha-

pitres cet accouplement est non-dégénére.

84. Dans une catégorie C, la donnée de V ® W pour toute paire d’objets V, W € C, ou plus précisément
d’un foncteur (V,W) — V @ W et d’un isomorphisme naturel V @ W = W ® V s’appelle une structure
monoidale symétrique.
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D’apres les conventions de signe que 1’on a choisi, on a la formule suivante :
(37) (0(f),z) + (=1)'(f,0(x)) = 0.

Lemme 5.5.7. L’accouplement (,) : C* @ Co — R passe aux groupes de cohomologie pour
définir un un accouplement naturel

(,): H(C®) x H;(Cy) — R.
11 correspond a ce dernier accouplement en (co)homologie une application naturelle
H' — Hom(H;,Z)

donnée par a +— (:c — <a,:1:)). On prendra garde que cet accouplement est en général
dégénéré, voir

Démonstration. Soit a € H'(C®) et 8 € H;(C*®) et prenons des i-(co)cycles f € C%, z € C;
tels que [f] = « et [x] = 8. On souhaite poser alors

(a, B) = ([f]; [z]) = (f,z) € R.
On doit vérifier que la formule ci-dessus est indépendant des choix de f et . C’est a dire

qu’il suffit de montrer que 'on obtient le méme résultat si on remplace f par f + 6 (9) et
z par z +d(y) (ot g € C" et y € Ciy1). Par linéraité, de la formule (37)), on obtient

(f+6(g9),z+dy) = (f’:v>+<5(g)7fﬁ>+<f,d(y)>+4(5(g)’d(y)> .
(fox) + (=1)g,d(x)) + (=1)"FTH6(f), z) + (=1)"(g, d*(v))
= <f,£1?>

ou la derniere ligne suit du fait que 6(f) = d(z) = 0 par hypothese. O

Comme nous I'avons remarqué, bien que ’accouplement entre les cochaines et les chaines
soit non-dégénéré, le morphisme H' — Hom(H;,Z) n'est cependant pas injectif (donc pas
non plus bijectif) en général. La raison en est que le foncteur Hom(—, P) ne préserve pas
les suites exactes (et donc pas les quotients d’un noyau par un conoyau que sont les goupes
de (co)homologie). Nous verrons dans la partie comment corriger cela (et en tirer une
certaine richesse) en les remplagant par des complexes de (co)chaines préservant les suites
exactes et introduisant des groupes de cohomologie Ext’ donnant lieu & de longues suites
exactes de groupes.

Dans le cas qui nous intéresse, on en déduira une relation précise et assez simple.

Théoréme 5.5.8 (Coefficients universels—version cohomologique). Soit C. un compleze de
chaines constitués de modules libres en tout degré et G un groupe abélien. Alors les groupes

de cohomologie H'(C*; G) du complexe de cochaines dual C* = Hom(Cy, G) sont détermi-
nés par les groupes d’homologie H;(Cy) via la suite exacte scindée

0 — Ext'(H;_1(C,),G) — H(C*;G) — Hom(H;(C,),G) — 0.
Le théoreme s’applique en particulier au cas de la cohomologie singuliére.
Les groupes Ext! := Ext% sont donnés par la définition
Le symbole Ext!(H,G) a une interprétation naturelle comme ensemble de classes d’iso-
morphisme d’extension de G par H, c’est-a-dire de suite exacte courte 0 - G — J - H —
0, avec une notion naturelle d’isomorphisme entre deux telles suites exactes, voir [I1]. Nous

renvoyons a [6.2.18 pour une définition générale, mais pour s’en servir en pratique, il nous
suffira souvent d’utiliser les formules suivantes.

Lemme 5.5.9 (Calcul de Ext!). Si H est de type fini on a :
e Ext'(H @ H',G) = Ext(H,G) ® Ext(H',G),
e Ext'(H,G) =0 si H est libre, et

85. attention, le scindement n’est pas naturel...
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e Ext!(Z/nZ,G) = G/nG.

On retrouve donc bien que Extl(H , @) est isomorphe au groupe de torsion de H si H
est de type fini.

Remarque 5.5.10. On déduit de la remarque et du théoréme les deux propriétés
suivantes, pour R = Z ou R = F un corps et lorsque les groupes d’homologie sont de type
finis :
1. Les nombres de Betti A
b =b;
et les groupes de torsion vérifient

Tors® = Tors;_1.

2. L’accouplement modulo torsion
(,): (Hi/Torsi) x (H;/Tors;) — Z
est non-dégénére.
Si le groupe des coefficients est un corps, il n’y a pas de torsion et les espaces vectoriel

H; et H sont alors isomorphes (lorsqu’ils sont de dimension finie).
Ceci permet précisément de déduire le point (2) du Théoreme de dualité de Poin-

caré a partir du point (1).
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VI. RESOLUTIONS ET FONCTEURS DERIVES

Dans ce chapitre, les anneaux (ou algebres) considérés ne sont pas forcément commuta-
tifs et, lorsque le contexte ne fixe pas si I'action est a droite ou a gauche, elle sera considérée
comme a gauche. Le lecteur peut cependant, pour se simplifier la vie, ne considérer que
des anneaux commutatifs sans perdre d’intuition ou de compréhension des résultats; la
raison pour considérer le cas non-commutatif est qu’ils interviendront dans le chapitre[6.3

6.1. RESOLUTIONS PROJECTIVES ET INJECTIVES

On a pu voir en que 'homologie d’un espace produit fait intervenir le produit ten-
soriel de complexes, mais que, en général, I’homologie d’un produit tensoriel de complexes
n’est pas le produit tensoriel des homologies, et qu’un certain groupe au nom mystérieux
de Tory relie ces deux notions.

De méme, la cohomologie d’un espace est reliée naturellement au dual de I'homologie
mais ne lui est pas égale en général ; en raison la aussi d’un certain groupe appelé Ext. Dans
ces deux cas, le probleme vient du fait que le foncteur produit tensoriel et le foncteur de
dualité Homp(—, R) ne préservent pas les quasi-isomorphismes. On dit que ces foncteurs ne
sont pas exacts. Nous allons cependant voir que ce défaut apparent peut étre caractérisé par
un certain complexe naturel et des groupes de (co)homologie. On commence par préciser
cette notion d’exactitude.

Définition 6.1.1. Soit R, S des anneaux. Un foncteur F' : R—Mod — S—Mod est

-additif: s’il préserve les sommes directes (finies) : F(A® B) = F(A) @ F(B).

-exact: s’il est additiflﬂ et envoie toute suite exacte courte sur une suite exacte courte,
c’est-a~dire que si une suite 0 - A — B — C — 0 est exacte alors la suite
0=F(0) = F(A) - F(B) = F(C) — 0 est exacte.

-exact @ gauche (resp. a droite): s’il est additif et que de plus pour toute suite exacte
0+ A— B — C — 0,lasuite 0 = F(0) - F(A) — F(B) — F(C) (resp.
F(A) — F(B) — F(C) — 0) est exacte.

On définit de méme les notions d’étre additif (resp. exact, exact a gauche, exact a droite)

pour un foncteur G : R—Mod” — S—Mod. Ainsi, G est exact & gauche (resp. a droite)

s’il est additif et que pour toute suite exacte 0 - A - B — C — 0 dans R—Mod, la

suiteﬂ 0 =G(0) - G(C) - G(B) = G(A) (resp. G(C) — G(B) — G(A) — 0) est

exacte.
On peut noter que étre exact est équivalent & étre exact & droite et & gauche.

Remarque 6.1.2. Ces notions s’étendent a toutes les catégories abélienneslﬂ qui sont préci-
sément des catégories dans lesquelles on a a des notions de suites exactes, noyau, conoyau.
On ne verra pas d’exemples autres que les catégories de modules ou leurs opposées. C’est
suffisant pour comprendre la théorie car, par un théoreme de Freyd-Mitchell, une petite
catégorie abélienne est équivalente a une sous-catégorie pleine d’une catégorie du type
R—Mod ou R est un anneau pas nécessairement commutatif (voir [I1] par exemple), bien
que dans la pratique ce ne soit pas toujours la forme ou elles apparaissent naturellement.

86. Un tel foncteur vérifie nécessairement que F({0}) = {0}.

87. Noter qu’'un foncteur R-Mod®”? — S-Mod transforme un morphisme de R-modules M — N en un
morphisme de S-modules G(N) — G(M), c’est & dire inverse le sens des morphismes et donc des suites et
complexes.

88. Ces dernieres sont des catégories dont les morphismes ont une structure de groupe abélien pour
lequel la composition est bilinéaire, un objet a la fois initial et terminal, telle que le produit de toute paire
d’objets existe, et tout morphisme a un noyau et un conoyau satisfaisant des propriétés similaires & celles
des morphisme de groupes abéliens.
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Un foncteur additif (Définition [6.1.1)) est aussi additif au sens naif suivant :

Lemme 6.1.3. Si F' est additif alors, pour tout couple de morphismes (f,g), on a F(f+g) =
F(f)+ F(g) € S—Mod.

Ezercice 6.1.4. Démontrer le lemme [6.1.3]

Le lemme suivant fournit des exemples fondamentaux de ces notions. Sa preuve est
laissée en exercice (on pourra consulter le corrigé du devoir a la maison).

Lemme 6.1.5. Soit 0 — A L B % C = 0 une suite ezacte courte. Alors pour tout
R-module M (a droite ou a gauche selon les cas) les suites

M®rA—>MOrB— MrC — 0,
0 — Homp(M, A) I°3 Homp (M, B) 25 Homp (M, C) et

0 — Homp(C, M) =% Homp(B, M) —>X Homp(A, M)

sont exactes. En d’autres termes, M ® p— est exact a droite et Homp(—, M), Hompg(M, —)
sont exacts a gauchelﬂ.

Attention : les suites du lemme ne sont en général pas des suites exactes courtes car la
premiére n’est en général pas injective et les derniéres ne sont en général pas surjectives.

Ceci conduit a regarder des modules rendant ces suites toujours exactes. Il s’agit res-
pectivement des modules plats, projectifs et injectifs.

Définition 6.1.6. (1) Un R-module P est dit projectif si, pour tout morphisme f : P —
N de R-modules et tout morphisme surjectif p : M — N de R-modules, il existe
un morphisme f tel que f =po f:

P
4
M ——= N.
p

(2) Un R-module I est dit injectif si, pour tout morphisme f : N — I de R-modules
et tout morphisme injectif ¢ : N < M de R-modules, il existe un morphisme f tel
que f=foi:

(3) un R-module P est dit plat si pour toute suite exacte 0 — A Lp4oo 0, la
suite 0 - PQr A — P®r B — P®grC — 0 est exacte.

Il est clair que les modules injectifs sont la notion duale des modules projectifs (obtenus
en inversant le sens des fleches). Par ailleurs on a défini la platitude pour les R-modules a
droite, mais on a une définition symétrique pour les R-modules a gauche bien-sir.

Les modules projectifs et injectifs vérifient bien la propriété annoncée.

Proposition 6.1.7. (1) Un R-module P est projectif si et seulement si pour toute suite

exacte 0 - AL B % ¢ = 0, la suite 0 — Homp(P, A) oy Homp(P, B) Chia

Hompg(P,C) — 0 est exacte.

89. Notons que les catégories d’arrivées de ces foncteurs sont R—Mod si R est commutatif et Ab sinon
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(2) Un R-module I est injectif si et seulement si pour toute suite exacte 0 — A i>

B4 C =0, la suite 0 — Homp(C,I) —2 Homp(B,I) =4 Homp(A,I) — 0 est
exacte.
Autrement dit un R-module N est projectif (resp. injectif ) si et seulement si le foncteur
Homp (N, —) (resp. Hompg(—, N)) est exact.

Démonstration. Soit A i> B % C une suite exacte courte. Pour tout module P, on a un
complexe

0— HOHIR,MOd(P, A) fi_> HOHIR,MOd(P, B) go_—) HOI’HR,MOd(P, C)

ou la premiere application est (¢ : M — A) — (f o ¢; P — B) et la deuxiéme est
(¥ : P— B)w— (goh; P — C). Comme fog =0, on a bien que la composée de deux
applications linéaires est nulle. Montrons que le premier morphisme f o — est injectif.
En effet si fo¢ : P — B est nulle, alors ¢ est nulle puisque f est injective. Montrons
maintenant que ker(go —) = Im(f o —). Puisque on sait déja qu’on a un complexe, il suffit
de montrer I'inclusion du noyau de g o — dans 'image de f o —. Soit g o ¢ = 0, alors pour
tout m € P, on a que ¢(m) € ker(g), donc il existe a € A tel que ¢p(m) = f(a) car la suite
A — B — C est exacte. Mais comme en plus f est injective, ce y est unique. On le note
1(m). L'unicité garantit que Papplication m +— 1(m) est bien linéaire et par construction
ona¢= for.

Jusqu’a présent nous n’avons pas utilisé d’hypothese sur P et nous avons que pour que
la suite Homp_ proq(P, A) for Hompg_ pr04(P, B) 9% Homp_ Mod( P, C) soit exacte il faut

et il suffit que le dernier morphisme Hompg_ ps0q( P, B) 9 Homp_ Mod(P, C) soit surjectif.
Or ce morphisme est surjectif précisément si pourtout morphisme ¢ : P — C, il existe un
morpisme v rendant commutatif le diagramme suivant :

~ P
ffsl¢
ﬁ
B——C.
g

Donc si P est projectif, on a bien que ce dernier morphisme est surjectif pour toute suite
exacte A — B — C'. Réciproquement, si ce résultat est vrai pour toute suite exacte, alors
pour toute surjection p : M — N, on a une suite exacte ker(p) < M — N et la condition
de surjectivité assure donc que pour toute f : P — N, on a l'existence de f telle que

pof=1/.
Le résultat pour les modules injectifs est complétement dual et se démontre mutatis
mutandis. O

Ezemple 6.1.8. Un module libre est toujours projectif, car pour construire une application
linéaire issue d’un module libre, il suffit de choisir les images de sa base librement. Plus
généralement si P ® Q est libre, alors P et () sont projectifs. En effet, on peut construire

un relevement de la composée P ® Q) — P i) N le long de toute surjection M — N. Mais
en composant ce relevement avec I'inclusion canonique P — P @& () on en obtient un pour
f- Ces exemples sont en fait tous les exemples :

Lemme 6.1.9. Un R-module P est projectif si et seulement s’il est facteur direct d’un
module libre : il existe QQ tel que P ® Q soit libre.

Démonstration. Il suffit de considérer une surjection R-linéaire p : F' — P ou F' est un
module 1ibre|?| et on note Q = ker(p). Il suffit de montrer que la suite exacte Q — F — P
est scindée pour conclure que F' = P & Q. Ceci découle du lemme ci-dessous. [

90. On laisse au lecteur le soin d’en construire une.



100 GREGORY GINOT

Il est malheureusement plus compliqué de caractériser les modules injectifs. mais on a
le critére suivant

Lemme 6.1.10 (Baer). Un R-module E est injectif si et seulement s’il satisfait a la condi-
tion

(38) pour tout idéal I de R, le morphisme Hompg(R, E) — Hompg(I, E) est surjectif.
Ezemple 6.1.11. Si R est un corps, tous les modules sont projectifs et injectifs.
Ezercice 6.1.12. Démontrer le résultat énoncé dans I’exemple précédent.

Ezemple 6.1.13. Un module projectif de type fini sur Z est nécessairement libre. Cela
provient du théoreme de structure des groupes abéliens et de 1’exercice suivant.

Ezercice 6.1.14. Démontrer que Z/mZ n’est pas projectif sur Z.
Lemme 6.1.15. Un module projectif (a fortiori libre) est plat.

Démonstration. Il suffit de montrer que pour toute injection 0 — N — M, I'application
P®r N — P ®pr M est encore injective (puisque le produit tensoriel est exact & droite).
Soit F' tel que P @ F' = @; R. On a (par I'exemple [5.1.19) un diagramme commutatif

P@rN—— (P@rN)® (F®rN)—= (P& F)®r N —— @, N

| |

PeM——=(PRrM)® (FOrM) ——(Pa&F)orM —— @, M

dans lequel toutes les fleches horinzontales sont injectives ainsi que la fleche verticale de
droite (puisque la somme directe est exacte). On en déduit que la composée de P@r N —
P®pr M avec la fleche du bas est injective et donc que PQr N — P®p M est injective. [J

Lemme 6.1.16. Soit 0 - A — B — P — 0 une suite exacte avec P projectif. Alors la suite
est scindée. Si de plus B est aussi projectif alors A est également projectif.

Démonstration. Cela découle de la propriété d’un module projectif appliqué a P

B—=P
qui donne une section s : P — B de la projection B - P. Et donc B= A& P.

Supposons maintenant que B est projectif. Alors B est un facteur direct d’un libre, donc
A aussi et donc il est projectif (exemple [6.1.8)). O

Ezemple 6.1.17 (Les cas de Q). Les nombres rationnels Q sont un Z-module plat mais qui
n’est pas projectif. C’est aussi un module injectif.

En effet par le Lemme de Baer il suffit de montrer que pour tout n € N* I'appli-
cation Homy(Z, Q) — Homgz(nZ,Q) est surjective. Soit donc f € Homy(nZ, Q) et posons
g : Z — Q définie par g(k) = k@ Clairement g,z = f. Notons que cette preuve
s’applique a tout Z-module M dans lequel on peut diviser par tout entier.

Si Q était projectif, toute surjection f : M — @Q — 0 serait scindée en vertu du
diagramme

Pt-0—s0.

!

Considérons l'application surjective g : Py« Z = ZWN) — Q définie par g((nk)keN*) =
Y ken+ B cette somme est bien convergente puisqu’on ne considere que des suites avec
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un nombre fini de ny non nuls. Si g admet une section s : Q — ZWMN") alors on doit avoir

pour tout n € N* : s(1) = ns(1/n), d’out s(1/n) = s(1)/n. Or les coordonnées de s(1) sont

des entiers fixés non tous nuls, donc pour n >> 0 : s(1/n) ¢ Z&) ce qui est impossible.
Pour la platitude on renvoit a l’exercice [6.1.33

Lemme 6.1.18. Le quotient Q/7Z est un Z-module injectif mais n’est pas plat (ni projectif
donc).

Démonstration. En effet, la preuve de l'injectivité se fait comme dans ’exemple
Montrons que Q/Z n’est pas plat. Considérons l'application f : Z X% 7 qui est injective.

L’application f®id : (Q/Z)®zZ — (Q/Z)®zZ n’est autre que Papplication Q/Z =% Q/Z
qui n’est pas injective car f(1/n) =1 =0 dans Q/Z. O

Ezemple 6.1.19. Si (Ij)jes est une famille quelconque de R-modules injectifs, alors, le
produit Hje 71 est aussi injectif. Cela découle de I'isomorphisme naturel

(39) Homp(N, [[ ;) = [] Homg (M, I;)

JjeF jes
et du fait que le produit suites exactes courtes de R-module est encore une suite exacte
courte. De méme une somme directe quelconque de modules projectifs est encore projective.

Ezemple 6.1.20. (Des modules projectifs non-libres)

(1) Considérons un entier non premier m = p{* ---p%. Alors par le lemme des restes
chinois, on a que

Z/mL=L[p'L® - & L/p; L

comme Z/mZ-module. Il suit que chaque Z/p;"Z est un Z/mZ-module projectif,
non-libre (pour des raisons immédiates de cardinaux). De méme, on peut consi-
dérer, pour des anneaux Rji,...R,, annneau produit 7 := R1 & --- ® R,,. Alors
chaque R; est un m-module (via les morphismes de projection m — R;) et de plus
T R ®---® R, en tant que m-module; ils sont en particulier projectifs et
non-libres sur R (sauf cas tres particuliers laissés au lecteur).

(2) Dans le cadre non-commutatif, ’algebre linéaire donne un exemple bien connu.
En effet considérons un corps (ou méme un anneau commutatif) F et prenons
A = M, (F) lalgebre des matrices n x n sur F. Alors, A agit sur F", le sous-espace
des vecteurs colones de dimension n (par multiplication matricielleE[). Sin>1,
alors F™ n’est pas libre sur A (par un argument de dimension au dessus de F) mais
est bien projectif car A = F" @ F" = ;" | F".

Un des intéréts de ces notions est que tout module peut étre approché par de tels
modules.

Définition 6.1.21. Soit M un R-module.

(1) Une résolution projective de M est un complexe de chaines (P,),en tel que chaque
P, est projectif et vérifiant H;~o(Py) =0, Hyo(Pyx) = M.

(2) Une résolution injective de M est un complexe de cochaines (I"),en tel que chaque
I™ est injectif et vérifiant H*>0(I*) =0, HO(I*) = M.

Le premier lemme fondamental de cette partie est

Lemme 6.1.22. Tout module admet des résolutions projectives et injectives.

91. Ou plus intrinséquement, on prend 'espace vectoriel V = F" et A = End(V, V) les endomorphismes
F-linéaire de V.
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Démonstration. On commence par choisir une surjection fy : Py — M ou Py est projectif
(on peut méme prendre Py libre : il suffit de prendre Py = @ g R ol S est un systeme de

générateurs de M). Soit alors My = ker(Py f# M). Soit alors Py ﬁ) My une surjection avec

Py projectif et on note dy : Py Q My — Py. On a par construction que Py/Im(dy) = M.

On continue la construction comme suit. Supposons avoir construit inductivement une

. dp— dp— . .
suite exacte Pj,_1 i P,_o 3? ... Py tel que les P; soient projectifs. On note M, | =

ker(d,,—1) et on choisit P, &3 M,,_1 une surjection R-linéaire. On a alors que la composée
dy : P, — M,_1 — P,_ vérifie que Im(d,,) = ker(d,—_1) de telle sorte que 'on a étendu
la suite exacte précédente. On obtient ainsi en itérant une résolution projective (Px,d).

La construction des résolutions injectives est duale ; le seul point délicat est de construire
une injection d’un module quelconque M dans un module injectif. Pour cela notons tout
d’abord que Ir := Homz(R,Q/Z) est un R-module injectif (o R agit sur I via l'action
a droite sur lui-méme : - f : z +— f(z-r)). En effet, il faut voir que Hompg(—, Ir) est
exact. Mais, par la proposition c’est équivalent & montrer que Homyz(R®pr —, Q/Z)
est exact. Etant donné que R®r M = M pour tout M, cela suit du fait que Q/Z est
injectif (lemme . Le module I est notre “brique élémentaire” qui va jouer le role
dual du R-module projectif canonique R pour les injectifs. Pour tout R-module N, on a
un morphisme R-linéaire

N N — H Ir, nw—i(n):= ((p(n))weHomR(N’]R)'
Hompg(N,IR)

Comme le produit d’injectif est injectif par il nous suffit maintenant de vérifier que
¢ est injectif. Pour cela, il suffit de construire pour tout n # 0 un morphisme ¢ : N — Q/Z
tel que p(n) # 0. Comme Q/Z est injectif, il suffit de cosntruire un tel morphisme pour
le sous-module Rn C N engendré par n (puis d’étendre le morphisme obtenu). Si ce sous-
groupe abélien engendré par n est libre, il suffit d’envoyer n sur n’importe quel élément
non-nul. Sinonl?l, on prend un entier p > 1 quelconque divisant ’ordre du sous-groupe
engendré par n. Alors, n +— [1/p] € Q/Z est bien R-linéaire et non-nul en n. La preuve de
I’existence de l'inclusion dans un injectif est donc finie. (]

En pratique, on peut prendre des résolutions libres comme résolutions projectives.

Notons que si P, est une résolution projective de M, alors M = Py/Im(dy : P, — Fp)

et donc on a un morphisme de R-module 79 : Py — M. On en déduit un morphisme de

complexes (ol M est vu comme concentré en degré 0) : P, M

Py Py Py
ml m i lno
0 0 M

qui est un quasi-isomorphisme. Réciproquement, tout quasi-isomorphisme P, — M ou P,
est un complexe de module projectifs est une résolution projective puisque 1’homologie
d’un complexe concentré en degré 0 est réduite & ce module en degré 0. On a un quasi-
isomorphisme similaire 5 : M — I* pour une résolution injective. On a donc montré

Lemme 6.1.23. Une résolution projective de M est (a isomorphisme prés) la méme chose

qu’un quasi-isomorphisme de complezxes de chaines n : P, — M ou chaque P; est projectif.
De méme, une résolution injective de M est (a isomorphisme pres) la méme chose qu’un

quasi-isomorphisme de complexes de cochaines B : M — I* ou chaque I’ est injectif.

92. Sion prend Q/Z et pas Q dans la définition de la brique élémentaire Ir, c’est justement pour pouvoir
gérer les éléments d’ordre fini.
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Notation 6.1.24. On notera souvent 7 : P, — M une résolution projective.

Ezemple 6.1.25. Le complexe --- — 0 — 0 — Z =% 7 est une résolution projective (car
libre) de Z/mZ.

Ezercice 6.1.26. Montrer que P, est une résolution projective si et seulement s’il existe un
morphisme 7y : Py — M tel que la longue suite

P BB PR M0
soit exacte. Donner un résultat similaire pour une résolution injective.
Le théoreme suivant est le deuxieme résultat fondamental de cette section.

Théoréme 6.1.27 (Relevement des morphismes & une résolution projective). Soient M, N
des R-modules, 1 : P, — M une résolution projective de M et a : Q« — N un quasi-
isomorphisme quelconque. Pour tout morphisme de R-modules f : M — N, il existe un
morphisme de complexes de chaines de R-modules fy : Py — Qy rendant le diagramme

P, f>Q*

N\Ln N\La

M——N
f

commutatif. De plus le morphisme f est unique a homotopie de chaines pres (c’est-a-dire
que deux tels morphismes sont des morphismes de complexes de chaines qui sont reliés par

une homotopie de chaines au sens de la définition .

En appliquant la proposition & f = M 4y AT et deux résolutions projectives on obtient

Corollaire 6.1.28. Deux résolutions projectives Py, Q« d’un méme module M sont quasi-
isomorphes.

Preuve du théorémel[6.1.27. On doit donc construire des applications fn P, — Q, de
sorte que le diagramme suivant soit commutatif :

(40) . p—tsp-—top_4op oy
fs fa A fo lf
\ \ \ \
d d d
Qs Q2 Q1 Qo ——= N

Comme « : @, — N est un quasi-isomorphisme on a que «q : Qo — N induit un isomor-
phisme Hy(Q) = Qo/d(Q1) = N. En particulier ag est surjective. On applique alors que Py

est projectif pour construire fy grace au diagramme : Py . On obtient ainsi fo
fO lfono
¥ o
Qo—N

rendant commutatif le carré de le plus a droite. Par commutativité de ce diagramme
et puisque la premiere ligne est un complexe, on a que ago fo od = 0. Ainsi fo od définit une
application linéaire P; — ker(ay). Puisque que 7, : @+ — N est un quasi-isomorphisme,
la ligne du bas de est exacte. Ainsi d : Q1 — ker(ayp) est surjective. Utilisant que P;
est projectif, on obtient fl rendant le diagramme P commutatif.

i o _
food

@1 % ker(a)— Qo
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Ceci nous donne donc fi et la commutatitivité du carré impliquant fo et fi. On construit
les autres fnzg du relevement par récurrence en appliquant la méme méthode.

Pour 'unicité & homotopie pres, la méthode est similaire. Supposons donnés f* et fi
deux relevements de f : M — N. On doit construire des morphismes h,, : P, — Qn41 tels
que les triangles suivants

(41) P,
hn ~ ~
ifnf;Lhmod

£ 4

Qn+1 — @
solent commutatifs. On commence par construire hg, qui dont donc vérifier dohg = fo— f)

(que I'on peut voir comme un cas particulier avec h,—1 = 0). Comme fy et fj sont tous
les deux des relevements de f, leur différence est un relévement de 0; c’est-a-dire que

I'on a un diagramme commutatif Py oM et qu’en particulier, fg — f(’) est
fo—14 0
v

Q1 T4 Qo oo N
une application linéaire de Py dans ker(ag). On utilise encore que d : Q1 — ker(ayg) est
surjective pour déduire ’existence de hg du fait que Py est projectif. Supposons maintenant
avoir construit hg,...,h,, faisant commuter les triangles (41) pour tout 0 < n < m

(avec la convention h_; = 0). Comme f, et f sont des morphismes de complexes et par
commutativité du triangle pour n = m, on a que

A(frs1r = frops = hmod) = (fm — fl)d — dhpd
= (fm - frln)d - (fm - fyln - hm—ld)d
= 0—hp1d®>=0.
Ainsi on a que fm+1 — f,an — hpm o d est a valeur dans ker(d : Q11 — Q). On a donc
un diagramme

) Pm+1
hm+l ~ ~
\Lferlf;n-&-lhmOd
/;"'Ad
Qmi2 —=ker(d : Qi1 — Qm)

Comme Hp,11(Qx) = 0 (puisque @, est une résolution de N), on a que 'application
d: Qmia — ker(d : Qm+1 — Qm) est surjective, et donc par projectivité de Py,41, on
en déduit 'existence de l'application linéaire h,, 1 rendant le diagramme commutatif. On
conclut évidemment par récurrence. O

On a des résultats analogues pour les résolutions injectives.

Théoréme 6.1.29 (Reléevement des morphismes & une résolution injective). Soient M, N
des R-modules, © : N — I" une résolution injective de N et a : M — @Q* un quasi-
isomorphisme quelconque. Pour tout morphisme de R-modules f : M — N, il existe un
morphisme de complexes de chaines de R-modules f, : Q* — I* rendant le diagramme
sutvant
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commutatif. De plus le morphisme f est unique a homotopie de chaines prés (c’est-a-dire
que deux tels morphismes sont des morphismes de complexes de chaines qui sont reliés par
une homotopie de chaines au sens de la définition .

Appliquée a f =id : M — M et deux résolutions injectives, le théoréeme donne

Corollaire 6.1.30. Deux résolutions injectives I*, J* d’un méme module M sont quasi-
isomorphes.

Exercice 6.1.31. Le but de lexercice est de démontrer le lemme de Baer [6.1.101
(1) Montrer qu'un module injectif vérifie la condition condition (38).

(2) Soit E un R-module vérifiant la condition ([38). On se donne une injection N NS
et une application R-linéaire g : N — E. On note X ’ensemble des couples (P, hp)
ou P est un sous-module de M vérifiant f(N) C P C M et hp : P — E est une
extension de g, c’est-a-dire g = hp o f. On dit que (P,hp) < (Q,hg) si P C Q et
hqg/P = hp. Montrer que < est une relation d’ordre partiel.

(3) En déduire qu'un R-module E est injectif si et seulement s’il satisfait & la condi-
tion (on pourra utiliser le (2) et appliquer le lemme de Zorn).

Ezercice 6.1.32. Montrer que si M est projectif alors son dual Hom 4 (M, A) est injectif.

Ezxercice 6.1.33. Si M est un Z-module, on note S~'M le Z-module formé des éléments -
avec © € M et n € S et dans lequel £ = X si et seulement si Ik € S : k(mz —ny) =0
(c’est-a-dire si et seulement si ma — ny est un élément de torsion de M). En particulier
=0 (: %) si et seulement si = est un élément de torsion.

(1) Vérifier que Q = S™'Z.
(2) Démontrer que tout élément de Q ®z M s’écrit sous la forme 1 @ x avec x € M,
et en déduire un isomorphisme Q ®z M = S~1M.

. . . . .. . id
(3) Démontrer que si M’ i> M une application injective alors Q ®z M’ 1;@{ Q®z M
est également injective et en déduire que Q est plat.

6.2. FONCTEURS DERIVES

Le théoreme de comparaison [6.1.27| permet d’associer des complexes de (co)chaines
canoniques au produit tensoriel ou aux foncteurs de morphismes. Et plus généralement a
tout foncteur exact a droite, voir définition [6.2.6| ci-desous.

Commencons par étendre la notion de résolution projective ou injective & R—Mod®. La
proposition caractérise les modules projectifs (resp. injectifs) comme les objets N
de la catégorie R—Mod tels que le foncteur Homp_nod (N, —) (resp. Homp_nod(—, N))
soit exact. Cette formulation est purement catégorique|’”| Ainsi, on peut généraliser la
définition de projectifs et injectifs de la facon suivante.

Définition 6.2.1. Soit C = R—Mod, R—Mod” ou toute catégorie abélienne. Un ob-
jet projectif (resp. injectif) de C est un objet X tel que le foncteur Homg (X, —) (resp.
Homg(—, X)) soit exact.

Les résolutions projectives et injectives dans C sont définies comme dans la défini-
tionen prenant des objets projectifs (resp. injectifs) a la place des modules projectifs
(resp. injectifs).

Par (6.1.7)), les objets projectifs (resp. injectifs) de R—Mod sont bien les modules pro-
jectifs (resp. injectifs).

93. pourvu que la catégorie ait une notion de suites exactes
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Ezemple 6.2.2. Comme Homp_noger (P, @) = Homp(Q, P), on obtient immédiatement
que les objets projectifs de R—Mod“ sont les modules injectifs et les objets injectifs de
R—Mod sont les modules projectifs! De méme les résolutions projectives d’un objet X
dans R—Mod® sont données par des résolutions injectives du R-module sous-jacent & X
(les fleches étant précisément lues dans Iautre sens).

Théoréme 6.2.3. Les théorémes[0.1.27 et [6.1.29 ainsi que leurs corollaires [6.1.2§
sont valides pour les résolutions projectives et injectives dans la catégorie R-ModP.

Démonstration. Cela découle de I'exemple [6.2.2] puisque injectif et projectifs s’échangent
entre R-Mod et R-Mod®. O

Remarque 6.2.4. 11 est facile de déduire de sa preuve que le théoreme reste valide
dans toute catégorie abélienne pour peu qu’on puisse trouver pour tout objet M une suite
exacte P — M — 0 ol P est projectif; et de méme pour le théoréme dans toute
catégorie abélienne telle que, pour tout objet M, il existe une suite exacte 0 — M — I ou
I est injectif]

Notons que si F' est un foncteur additif, F'(M 4N ) =F(M) S F (N). Autrement dit
F' envoie un morphisme nul sur un morphisme nul. En particulier :

Lemme 6.2.5. Si (C,d) est un complexe de (co)chaines, et F' un foncteur additif, alors
(F(C),F(d)) est un complexe de (co)chaines.

Définition 6.2.6. Soit F' : C — S—Mod un foncteur exact a droite ot C = R—Mod
ou R—Mod®. Soit M un objet de C et P, — M une résolution projective de M. On
appelle complexe de chaine dérivé de F' en M le complexe LF, (M) := F(P,). La regle
M — ILF, (M) s’appelle “le” foncteur dérivé (a gauche) de F' qui est noté LF'.

On appelera i-eme foncteur d’homologie de F' le i-eme groupe d’homologie H;(F(Py)).

Le théoreme suivant garantit que la construction est indépendante du choix de la réso-
lution et que LF' est un foncteur “4 homotopie pres”.

Théoréme 6.2.7. Soit F' un foncteur additif.

(1) Soient Py, Q. deuz résolutions projectives de M. Alors il existe un quasi-isomorphisme
canonique (a homotopie de chaines prés) F(Py.) — F(Qx).

(2) Pour tout morphisme f : M — N dans C, et pour toutes résolutions projectives
P.(M) et P.(N) de M, N on a des morphismes de complexes de chaines LF(f) :
LF.(M) — LF.(N) tels que LF(f o g) est homotope a LF(f)oLLF(g) et LF (idys)
est homotope a idyp, (nr)-

(8) Lesi-iémes groupes de (co)homologie M — H;(ILF.(M)) et les morphismes H;(ILF(f)
forment un foncteur

H;(LF) : C — S—Mod.

Démonstration. (1) D’apres le théoreme de relevement [6.1.27, il existe un morphisme

P, L Q4 tel que le diagramme P, N Q)+« soit commutatif et de plus, si on

:ln :la
M—M
id
a un tel autre morphisme f’ : P, — Q., alors il existe une homotopie de chaines
(définition entre f et f’. En inversant les roles de P, et Q,, on obtient g :
@« — P, un morphisme de complexes relevant idy; (également unique a homotopie

de chaines pres). Il suit que les composées fog: Q. — Q. et go f : P. — P,

94. De telles catégories son respectivement appelées des catégories abéliennes avec assez de projectifs ou
assez d’injectifs.
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sont des morphismes de complexes relevant idys : Pk Lf> P, . Or l'identité idp,

:ln zin

en est un autre relevement. Il suit encore et toujours de 'unicité a homotopie de
chaines pres dans le théoreme que fog et go f sont homotopes a I'identité :
fog=1idg, +dh+ hd , go f = idp, + ds + sd. Il suit de I'additivité et
de la fonctorialité de F' que F(f) o F(g) = F(idg,) + F(d)F(h) + F(h)F(d) et
F(g) o F(f) = F(idp,) + F(d)F(s) + F(s)F(d) sont homotope & F(id) = id et
donc induisent des isomorphismes en homologie. Autrement dit ce sont des quasi-
isomorphismes.

Ceci nous donne l'existence d’un quasi-isomorphisme F(f) := F(Py) — F(Q.)
et par ailleurs, ce dernier est indépendant du choix de f a homotopie pres par le
méme argument.

(2) Soit M Sy N et N % P deux morphismes dans C. Soient P,(M), Py(N) et
P,(P) des résolutions projectives respectives de M, N, P et f : P,(M) — P,(N)
et g : P.(N) — P.(P) données par le théoreme qui donne aussi le relevé
g/c:ff : P,(M) — P,(P) de go f. On note comme dans le point (1) LF(f) := F(f)
et LF(g) := F(g). Comme les composées § o f et ;Bff sont deux relevements de
g o f entre les mémes résolutions, ils sont reliées par une homotopie de chaines et
donc leur image par F' également en vertu du lemme L’argument s’applique
a I'identité de méme.

(3) Puisque des morphismes homotopes induisent exactement le méme morphisme sur
les groupes d’homologie, il suit que si f : P, — Q. est homotope & f’ on a que
Hy(F(f)) = Hi(F(f") : B(L(F(P.)) = H(L(F(Q.))). Ainsi H;(LF(f)) est in-
dépendant du choix du relevé f (dans le point (2)) et il découle des points (1) et
(2) que H;(ILF(—)) est bien un foncteur.

O

En pratique le Théoreme précédent s’applique au cas d’un foncteur exact a droite.
La raison est que dans le cas général, ILF n’est pas forcément étroitement relié a I, alors que
pour le cas exact a droite, F' s’identifie avec I’homologie en degré 0 de ILF' naturellement.

Corollaire 6.2.8 (Foncteur dérivé gauche en degré 0 d’un foncteur exact a droite). On a,
pour tout M, un morphisme naturellﬂ

Ho(LF)(M) — F(M)
qui est un isomorphisme si F' est exact a droite.

Autrement dit, si F' est exact a droite, I’homologie en degré 0 du foncteur dérivé de F'
est I’ lui-méme. Sans I’hypothese que F' est exact a droite, on ne peut en revanche pas
dire grand chose de général sur le morphisme (par exemple il pourrait étre nul).

Démonstration. Il faut reprendre la construction : On a i : P, — M qui en degré 0 donne
no : F(Py) = F(M). Or Hy(LF(M)) = F(Py)/n(d)(F(Py)) ot d est la différenticlle de P.

Comme la composée F(P;) 4 F (Po) o) g (M) est nulle (car F est un foncteur additif),
on en déduitm que F'(np) se factorise de maniére unique au travers de Ho(LF(M)) =

95. autrement dit une transformation naturelle du foncteur Ho(LF) vers F', c’est & dire un morphisme
de foncteur.
96. de la propriété universelle des quotients
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F(Py)/n(d)(F(P1)). Ce qui donne le morphisme de 'énoncé Ho(LF)(M) — F(M) et un
diagramme commutatif F'(Py) —= Ho(LF)(M) .

o

F(M)
Lorsque F' est exact a droite, nous avons que F' envoie la suite exacte 0 — ker(d) —

P, % Py — 0 sur une suite F(ker(d)) — F(Py) 4 F(Py) — 0 qui est encore exacte. Ce
qui établit que le morphisme Ho(LF(M)) — F (M) est bien un isomorphisme naturel. [

Ezercice 6.2.9. Démontrer que Ho(LF(—)) — F(—) est bien une transformation naturelle.

Si M est projectif, alors on peut prendre M lui-méme (concentré en degré 0) comme
résolution projective. On en déduit alors immédiatement que

Lemme 6.2.10. Si M est projectif et F' un foncteur exact a droite, alors LF (M) est quasi-
isomorphe a M et en particulier pour tout i > 0, H;(ILF.(M)) = 0.

Remarque 6.2.11. Les morphismes induits LF(f) dans le point (2) du théoreme

LF
s’inserent dans un diagramme commutatif commutatif L, F (M) L) L.F(N)

F(HM)\L iF(TIN)
M N

Le foncteur dérivé d’un foncteur exact a droite est exact (au sens suivant des complexes
de chaines)

Proposition 6.2.12. Soit F' un foncteur exact a droite. Si 0 — A i) B % C = 0 est
une suite exacte (dans C = R-Mod ou R-Mod®™ ), alors on peut choisir une résolution

projective de B telle que 0 — LFy(A) D LF.(B) o) LF.(C) — 0 soit une suite
exacte de complexes de chaines. En particulier on a une suite exacte longue naturelle en
(co)homologie :

(42) - HLPA) Y mwrB) "N H L) S H(LF(A))

MO g (WFRB) = = H(LFB) Y mywre) S r)y™ B o o

Démonstration. On commence par prendre des résolutions projectives nc : P.(C) = C,
P.(B) = B quelconques. Le Théoréme de relévement nous donne un morphisme § :
P,(B) — P.(C) relevant g : B — C. Le probléme est que g n’est pas forcément sur-
jectif en tout degré. Pour cela on modifie P,(B) par un complexe exact qui se surjecte en
tout degré sur Px(C'). Pour cela on note que le cone de 'identité, noté C(idp, (), a une
homologie nulle en tout degré d’apres la longue suite exacte donné dans ’exemple
et que de plus on a un morphisme canonique C(idp,(cy) — C[1] qui est surjectif en tout
degré. En décalant ce morphisme dans l'autre sens on obtient un morphisme de complexe
surjectif ¢ : C(idp,(¢))[—1] = C dont la source a une homologie nulle en tout degré et est
constituée de modules projectifs (puisque ce sont des sommes directes de C;, C;—1 qui le

sont). Ainsi Px(B) @ (idp,c))[—1] T% P.(C) est un morphisme de complexes surjectif en
tout degré. Par ailleurs, en appliquant le théoreme des relevements des morphismes [6.1.27]
on construit un morphisme de complexes 7 : P,(C') — B dont la composée avec g est n¢.
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Par suite, on obtient un diagramme commutatif Pi(B) @ C(idp,(¢))[—1] hid P,(C) . No-

np @ﬁql lnc

g
B C
tons que la fleche verticale a gauche est encore un quasi-isomorphisme car 7 o ¢ est nulle
en homologie puisque le cone a une homologie nulle en tout degré.
Finalement, le noyau ker (P*(B) ® C(idp,(c))[~1] = C) est un complexe de chaines
qui est quasi-isomorphe & A par la propriété 2 pour 3 (cf|5.4.4). Il reste a vérifier qu’il est
constitué de projectifs. Cela découle du lemme appliqué en chaque degré. O

Remarque 6.2.13 (Comment voir LF' comme un vrai foncteur?). Le foncteur dérivé n’a
pas été défini comme un foncteur au sens propre, puisqu’il dépend d’un choix qui n’a rien
de canonique. Pour en faire un vrai foncteur, classiquement, on regarde LF comme un
foncteur a valeur dans la catégorie des complexes de chalnes ou l'on inverse les quasi-
isomorphismes, que 1’on appelle la catégorie dérivée (de C). Plus précisément,

Définition 6.2.14. On note D(R) la catégorie des complexes de chaines obtenues a partir
de celle des complexes de chaines de R-modules en quotientant les ensembles de mor-
phismes par la relation d’équivalence donnée par 'homotopie de chaines, puis en inversant
formellement les quasi-isomorphismes. C’est & dire D(R) = (Ch(R)/~)[qiso!].

Le fait d’avoir quotienté par les homotopies de chaines fait que L(F') est un foncteur
D(R) — D(S) (ou D(R)? — D(S)). Cela dit, cette construction perd une partie de
I'information des complexes de chaines. On dispose de nos jours de la notion d’oco-catégorie
(des catégories avec des notions de morphismes entre les morphismes etc...) qui permet de
voir L(F') comme un foncteur dans ce cadre (ce qui est la notion correcte de foncteur a
homotopie pres que 'on a évoqué).

On peut noter que ILF est en fait la meilleur approximation exacte du foncteur original
au sens suivant : pour tout foncteur G : D(R) — D(S) muni d’une transformation naturelle
G — F, il existe une unique transformation naturelle 7 : G = L(F') qui rende le triangle

G —— F' commutatif.

1/

LF

Nous avons bien entendu toute une théorie duale pour les foncteurs dérivés a droite et
les résolutions injectives. Les résultats suivants se démontrent de maniere analogue a celle
de leurs versions projectives ou exacte a droite.

Définition 6.2.15. Soit F': C — S—Mod un foncteur exact a gauche ou C = R—Mod ou
R—Mod®. Soit M un objet de C et M — I* une résolution injective de M. On appelle
complexe de chaine dérivé a droite de F' en M le complexe RE*(M) := F(I*). La regle
M — RF*(M) s’appelle “le” foncteur dérivé a droite de F' qui est noté RF.

On appelle i-eme foncteur de cohomologie de F le i-eme groupe de cohomologie H(F(I*)).

Théoréme 6.2.16. Soit F' un foncteur exact ¢ gauche.

(1) SiI*, J* sont deux résolutions injectives de M. Alors il existe un quasi-isomorphisme
canonique (G homotopie de chaines prés) F(I*) — F(J*).

(2) Pour tout morphisme f : M — N dans C, et pour toutes résolutions projectives
I*(M) et J*(N) de M, N on a des morphismes de complezes de chaines RE(f) :
RF*(M) — RF*(N) tels que RF(fog) est homotope a RF(f)oRF(g) et RF (idyy)
est homotope a idgp+(pr)-
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(3) Lesi-iémes groupes de cohomologie M s H'(RE*(M)) et les morphismes H (RF(f)
forment un foncteur

HY(RF):C — S—Mod.
Proposition 6.2.17. Soit F' un foncteur exact & gauche.

(1) On a un isomorphisme naturel F(M) 5 HO(RF (M) (induit par Uapplication ¢ :
F(M) — F(I°(M)) pour toute résolution injective de M ).

(2) Si0— A 1B % € = 0 est une suite evacte (dans C = R-Mod ou R-Mod™ ),
alors on peut choisir des résolutions injectives de sorte que 0 — RF™(A) R

RF*(B) L) RF*(C) — 0 soit une suite exacte de complexes de cochaines. En
particulier on a une suite exacte longue naturelle en cohomologie :
43) 0 F) B b prra) Y B rrm) Y .. HRFA))

9 girE(0)) S BHRF(A) T B (RE(B)) —

RF <
V) gire(B)) "
Spécialisons le théoreme a nos deux exemples fondamentaux : le produit tensoriel
et les homomorphismes.

Définition 6.2.18. Soit M un R-module.

L
(1) On note M & — le foncteur dérivé & gauche de M ® — et Torl*(M, —) ses i-iemes
R R
groupes d’homologie.

(2) Onnote RHompg(—, M) le foncteur dérivé a gauche de Hompg(—, M) et Exti(—, M)
ses i-iemes groupes de cohomologie.

Les foncteurs Tor; sont des foncteurs d’homologie alors que les Ext’ sont des foncteurs
de cohomologie.

Le mot T'or vient de I’expression « produit de torsion » (car ces groupes n’apparaissent
et ne mesurent que la torsion) alors que Ext vient de extension car ces groupes encodent
le nombre d’extensions de M par N.

Remargue 6.2.19. On note aussi RHompg(M, —) le foncteur dérivé a droite de Hompg (M, —)
et Extz (M, —) ses i-iemes groupes de cohomologie. Le fait que cette terminologie soit la
méme que dans la définition [6.2.18] est justifié par le lemme suivant.

Lemme 6.2.20. Soit n : P, = M wune résolution projective et 3 : N = I* une résolution
injective. Alors les applications suivantes sont des quasi-isomorphismes :

Homp (M, I,) 4 Homp(P., I) £~ Homp(P., N).

Le lemme implique donc que si on calcule le foncteur dérivé de Homp(—, N) en M
(ce qui revient, puisque les injectifs de R—Mod“ sont les projectifs, a remplacer M par
une résolution projective) on obtient un complexe quasi-isomorphe au foncteur dérivé de
Homp(M, —) calculé en N.

Corollaire 6.2.21. Soit 0 — A i> B % C — 0 une suite exacte courte. Alors on a des
suites exactes longues naturelles.

(44) - — TorR(M, A) &3 TorB(M, B) % Tor®(M, C) S Torf (M, A))

1dQf 1d®g

M®B

—*>Tori,1(M,B)—>---—>Tor{3(M,C)—>M®A ' MeC -0,
R
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(45) 0 — Homp(C, M) =¥ Homp(B, M) —¥ Homp(4, M) % Exth(C, M)
L Bxth(B, M) — -+ — Exthy(C, M) & Extly(B, M) 1 Extiy(A, M) 5 ExtiI(C, M) — ...

(46) 0 — Homp(M, A) ' Homp(M, B) °% Homp (M, C) > Exth(M, A)
L Exth(M, B) = -+ — Extih (M, A) 5 Extiy (M, B) & Extiy(M, C) 5 Extid (M, A) — ...

Ezemple 6.2.22 (Ext et Tor de Z/nZ). La résolution projective de I'exemple [6.1.25] per-
met de calculer facilement Tor;(Z/nZ, M) et Ext*(Z.nZ, M). En effet, par définition nous
obtenons que
L *
Z/nZRM=---—=0—=0—- M3 M
puisque Z ® M = M et que n ® m = 1 ® nm. De méme

RHom(Z/nZ,M) =M 5 M —0— ...

car Hom(Z, M) = M ou I'isomorphisme est donné par f — f(1).

Ainsi, ces groupes de (co)homologie sont nuls en degré > 2.

Regardons maintenant le cas de M = Z, puis de M = Z/nZ. Pour M = Z, comme
celui-ci est projectif, on a immédiatement que

Tori>1(Z/mZ,Z) = 0 et Toro(Z/mZ,Z) = Z/mZ = 7L = Z/mZ.
En revanche on a que
ExtY(Z/mZ,Z) = 0 mais Ext'(Z/mZ,7) = Z/mZ est non-nul.

Regardons maintenant M = Z/nZ. Alors toutes mes fleches dans les complexes dérivées
deviennent nulles et il suit

Tor;>o(Z/mZ,7Z)/mZ) =0, et Tor;<1(Z/mZ,Z/mZ) = 7/mZ;
Ext'Z*(Z/mZ,Z/mZ) =0, et Ext'~'(Z/mZ,Z/mZ) = Z/mZ;

Ezemple 6.2.23 (Calcul de Tor;). Soit G, H des groupes abéliens. Les groupes Tor?(H, G)
sont les «produits de torsion» de H par G. Le Corollaire [6.2.21] montre que ce groupe est le
noyau de 'application RQG — P®G pour n’importe quelle suite exacte 0 - R — P — H
ou P est projectif. (par exemple libre).

En pratique, plutot que la définition, on en utilise les propriétés suivantes :

Lemme 6.2.24. (Propriétés utiles pour calculer Tor?)
e On a un isomorphisme canonique Tor?(H,G) = Tor?(G, H). Ces groupes sont
fonctoriels en G et H.
Si G ou H est libre (ou simplement plat), TorZ(H,G) = 0.
Torf (B, Ha ,G) = @, Tort(H,, G).
Tor?(Z/nZ,G) = ker(G =% @).
Tor?(Z/nZ, Z/mZ) = Z/pged(n, m)Z.

Les propriétés précédentes permettent de déterminer facilement les groupes Tor% (G,H)
lorsque H et GG sont de type finis. En particulier elles sont tres pratique pour calculer
I’homologie singuliere a coefficients.

Un résultat similaire concernant la valeur de Ext! a été donné dans le lemme [5.5.91
Remarque 6.2.25. Les propriétés précédentes (et un peu d’algebre homologique comme le

fait que Tor?(—,G) commute aux colimites) permettent de montrer que Tor?(H, G) est
de torsion pour tous groupes abéliens H, G et que Tor%(H ,—) = 0 si et seulement si H
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est sans torsion. Ce sont ces propriétés relatives a la torsion qui ont donné lieu a cette
terminologie et notation Torm

Ezercice 6.2.26. Démontrer le lemme [6.2.24] (indication : utiliser 1’exemple [6.1.25)).

6.3. THEOREMES DES COEFFICIENTS UNIVERSELS ET COEFFICIENTS LOCAUX

Nous avons vu I’énoncé du théoreme des coefficients universels reliant la cohomo-
logie au dual de I’homologie via le foncteur Ext%. Nous allons maintenant nous intéresser
a celui reliant I’homologie a coefficients dans divers anneaux et groupes.

Quitte a remplacer les entiers Z par un autre groupe abélien G, on peut définir des
complexes de chaines singuliéres (ou simpliciales) C, (X, G) associé a tout espace topolo-
gique (ou complexe simplicial) X. On notera de méme C, (X, A, G) les complexes relatifs
a coeflicients dans G. Par exemple, si K est un complexe simplicial

CZ‘(K, G) = G<KZ> =G ®yz CZ(K)
On obtient I'homologie H;(K,G) = Z;(K,G)/Bi(K,G) a coefficient dans G. Cette dé-

finition est exactement la méme que celle que nous avons déja vu lorsque G = R est
un anneau. Bien entendu, puisque le produit tensoriel n’est pas exact sur Z, ’homologie
H;(X,G) n’est en général pas le produit tensoriel G® H;(X). La relation entre ces groupes
abéliens fait intervenir les foncteurs TorZ.

Théoréme 6.3.1 (Théoreme des coefficients universels (cas de I’homologie)). Soit C un
complexe de chaines de Z-modules libres et G un groupe abélien. Alors les groupes d’ho-
mologie H;(C';G) = H;(C ®z G) du compleze de chaines C @ G sont déterminés par les
groupes d’homologie H;(C') via la suite exacte scz’ndéelﬂ

0 — H;(C)® G — H;y(C,G) — Tor?(H;_1(C),G) — 0.

Ce théoreme s’applique en particulier a I’homologie singuliere, simpliciale, quasi-simpliciale
et méme dans le cas relatif ! Quel que soit X un espace topologique X, on a une suite exacte
courte scindée :

Lemme 6.3.2. On a un isomorphisme naturel H1(X,G) = H1(X) ®z G.

Démonstration. Cela provient du fait que Ho(X) est libre, d’ott TorZ(Hy(X),G) = 0
(lemme [6.2.10) ce qui conclut par les coefficients universels m O

Ezercice 6.3.3. Calculer les groupes d’homologie des espaces projectifs réels RP" et de la
bouteille de Klein a coefficients dans Z /27, Q, Z/3Z & partir de ceux sur Z.

Ezemple 6.3.4 (non-naturalité du scindement dans le théoreme des coefficients univer-
sels). Rappelons que le plan projectif RP? est le quotient D? par 'application antipodale
restreinte a son bord. En quotientant son bord en un point, on obtient une application
canonique p : RP? — S2. Comme H;(RP?) = Z/27Z et Hy(RP?) = 0, on a que 'application
induite g, : H,(RP?) — H,(S?) est nulle en degré 1 et 2.

Appliquons maintenant le théoreme des coefficients universels avec G = Z/27. On
obtient alors, que

Hy(RP%,Z,/27) = 0 @ Z/27
Hy(S?,72/27) = 7.)27. & 0
ot on a utilisé la décomposition H;(X,Z/27) = H;(X)®7Z/27.® Tor?(H;_1(X),Z/27). Si

cette décomposition en somme directe était naturelle, alors Papplication f, : Hy(RP?,Z/2Z) —

97. Ces propriétés ne restent cependant plus vraies ou aussi simples pour Torff(—, —) quand R est un
anneau quelconque
98. une fois encore ce scindement n’est pas naturel en C' mais seulement en G
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Hy(S?,7/27) induite par f serait nulle (puisque c’est le cas & coefficient dans Z sur chaque
facteur).

Mais, on peut montrer, que f, : Hy(RP?, Z/27Z) — Ho(S?,7Z/27Z) est un isomorphisme,
c’est un cas particulier d’'un exercice vu dans la feuille de TD sur ’homologie singuliere.

Démonstration des Théorémes[5.5.8 et[6.3.1l Les preuves étant complétement analogues
mutatis mutandis, on se contente de donner la preuve pour la cohomologie.

On note comme d’habitude Z,, B, les cycles et bords du complexe Co. Comme ce sont en
chaque degré des sous-modules d’un groupe abélien libre, ils sont libres@ En particulier,
la suite exacte '

0> 2,50, %3 B,1 50
se scinde (il suffit de définir un scindement s : B,_1 — C), en choisissant I'image d’une
base). On note aussi f : Co — Z, un choix de rétraction de ces suites exactes : foi = idyg,.

On applique alors le foncteur Hom(—, G) aux suites exactes courtes

022,50, 3B, 15 0et 0 B, L 2, % H,(C) > 0.

Comme B, et Z, sont libres, en particulier projectifs, on en déduit que Exti(Bp, —)=0=
Ext’(Zp,—) (pour i,j > 0) et la suite exacte longue du Corollaire [6.2.21{ nous donne

Exty(H,, G) = Hom(By_1,G)/5* (Hom(Z,_1, G)).
On obtient un diagramme commutatif

0 0

o

0 —— Hom(H,(C), G) —~—~ Hom(Z,, Q) Hom(B,, G)

f*( i* la*

Hom(Cp—_1,G) Hom(C), G) 0, Hom(Cp41,G)

i ¥ o*

Hom(Z,_1,G) —— Hom(B,_1, G) — Ext(H,, G) — 0.

i

0 0

Par construction, les suites horizontales et verticales du diagramme sont exactes. On n’a
plus qu’a se promener dans notre diagramme pour démontrer le résultat :) Tout d’abord,
nous avons vu que 'application Hy(C,G) — Hom(H,(C),G) est induite par i* appliquée
a un cocycle ¢ : C, — G (on peut s’amuser a vérifier, en se promenant autour du carré
commutatif en haut & droite, que 90*(j*(i*(¢))) = d(p) = 0 et que par injectivité de 0%, cela
force bien i*(yp) a étre dans I'image de ¢* pour un cocycle). Cette application est scindée
par f*oq* (car foi =1id). Puisque 'application H,(C,G) — Hom(H,(C), G) admet une
section, elle est surjective.

Il reste a montrer que son noyau est bien Extl(Hp,G). Si notre cocycle ¢ s’envoie
sur 0 dans Hom(H,(C),G), alors i*(¢) = 0 par injectivité de ¢* et par exactitude, il
provient donc de Hom(B,_1, G). Le noyau de Hy,(C,G) — Hom(H,(C), G) s’identifie donc
a 0*(Hom(By—1,G))/Im(d). Par injectivité de 0* (et commutativité du carré en bas a
gauche), ce groupe est canoniquement isomorphe & Hom(B,,—1, G))\j* (i*(Hom(Cp_1, G))).

J

99. Attention cette propriété n’est pas forcément vraie si on travaille sur un anneau quelconque; il
faudrait dans les arguments de la suite pouvoir garantir que Be est composé de modules projectifs pour
faire marcher la preuve dans ce cadre général.



114 GREGORY GINOT

Comme ¢* est en plus surjectif, on en déduit que ce dernier groupe n’est autre que le
quotient Hom(B,_1, G))\j*(Hom(Z,_1,G)). C'est & dire Ext} (H,, G)!
O

Rappelons que si F est un corps, ou Z (ou tout anneau principal) et que X est un
espace topologique (ou complexe quasi-simplicial) dont les groupes d’homologie H;(X,F)
a coefficients dans F sont de type fini pour tout ¢, on définit les i-eme nombre de Betti
bi(X,F) de X a coefficient dans F comme le rang de H;(X,F) Ces nombres de Betti
d’un espace topologique varient en fonction de F. Mais on a la propriété suivante qui est
une conséquence immédiate de [3.3.2] pour les complexes quasi-simpliciaux.

Théoréme 6.3.5 (Invariance de la caractéristique d’Euler a coefficients). Soit X un espace
topologique dont les groupes d’homologie @ H;(X) sont de type fini et soit F un corps.
Alors @ H;(X,F) est de dimension finie. De plus :
e la caractéristique d’Fuler de X est indépendante de T :
d d
D (D)X, F) =D (—1)b(X) = x(X).
i=0 i=0
e FEn particulier, si K est un complexe simplicial fini, on a
d d
D (D)0(K,F) = > (—1)'ei(K).
i=0 i=0
Démonstration. Par le théoreme [£.3.3] les nombres de Betti d’'un complexe simplicial K
sont les mémes que ceux de sa réalisation |K|. La preuve du deuxiéme point pour un
complexe simplicial fini est la méme que sur Z. On en déduit immédiatement le premier
point dans le cas d'un complexe simplicial.

Pour X un espace topologique général, on peut prouver le résultat dans le cas ou F
est plat (comme Q) ou fini. Pour cela on utilise la suite exacte courte des coefficients
universels : dans le cas plat, on a égalité entre b;(X,F) et b;(X). Si F' = F,, on note
7;(X,TF) le nombre de facteurs directs de la forme Z/p’qZ (j > 0) dans la décomposition
de H;(X). On déduit alors de la suite exacte courte et des regles de calcul du lemme
que

bl(X, IF) = bZ(X) + TZ'(X, F) + Ti_l(X, ]F)
qui est bien fini. En faisant la somme alternée, on retrouve immédiatement le point (1).

Pour un corps plus général I, notons h; := rang H;(X)®zF et t; := rang Tor?(H;(X),F).
Des coefficients universels on déduit que b;(X,F) = h; + t;—1. Pour relier ceci au nombre
de Betti sur Z, on prend une suite exacte R; < P; — H;(X) avec P; libre de type fini. On
a alors que R; est libre et que b;(X) + rang R; = rang P;. La suite exacte longue
associé nous donne ici une suite exacte

Z
0—>Tlor(Hi(X),IF) - Ri®@zF - P®zF - H;(X)®zF =0

puisque Tor%(Pi, F) = 0. Il suit que h; + rang R; = rang P; + t; = rang R; + b;(X) + t;.
Par conséquent on obtient

bi(X,F) =b;(X) +ti1 + 1
qui est bien fini. Enfin le résultat pour y(X,F) suit simplement en prenant la somme
alternée. O

Un morphisme G — H de groupes (abéliens) induit canoniquement un morphisme de
complexes Cy (X, G) — C.(X, H). Les groupes d’homologie a coefficients dans des groupes
abéliens distincts sont également reliés par des suites exactes longues.
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Proposition 6.3.6. Soit G — G’ — G" une suite exacte courte de groupes abéliens. Il existe
un opérateur de bord naturelm B:Hi{(X,G")— H;—1(X,Q), appelé le Bockstein, tel que
la longue suite

o Hi(X,G) — Hy(X,G') = Hi(X, 6" 5 H_(X,0) = ...
e Ho(X, GI) — H()(X, G//) — 0
soit exacte.

Démonstration. On fait la preuve dans le cadre de ’homologie singuliére. La preuve est la
méme en simplicial. Le complexe de chaines C,(X) est un Z-module libre par construction ;
en particulier il est plat. Donc, la suite

0— Gz Cu(X) — G @7 Cu(X) — G" @7 C(X) — 0
est encore exacte. Le résultat découle maintenant du lemme [5.4.31 O

Ezercice 6.3.7. Déterminer la suite exacte de la Proposition dans le cas de RP2.

100. autrement dit, il commute avec les applications f. : H;(X,G) — H;(Y, G) induite par une application
continue f: X - Y
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VII. APPLICATION : (CO)HOMOLOGIE DES GROUPES

7.1. DEFINITION

Soit G un groupe (pas nécessairement abélien). Pour tout anneau commutatif unitaire R,
on note R[G] = P e It g le R-module libre engendré par G, c’est-a-dire les combinaisons
linéaires finies d’éléments de G. On notera e ’élément neutre de G. On munit ce module
d’une multiplication * : R[G] x R[G] — R|G| obtenue comme ’application bilinéaire
associée a (g, h) — gh, c’est-a-dire I'application bilinéaire étendant la multiplication du
groupe. Notons que si f : G — H est un morphisme de groupes, son extension linéaire est
un morphisme de R-modules R[f] = R[G] — R[H]

Lemme 7.1.1. La multiplication * fait de R|[G]| une R-algébre associative avec e comme
unité. De plus R[—] : G — (R[G], ) est un foncteur de la catégorie des groupes vers celle
des R-algebres associatives unitaires.

Exercice 7.1.2. Prouver ce lemme.
Terminologie 7.1.3. On appelle (R[G], ) 'algebre du groupe G.

Définition 7.1.4. Une représentation R-linéaire d’un groupe G est une action (& gauche par
défaut) de G & valeur dans un R-module M telle que I'action est R-linéaire. C'est & dire
que l'on a une application G x M — M vérifiant, pour tout g,h € G, r € Ret m,n € M :
(1) (gh)-m=g-(h-m),e-m=m et
(2) g-(rm+n) =r(g-m)+g-n.
Un morphisme de représentations R-linéaire est un morphisme de R-modules f: M — N
qui commute avec les actions de G : f(g-m) =g - f(m).

Il est facile de voir que les représentations R-linéaires munies de leurs morphismes
forment une catégorie, notée Replf{”(G).

Terminologie 7.1.5. On appelle souvent une représentation G-linéaire un G-module pour
raccourcir (R étant sous-entendu). Lorsque I'anneau R n’est pas précisé, c’est qu’il s’agit
par défaut de Z.

Ezemple 7.1.6. On peut munir R lui-méme d’une structure de G-module trivial, donné par
I’action triviale g - r = r. De maniere générale on appelle G-module trivial, un R-module
muni de I’action triviale de G.

Le lemme suivant fait le lien avec la notion de module sur R[G].

Lemme 7.1.7. La catégorie des représentations R-linéaires de G est isomorphe a celle des

R[G]-modules.
Ezxercice 7.1.8. Prouver le lemme [7.1.7]

Ezemple 7.1.9 (G-module libre). Le lemme montre que R[G] muni de l'action induite
par l'action de G sur lui-méme, et plus généralement tout R[G]-module libre, est muni
d’une action canonique de G qui en fait une représentation linéaire.

Ezemple 7.1.10 (Module induit). Soit G — H un morphisme de groupes. Alors du lemme|7.1.1]
on déduit un mophisme d’algebres R|G| — R[H|, d’ou on déduit (du lemme [7.1.7) que
toute représentation linéaire de H en est une de G. En particulier R[H] a une structure
canonique de R[G]-module induite par G — H.
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Remarque 7.1.11. Une représentation linéaire de GG & valeur dans M est la méme chose
qu'un morphisme de monoides de G dans Homp(M, M) (qui prend nécessairement ses
valeurs dans les endomorphismes inversibles). Ainsi on peut voir que la catégorie des
représentations linéaires est isomorphe a celle des foncteurs de BG dans R-mod ou BG
est la catégorie construite dans l'exemple [1.0.7}

Nous définissons maintenant deux notions fondamentales associées a une représentation.

Définition 7.1.12 ((co)invariants). Soit M € Rep%™(G).

(1) son sous-module des invariants est MY := {m € M, Vg € G,g-m =m};
(2) son module quotient des coinvariants est Mg := M/(g-m ~ m).

Si f: M — N est un morphisme de représentations, alors comme f(g-m) = g- f(m),
il est immédiat que
(1) f(M%) c NY;
(2) la composée f: M — N — Ng se factorise de maniere unique pour donner un
morphisme fg : Mg — Ng.
En particulier, (=) et (—)¢ sont des foncteurs de Rep4™(G) = R[G]-Mod dans R-Mod.

Lemme 7.1.13. Le foncteur (=) est exact & gauche et le foncteur (—)g est exact & droite.
De plus (—)¢ = Hompg (R, —) et (<) =R ® —.

RG]
Démonstration. Le premier point découle du deuxiéme et du lemme [6.1.5] Le deuxiéme
point est une conséquence facile du lemme [7.1.7] laissée en exercice. O

Définition 7.1.14. On appelera chaines dérivées d’'un groupe G le foncteur dérivé a gauche
L
L(-)g = R ® — et cochaines dérivées du groupe G le foncteur dérivé R(—)¢ = RHom R[c) (R, —).
R[G]

Les groupes d’homologie H;(IL(M)g) sont appelés les i-eme groupes d’homologie de G
a coefficient dans M et sont notés H;(G, M).

Les groupes de cohomologie H(RM©) sont appelés es i-eme groupes de cohomologie
de G a coefficient dans M et sont notés H'(G, M).

Terminologie 7.1.15. Si R et M ne sont pas précisés, cela signifiera que l'on prend R = 7Z
et M = 7Z muni de sa structure de G-module trivial. Les groupes de (co)homologie seront
simplement notés H;(G), H'(G).

On a en particulier que H;(G, M) = Torf[G](R, M) et H(G,M) = ExtE[G}(R, M) et
donc ces groupes de (co)homologie ont les mémes propriétés que celles vu dans la partie

consacrée a Tor et Ext.
De la définition [7.1.14] et de ’exemple il suit que

(47) Ho(G,M)= Mg,  HG,M)=MC.

Par définition, pour calculer les groupes de (co)homologie de G, il suffit de trouver une
résolution projective P, de R par R[G] :

L(M)g = P * ®ggM, R(M)% = Hompg) (P, M).

On peut aussi bien entendu prendre une résolution projective de M dans le premier cas
ou injective de M dans le second.

Ezemple 7.1.16 ((co)homologie d’un groupe fini cyclique). On va calculer I’homologie du
groupe Z/nZ, noté dans cet exemple C,. C’est un groupe cyclique, engendré par la classe
1. On va exhiber une résolution simple. On note t : C,, — C,, lapplication i — @ + 1,
autrement dit 'action du générateur sur C,,, par multiplication & gauche. Notons aussi N =
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id+t+---+t""1: Z[C,] — Z[C,] le morphisme Z[C,]-linéaire induit. On a évidememnt
que t" = id d’ou il suit que (1—¢) = N = 0 dans Z[G] et donc on a un complexe de chaines

(48) B zie) S zie, B zic,) B zic,).

Soit € : Z|Cy] — Z le morphisme induit par g — 1. Comme € o (1 —¢) = 0 on déduit que
€ induit un morphisme de complexe €, du complexe vers Z concentré en degré 0.

Lemme 7.1.17. On a que €, est un quasi-isomorphisme et donc le complexe est une
résolution Z[Cy] libre (donc projective) de 7Z.

Démonstration. Laissée en exercice ! O

Armé de cette résolution somme toute tres simple (libre de rang 1 en tout degré!) on
obtient donc, pour tout Cy,-module trivial M, que

L(M)e, == M3MS5M3 Mm-S M

n

et
RM=ME3MBMEME M.
car l'isomorphisme Hompic, |(R[Cpn], M) = M est donné par f — f(1) et que f(t'1) =
tif(1) = f(1) puisque M est un C,-module trivial. On en déduit immédiatement que
Hy(C,) =7 = HC,)
et de plus, par injectivité de la multiplication par n, pour tout i > 0,

Hy;i(Cy) =0, HZi(Cn) =7/nZ;
Hyi 1(Cy) =7Z/nZ, H*1(C,)=0.

Y

De méme, si on prend Z /nZ avec 'action triviale de C,, on obtient alors que H;(C,,, Z/nZ)
Z/nZ = H'(Z,Z/nZ) en tout degré i.

Ezemple 7.1.18 ((co)homologie d’un groupe libre). Soit F,, le groupe (non-abélien) libre a
n générateurs et plus généralement F'x le groupe libre engendré par un ensemble X. En
particulier Fy = Z, F; est le groupe constitué des mots finis sur I’alphabet {z,y, 2!,y 1}
Soit encore ¢ : Z[Fx| — Z 'application Z[Fx] linéaire qui envoie chaque générateur z € Fx
sur 1. Notons que l'ensemble X — e := {z — e,z € X} est un sous-ensemble de Z[Fx| et
on en déduit donc un morphisme F'x-linéaire Z[Fx|[X — e] — Z[Fx].

Lemme 7.1.19. La suite 0 — Z[Fx|[X — €] — Z[Fx] = Z — 0 est ezacte.

On en déduit que ...0 — 0 — Z[Fx][X — €] — Z[Fx] est une résolution Fx-libre de Z.
Comme elle est nulle en tout degré supérieur ou égal a 2, on en déduit que

Hi(Fx,M) = 0 = H'(Fx,M)
pour tout M € Repgz]. De plus, pour M muni d’une action triviale, Comme (z — e) agit
par 0 sur M, on en déduit que Hy (Fx, M) = @y M, H (Fx, M) =[]y M. En particulier
H(Z) =7 = H\7Z).

Ezercice 7.1.20. Démontrer le lemme [7.1.19
Ezercice 7.1.21. Montrer que le groupe libre F'y engendré par un ensemble X est isomorphe

au coproduit [[Z dans la catégorie des groupes (non abéliens).
X
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7.2. LIEN AVEC LA TOPOLOGIE

Nous allons maintenant faire le lien entre la (co)homologie des groupes et la (co)homologie
des espaces topologiques. Ces deux notions s’entraident régulierement dans la pratique.

Notons EG un complexe quasi-simplicial (ou CW-complexe) muni d’une action (conti-
nue) d’'un groupe G. On suppose de plus que

(1) Paction de G est quasi-simpliciale (ou cellulaire), c’est-a-dire qu’elle envoie les i-
simplexes sur des i-simplexes par des applications affines;

(2) EG est contractile;

(3) le groupe G agit librement sur les simplexes (ou cellules) de EG.

Notation 7.2.1. On notelTEI BG le complexe quasi-simplicial (ou CW complexe) quotient
BG = EG/G de l'action de G sur EG.

Lemme 7.2.2. Le complexe des chaines quasi-simpliciales (resp. cellulaire) C(EG) est une
résolution Z|G|-libre de 7.
De plus pour tout G-module trivial Cx(BG, M) = 1L(M)g et C*(G, M) = R(M)C.

Démonstration. On a que Cy,(EG) = Z[EG™)] qui est un Z[G] module libre car G agit
librement sur les simplexes. Il suit immédiatement que BG = EG /G est un complexe quasi-
simplicial (ou cellulaire) dont les simplexes (ou cellules) sont les classes d’équivalences de
celles de EG. Par ailleurs, comme EG est contractile, on a que H,~o(EG) = 0 (par le
théoreme et Hy(EG) = Z, ce qui est le premier point. Pour le deuxiéme cela
découle de la définition et du fait que Ci(BG, M) = C(BG) @z M = C.(EG) @z
7 ®7 M. Il

La situation décrite ci-dessus n’est pas isolée car on a le résultat général suivant.

Théoréme 7.2.3. Soit G un groupe.

(1) 1l existe un CW-compleze EG, unique a équivalence d’homotopie pres, qui est
contractile et muni d’une action libre de G.

(2) On peut par ailleurs munir EG d’une structure cellulaire telle que [’action soit
cellulaire, et méme une structure de complexe simplicial non nécessairement plongé
dans un espace euclidien avec une action simpliciale, telle que 'action de G sur
les cellules ou simplexes soit libre.

(3) La construction G — EG s’étend en un foncteur E(—) : Gp — CWEP de la
catégorie des groupes a valeur dans la sous-catégorie de Top constituée des com-
plexes simpliciaur non-plongés munis d’une action simpliciale libre sur les sim-
plexes et dont les morphismes sont les applications simpliciales qui commutent
avec laction des groupes : pour tout ¢ : G — H, g € G et x € EG, on a

¢(9) - B(¢)(x) = B(¢)(g - ).

Nous donnerons une construction du foncteur dans la proposition ci-dessous.

Remarque 7.2.4. Le deuxiéme point du théoreéme signifie que 1'on peut choisir dans la
classe d’équivalence d’homotopie de EG un espace avec les proriétés annoncées. La seule
obstruction pour prendre un complexe simplicial plongé tel que dans la définition |3.1.4] est
que, comme les exemples ci-dessous vont le montrer, en général, on ne peut pas choisir
un modele simplicial plongé dans un R"™ car il serait de dimension finie et donc, en vertu
du Corollaire [7.2.6] sa (co)homologie ne serait qu’en un nombre fini de degré. Nous avons
vu [7.1.16| que ce n’est pas le cas pour un groupe fini cyclique Z/nZ par exemple.

101. Le fait que cette notation soit la méme que pour la catégorie associée au monoide sous-jacent a G
n’est ni grave ni fortuite. En effet, il existe un foncteur appelé nerf qui & une petite catégorie associe un
objet simplicial homotope dans le cas présent a ce que nous avons noté BG.
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Définition 7.2.5 (Espace classifiant d’un groupe). L’espace quotient (bien défini & équiva-
lence d’homotopie pres) BG := EG/G s’appelle 'espace classifiant de G.

Corollaire 7.2.6. Soit G un groupe et M un Z-module muni de l’action triviale de G. On
a un quasi-isomorphisme canonique Co(BG, M) = L(M)g et en particulier des isomor-
phismes naturels[]

H;(BG, M) = H;(G, M), HY(BG, M) = H (G, M).

Le corollaire permet donc de calculer la (co)homologie des groupes en fonction de celle
des espaces classifiants. Par ailleurs le théoreme [4.3.3] implique qu’il n’est pas utile de
préciser la structure cellulaire pour calculer I’homologie du groupe.

Démonstration. Le Théoréme [7.2.3] donne I’existence d’un foncteur & valeur dans les com-
plexes simpliciaux et, en prenant les chaines, on en déduit des foncteurs Cyo B(—) : Gp —
Ch(Z) et C.oE(—) : Gp — Ch(Z). Le lemme|[7.2.2] assure que le second foncteur appliqué
en G a pour valeur une résolution projective de Z comme Z[G]-module et que C, 0 B(G) est
quasi-isomorphe a IL(M)g. Le deuxieme point en découle immédiatement. Comme de plus
nous venons de construire des foncteurs de Gp dans Top, il suit immédiatement que les
(quasi-)isomorphismes que nous avons donné sont des (quasi-)équivalences naturelles. [

L’espace classifiant a la propriété suivante qui découle de la théorie élémentaire des
revétements.

Proposition 7.2.7. L’espace classifiant BG est connexe par arcs, a un point base canonique
noté e et on a m(BG,e) = G.

Exemple 7.2.8 (Classifiant de 7). On a BZ = S'. En effet, Z agit librement (par transla-
tion) sur R, espace contractile, qui est la réunion des intervalles [n,n 4 1] (en particulier,
c’est un complexe simplicial et ’action est libre sur les simplexes), et S! est précisément
le quotient R/Z.

Du corollaire et deon retrouve (cf exemple|7.1.18) que ’homologie du groupe
Z dans un module trivial est donnée par H;>2(Z, M) =0, H(Z,M) = Ho(Z,M) = M.

Ezemple 7.2.9 (Classifiant d’un groupe libre). Soit I un ensemble et F7 le groupe libre
engendré par I. Alors, I'espace classifiant BFy de Fy est le bouquet \/; S 1 On peut encore
ainsi déduire les résultas de du calcul de la cohomologie d’un bouquet

Pour montrer que BF7 est le bouquet, on peut construire ’espace EF7 comme ’arbre
suivant (faire un dessin). On identifie les sommets avec les éléments de F et pour chaque
paire de sommets x,%y, on met une aréte de x vers y si y = xi ou ¢ € I. Le fait que F7
soit libre garantit que ce graphelTEI est un arbre. L’action de FT sur ce graphe se fait par
multiplication : pour g € Fj, on envoit ’aréte entre y et x sur 'aréte reliant gy a gx. Elle
est libre sur les simplexes et un arbe est toujours contractile. Le quotient de EFF; par Fj
n’a alors qu’'un seul sommet et a exactement I arétes ce qui l'identifie avec le bouquet

vI Sl .

Ezemple 7.2.10 (Classifiant de /27 ). L’espace classifiant BZ /27 est RP*°. En effet RP>°
est le quotient de S°° par 'action antipodale z — —z. Or cette action est libre et S
contractile (voir le devoir). Il est cellulaire comme réunion de tous les S™. On notera que

cet espace contrairement aux classifiants des groupes libres est de dimension infinie.
Les calculs de I'exemple [7.1.16| peuvent donc se déduire de ceux de ’homologie de RP™.

102. comme d’ahbitude cela signifie que ces isomorphismes sont des équivalences naturelles entre les fonc-
teurs Gp — Ab donné respectivement par la (co)homologie du groupe et celle de Iespace topologique
BG. De méme les quasi-isomorphismes C.(BG, M) = (M) peuvent étre construit de maniere & étre
une transformation naturelle de foncteur qui est un quasi-isomorphisme pour tout G et M.

103. qui est le graphe de Cayley du groupe libre associé a sa présentation standard.
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Ezemple 7.2.11 (Classifiant de Z/mZ). Prenons S**~1 2 §% que nos identifions avec la
sphére unité de C*. L’action de ST C C* sur C™ est libre et de plus Z/mZ s’identifie avec
le sous groupe ji,, C S* des racines m-iémes de I'unité. Il suit que BZ/mZ = S?*°~1/u,,.

Ezemple 7.2.12 (Variétés de Grassmann). La grassmanienne Gr(n,oc0) d’ordre n, c’est-

a-dire la variété constituée par l’espace des sous-espaces vectoriels de dimension n dans

I'espace vectoriel R = PR est l'espace classifiant du groupe orthogonal : BO(n,R) =
N

Gr(n,o00). Pour n = 1 on retrouve bien entendu l’exemple Notons que comme
espace topologique, Gr(n,c0) s’identifie au quotient O(oco,R)/O(n,R) x O(co, R) induit
par l'inclusion diagonale (via des matrices par blocs donc) de O(n,R) x O(oo,R) dans
O(o0,R) comme un sous-groupe.

Remarque 7.2.13 (culturelle). La proposition s’étend pour montrer que le groupe
fondamental est le seul groupe d’homotopie non-nul de BG. Autrement dit, 7,41 (BG) = 0.
Un théoreme d’Eilenberg et Mac Lane assure que pour tout n > 1 et tout groupe G (abélien
si n > 1) il existe a équivalence d’homotopie prés un unique CW-complexe, noté K (G, n),
qui a un seul groupe d’homotopie non trivial en degré n qui vaut GG. Ceci généralise le point
(1) du théoreme . Un tel espace vérifie la propriété suivante : On a des isomorphismes
naturels :

H,(X,G) 2 mo(Map(K(G,n), X)), H"(X,G) = mo(Map(X, K(G,n))

ou on rappelle que mp(Map(X,Y) = Hom(X,Y)/~ désigne les classes d’homotopie d’ap-
plications continues de X vers Y.

Remarque 7.2.14 (Homologie d’un espace a coefficient local). On peut aussi calculer la
(co)homologie des groupes a coefficents dans une représentation non-triviale via la topolo-
gie. En effet, d’apres le théoréme[7.2.3] on peut construire EG et 'argument de la preuve du
corollaire [7.2.6] assure que le lemme[7.2.2]implique que nous avons des quasi-isomorphismes
naturels

Cy(EG) %a]M ~ L(M)g, et Homyg (Ci(EG), M) = R(M)°.
VALE

Les groupes de (co)homologie a gauche des équivalences s’appellent les groupes de coho-
mologie de BG a ceofficient dans le systeme local M.

De maniere générale, si (X, x) est un espace pointé connexe par arcs, et M un (X, *)-
module, on appelle M un systeme local@ sur X et les groupes d’homologie de X a valeur
dans ce systeme sont donnés par

H;(Cy(X) ® M)
Z[G]
ott X est le revétement universel de X, caractérisé par le fait qu’il a une action libre de
m1(X, %) et qu’il est muni d’une surjection continue sur X telle que localement elle soit de
la forme la projection de U; x m1(X,*) sur U; (avec (U;) un recouvrement ouvert de X).
On peut étudier la (co)homologie & coefficient local par des techniques similaires a celle
de la (co)homologie singuliere.

Remarque 7.2.15 (Extension aux groupes topologiques). L’interprétation topologique per-
met d’étendre facilement la notion de (co)homologie des groupes donnée par la topologie
au cadre des groupes topologiques. Un groupe topologique est un groupe G muni d’une
topologie telle que la multiplication G' x G — G et 'inverse g — g~ soient continues.
Alors il existe toujours un espace topologique contractile G, muni d’une action libre de
G, qui est unique a équivalence d’homotopie (faible). On peut alors définir BG := EG/G
comme le quotient et définir, en suivant le corollaire les groupes de (co)homologie
de G & valeur dans une représentation triviale (resp. systeme local) M comme les groupes

104. Cette terminologie vient de la théorie des revétements et des faisceaux.
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de (co)homologie H,(BG, M), H*(BG, M) (resp. les groupes locaux comme dans la re-
marque [7.2.14). La construction de EG dans ce cadre est similaire a celle de la propo-
sition [7.3.7] mais en tenant compte en plus de la topologie de G; elle peut étre faite
fonctoriellement.

Evidemment, dans le cadre des groupes topologiques, la proposition n’est plus
vraie car la topologie de G influe maintenant sur celle de BG. Par exemple si G est un
groupe topologique connexe, alors 71 (BG) = 0.

Exemple 7.2.16. Le cercle S' a une structure de groupe topologique canonique donnée
par son identification avec un sous-groupe de C*. Comme S?*~! la spheére unitée de
C*® = @ C est contractile et qe S1 agit librement sur C* via l'action linéaire de C,
on en déduit que S est ES'. 1l suit que BS! = CP™> et en particulier ’homologie du
groupe S' est donc H;(S') 2 Z si i est pair et est nulle si i est impair.

7.3. QUELQUES PROPRIETES DE LA (CO)HOMOLOGIE DES GROUPES

Il existe une résolution standard fonctorielle permettant de calculer la (co)homologie
des groupes (que I'on peut déduire du théoréme (7.2.3)).

Définition 7.3.1 (Résolution et compleze standard). Pour tout n € N on note E,(G) =
Z|G"Y = Z[G][G™] 1e Z|G]-module libre engendré par I'ensemble G™. On notera, comme
le veut la tradition, go[g1]|g2| - |gn] un élément de la Z-base induitelzgl sur Z[G"*1]. Soit
d; : En(G) = Ep—1(G) les applications linéaires définies par

9091192| - - - |gn] sii=0
(49)  digolgilgal---1gn]) = § golorl---19i-1l9igiv1lgival ---1gn] s10<i<m
golg1| - gn—1] sii=n.

On note dB%" := E,(G) — E._1(G) l'application linéaire Y " (—1)'d; (définie en tout
degré n). On appelle (E4(G), dP) 1a résolution standard ou résolution Barm de G.

On appelle complexe standard ou compleze Bar de G la donnée de (B.(G),dP) ou
B, (G) =7 ?z)] En(G) 2 Z|G"] et dP" = idy, ®yg) dP*.dPY .= E,.(G) — E._1(G).
VALE

Si ¢ : G — H est un morphisme de groupes, on obtient des applications linéaires
¢« Ex(G) — E(H) et ¢, : B.(G) — By(H) définies, en tout degré n, par

¢«(golgil -~ - [gn]) = ¢(g0)[#(g1)] - - - [@(gn)]-

Remarque 7.3.2. On considere donc G™*! comme un ensemble avec une action (libre) &
gauche de G par multiplication sur le premier facteur. On pourrait aussi considérer ’action
diagonale. On a un isomorphisme entre les deux constructions données par go[gi1| - - |gn] —
(90,9091, - - - 9091 - - - gn)- Les opérateurs d; deviennent au travers de cet isomorphisme
simplement les morphismes d;(go, -.-gn) = (9o, - - Gis - - - gn)-

Les mots résolutions et complexes sont justifiés par la proposition suivante.

Proposition 7.3.3. Soit G un groupe. Alors

(1) on a que (Ey(G),dP™) est une résolution Z|G)-libre (donc projective) de Z ;

(2) on a que (B«(G),dB) est naturellement quasi-isomorphe a 1.(Z)g. En particulier
les groupes de (co)homologie H.(G), H*(G) de G sont canoniquement isomorphes
a ceux du complexe B.(G) et de son complexe dual B*(G) := Homy(B.(G), Z).

(3) la résolution standard E.(—) et le complexe standard B.(—) munis des morphismes
¢« forment respectivement des foncteurs Gp — Ch(Z[G]), Gp — Ch(Z) ; le pre-
mier foncteur ayant son image dans les résolutions projectives de Z.

105. Autrement dit go est vu dans Z[G] et ¢1,. .., gn sont dans G™.
106. La terminologie résolution ou complexe Bar vient a la fois d’un nom et de la présence des barres
verticales dans la notation standard.
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Le dernier point nous donne donc un foncteur (et pas seulement un foncteur a homotopie
pres) de la catégorie des groupes dans les complexes de chaines qui donnent des modeles
explicites et fonctoriels des foncteurs dérivés L(—)g et R(—) et de leurs groupes de
(co)homologie. En revanche ces complexes sont évidemment gros, de rang bien plus grand
que ceux que nous avons explicité dans les exemples [7.1.16] et [7.1.18]

Démonstration. La démonstration que dP% o dB% = ( est une conséquence de I’associa-

tivité de la multiplication d’'un groupe (en particulier la méme construction donne un
complexe associé & tout monoide) et du signe (—1)° que nous avons imposé. Comme un
morphisme de groupes commute avec la multiplication ¢(g;gi+1) = &(gi)P(gir1) il suit
pour tout i que ¢(di(golgr| - [ga])) = di(golgn| - [ga]) et donc . est un morphisme de
complexes de chaines. Les équations ¢, 01, = (¢po1)), et id, = id sont immédiates a partir
de la définition.

Finalement, on obtient que les points (2) et (3) de la proposition découlent maintenant
du point (1). Pour le point (1), il reste & montrer que E,(G) est une résolution de Z car il
est Z[G]-libre par construction. Soit €59 : Fy(G) = Z|[G] — Z I'application linéaire définie
par g — 1 dont on vérifie immédiatement que € o (dy — d1) = 0. Il nous reste a voir que le
complexe (concentré en degré > —1)

dBu/r dBa'r dBu/r e
Ef(G):= = E,GQ) "= ..."= Ei(G) "= Ey(G)=>Z—0

est une suite exacte pour conclure. Pour cela on montre qu’elle est en fait homotope
au complexe nul, c’est-a-dire que le morphisme de complexe identité de ce complexe est
homotope a 0. Il en résulte alors immédiatement que I’homologie de ce complexe est nulle
en tout degré.

Une telle homotopie est donnée par s : Ef(G) — E} | (G) définie pour n = —1 par
s(1) =e € G C Z|G] = Ep(G) et pour n > 0 par

(50) s(golg1] - -+ Ign] = [g0lg1] - -~ [gn]-
On vérifie alors par un calcul direct que
dB o s+ s0dP7 =id.

O

Remarque 7.3.4. 1l faut penser au complexe standard comme le complexe des chaines
singulieres d’un espace topologique (et c’est d’ailleurs celui d’un certain modele simplicial
non-plongé de 'espace BG). 1l est complétement fonctoriel, mais tres gros. Alors qu’une
résolution telle que celle des exemples [7.1.16] et [7.1.18| doit étre pensé comme un modele
quasi-simplicial petit (de BG) calculant I’homologie de G.

Le complexe standard, & l'instar du complexe singulier, est en revanche pratique pour
établir certaines propriétés générales et fonctorielles de la (co)homologie des groupes.

On peut simplifier un peu le complexe Bar.

Définition 7.3.5 (Complexes et résolutions normalisées). Pour tout n € N on note E,,(G) et
B,(G) les modules quotients par le sous (Z[G] ou Z selon les cas) module engendré par les
[g1] - - - |gn] tel que 'un des g; = 1. On les appelle respectivement la résolution normalisée
et le complexe normalisé de G.

Lemme 7.3.6. Les différentielles dBe passent au quotient et les morphismes quotients
E.(G) = E.(G), B.(G) = B.(QG) sont des quasi-isomorphismes.

La preuve que la différentielle passe au quotient est un petit calcul (on notera que les
d;, eux ne passent pas au quotient). Le fait que ce soit des quasi-isomorphismes est un
résultat standard qui se déduit par une homotopie de chaines. On renvoie a [11] et [3] pour
une preuve.
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Le complexe standard est un modele quasi-simplicial (non plongé dans un espace eucli-
dien) du classifiant BG de G.

Proposition 7.3.7. Soit G un groupe. Il existe une triangulation quasi-simpliciale (non
plongée dans un espace euclidien) de EG qui a exactement G"1 simplexes de dimension
n et dont les opérateurs de faces sont donnés par les d; .

Cette construction donne un foncteur E(—) : Gp — Top dont la valeur en chaque
groupe est une espace topologique EG vérifiant les conditions du théoréme [7.2.3,

On a de plus que (Co(EG),d) = (E.(G),dP™) et que C.(EG/G) = B.(G).

Esquisse de la preuve. Le dernier point est juste une conséquence des définitions du com-
plexe de chaines simpliciales d’un complexe simplicial. Pour le premier point, il suffit de
vérifier que si on se donne une collection de n-simplexes abstraits paramétrés par les élé-
ments (o, . . ., gn) € G™*1, les conditions de faces (i.e. les conditions (1) et (2) de@ sont
vérifiées, le plus naturel étant en utilisant la formulation équivalente de la remarque [7.3.2
L’idée est que I'on voit EG(™ comme une réunion de n simplexes plongés dans R
(recollés suivant les d;) et qu’on munit cette collection lorsque n grandit de de la topologie
colimite.

Les hypotheses d’action du théoreme sont facilement vérifiées. Enfin la preuve
de la proposition nous assure que la réalisation de ce complexe quasi-simplicial est
contractile en construisant une homotopie obtenue par la réalisation de s : E.(G) —
E.+1(G). Nous laissons les détails en exercice. O

L’homologie d’un groupe fini est de torsion (& part en degré 0).

Théoréme 7.3.8. Soit G un groupe fini de cardinal n = |G| et M un G-module. Alors, pour
tout entier i > 0, on a que les groupes de (co)homologie H;(G, M), H'(G, M) sont des
Z/nZ-modules.

Autrement dit, la multiplication par |G| est triviale dans les groupes de (co)homologie
(a part éventuellement en degré 0). En particulier, ces groupes sont de torsion uniquement.

Démonstration. On va utiliser la résolution standard E,(G). Notons que la multiplication
par |G| est évidememnt un morphisme de complexe de E,(G) dans lui-méme et de méme
pour P’action par un élément de GG. Puisque G est un groupe fini,

D_gh=) 9h=) 4y
geG geG geG

pour tout h € G. On en déduit un diagramme commutatif de complexes de chaines

dbar dbar

(51) . — E5(G) — E1(G) — Ey(G)
l*q i*m i*GI_E@g'
.. —— E3(G) e EL(G) g Ey(G)

On note § : E4(G) = E.(G) le morphisme de complexe donné par les fleches verticales.
Le théoréme découle maintenant du fait que a est homotope & 0. Une homotopie explicite
est donéne par la formule

(52) h(golgrl -+ 1ga]) = (=1 golgil -+ gnlg)-
geG
On vérifie par un calcul direct que d?% o h+ h o dB% = q. O

L’interprétation topologique de la (co)homologie des groupes donne le résultat suivant.
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Proposition 7.3.9. Soit G un groupe et M un G-module trivial. Alors on a des isomor-
phismes naturels

HY(G, M) = Homgp(G, M),  Hi(G,M)=G®2; M

ot Gop := G/[G, G| est labélianisé de G (c’est-a-dire le quotient par le sous-groupe normal
engendré par les commutateurs xyz ly~1).

Démonstration. Par le corollaire [7.2.6] on est ramené a la (co)homologie de I'espace clas-
sifiant BG. Le théoréme d’Hurewicz [£.1.20] et la proposition donnent les groupes
d’homologie et le théoreme des coefficients universels (sachant que Ho(BG) est tou-
jours libre) donne que la cohomologie est donnée par H'(BG, M) = Hom(G/[G, G|, M) =
Homgyp (G, M). O

Lorsque la représentation M n’est pas triviale, on peut encore décrire le premier groupe
de cohomologie mais la description est un peu plus subtile.

Définition 7.3.10. Soit M un G-module. Une dérivation de G dans M est une application
D : G — M telle que pour tout g, h € G on ait

(53) D(gh) = g-D(h) + D(g).
Une dérivation est principale 8'il existe m € M tel que D(g) = g-m —m pour tout g € G.

Notons que, si M est un G-module trivial, toute dérivation principale est nulle et une
dérivation n’est rien d’autre qu'un morphisme de groupes.

Proposition 7.3.11. Soit M un G-module. On a un isomorphisme canonique
HY(G, M) = Der(G, M) /DerP™ (G, M)

ot Der(G, M) est I’ensemble des dérivations de G dans M et DerP"™(G, M) est le sous-
ensemble de celles qui sont principales.

Démonstration. La proposition [7.3.3| nous dit que I’on peut utiliser la résolution standard
pour calculer la cohomologie :

Homy)(E.(G), M) — R(M)°.
Puisque E;(G) = Z[G][G], on en déduit que les n-cochaines sont juste les applications

f: G™ — M ; une telle application correspondant & l’application Z[G] linéaire donnée par
glgil - lgn) — g- f(g1] - |gn]). En particulier une 1-cochaine est une application G — M.

_OdBar

Par définition de dP%" : Ey(G) — Ei(G), on a que d*™* : Homgy)(E1(G), M) —
Homgy ) (E2(G), M) est donné par la formule

dP(f)(g,h) = g - f(h) — f(gh) + f(g).

Il suit que f est un 1-cocycle si et seulement si f est une dérivation.

Par ailleurs une 0-cochaine est un élément m de M (associé au morphisme Z|G|-linéaire
donné par g +— g-m). On a d®¥*(m)(g) = g-m — m d’ott il suit que les dérivations
principales sont exactement les 1-cobords et la proposition suit. O

Le deuxieme groupe de cohomologie calcule les extensions (comme cela a pu étre vu en
cours de groupes finis).

Définition 7.3.12 (Eztensions d’un groupe). Soit M un Z-module. Une extension de G par
M est une suite exacte courte de groupes

ML ELa

La suite est dite scindée s’il existe un morphisme de groupes s : G — F tel que pos = idg.
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Un morphisme d’extension est un morphisme de groupes ¢ : E — E’ tel que

Mt op_ Pl

o

Y SR e
soit un diagramme commutatif.

Notons que comme M est le noyau du morphisme de groupes %, c’est en particulier un
sous-groupe normal[""] de E.

Lemme 7.3.13. Toute extension M — E L4 G de G par M induit une structure canonique
de Z|G]-module sur M.

Démonstration. Soit ¢ € G et m € M ; prenons § € E un élément tel que p(g) = g.
On a alors que gmg ' est dans M, puisque M est normal et ne dépend pas du choix du
relevé g car M est abélien. Ceci définit donc une application G x M — M, donnée par la
conjugaison dans E donc, qui fait de M un Z[G]-module canoniquement. O

Définition 7.3.14 (Extension compatible). Soit M un G-module. Une extension de G par
M est dite compatible si la structure de G-module sur M est la méme que I'action induite
par le lemme par l'extension.

Remarque 7.3.15. Les extensions de G par M forment une catégorie obtenue par la com-
position de ¢ o ¢ des morphismes verticaux et l’identité est le morphisme correspondant
4 ¢ = idp. Notons que par (une preuve analogue & celle du) lemme des 5 (cf [5.1.13),
on a que tout morphisme d’extension est un isomorphisme car ¢ est nécessairement un
isomorphisme. Notons que si une extension est compatible, toute extension isomorphe est

aussi compatible (puisque ¢(gi(m)j—') = qg(g)z’(m)q/ig{)_l)

Ezemple 7.3.16 (Produit semi-direct). Soit M un G-module, le produit semi-direct de G
par M, noté G x M est le groupe dont I’ensemble sous jacent est G x M muni de la
structure de groupe suivante :

(g,m)-(¢",m') = (99", m +g-m').

Notons qu’on a une inclusion de M < G x M donnée par m +— (e, m) qui est un morphisme
de groupes. Par ailleurs la surjection (g, m) + g est aussi un morphisme de groupes de sorte
qu'on a une extension M < G x M —» G, qui est compatible (car (g,0)(e,m)(g~*,0) =
(9,0)(g~%,m) = (e,g - m)). De plus comme l'inclusion g + (g,0) est aussi un morphisme
de groupes, on en déduit que le produit semi-direct est un extension scindée.

Lemme 7.3.17. Une extension de G par M est scindée si et seulement si elle est isomorphe
au produit demi-direct G x M.

Démonstration. On a montré le sens-direct juste au dessus du lemme. Réciproquement,
étant donné une extension compatible, si s : G — FE est une section de p : £ —
G alors (g,m) — i(m)s(g) est un isomorphisme d’extension entre E et G x M (car
i(m)s(9)i(m')s(g") = i(m)s(g)i(m')s(g~")s(g)s(¢) et que s(g)i(m')s(g~") = i(g - m')
puisque l'extension est compatible. O

La relation d’isomorphie entre les extensions permet de définir un ensemble quotient
formé des classes d’isomorphismes d’extensions ainsi que le sous-ensemble de celles qui
sont compatibles (si on fixe préalablement un G-module).

107. Ce qui s’appele aussi un sous-groupe distingué.
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Théoréme 7.3.18. Soit M un G-module. Il y a une bijection canonique entre H*(G, A) et les
classes d’isomorphismes d’extensions compatibles de G par M. La classe de 0 € H?(G, A)
correspond au produit semi-direct.

En particulier, les extensions ont une structure naturelle de groupe abélien.

Ezercice 7.3.19. Déterminer la structure de groupes sur les extensions de G par M.

Ebauche de preuve du Théoréme . Soit M <+ E % G une extension compatible. On
choisit une section ensembliste s: G — E de p: E — G, vérifiant s(e) = e. A part si 'ex-
tension est isomorphe au produit semi-direct, cette section peut ne pas étre un morphisme
de groupes : s(gh) # s(g)s(h) en général. Mais comme p(s(gh)) = p(s(g)s(h)) = gh, on en
déduit que s(g)s(h)s(gh)~! € M. Ceci pousse a poser Ds g : G — M donnée par

Dy 5(g,h) = s(g)s(h)s(gh) ™"

Notons que Dy g est une 2-cochaine du complexe standard a valeur dans M. En effet,
en vertu de la proposition [7.3.3] on peut utiliser la résolution standard pour calculer la
cohomologie, et, de Homgy g (Ex(G), M) = R(M)Y, on déduit que les n-cochaines sont
juste les applications f: G™ — M.

Notons que D; g(g, h) s’annule dés que g ou h vaut 1. Par ailleurs, on a d?%™*(Dg (g, h) =
0 comme on le vérifie par un calcul direct (en utilisant I’associativité de la multiplication
dans E). On a donc que D, g est un 2-cocycle normalisé (c’est-a-dire un élément de
Homgg)(Ex(G), M).

Le lemme suivant montre que tous les cocyles (normalisés) sont en fait de cette forme

Lemme 7.3.20. Une 2 cochaine normalisée ¢ est un 2-cocycle si et seulement s’il existe une

extension compatible M S ESL G et une section ensembliste s : G — F tel que ¢ = D .

Démonstration du lemme. On a vu le sens réciproque. Pour le sens direct soit ¢ : GZ — M
un cocycle normalisé. On va construire E en déformant le produit semi-direct par ¢.
Précisément, on part du produit ensembliste G x M que ’on munit de la multiplication

(g.m)-(¢',m') = (99", m + gm’ + ¢(g, ).

La condition d’étre un cocycle garantit que ce produit est associatif. De plus (e, 0) est
I'unité et on vérifie que (gfl, —g 'm — g*1¢(g,g*1)) est l'inverse de (g,m). Il est clair
par construction que (g, m) — g et m — (e, m) sont des morphismes de groupes (car ¢
s’annule en ¢e). On en déduit que M — E — G est une extension compatible et que en
prenant s(g) = (g,0) on a bien D, g = ¢. O

Par le lemme [7.3.6] on a que tout cocycle est équivalent, & un bord pres, & un cocycle
normalisé et donc a la donnée d'un Dy g. Par ailleurs, notons que si Dy g = Dy g, alors
lextension donnée par E est isomorphe a celle de E’. En effet, s : G — FE donne une
bijection E = G x M donnée par & +— (p(z),z(s(z)!). On vérifie que la composée
ES Gx M35 E est en fait un isomorphisme de groupes (ceci est laissé en exercice).

Il suit que 'on a un morphisme des cocycles normalisés dans les classes d’isomorphismes
d’extensions compatibles. Notons que ’on a un choix pour la section ensembliste s : G — E
qui ne change donc rien a la classe d’isomorphisme de I'extension. Deux sections ensem-
blistes s,s' : G — E (vérifiant s(e) = s'(e) = e) de p vérifient qu’il existe f : G — M une
application telle que s(g) = f(g9)s'(g) (puisque p(s(g)) = p(s'(g))). En particulier f est
une 1-cochaine normalisée.

Lemme 7.3.21. On a Dy g = Dy g + dBe(f).

Preuve du lemme. C’est un calcul direct. O
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On a vu dans le lemme que tout cocycle est, a un cobord pres, donné par un
D, g, ce qui nous donne un morphisme surjectif de H 2(G, M) dans les classes d’isomor-
phismes d’extension (puisque pour tout E on peut trouver une section et que 'on a vu
que 'extension associée & Dy g est isomorphe & E). Par ailleurs le dernier lemme montre
que la classe de cohomologie [Djs ] est indépendante du choix de la section ensembliste
s : G — E et ne dépend donc que de E. Il suit que le morphisme de H?(G, M) dans les
extensions est également injectif. O

Remarque 7.3.22. Le théoreme [7.3.1§ est un exemple typique de structure classifiée a iso-
morphisme pres par des groupes de cohomologie. Ce genre d’exemples apparait aussi bien
en théorie des groupes qu’en algebre et en géométrie. Par exemple les structures de fibrés
sur une variété, les déformations d’une algebre ou d’une variété algébrique, les structures
complexes sur une variété, etc, sont encodées par de tels groupes de cohomologie : les
conditions définissant la structure forment des cocycles et la condition d’équivalence entre
elles donnent des cobords.
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VIII. APPENDICE : GENERALITES SUR LES ESPACES TOPOLOGIQUES

Nous reprenons dans cette partie quelques résultats généraux de topologie générale, en
insistant un peu plus particuliérement sur ce qui sort du cadre de la topologie des espaces
métriques.

Nous commencons par rappeler les notions suivantes :

Définition 8.0.1. e Une fonction f: X — Y entre espaces topologiques est continue
si la préimage par f de tout ouvert@ est un ouvert.
e Un espace topologique est discret si tout sous-ensemble est ouvert.
e Un espace topologique est grossier si ses seuls ouverts sont lui-méme et ().

11 est facile de vérifier que X est discret si et seulement si tous les singletons {z} de X
sont ouverts et que tout ensemble peut étre muni de la topologie discrete (ainsi que de la
topologie grossiere).

Par définition de la continuité, toute application f : X — Y est continue si X est discret
ou bien si Y est grossier. En revanche une application continue f : X4 — Y d’un espace
grossier dans un espace topologique Y dont les singletons sont fermés est constante. De
meéme, une application continue a valeur dans un espace discret est constante sur chaque
composante connexe.

Lemme 8.0.2 (Recollement d’applications). Soient X,Y des espaces topologiques et A, B C
X deux fermés tels que X = AUB. Si f : X — Y est une application telle que les
restrictions fa: A—Y et fg: B — Y soient continues, alors f est continue.

8.1. ESPACES SEPARES, COMPACTS ET VARIANTES

Une propriété tres utile en topologie est celle d’étre un espace séparé, qui est automatique
pour les espaces métrisables, mais n’est pas nécessairement préservé par les passages aux
quotients (voir [2.3). Cette propriété qui signifie que les points sont séparés (au sens du
frangais) par des ouverts fait partie d’un hiérarchie d’axiomes dits de séparation classique
qui est récapitulée dans la définition suivante :

Définition 8.1.1 (Axiomes de Séparation). Soit X un espace topologique.

(Th): X est Tp (ou de Kolmogoroff) si pour tout point x # y, il existe un ouvert contenant
I'un des points et pas 'autre.

T1): X est dit T} si pour tout points x il existe un ouvert U, contenant x et pas

( p p Y, p
y et un ouvert U, contenant y et pas x.

Séparé =(T»): X est séparé si pour tout = # y, il existe des ouverts disjoints U, contenant
x et U, contenant y.

(T3): X est T3 ou régulier s'il est Ty et vérifie en plus la propriété (73) : pour tout fermé
F et point = ¢ F, il existe des ouverts O, OF disjoints contenant respectivement
et F. _

(Ty): X est Ty ou normal s’il est T} et vérifie en plus la propriété (Ty) : si A, B sont des
fermés disjoints dans X, il existe des ouverts O 4, Op disjoints contenant respecti-
vement A et B.

Remarque 8.1.2. En anglais, un espace séparé est appelé espace de Hausdorff.

Au plus un espace est élevé dans cette hiérachie, au plus il est facile de construire des
fonctions continues sur ces espaces.

108. On a une caractérisation équivalente avec les fermés a la place des ouverts.
109. parfois appelé de Fréchet, mais c’est une terminologie ambigue et non-univoque qu’il vaut mieux
proscrire.
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Ces notions de séparation sont strictement différentes et s’impliquent les unes les autres.
En particulier les espaces normaux et régulier sont séparésm On pourra consulter les
exercices pour voir plus d’exemples.

Ezxemple 8.1.3. Tout espace métrisable est séparé et méme normal. C’est également le cas
de toute variété (au sens francais du terme, ce qui inclut qu’elle est séparée notamment).

Un sous-ensemble de R[zy,...,x,] muni de la topologie de Zariski (c’est-a-dire essen-
tiellement dont les fermés sont les ensembles de racines d’un polynome, cf le TD) n’est pas
séparé.

Ezemple 8.1.4. Soit (X, <) un ensemble (partiellement) ordonné. Pour z € X, on introduit
les parties :

Dy={yeX /z=3ytetGo={yeX /y=2ua}
Les ensembles D, (respectivement les ensembles G, ) forment la base d’une topologie ap-
pellée topologie droite (resp. gauche). Ces espaces topologiques sont Ty mais pas 77 en
général. Par ailleurs tout espace Ty qui vérifie que I'intersection quelconque d’ouvert est
ouverte est homéomorphe & un ensemble partiellement ordonné muni de la topologie droite.

Une des principales propriétés des espaces normaux est résumée dans le Théoreme sui-
vant.

Théoréme 8.1.5 (Tietze). Soit X un espace normal et F un fermé de X. Toute fonction
continue ¢ : F — R s’étend en une fonction continue ® : X — R (i.e. vérifiant que pour
tout x € F, ®(x) = ¢(x)).

En prenant ' = AU B la réunion de deux fermés disjoints, on obtient comme corollaire

Lemme 8.1.6 (Urysohn). Soient A, B deux fermés disjoints d’un espace normal. Alors il
existe une fonction continue sur X qui vaut 0 sur A et 1 sur B.

Une autre notion vraiment fondamentale est celle de compacité et ses variantes. Il existe
une petite subtilité a son sujet pour les espaces topologiques généraux et des différences
de terminologie entre certaines traditions auxquelles il convient de faire attention, cf re-

marque [§.I1.10]

Définition 8.1.7 (Espace compact). Un espace topologique X est dit compact s’il est séparé
et que de tout recouvrement de X par des ouverts, on peut extraire un recouvrement fini.

Un espace est dit localement compact, si pour tout point x € X, il existe un voisinage
compact de zx.

Lemme 8.1.8. Un fermé dans un compact est compact.
Ezercice 8.1.9. Démontrer le lemme.

Remarque 8.1.10. Bien entendu, la premiere propriété est inutile dans les espaces métri-
sables car ces derniers sont toujours séparés.

Par ailleurs, on notera qu’en littérature anglo-saxone, I’hypothese X séparé est souvent
omiseEL ce qui n’est pas le cas dans la tradition francaise. Par exemple un espace muni
de la topologie grossiere est toujours compact au sens anglo-saxon usuel. De méme, si
Y n’est pas séparé, alors un précompact (c’est-a-dire un espace vérifiant la propriété de
recouvrement) de Y n’est pas forcément fermé dans Y (il suffit de considérer un singleton
dans un espace grossier pour trouver un exemple).

L’hypothese séparé est fondamentale pour obtenir la proposition bien connue et utile :

110. au sens du frangais. Les anglophones font la distinction entre la propriété de séparation des fermés
et celles d’étre 11 ou Tp en plus
111. C’est ce qu’on appelle un espace pré-compact en frangais.



TOPOLOGIE ALGEBRIQUE 131

Proposition 8.1.11. Soit X un espace compact et Y un espace sépare.

(1) Tout compact de 'Y est fermé;

(2) pour toute application continue f: X — Y, on a que f(X) est compact.

(3) Si f: X —Y est une application continue, injective d’un compact dans un espace
séparé alors c’est un homéomorphisme de X sur f(X) CY (ou f(X) est muni de
sa topologie de sous-espace de 'Y .

Proposition 8.1.12. Tout espace compact est normal.

Une propriété utile des compact-métriques que nous utiliserons est que si on en a un
recouvrement ouvert, alors tout sous-ensemble suffisament petit (pour une borne uniforme
sur le compact) est complétement inclus dans au moins un des ouverts du recouvrement.
Précisément

Lemme 8.1.13. Soit (U;)i;n;r un recouvrement ouvert d’un compact-métrique K. Alors il
existe € > 0 tel que tout sous-ensemble de diameétre < e est inclus dans au moins l'un des

U;.

Démonstration. 11 suffit de démontrer le résultat pour des boules ouvertes B(x,¢). Par

I’absurde, supposons qu'il existe une suite de boules B(x,, %) qui ne soient incluses dans

aucun U;. On peut extraire de cette suite une sous-suite convergente x,) — z. Soit alors

i tel que x € Uj;, qui est ouvert, il existe alors § > 0 tel que la boule B(z, §) soit strictement

incluse dans un U;. Mais alors pour tout n assez grand tel que ¢(n) > 2/6 et d(x, zy(,)) < 0
1

on a que B(zy,(n), @) est incluse dans B(z,d) et donc dans U; ce qui est absurde. [

Définition 8.1.14 (Espace paracompact). Un espace paracompact est un espace topologique
séparé vérifiant que tout recouvrement ouvert (U;);er admet un raffinement localement fini,
c’est-a-dire un recouvrement par des ouverts (V;);cs tel que chaque Vj est inclus dans un
Ui, et de sorte que tout point est inclus dans un nombre fini de V;.

Ezemple 8.1.15. Toute variété topologique (au sens du frangais) est paracompacte. Tout
espace métrisable est également paracompact.

Une des principales utilisation des espaces paracompact est le résultat suivant.

Proposition 8.1.16 (ezistence de partitions de 'unité). Soit X un espace paracompact et
(Ui)ier un recouvrement ouvert de X. Alors il existe un ensemble (f;)icr de fonctions
continues de X dans [0,1] vérifiant que f; est a support dans U;, tout point x admet un
voisinage sur lequel seul un nombre fini de f; sont non-nulles et de plus ) ;c; fi = 1 sur
ce voisinage.

8.1.1. Topologie compacte-ouverte pour les espaces de fonctions. Soit X,Y deux espaces
topologiques. On note Y~ I'espace des fonctions continues Y := {f : X — Y, f continue }.
Ces objets apparaissent régulierement en topologie algébrique, par exemple pour définir le
groupe fondamental ou ’espace des chemins

Ils peuvent étre munis d’une topologie naturelle

Définition 8.1.17. La topologie compacte-ouverte est la topologie sur YX dont les ouverts

sont engendrés par les ensembles UK = {f : X — Y, f(K) C U} pour tous sous-ensembles
U C Y ouvert et K C X compact.

Il n’est pas complétement évident de se rendre compte tout de suite que cette topologie
est naturelle. C’est un peu plus évident si 'espace d’arrivée est métrique en vertu de la
proposition suivante :

Proposition 8.1.18. Si Y est un espace métrisable, la topologie compacte-ouverte est la
topologie de la convergence uniforme sur tout compact.
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La topologie-compacte ouverte est aussi la bonne topologie pour assurer que la com-
position ou I’évaluation X x YX = Y, (x, f) = f(z) sont continues, du moins sous des
hypotheses de séparation et compacité suffisante.

Lemme 8.1.19. On suppose que X est localement compact, alors :

(1) Uapplication d’évaluation ev: X x YX =Y définie par ev(x, f) = f(z) est conti-
nue.

(2) Si de plus Y est localement compact et Z est séparé, Uapplication f — (y +—
f(—,v)) induit un homéomorphisme ZX*Y = (ZX)¥ et la composition (f,g)
g o f induit une application continue ¢ : YX x Z¥ — ZX.

(3) Si'Y,Z sont séparés, Uappplication qui a (f,g) € YX x ZX associe l’application
x> (f(x),9(x)) est un homéomorphisme YX x ZX = (Y x Z)X.

8.2. ESPACES TOPOLOGIQUES DEFINIS PAR DES PROPRIETES UNIVERSELLES

Dans cette partie nous détaillons la topologie produit et la topologie de la réunion et
plus généralement les espaces limites et colimites.

Définition 8.2.1. Soit (X;);er une famille d’espaces topologiques. La topologie produit
sur [[;c; Xi est la topologie la moins fine rendant continue les projections canoniques
T HieIXi — Xj, (a:z) —> ZTj.

Lemme 8.2.2. Une base d’ouverts pour la topologie produit est domnée par les ouverts de
la forme Hie[ U; ou U; est ouwvert de X; et seul un nombre fini de U; sont différents de X;
entier.

Démonstration. L’application p; étant continue, il suit que pour tout U; ouvert dans X,
U; x ';AHIXi = pj_l(Ui) doit étre ouvert dans J[,.; X;. Une intersection finie d’ouverts
1£)E
étant ouverte il suit que les ensembles de la forme énoncée dans le lemme sont bien des
ouverts pour la topologie produit. Considérons maintenant la topologie engendrée par ces
ouverts (en penant donc des réunions quelconques). Par définition, toute topologie rendant
continue les p; continue doit contenir ces ouverts et il suit que cette topologie est bien la
moins fine. Il

En particulier, pour un produit fini, un ouvert est une réunion de produits d’ouverts
quelconques des Xj.

Lemme 8.2.3. Les applications continues de Z dans [[,c; X; sont en bijection avec les

familles d’application continues (Z 5 Xi)ier-

Plus précisément, la topologie produit est, a homéomorphisme pres, l'unique espace P,
muni d’applications continues p; : P — X;, tel que pour toute famille d’applications
w; + 4 — X, il existe une unique application ¢ : Z — P rendant le diagramme

commutatif.

112. on a représenté que deux objets X; dans le diagramme mais ils y sont bien str tous
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Démonstration. Une application (ensembliste) f : Z — [][X; est la donnée pour tout
z € Z d’un élément (f;(2))ier € [[ Xi ou chaque fi(z) € X;. Par ailleurs, on a que f;(2)
est la composée p; o f par définition de la projection. Ceci montre que toute application
continue Z — [[ X; est uniquement déterminée par ses composantes f; := p; o f. Il reste a
voir que f est continue si et seulement si les f; le sont. Puisque la composée d’applications
continues ’est et que les p; sont continues, il reste a vérifier que f est continue si chaque
fi Vest. M Par le lemme on est ramené au cas ou U est de la forme ([];g,; Uj) %
(ILicps Xi) ou les U; sont des ouverts de X;. Mais 7N U = (7t (Us)) et done
fHU) = ﬂng f_l(Pfl(Uj)) = ﬂjeJ f;l(Uj) est ouvert.

Ceci prouve la premiere assertion et le fait que la topologie vérifie la propriété équiva-
lente énoncée dans le diagramme. L’ unicité & homéomorphisme pres résulte de I'unicité de
I'application ¢. Soit P’ une autre solution, alors les projections p; : [[X; — X; déter-
minent une unique application continue f : [ X; — P’. On obtient de méme une unique
application g : P" — ] X; rendant les daigammes commutatifs. En composant ces fleches
on obtient une application f o g rendant le diagramme commutatif avec Z = P’ = P.
Comme l'identité est aussi solution, par unicite f o g = id. De méme go f = id et on a
bien que f et g sont des homéomorphismes inverses 'un de 'autre. O

On dispose aussi d’une topologie canonique “duale” de la topologie produit, celle sur les
réunions disjointes, appelée plus simplement coproduit.

Si (Xi)ier est une famille d’ensemble, on note [[,.; X; leur réunion disjointe (parfois
appelée externe), c’est-a-dire l'ensemble {(z;,i),i € I,x; € X;} formé des éléments de
chaque ensemble (& ne pas confondre avec la réunion “interne” de sous-ensembles d’un
méme ensemble).

On a les inclusions canoniques i; : X; — [[.; X; qui envoie un élément de X; sur
I’élément correspondant dans la réunion. On identifiera souvent X; avec la composante de
la réunion qui lui correspond (soit I'image i;(X;)), et parfois on dira plus précisément la
composante indicée par i.

Définition 8.2.4. Soit (X;);c; une famille d’espaces topologiques. La topologie coproduit
sur [[;c; Xi est la topologie la plus fine rendant continue les inclusions canoniques i; :
Xj — Hie[ )(Z

Les ouverts de la topologie coproduit sont tres faciles a décrire ; ce sont juste les réunions
d’ouverts :
Lemme 8.2.5. Un ouvert de la topologie coproduit est une réunion disjointe [[..; U; d’ou-
verts U; C X;.

il

Démonstration. Un sous ensemble du coproduit est une réunion disjointe % = [[,.; U;
de sous-ensembles U; C X;. La préimage Z’;l(HieI Ui) = Uj est exactement Uj. Si i; est
continue et % ouvert, alors U; est ouvert. Récproquement, si chaque U; est ouvert, alors
sa réunion, c’est-a-dire % est ouvert. O

En particulier, si chaque X; est connexe (resp. connexe par arcs) alors les composantes
connexes (resp. connexes par arcs) sont exactement les Xj.

Lemme 8.2.6. Les applications continues de [ [;c; X; dans un espace topologique W sont en
bijection avec les familles d’application continues (X; % Wier, la bijection étant donnée

par les compositions avec les inclusions canoniques : (][ X; 4 W) = (goij)jer-
Plus précisément, la topologie coproduit est, a homéomorphisme pres, l'unique espace
C, muni d’applications continues i; : X; — C, tel que pour toute famille d’applications
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v; » X; — W, il existe une unique application v : C — W rendant le dz'agmmmelllgl

i

¥;
™
: $

C > W

commutatif.

Démonstration. La preuve de 'unicité est similaire a celle du lemme [8.2.3

Une application (ensembliste) f : [[X; — W est la donnée pour tout i € I et tout
x; € X; d'un élément f(z;) € W. En notant f; := f o i; on obtient donc que pour
tout ¢ € I, f(x;) = fi(z;). Ceci montre que toute application continue [[ X; — W est
uniquement déterminée par les restrictions f; := f o4; aux composantes. Il reste a voir
que f est continue si et seulement si les f; le sont. C’est une conséquence immédiate de la
description des ouverts données par le lemme [8.2.5 U

Les deux exemples précédents de topologie (co)produit sont typiques des exemples de
topologie (co)limite. La présentation de leur propriété universelle en terme de diagramme
est facile et relativement anecdotique dans leur cas. Mais elle est en revanche le bon
moyen de comprendre des exemples plus compliqués et le bon moyen de comprendre les
généralisations dans des catégories quelconques de ces notions. Deux exemples du méme
type sont donnés par les produtis fibrés (définition et coproduit fibré/recollement
(définition [2.3.16)).

De maniere générale ces constructions permettent de définir des topologies (ou objets
dans des catégories générales) en recollant des espaces ou en considérant des sous-espaces
vérifiant des conditions, de sorte que les topologies ainsi construites vérifient que pour
construire des applications continues (vers ou issue de selon que 'on regarde une limite ou
une colimite) il suffit de les connaitre sur les diverses composantes.

8.2.1. Limites et (co)limites dans des catégories. Nous allons maintenant donner une dé-
finition générale de (co)limites dans une catégorie dont nous avons vu plusieurs exemples
et en donner quelques exemples topologiques et autres.

Les limites et colimites sont associées a des diagrammes, c’est-a-dire un ensemble d’ob-
jets et de morphismes entre eux. La facon la plus simple de parameétrer un tel diagramme
de maniere générale est la suivante :

Définition 8.2.7. Un diagramme dans une catégorie C est un foncteur I — C ou [ est une
petite catégorie, c’est-a-dire une catégorie avec un ensemble d’objets.
Pour une petite catégorie I fixée, un tel foncteur est appelé diagramme de forme 1.

Il est recommandé, pour se convaincre que cette définition capture bien I'idée intuitive
de diagramme, de faire quelques dessins avec des catégories simples (ol on ne représentera
pas les morphismes identités) comme celles associées a un graphe, ensemble partiellement
ordonné ou discret.

En pratique la plupart des catégories que nous verrons dans ce cours seront associées a
des ensembles partiellement ordonnés.

Ezemple 8.2.8. Soit I un ensemble, vu comme une catégorie discrete (cf|1.0.8]). Alors un
diagramme est simplement une famille indicée par I d’objets de C.

113. on a représenté que deux objets X; dans le diagramme mais ils y sont bien str tous
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Prenons I = N vu comme un ensemble ordonné via la relation d’ordre. Un diagramme
dans C est alors juste la donnée suivante :

Xo B x, Nx, o

a savoir une suite (X;);eny d’objets et des morphismes reliant deux objets d’indice consé-
cutifs.

Ezxemple 8.2.9. Soit P la catégorie avec 3 objets a, b, ¢ et deux fleches non triviales a — b
et ¢ — b, alors un diagramme de type P est simplement la donnée de

xhwéiy

alors que pour la catégorie C avec 3 objets a, b, c et deux fleches non triviales b — a et
b — ¢, alors un diagramme de type C' est simplement la donnée de

xdasy

Définition 8.2.10 (Limites et colimites). Soit I une petite catégorie et D : I — C un
diagramme de type I dans une catégorie C.

e Une limite de D est un objet Lp € C, muni de morphismes «; : Lp — D(i)

pour tout objet ¢ € I vérifiant que pour toute fleche 4 i> j dans I, on a o =
D(f) oy, et satisfaisant la propriété universelle suivante : pour tout objet Z, muni
de morphismes Z L D(3) (pour tout objet i), vérifiant que pour toute fléche i i)j
dans I on a hj = D(f) o h;, il existe un unique morphisme h : Z — Lp vérifiant
que pour tout objet © € I, on a h; = a; o h.

e Une colimite de D est un objet Cp € C muni de morphismes 3; : D(i) — Cp
pour tout objet ¢ € I, vérifiant que pour toute fleche 7 i> j dans I, on a 3; =
Bj o D(f), et satisfaisant la propriété universelle suivante : pour tout objet W,

muni de morphismes D (1) Kow (pour tout objet i), vérifiant que pour toute fléche
i i> j dans I on a f; = fj o D(f), il existe un unique morphisme f : Cp — W
vérifiant que pour tout objet i € I, on a f; = f o ;.

Lemme 8.2.11. Si une limite de D existe, elle est unique a isomorphisme prés. De méme
st une colimite existe elle est unique a isomorphisme prés.

En particulier on parlera de la limite ou colimite d’un diagramme.

Démonstration. Cela découle de 'unicité des morphismes h, f dans la définition comme
dans la preuve du lemme [8.2.3 O

Notation 8.2.12. On note en général llingl D(i) la limite d’un diagramme D et chiIm D(i) la
1€ 1€

colimite d’un diagramme.

Remarque 8.2.13 (Autre terminologie pour les (co)limites). La limite d’un diagramme est
aussi appelée parfois dans la litérature sa limite projective et notée

lim D(:) :=lim D(3).
im_ D(i) :=lim D(i)
De méme, une colimite est parfois appelée une limite inductive et notée
lim  D(i) := colim D(3).
— iel icl

Remarque 8.2.14. La limite d’'un diagramme est donc un objet qui s’envoie sur les objets
du diagramme et qui est ’objet au travers duquel se factorise tout objet muni de fleches
compatibles avec celles du diagramme (o1 le mot compatible pour les fleches h; : Z — D(i)
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veut dire que h; = D(f) o h; pour tout morphisme f : ¢ — j). Autrement dit il recoit des
morphismes de tout objet compatible avec le diagramme.

Pour la colimite la situation (en particulier le sens des fleches) est inversée. La colimite
d’'un diagramme est donc un objet munit de fleches provenant des objets du diagramme
et qui est 'objet au travers duquel se factorise tout objet recevant des fleches compatibles
avec celles du diagramme (ou le mot compatible pour les fleches h; : D(i) — W veut dire
que h; = hj o D(f) pour tout morphisme f : i — j). Autrement dit il est la source d'un
morphisme vers tout objet compatible avec le diagramme.

Notation 8.2.15. Soit I un ensemble vu comme une catégorie discréte (cf exemple [1.0.8)).
Alors un diagramme de forme I est équivalent & la donnée d’une famille (X;);c; d’objets
et la limite de ce diagramme est appelée le produit indicé par I de la famille. Il est noté
Hie[ Xi.

La colimite de ce diagramme est appelé le coproduit et est notée [[,.; X;.

Ezxemple 8.2.16. 1l suit des lemmes et que les topologies produit et coproduit
sont bien les produits et coproduits de la catégorie Top.

En revanche dans la catégorie des espaces pointés, le coproduit est différent. En effet
dans Top,, on a [[;c; (X, z;) = V (X, 2:) = [ie; Xi/ (25 ~ x5, Vi, j € I) le bouquet des
espaces X;, muni du point base donné par la classe [z;] dans le quotient.

Ezercice 8.2.17. Démontrer que les produits et coprodutis finis (c’est-a-dire que I est fini)
sont isomorphes dans Ab ou F—Mod la catégorie des espaces vectoriels sur un corps F.

Identifier les produits et coproduits infinis et vérifier qu’ils sont différents dans ces mémes
catégories.

Ezemple 8.2.18. Dans toute catégorie C, le produit fibré est la limite des diagrammes
de forme P (comme défini dans I'exemple [8.2.9)) alors que les coproduits fibrés sont les
colimites des diagrames de forme C' comme défini dans [8.2.9]

Exercice 8.2.19. Démontrer ce qui est affirmé dans I'exemple 8:2.18] Démontrer également
que la colimite d’un diagramme de forme P est juste W et que la limite d’un diagramme
de forme C est A (en utilisant les notations de ’exemple [8.2.9)).

Définition 8.2.20 (Réunion topologique). Soit Xg & X3 A Xo — ... une tour d’espace to-
pologique, c¢’est-a-dire un foncteur de (la catégorie associée 4) N muni de sa relation d’ordre
a valeur dans Top. On appelle Réunion topologique de cette tour la colimite colim;en X;
de ce diagramme dans Top.

Lemme 8.2.21. La réunion topologique existe pour toute tour Xy & X1 Q Xo — ... etest
donné par [1;cn Xa/(fi(zi) ~ x5).

St les f; sont des inclusions de sous-espaces topologiques, alors, les applications cano-
niques o : X; — colim;en X; sont injectives, on a que colimeny X; = Uy ai(X;) s’identifie
a la réunion des X; et que cy; est un homéomorphisme sur son image.

De plus F' est fermé dans colim;en X; si et seulement si F'Na;(X;) =2 FNX; est fermé
dans X; (on identifie X; avec son image vu la phrase précédente).

Démonstration. Le premier énoncé découle des propriétés universelles du coproduit et du
quotient données dans les lemmes et et de l'unicité de la colimite.

Pour la deuxiéme affirmation, on commence par remarquer que deux point z,y € X;
ont la méme image dans le quotient s’il existe j > ¢ tel que fj o fj_10---0 fi(z) =
fjo fi—i0---0o fi(y). Par injectivité des fj, il suit que x = y. Par définition, tout élément
dans | X; appartient & I'un des X;. Il suit que tout élément de la colimite est dans 'image
de I'une des applications «; et donc que la réunion des «;(X;) recouvre la colimite. Le
reste de I'argument découle du fait que puisque la topologie réunion est le quotient de
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la topologie coproduit, un sous-ensemble U de la colimite est fermé (resp. ouvert) si et
seulement si a; *(U) = 7~ Y(U) N X; (ot 7 : [[X; — colim X; est I'application quotient)
est fermé (resp. ouvert) dans X; pour tout ¢ € I. U

Ezemple 8.2.22 (Limite d’une tour). Soit N muni de sa relation d’ordre comme dans

I’exemple Un diagramme de type N° est une tour --- — Xo g X, & Xo.

Dans la catégorie des espaces topologiques la limite de toute tour existe et est donnée
par le sous-espace {(zn) € [[,cn Xn, Vi € N, fi(xi11) = x;} de P'espace produit [ [y Xn,
c’est-a-dire par le sous-espace des suites compatibles aux f;.

Ezercice 8.2.23 (Polynomes et séries formelles). Soit A un anneau commutatif unitaire
et considérons le diagramme dans Ring, la catégorie des anneaux unitaires, donné par la
tour Ag[x] — Aj[x] — ... donné par les inclusions des polynomes A;[z] de degré inférieur
ou égal & ¢ dans ceux de degré inférieur ou égal & i+ 1. Alors colimy A;[z] = Alx] 'anneau
des polynomes.

En revanche si on regarde le diagramme ... As[x] — Aj[z] - Ap[z] donné par les
projections canoniques A;[x] —» A;[z]/(2%) = A;_1(x), on obtient que la limite limy A;[x] &
Al[x]] est isomorphe & 'anneau des séries formelles a coefficient dans A.

Le méme calcul marche dans A—Mod (mais donne seulement une structure de module)
a la place de la catégorie des anneaux.

Ezemple 8.2.24 (Noyaux et conoyaux comme (co)limites). Considérons les diagrammes

indicés par la petite catégorie 0 3 1. Un tel diagramme dans la catégorie R-Mod est la
!

donnée d’'un diagramme M 3 N ou M, N sont des R-modules et f, g des applications
g

R-linéaires quelconques entre eux.

Etudions en la limite : on considére donc un R-module A munis de morphimes A = M
et A g N tels que foa = et goa = (. En particulier, cela implique que (¢ — f)oa =0
et donc que Im(a) C ker(g — f). De cette observation résulte que

f
lim(M:__:N) > ker(f —g).
g
On a de méme que
f
colim ( M"‘N) = N/Im(f — g) = coker(f —g).
g

En particulier, si g = 0, on obtient le noyau et le conoyau d’un morphisme comme expres-
sion d’une limite et colimite respectivement.

De maniere plus générale, la (co)limite d'un tel diagramme prise dans une catégorie C
s’appelle un (co)égaisateur de f et g. Par exemple dans la catégorie des ensemble, il s’agit
du sous ensemble de M constitué des éléments qui ont méme image par f et g.

Ezercice 8.2.25. Démontrer que dans Top toutes les limites et colimites existent.
FExercice 8.2.26. Démontrer que dans Ab toutes les limites et colimites existent.

Ezercice 8.2.27. Démontrer ce qui est énoncé dans ’exemple
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