6 Introduction aux variables aléatoires continues

6.1 Espaces probabilisés : cadre général
6.2 Variables aléatoires a valeurs réelles : cadre géneéral

6.3 Variables aléatoires réelles continues
6.3.1 Définition

Début du cours du 10/12 :

En pratique, donner la loi d'une variable aléatoire continue c¢’est donner soit sa densité,
soit sa fonction de répartition, soit reconnaitre une loi “classique”.

6.3.2 Trois familles de lois continues “classiques”

Dans ce paragraphe, (€2, A, P) désigne un espace probabilisé et X : 2 — R une variable
aléatoire réelle continue.

Définition 78. Soit A €]0, +oc[. On dit que X suit une loi exponentielle de parametre A
si elle admet pour densité la fonction f définie par

[ Xexp(—Az) sixz>0
fle) = { 0 sinon.

Dans ce cas, sa fonction de répartition Fx est donnée par Fx(x) =1—exp(—Ax) six > 0,
et Fx(x) =0 si z <0.

Notation : X ~ Exp(A).

Cette loi a une propriété d’absence de mémoire : pour tous réels t > 0,s > 0,
P(X >t+s|X >s5)=P(X >1).

En effet, on constate que pour tout ¢t > 0, P(X > ¢) =1 — P(X < t) = exp(—At). Donc
pour s,t >0

{(X>t+spnN{X >s})  PX>t+s)
P(X > s) - P(X >s)
exp(—=A(t + s))
exp(—A\s)
= exp(—At)
= P(X >1).

P
P(X >t+s|X >s) = (
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Définition 79. Soient p € R et 0 €]0,00[. On dit que X suit une loi normale (ou
gaussienne) de parametres (p, 0?) si elle admet pour densité la fonction f définie par

f(x):\/%exp(—%), Vr € R.

Notation : X ~ N(u,0?).

Définition 80. Lorsque ;1 = 0 et 0* = 1 on dit que X suit une loi normale standard ou
loi normale centrée réduite.

C’est une loi particulierement importante car elle intervient dans la description asympto-
tique de sommes de variables aléatoires indépendantes et de méme loi. C’est le Théoreme
Central Limat, qui sera vu en cours de Statistiques.

Définition 81. Soient a,b des réels, tels que a < b. On dit que X suit une loi uniforme
sur [a,b] si elle admet pour densité la fonction f définie par

six € [a,b]
SINon.

o -{ 5

Notation : X ~ Ula,b].

6.3.3 Quelques propriétés des lois continues

(Q, A, P) désigne un espace probabilisé et X : 0 — R une variable aléatoire réelle continue,
de densité f.

Proposition 82. Alors,
e Sa fonction de répartition Fx est continue sur R.
e P(X =xz) =0 pour tout z € R.

e pour tous réels a,b tels que a < b,
b
IP(angb):P(a<Xgb):IP’(agX<b):IP’(a<X<b):/ f(t)de.

Démonstration.

e On utilise simplement le fait que Fx(z) = [*_ f(t)dt, Vz € R.
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e On remarque que {X = 2} = Npene{z — + < X < z+ 1} Les événements dans
I'intersection étant emboités, on en déduit que

n—o0

= lim (P(ng—l—l)—]?()(gz—l))
n— 00 n n
. 1 ) 1

= hmFX<:c—|——)—hm FX<:C——>
n—00 n n—00 n

= Fx(x)—FX(ZE):O

par continuité de Fx

1 1
P(X =x) = limIP’(x——<X§x+—)
n n

e Ona:Pla< X <b) =PX <b)—P(X <a)=F,(b) — Fx(a) = f;f(t)dt (par
définition de Fx et la relation de Chasles).
Par ailleurs, {a < X <b} ={X =a} U{a < X < b}, donc

Pa<X<bh)=PX=0a)+Pla< X <b)=Pla< X <D).

On raisonne de méme pour montrer les autres égalités. U

6.3.4 Notion d’espérance d’une variable aléatoire continue

Soit X une variable aléatoire continue de densité f.

Définition 83. 5i ffooo tf(t)dt est absolument convergente, alors on dit que X admet une
espérance. Cette espérance, notée E[X], est alors définie par

E[X] := /OO tf(£)dt.

La propriété et le théoreme suivants sont admis.

Proposition 84. Les propriétés de linéarité, positivité, inéqgalité triangulaire, etc., que [’'on
a vues pour l’espérance de variables aléatoires discrétes restent valides pour ’espérance de
variables aléatoires continues.

Théoréme 85 (Théoreme de transfert). Soit g : R — R une fonction continue telle que
[ 9@) f(t)dt est absolument convergente. Alors la variable aléatoire g(X) admet une
espérance et celle-ci peut se calculer ainsi :

Elg(X)] = / g

[e.9]

Ex. :si [7_t2f(t)dt est absolument convergente alors X? admet une espérance et

E[X?] = /_OO 2 f(t)dt.

[e.9]
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Définition 86. S: ffooo t2f(t)dt est absolument convergente, on définit la variance de X
par

Var(X) := E[(X — E[X])?].

En développant le carré et en utilisant la linéarité de ’espérance, on voit que

Var(X) = E[X?] — (E[X])? = /OO 2 f(t)dt — (/_Oo tf(t)dt)2.

—00 e}

Exercice : calculer 'espérance et la variance d’une variable aléatoire X :
1) suivant une loi exponentielle de parametre A > 0

2) suivant une loi normale centrée réduite.
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