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Présentation

Ce mémoire est une exposition de mes travaux effectués apres la these ([52, 57, 58, 46, 53, 55, 56]),
a l'exception du papier [54], rédigé pendant ma theése, qui introduit les arbres de fragmentation, objets
qui interviennent de fagon centrale dans les chapitres 2 et 4 et dont nous exposerons le contenu dans
la section 2.1.

Les arbres de fragmentation sont des arbres continus introduits pour modéliser la généalogie des
processus de fragmentation auto-similaires de Bertoin. Cet ensemble d’arbres contient notamment
I’arbre continu brownien d’Aldous et les arbres de Lévy stables de Duquesne, Le Gall et Le Jan. Leur
construction, ainsi que diverses propriétés géométriques sont discutées dans le chapitre 2. On calculera
notamment leur dimension de Hausdorff, on étudiera leur codage par des fonctions continues, leurs
comportements au voisinage de la racine et de la feuille la plus éloignée de la racine. On s’intéressera
également a diverses décompositions spinales de I'arbre, ce qui nous permettra, entre autres, de ca-
ractériser les arbres de fragmentation invariants par changement de racine uniforme.

Le chapitre 3 est consacré a I’étude du comportement lorsque n tend vers l'infini de chaines de
Markov décroissantes a valeurs entieres positives issues de n, dont la probabilité de faire un saut
macroscopique est tres petite, typiquement proportionnelle & une puissance négative de n. Ces chaines,
correctement normalisées, vont converger vers des processus de Markov auto-similaires décroissants.
On détaille plusieurs applications de cette convergence, aux marches aléatoires avec barriere, aux
A-coalescents, aux compositions régénératrices non-consistantes ou encore a la hauteur d’une feuille
prise au hasard dans certaines suites croissantes d’arbres finis. Cette derniére application a été le point
de départ de ce travail, I'objectif étant d’étudier les limites d’échelle de suites croissantes d’arbres
aléatoires.

Cette étude est entreprise dans le chapitre 4. Les suites (T},,n > 1) d’arbres enracinés a n feuilles
(ou n noeuds) auxquelles on s’intéresse satisfont la propriété suivante : les sous-arbres de 'arbre T,
situés au-dessus d’une hauteur donnée, sont, conditionnellement a leurs tailles, indépendants, de lois ne
dépendant que de leurs tailles respectives. On regarde dans un premier temps de telles familles d’arbres
consistantes. Un outil-clé pour étudier leurs limites d’échelle est leur connexion avec les processus de
fragmentation homogenes. On s’est intéressé dans un deuxiéme temps aux cas plus généraux ou la
condition de consistance n’est pas nécessairement satisfaite. Le probleme devient alors plus complexe
et c’est la qu’interviennent les résultats du chapitre 3, qui nous permettent d’obtenir le comportement
asymptotique de la hauteur d’une feuille prise au hasard, puis, de facon récursive, des sous-arbres
engendrés par k feuilles prises au hasard. On conclut avec un résultat de tension. Dans tous les cas,
les arbres continus obtenus a la limite sont les arbres de fragmentation évoqués plus haut.

Ces résultats nous permettent de démontrer la convergence des arbres de Pélya normalisés (arbres
enracinés non-ordonnés non-étiquetés) vers I’arbre brownien, résultat conjecturé par Aldous. Ils nous
permettent également de caractériser les limites d’échelle de diverses familles d’arbres se construisant
récursivement et de récupérer les résultats de convergence, établis par Aldous et Duquesne, des arbres
de Galton-Watson conditionnés vers les arbres brownien et stables.

Enfin, dans le cinquieme et dernier chapitre, on s’intéresse & un probleme déterministe pour
I’équation de fragmentation auto-similaire avec formation de poussiére suite a une fragmentation in-
tensive des petites masses. Contrairement au cas aléatoire, ce modele ne s’éteint pas en temps fini et se
pose alors la question du comportement en temps grand de ses solutions. On y répond en construisant
ces solutions & partir de processus de Markov auto-similaires décroissants positifs, puis en étudiant les
limites de Yaglom de ces processus.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Arbres aléatoires

Aldous [2, 3, 4] s’est intéressé au début des années 90 a la description des limites de familles
d’arbres aléatoires dont le nombre de noeuds tend vers l'infini. Il construit pour cela des arbres continus
aléatoires (abrégés en CRT pour Continuum Random Tree) comme sous-ensembles fermés connexes
de V'espace des suites sommables ¢; muni de sa topologie usuelle. En 2006, Evans, Pitman et Winter
[36, 37] adoptent un autre point de vue en empruntant aux géometres le formalisme des arbres réels
([26]) muni de la distance de Gromov-Hausdorff ([47, 21]) pour construire des arbres infinis aléatoires.
Ce point de vue a I'avantage d’inclure les notions d’arbres non-étiquetés et non-ordonnés. Il est alors
repris par Duquesne et Le Gall [32] pour construire et étudier les arbres de Lévy, puis par de nombreux
autres probabilistes. On renvoie au livre d’Evans [35] et a Particle de synthese de Le Gall [68] pour
des introductions détaillées sur le sujet.

Avant de rappeler ci-dessous la définition d’un arbre réel (aléatoire), commengons par définir ce
qu’on entend par un arbre fini & n noeuds dans ce manuscrit : c’est un graphe connexe acyclique a
n noeuds, a isomorphisme de graphes pres (les noeuds ne sont donc pas étiquetés, et il n’y a pas de
notion d’ordre). Les arbres que nous considérons sont en général enracinés, c’est-a-dire qu’un noeud
est distingué comme étant la racine. Le degré d’un noeud est son nombre de voisins. Les feuilles de
I’arbre sont les noeuds de degré 1, avec la convention que la racine n’est pas une feuille, sauf si elle est
de degré 0 (arbre a un noeud).

1.1.1 Arbres réels aléatoires

Définition 1. Un arbre réel est un espace métrique (T ,d) tel que Vx,y € T,
e il existe une unique isométrie ¢g, 2 [0,d(z,y)] — T telle que ¢y y(0) =z et ¢z y(d(z,y)) =y
)

e pour chaque chemin injectif ¢ : [0,1] — T tel que ¢(0) = =z, ¢(1) = y, on a : ¢([0,1]
gbw,y([O,d(l‘,y)]).

Les arbres réels que nous considérerons dans la suite sont enracinés : un point p € T est distingué
et appelé racine. La hauteur d’un point z de 'arbre est alors sa distance a la racine. Les feuilles sont
les points = € T\{p} tels que T\{z} est connexe, avec la convention, & nouveau, que lorsque ’arbre
est réduit & un point, sa racine, ce point est aussi une feuille. On notera £(7) I’ensemble des feuilles
de 7. Le complémentaire de cet ensemble est noté S(7) = T\L(T) et est appelé squelette de l’arbre.
Enfin le degré d’un point x est le nombre de composantes connexes de 7\{z}. Il peut étre infini.

Pour alléger le texte, on utilisera souvent la notation 7 pour désigner un arbre réel (7, d) de racine
p. On sera amené a considérer ces arbres changés d’échelle : on notera a7 'arbre 7 muni de la distance
ad, a > 0.



La distance de Gromov-Hausdorff permet de définir une distance entre deux arbres réels compacts
enracinés.

Définition 2. Soient T et T' deux arbres réels compacts enracinés, de racines respectives p et p'.
Leur distance de Gromov-Hausdorff est alors définie par :

dau (T,T') = inf (dz3(e1(T), 02(T") V dz(e1(p), ©2(p')))

ot Uinfimum est pris parmi tous les plongements isométriques p1 : T < Z et w9 : T' — Z dans
un méme espace métrique (Z,dz) ; dzy désigne la distance de Hausdorff usuelle entre deur sous-
ensembles compacts de Z.

Deux arbres réels compacts enracinés sont considérés comme équivalents s’il existe une isométrie
préservant la racine envoyant 'un sur l'autre. La fonction dgy définit bien une distance sur ’espace
quotient associé, que 'on notera T ([47, 36]). Plus précisément,

Théoréme 1 (Evans, Pitman, Winter [36]). (T,dgn) est un espace polonais.

Arbres réels aléatoires mesurés. On aura plus généralement a considérer la distance entre deux
arbres réels compacts enracinés mesurés. Un arbre réel est mesuré s’il est muni d’une probabilité
borélienne. Par analogie avec ce qu’on a fait ci-dessus, on identifie deux arbres réels compacts enracinés
mesurés (T, u) et (T, 1), 8’1l existe une isométrie envoyant T sur 7' préservant la racine et dont I'image
de la mesure u est p’. On note Tp,es I’espace quotient correspondant, que I’on munit de la distance

danp (T, ), (T', 1)) = inf (dz2(01(T), 02(T")) V dz(p1(p), w2(p") V dzp(p1(), 2(1))) ,

Pinfimum étant toujours pris parmi tous les plongements isométriques 1 : T < Z et o : T’ < Z dans
un méme espace métrique (7, dz). La mesure ¢1(u) est 'image par ¢1 de la mesure p (et similairement
pour a(p')) et dzp(p1(p), p2(1’)) est la distance de Prokhorov entre ces deux mesures. En adaptant
des arguments d’Evans et Winter [37] pour les arbres réels compacts mesurés non-enracinés, on montre
que 'espace métrique (Tyes, dgup) est polonais.

L’approche d’Aldous, antérieure aux travaux d’Evans, Pitman et Winter, consistait a considérer des
représentations particulieres d’arbres réels mesurés comme sous-ensembles fermés de £7. Il imposait en
outre aux mesures dont sont munis ces arbres de satisfaire & quelques contraintes. Nous aurons besoin
de son point de vue par la suite et appellerons arbre continu un arbre réel compact enraciné mesuré
vérifiant les contraintes d’Aldous.

Définition 3. On appelle arbre continu un arbre réel compact enraciné mesuré (T, ) tel que
o u(L(T)) =1
e i n'a pas d’atomes

o Vo e S(T), pn({y € T : x appartient a un chemin allant de la racine a y}) > 0.

L’ensemble des feuilles d’un tel arbre est nécessairement non dénombrable et sans point isolé. On
appellera arbre continu aléatoire (CRT) toute variable aléatoire (7, u) & valeurs dans Tyes telle que
lensemble {u ne vérifie pas les trois points ci-dessus} soit négligeable (pour la tribu complétée).

Codage par des fonctions continues. On peut construire des arbres réels compacts a partir de
fonctions continues sur [0, 1] de la fagon suivante (voir en particulier [4, 32]). Soit ¢ : [0,1] — [0, 00)
une fonction continue telle que ¢g(0) = g(1) = 0. A partir de g, on définit une pseudo-distance sur [0, 1]
par

dg(z,y) =g(x) +g(y) =2 min g(z), z,y€][0,1]
z€[xAy,x VY]
et on considere la relation d’équivalence xz ~ y < d~g (z,y) = 0. La pseudo-distance Jg induit alors une
distance dy sur I'espace quotient 7, := [0,1]/ ~. On distingue un point dans cet espace quotient, la
racine, image de 0 par la projection canonique de [0, 1] sur 7.



Théoréme 2 (Duquesne, Le Gall [32]). (i) L’espace métrique (T4, dg) est un arbre réel compact.

(i) dan(Tg:, Tgs) < 28Upgep)lg1(z) — g2(z)|, pour toutes fonctions continues g1, gz : [0,1] — [0, 00)
s’annulant en 0 et 1.

Notons que I'arbre 7, est alors naturellement muni d’un ordre, hérité de 'ordre usuel sur [0, 1].
Dans la suite, on ne tiendra pas compte, en général, de cet ordre.

Une probabilité naturelle sur 7, est obtenue comme image de la mesure de Lebesgue sur [0, 1] par
la projection canonique sur 74. On la notera yi4. On peut alors montrer que si g, converge vers g pour
la topologie de la convergence uniforme sur [0, 1], daup (7, ttg, ) (Tgs 1tg)) — 0.

1.1.2 Arbres de Lévy stables

Définition 4. Soit e : [0,1] — [0,00) une excursion brownienne normalisée. Le CRT brownien est
Uarbre réel enraciné mesuré

(Era ,UBr) = (7:% }ue)‘

Comme les minima locaux de I’excursion brownienne sont presque stirement distincts, 'arbre ob-
tenu est presque stirement binaire, c’est-a-dire que ses points sont tous de degré 1, 2 ou 3. Par ailleurs,
I’ensemble des feuilles de ’arbre est dense dans ’arbre presque strement.

Pour étre tout a fait exacte, 'arbre brownien introduit par Aldous [2, 3, 4] se construit en fait a
partir de la fonction 2e; on appellera cependant dans la suite arbre brownien ’arbre défini ci-dessus
a partir de ’excursion e.

Aldous [4] montre entre autres que cet arbre est la limite d’échelle d’arbres de Galton-Watson
conditionnés a avoir un grand nombre de noeuds. Soit Tgw un arbre de Galton-Watson de loi de
reproduction n = (nx, k > 0) critique, c’est-a-dire d’espérance 1. On suppose de plus que n(1) < 1,
que la variance o2 de la loi 7 est finie et que pour tout n assez grand P(#Tgw = n) > 0 (c’est le cas
si n est apériodique). Soit 7}, un arbre aléatoire de loi celle de Tgw conditionné a avoir n noeuds. On
oublie ’ordre naturel sur 7;,, dont on munit par ailleurs les arétes de longueurs toutes égales a 1.

Théoréme 3 (Aldous [4]). On a alors la convergence en loi pour la topologie de Gromov-Hausdorff-
Prokhorov :

g
(MTna Mn) n——>>oo (7}3r7 MBr) ,

la mesure py, étant la mesure uniforme sur les noeuds de T,,.

Le résultat d’Aldous est en réalité plus fort que celui énoncé ci-dessus, car il montre la convergence
de fonctions continues codant les arbres de Galton-Watson normalisés vers ’excursion brownienne.
Duquesne [29] complete ce résultat en étudiant les limites d’échelle d’arbres de Galton-Watson dont
la loi de reproduction (nx, k > 0) est critique et dans le domaine d’attraction d’une loi stable d’indice
B € (1,2]. On rappelle son résultat dans les cas ou il existe une constante finie C' > 0 telle que
M ~oo Ck~ 178, 1 < B < 2. Comme pour le résultat d’Aldous, il existe une version de ce résultat en
termes de fonctions continues.

Théoreme 4 (Duquesne [29]). Il existe un CRT (7Tg,pg) tel que

. o ((BB-1) "’
(nl 1Tn,un) njoo <<CF(2 — /8) 7237/’65 )

pour la topologie de Gromov-Hausdorff-Prokhorov.



A la différence du cas brownien, les points de I'arbre 73, 1 < 8 < 2, sont tous de degré 1, 2
ou oo. Mais comme dans le cas brownien, 'ensemble des feuilles de 73 est dense dans 7z et cet
arbre satisfait des propriétés de branchement et d’auto-similarité : les sous-arbres composés des points
situés a une hauteur strictement supérieure a ¢ de la racine, sont, conditionnellement a leurs pig-
masses, indépendants de méme loi que 7 & un changement d’échelle preés. Par ailleurs, 'arbre 7p
peut se construire a partir d’une fonction aléatoire continue via la procédure de codage détaillée dans
le paragraphe précédent. Cette fonction est I'excursion normalisée d’un processus appelé processus
de hauteur stable d’indice [, non-markovien, se construisant a partir d’'un processus de Lévy stable
d’indice 3, voir [69, 31, 32].

On appellera dans la suite arbres de Lévy stables I’ensemble de ces arbres, y compris l'arbre
brownien qui correspond a l'indice de stabilité 5 = 2. Cet ensemble d’arbres fait partie des arbres de
Lévy introduits et étudiés par Duquesne, Le Gall et Le Jan [69, 31, 32] pour coder la généalogie des
processus de branchement a espaces d’états continus. En particulier I’arbre stable d’indice 8 code la
généalogie d’un processus de branchement de mécanisme de branchement u +— .

1.2 Fragmentations auto-similaires aléatoires

Ce sont des modeles aléatoires décrivant 1’évolution de masses de particules se scindant en cours
du temps, et dont la dynamique est basée sur les deux propriétés suivantes :

- une propriété de branchement : différentes particules vont évoluer indépendamment

- une propriété d’auto-similarité : le taux de fragmentation d’une particule est proportionnel a
une puissance de sa masse.

L’hypothese d’auto-similarité intervient naturellement dans de nombreux modeles (dégradation de po-
lymeres, concassage dans 'industrie miniere par exemple) et a ’avantage de simplifier considérablement
I’étude mathématique du modele. D’un point de vue historique, le premier, semble-t-il, a avoir étudié
un tel modele est Kolmogorov [63] en 1941, il se concentrait alors sur des modeles ou les particules se
fragmentent toutes & un méme taux. Puis Filippov [38], Brennan et Durrett [19, 20], Aldous et Pitman
[6] s’intéressent & divers modeles ou les taux de fragmentation dépendent des masses des particules. En
2001, Bertoin [11, 12] introduit les processus de fragmentation auto-similaires dans un cadre général,
qui est celui que nous adoptons ici. Nous renvoyons au livre de Bertoin [14] pour une synthese et une
bibliographie détaillée des travaux relatifs a ce modele.

Fragmentations de masse. Soit (F(t),t > 0) un processus markovien, cadlag, a valeur dans l’en-
semble des suites

St = {s: (S1,82,...) 1 81 > S92 > ... ZO,ZSZ' <1 },
i>1

muni de la distance dgi(s,s") = Y5 [s; — s|. On note PE la loi de F partant de (m,0,...).

Définition 5. On dit que F' est un processus de fragmentation auto-similaire d’indice o € R si
(i) Yt >0, sachant F(t) = (s1, s2,...),

(F(t+s),s > 0) 2 ({F(s),i,§ > 1},5 > 0)

ot les F(si), j > 1 sont des fragmentations indépendantes de lois respectives ]P’g, 3 >1cet
{Fi(sj)(s),i,j > 1} est le réarrangement décroissant des éléments Fi(sj)(s),i,j >1;
(ii) la loi de (mF(m®t),t > 0) sous PI" est PL | pour tout m € [0, 1].

Sauf mention du contraire, il est sous-entendu dans la suite de ce manuscrit qu’une fragmentation
F est issue de F(0) = (1,0,...). La loi d’un tel processus est alors caractérisée par trois parameétres



[12, 8] : I'indice o, un coefficient d’érosion ¢ > 0 codant la fonte continue des fragments (lorsque ¢ = 0,
il n’y a pas d’érosion) et une mesure sigma-finie v sur S* telle que

/ (1 =s1)v(ds) <oo et v((1,0,..)) =0,
St

appelée mesure de dislocation, décrivant les dislocations soudaines des fragments. De fagon informelle,
une masse m se scinde en masses ms, s € S, au taux m®v(ds). Lorsque l'indice o = 0, la fragmentation
est dite homogéne et se construit alors a I’aide d’un processus ponctuel de Poisson [11, 8].

Partant d’une fragmentation homogene (0, ¢, v), on construit, par un changement de temps adéquat
dépendant du passé de chaque particule, une fragmentation de parametres (a, ¢, ). Ce changement de
temps est complexe et on renvoie a [12] pour sa description détaillée. Retenons simplement qu'’il y a
ralentissement (respectivement accélération) du temps pour obtenir une fragmentation d’indice positif
(respectivement négatif), et que ce changement de temps est bijectif, on peut passer inversement d’une
fragmentation (v, ¢, ) & une fragmentation (0, ¢, v).

Si a < 0, les petites masses se fragmentent tres vite et on observe une formation de poussiére,
c’est-a~-dire qu’il y a apparition d’'un ensemble de particules de masse 0, dont la masse totale est,
elle, non nulle. Ceci quels que soient les parametres ¢, v. Bertoin [13] montre plus précisément que
le processus de fragmentation atteint alors I’état (0,0, ...) en un temps ¢ fini presque stirement. Une
partie de ma these [48, 50] porte sur I’étude de ce phénomeéne de formation de poussiere.

Fragmentations a valeurs partitions. Il y a une correspondance entre les processus de frag-
mentation auto-similaires & valeurs dans S* et ceux & valeurs dans lensemble des partitions de
N = {1,2,3,...}, muni de sa topologie usuelle, [12, 8]. De fagon informelle, ces derniers sont des
processus cadlag échangeables, issus de la partition {N}, décroissants dans le sens ou les blocs du
processus au temps s > t sont inclus dans ceux du processus au temps t et possedent une propriété de
branchement (différents blocs évoluent indépendamment) et une propriété d’auto-similarité (chaque
bloc se fragmente suivant la méme dynamique que le bloc initial {N} & un changement d’échelle pres
dépendant d’un parametre d’auto-similarité fixé). On renvoie a [12] pour une définition rigoureuse. Un
tel processus II a alors presque siirement des fréquences asymptotiques pour tout temps ¢t > 0 et si on
note |II()|* le réarrangement décroissant de ces fréquences asymptotiques, le processus (|II(t)[*,t > 0)
est un processus de fragmentation auto-similaire & valeurs dans S*. Réciproquement, partant d’un
processus de fragmentation & valeurs dans St on lui associe un processus a valeurs partitions, unique
en loi, dont les fréquences asymptotiques définissent un processus de méme loi que le processus de frag-
mentation initial. Les lois des processus de fragmentation a valeurs partitions sont donc caractérisées
par des triplets («a, ¢, v), comme définis ci-dessus.

Fragment marqué. Considérons un processus de fragmentation II & valeurs partitions de parameétres
(a, ¢, v) et pour tout ¢ > 0, la fréquence asymptotique, notée A(t), de son bloc contenant 1 au temps
t. Le processus (A(t),t > 0) est appelé processus du fragment marqué et a ’avantage de se construire
a partir d’un subordinateur changé de temps.

Théoréme 5 (Bertoin [12]). Il eziste un subordinateur & de mesure de Léuvy

L(dz)=¢€"" Z v(—logs; € dz)
i>1

et de drift d = ¢, tué a un tauz k= c+ [g, (1— D i1 si)v(ds), tel que
)‘(t) = exp(_fp(t))a t >0,

ol p est le changement de temps p(t) = inf {u > 0: [ exp(ag)dr >}, ¢>0.



Pour une fragmentation homogene, le processus du fragment marqué est donc simplement 1’ex-
ponentielle de moins un subordinateur. Signalons au passage que ce processus, bien qu’il apporte
beaucoup d’information sur la fragmentation, ne permet pas en général (sauf dans les cas binaires) de
reconstruire le processus de fragmentation en entier.

Dans la suite, on travaillera tres souvent sous I'hypothese :

c=0 et V<Zsi<1>:0, (1.1)

i>1

la mesure v étant alors dite conservatrice, car il n’y pas de formation de poussiére au moment d’une
dislocation. Dans ce cas le subordinateur associé au fragment marqué n’a pas de drift et n’est pas tué.

Fragmentations stables. Soit 5 € (1,2] et (73, ug) I'arbre de Lévy stable d’indice / introduit dans
la section 1.1.2 (lorsque § = 2 il s’agit de l'arbre brownien (7g;, upr)). En coupant de deux fagons
différentes cet arbre, on obtient deux fragmentations auto-similaires, I’'une d’indice négatif, 'autre
d’indice positif.

Fragmentation [-stable d’indice négatif. Cette fragmentation a été introduite par Bertoin [12] dans
le cas brownien et généralisée par Miermont [74] aux indices 5 € (1,2). Elle se construit simplement
ainsi : pour chaque ¢ > 0, on considere ’ensemble des points de 'arbre situé a une hauteur strictement
plus grande que ¢ de la racine et on note F#~(t) le réarrangement décroissant des pp-masses de ses
composantes connexes. On utilisera plutét la notation FB' dans le cas brownien. Alors, le processus
FPBT est une fragmentation d’indice o = —1/2, de coefficient d’érosion ¢ = 0 et de mesure de dislocation

UBr ou
V2

VBr(Sl + 52 < 1) =0, VBr<31 € dl‘) = ﬁx3/2(1 — x)3/21{1/2<x<1}dx-

Et pour 1 < 8 < 2, F5~ est une fragmentation d’indice a = 1/8 — 1, de coefficient d’érosion ¢ = 0 et
de mesure de dislocation vz définie pour toute fonction test f par

[ sitas = =g [y (2 2 Y]

A; > Ay > ... étant les points d’une mesure de Poisson sur R, d’intensité (T(1/6 — 1)) 'z~ /8~ dz
et T =)",~; A;. Dans le cas brownien la fragmentation est donc binaire, tandis que pour les autres
indices 8 chaque fragmentation d’un bloc donne naissance & une infinité de fragments. Dans tous les
cas, la mesure de dislocation est infinie et conservatrice.

Fragmentation B-stable d’indice positif. Sa construction est plus complexe. Pour 5 = 2, il s’agit de la
fragmentation d’Aldous-Pitman [6], notée FAT, construite en coupant les arétes de I’arbre brownien
(changé d’échelle) 27, suivant une mesure de Poisson d’intensité ¢L, ou L est la mesure de longueur
sur le squelette de ’arbre et ce de facon consistante quand ¢ > 0 varie, puis en considérant les masses
des composantes connexes obtenues. Aldous et Pitman 'ont considérée pour étudier le coalescent
additif standard qui s’obtient par un retournement de temps exponentiel dans cette fragmentation.
Bertoin [12] montre alors qu’il s’agit d’une fragmentation d’indice a = 1/2, sans érosion et de mesure
de dislocation vp,/2. Miermont [75] construit de fagon analogue une fragmentation d’indice oo = 1/,
sans érosion et de mesure de dislocation vg en coupant l'arbre 73 aux noeuds. On la notera F B+,
1< p<2.



1.3 Processus de Markov auto-similaires

La classe des processus de Markov auto-similaires a été introduite par Lamperti [66, 67] en 1962.
On en donne ici une définition légérement plus générale que celle de Lamperti.

Définition 6. Un processus a valeurs réelles positives X est un processus de Markov auto-similaire
st c’est un processus de Markov fort et s’il existe un réel v tel que pour tout a > 0

la loi de (aX(a_”’t),t > 0) sous P, est Py,
ot P, désigne la loi de X partant de x > 0.

Le processus du fragment marqué d’une fragmentation auto-similaire est donc un processus de
Markov auto-similaire. Plus généralement, si £ est un subordinateur (éventuellement tué & un certain
taux) et p le changement de temps

p(t) = inf {u >0 /Ou exp(—&,)dr > t} L t>0 (1.2)

le processus
X(t) = zexp(—=Ep—r)), t>0 (1.3)

est un processus de Markov auto-similaire décroissant partant de x. Réciproquement, Lamperti [67]
montre que tous les processus de Markov auto-similaires décroissants peuvent s’écrire sous la forme
(1.3). De plus, le processus atteindra 0 presque strement en temps fini si et seulement si v > 0 ou le
subordinateur est tué.

Le générateur du processus (1.3) se déduit facilement de celui du subordinateur associé. Plagons
nous dans le cas ou le subordinateur n’est pas tué, a un drift nul et une mesure de Lévy II. Alors
le générateur G de X est donné pour toute fonction continiment dérivable f sur (0,00) & support
compact par

G(f)(x) = 2 /O T (F@exp(—y)) — f(@)) TI(dy) = 2 /0 (f(ay) — F(2))yB(dy),  (1.4)

ou B est la mesure sur (0, 1) définie a partir de II par fol g(x)B(dz) = [;° g(exp(—u)) exp(u)IL(du),
pour toute fonction mesurable g : (0,1) — R.

Nous travaillerons souvent dans la suite avec un processus auto-similaire décroissant issu de 1,
c’est-a-dire de la forme X = exp(—¢,). Pour v > 0, le premier instant auquel ce processus atteint 0
est fini presque stirement et donné par

I'=inf{t >0: X(t) =0} = /000 exp(—~v&)dr. (1.5)

Ce type de variables aléatoires fonctionnelles exponentielles de processus de Lévy a été étudié en
détails, voir en particulier le papier de Carmona, Petit et Yor [22] et Iarticle de synthese de Bertoin et
Yor [16]. Parmi les résultats qui nous serons utiles par la suite, rappelons que Carmona, Petit et Yor
montrent que la variable I a des moments positifs de tous les ordres, qu’ils calculent explicitement. De
leur coté, Bertoin et Yor montrent qu’il existe une unique mesure de probabilité ugr sur (0,00) telle
que si R est une variable aléatoire de loi upr, indépendante de I,

la loi de RI est une loi exponentielle de parametre 1. (1.6)



1.4 Quelques notations et définitions supplémentaires

o 7. =1{0,1,2,..} =NU {0}
e Py désigne I'’ensemble des partitions de N
e P, l'ensemble des partitions de {1,...,n}

e P, l'ensemble des partitions de ’entier n. On rappelle qu’'une partition de n est une suite
décroissante finie d’entiers strictement positifs A = (A1,...,Ap) de somme n. On note p(A) la
longueur de cette suite.

e une composition de N (resp. [n], n) est une partition ordonnée de N (resp. [n], n).



Chapitre 2

Arbres de fragmentation : quelques
aspects géométriques [54, 52, 46, 58]

Les arbres de fragmentation sont des arbres réels, compacts, mesurés, introduits et étudiés avec
Grégory Miermont dans l'article [54] pour modéliser la généalogie des processus de fragmentation
auto-similaires d’indice négatif. Cette classe d’arbres contient donc, entre autres, les arbres de Lévy
stables. Ils vérifient bien stir une propriété d’auto-similarité et on verra ci-dessous que ce sont, en un
certain sens, les seuls CRT a satisfaire cette propriété. Outre leur construction, on va s’intéresser dans
ce chapitre au calcul de leur dimension de Hausdorff, et étudier la structure de ces arbres dans un
voisinage de la racine, d’une part, et dans un voisinage de la feuille la plus éloignée de la racine, d’autre
part. Enfin, on va étudier la décomposition de I’arbre le long d’une épine dorsale, c’est-a-dire du chemin
entre la racine et une feuille prise au hasard. Ceci nous donnera des informations supplémentaires sur
la structure des arbres de fragmentation. On verra notamment que les seuls arbres de fragmentation
invariants par changement de racine uniforme sont les arbres de Lévy stables.

Certains des résultats mentionnés dans ce paragraphe sont valables dans le cadre général des
fragmentations auto-similaires d’indice négatif ou positif, et seront alors énoncés en termes de processus
de fragmentation plutot qu’en termes d’arbres.

Dans toute cette section, les processus de fragmentation considérés sont paramétrés par des mesures
de dislocation conservatrices, et n’ont pas d’érosion, c’est-a-dire qu’ils vérifient la condition (1.1). On
rappelle qu’ils sont de plus supposés partir initialement d’une unique masse, égale a 1. Leurs lois sont
donc caractérisées par les parametres a et v.

2.1 Arbres de fragmentation, dimension fractale [54]

Construction. Soit IT une fragmentation a valeurs partitions de parametres «, v avec a < 0. On note
IIp la restriction de ce processus a un sous-ensemble B C N, fini. On commence par construire un
arbre réel a # B feuilles étiquetées modélisant la généalogie de ce processus restreint. On le notera R p.
Sa construction se fait récursivement sur le cardinal de B. Pour cela, notons Dy;; le premier instant
ou le bloc contenant ¢ est réduit & un singleton dans la fragmentation II, ¢ > 1, et pour un ensemble
B de cardinal plus grand que 2, Dp le premier instant ou les éléments de B n’appartiennent plus tous
a un méme bloc, Dp = inf{t > 0:IIp(¢) # B }. Les arbres Rp se construisent alors ainsi :

e pour tout ¢ € N, I'arbre R,y est le segment de longueur Dy;y dont une extrémité est la racine,
et lautre est une feuille étiquetée L; ;

e supposons que les arbres R g sont construits pour tous les ensembles B d’entiers de cardinal < n
et considérons un ensemble B de cardinal n 4+ 1. On note By, ..., By les k > 2 blocs en lesquels
il se scinde au temps Dpg. Pour 1 <14 < k, on note Rp, — Dp 'arbre obtenu a partir de Rp, en



remplacant la longueur Dp,; sur son aréte reliant sa racine a son premier point de branchement
par la longueur Dp, — Dp > 0. L’arbre Rp se construit alors en fusionnant les racines des arbres
Rp, — Dp, 1 < i < k en un méme point et en reliant ce point a une nouvelle racine, via une
aréte de longueur Dp;

e la distance associée a Rp est celle naturellement induite par les longueurs sur ses arétes.
Notations. On notera R, l'arbre Ry, décrivant la généalogie de la fragmentation restreinte aux

n premiers entiers, et T, I'arbre combinatoire avec des feuilles étiquetées obtenu a partir de R, en
oubliant les longueurs sur les arétes.

{Z}
3
“}{A} . {8y {53 {6k}
] Ik ‘l A A
| B33 A73 A8} | [
m n o
f A I [
| li I (I
{1},{3,7.8} {5y{63}.{9}
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| {4} |
b 4 A le
I e | I
I I I I
{1.3,7.83.{2}.{4}.{5.6.9}

A
|
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|
{1.2,34,5,6,7.8,9}

Racine

FIGURE 2.1 — La fragmentation Il (a gauche) et 'arbre Rg (& droite). Les lettres a, b, c, ... désignent les
temps de fragmentation des blocs de la fragmentation IIjg et les longueurs des arétes correspondantes
dans 'arbre Rg. La longueur d’une fleche entre deux fois le méme singleton dans la fragmentation
représente le temps écoulé entre le moment ou ce singleton apparait dans la fragmentation Iljg et celui
ou il apparait dans II.

Remarquons que la loi de la suite (T,,,n > 1) ne dépend que de la mesure v et pas de 'indice
«, puisque les fragmentations de parametres «, v s’obtiennent toutes a partir d’une fragmentation
homogene de mesure de dislocation v par changement de temps. On verra plus loin (voir la remarque
suivant la proposition 2) que si la mesure v est infinie, la fragmentation II est une fonction mesurable
des (T,,,n > 1).

L’arbre de fragmentation codant la généalogie du processus II, que 'on notera 7,,, est alors la
limite projective dans £1 des arbres R,,,n > 1 correctement plongés dans £1. Sa construction formelle
se fait grace au travail d’Aldous [4] qui stipule que puisque la suite (R,,n > 1) :

- est fortement consistante, c’est-a-dire que pour tout n € N et tout k& < n, le sous-arbre engendré
par la racine de R,, et k feuilles distinctes prises uniformément au hasard parmi les feuilles de
R, a méme loi que Ry, (modulo un re-étiquetage des feuilles)

- ason ensemble de feuilles tendu : ming<;<y, dn (L1, L;) 220 quand n — 00, d,, étant la distance
sur R,

(ce qui est facilement vérifiable), alors on peut construire de fagon récursive dans ¢; les arbres R,,,n > 1
de sorte a obtenir une suite croissante telle que 7,,,, la fermeture de leur réunion, soit presque siirement
un arbre réel borné, muni d’une mesure de probabilité p, , sur ses feuilles, qui est la limite presque
stre des mesures empiriques sur les feuilles de R,,,n > 1. Plus précisément, on montre que I'arbre 7, ,,
est presque strement compact et que I'arbre mesuré (7q,u, fta,y) €st un CRT, comme défini dans la
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section 1.1.1. (en modifiant si nécessaire la construction de cette variable sur les ensembles négligeables
ou elle était mal définie). Par ailleurs, on vérifie facilement qu’avec probabilité 1, £(7,,.) est dense
dans T, si et seulement si v(S%) = oco.

Exemple. Lorsque a =1/ —-1,1 < 3 <2 et v =wvg (vp, si B = 2), on récupere ainsi une version de
I’arbre stable d’indice .

L’ensemble des arbres de fragmentation ainsi construits est assez général, puisque ce sont les seuls
CRT auto-similaires, dans le sens suivant : un CRT (7, u) est auto-similaire d’indice o < 0 si pour
tout ¢ > 0, si on note 7 (t),i > 1 les composantes connexes de {z € T : d(z, p) > t} numérotées par
ordre décroissant de leurs p-masses, et p()(t) la mesure de probabilité (- N T (2))/u(TO (1)), i > 1
on a, conditionnellement & (u(7®(s)),i >1,0< s <1) :

- les variables (T®(t), u)(t)),i > 1 sont indépendantes

- pour tout i > 1, (TO(t), u®(t)) o ((TO@) T, 1), ou (T", i) est une copie indépendante
de (7, p).

On obtient en effet immédiatement le résultat suivant :

Proposition 1 ([54]). (i) Le CRT (Tav, ta,y) est auto-similaire d’indice c.

(ii) Réciproquement, si (T,un) est un CRT auto-similaire d’indice o < 0, il existe une mesure de
dislocation v conservatrice telle que (T, p) ait méme loi que (Tau, faw)-

Signalons au passage que 'assertion (i) implique que 'intersection entre l’ensemble des arbres de
fragmentation et I’ensemble des arbres de Lévy est I’ensemble des arbres de Lévy stables.

Notons également qu’on récupere une version du processus II a partir de I’arbre 7, en piochant
un échantillon i.i.d. de feuilles (Fj, i > 1) suivant la mesure pq ., conditionnellement & (74, fta,v). En
effet, considérons, pour tout ¢ > 0, la partition IT'(¢) dont les blocs sont les ensembles d’indices des
feuilles Fj,7 > 1 appartenant & une méme composante connexe de {x € T : d(z, p) > t}. Le processus
IT’ est alors un processus de fragmentation auto-similaire de méme loi que II et presque siirement pour
tout ¢t > 0, les suites décroissantes des fréquences asymptotiques de II'(t) et II(¢) sont toutes deux

égales a la suite des masses de composantes connexes (ua7,,(7;(fl),(t)),z’ >1).

Dimension de Hausdorff. On utilise la notation dimy(X) pour désigner la dimension de Hausdorff
d’un espace métrique X.

Théoréme 6 ([54]). Supposons que fsi(sfl — 1)v(ds) < oo. Alors, presque sirement,
dimy (£(Taw)) = |o| 7, dimy (o) =1V |of 7t

La condition sur v n’est pas trés restrictive et est, par exemple, toujours vérifiée pour les fragmen-
tations dont le nombre moyen de blocs a chaque dislocation est fini. La dimension de Hausdorff de
I’arbre se déduit immédiatement de celle de ’ensemble de ses feuilles, puisque I'arbre est I'union de ses
feuilles et de son squelette, le squelette ayant une dimension de Hausdorff égale a 1 en tant qu’union
dénombrable de segments.

La preuve de la majoration de la dimension de Hausdorff de £(74,,) consiste, comme souvent pour
ce type de probléeme, a trouver un bon recouvrement de ’ensemble des feuilles de I’arbre. La minoration
est plus complexe et repose sur le lemme de Frostman. Celui-ci nous donne dans un premier temps la
minoration voulue lorsque la mesure de dislocation v est finie et telle que v(sy > 0) = 0 pour un entier
N. Pour obtenir la minoration dans le cas général, I'idée consiste a se ramener au cas précédent en
considérant des sous-arbres de 7, bien choisis, de sorte que les minorants des dimensions de Hausdorff
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de leurs ensembles de feuilles, obtenus grace au lemme de Frostman, convergent vers |a|™! quand les
sous-arbres convergent vers ’arbre entier.

Le théoréme ci-dessus nous permet en particulier de calculer la dimension de Hausdorff des arbres
de Lévy stables. Ces dimensions ont été calculées parallelement par Duquesne et Le Gall [32] dans le
cadre des arbres de Lévy avec des méthodes propres a ce cadre.

Corollaire 1 (Duquesne-Le Gall [32], [54]). Presque sirement,

dimH (7]3r) = 2, dimyg (773) = 65_1, 1< ﬁ < 2.

Codage par des fonctions continues. On a déja mentionné que les arbres stables se construisent a
l’aide d’excursions continues sur [0, 1] via la procédure rappelée dans la section 1.1.1. Cette construction
se généralise aux arbres de fragmentation lorsque la mesure de dislocation v est infinie.

Théoréme 7 ([54]). Supposons que la mesure de dislocation v est infinie. Alors,

(i) il existe une fonction aléatoire H,, : [0,1] — Ry, presque sirement continue, nulle en 0 et 1,
strictement positive sur (0,1), telle que T, se construise a partir de H,, via la procédure rappelée
dans la section 1.1.1;

(ii) posons

'lginf ‘= Sup {b >0: limebu(sl <1-— 5) = oo} ,
el0

Vsup = inf {b >0: limsbu(sl <l-¢)= ()} .
el0

Alors la fonction Hy,, est presque stirement hélderienne d’ordre vy pour tout v < Uit A ||, et, sous
U’hypothese supplémentaire fsi(sfl — 1)v(ds) < oo, nlest presque sirement pas holderienne d’ordre ~y
pour vy > Ygup A |ar].

La construction de la fonction H, , consiste essentiellement a enrichir les arbres R,,n > 1 d’une
structure d’ordre consistante et a passer a la limite, ce qu’on fait en utilisant & nouveau un résultat
d’Aldous [4]. Le majorant || pour l'indice de régularité holdérienne de H, , vient de la minoration
de la dimension de Hausdorft de I’arbre 7, ,, car si H,, est holdérienne d’indice v, la dimension de
larbre 7, est alors plus petite que 1/7. Le reste de la preuve est long et technique, nous renvoyons
donc a [54] pour en avoir une idée.

Dans le cas des arbres stables on vérifie que vg(s1 < 1 —¢) ~o Ce'/P=1. On retrouve ainsi le
résultat de régularité de Duquesne et Le Gall [31] pour une excursion e d’un processus de hauteur
stable d’indice § € (1, 2], généralisant le cas brownien.

Corollaire 2 (Duquesne-Le Gall [31]). Presque sirement, l’excursion e est héldérienne d’ordre vy pour
tout v < 1—1/8 et n'est pas holdérienne d’ordre v pour v >1—1/5.

2.2 Comportement au voisinage de la racine [52]

Dans cette partie, F' désigne une fragmentation auto-similaire d’indice a € R. On s’intéresse a son
comportement en temps petit. A titre indicatif, le comportement en temps grand de ce processus a été
étudié dans un premier temps par Bertoin [13] (puis d’autres lorsque « = 0, voir Berestycki [9], Krell
[64]) : pour a > 0, les masses décroissent typiquement a la vitesse t~/_ tandis qu'elles décroissent
exponentiellement vite pour o = 0. Pour a < 0, le processus s’éteint presque stirement en temps fini.
L’étude de son comportement au voisinage du temps d’extinction est 'objet de la section suivante.
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Nous ne faisons pas d’hypothese ici sur le signe de l'indice «, mais nous verrons plus loin que les
résultats les plus intéressants sont obtenus lorsque cet indice est négatif. Dans ce cas, nos résultats se
traduiront en termes d’arbres de fragmentation.

Par continuité a droite, on a bien sir F'(¢) — (1,0,...) p.s. lorsque € — 0 et on cherche ici a évaluer
le comportement en loi des processus (1—Fi(e-), Fa(e-), F3(e-), ...) lorsque € — 0. Ceci n’a pas d’intérét
lorsque la mesure v est finie, la limite fini-dimensionnelle étant clairement le processus constant égal
a (0,0, ...) quelle que soit la renormalisation choisie. Il est donc implicite dans la suite de cette partie
que les mesures v considérées sont infinies.

Commencgons par un exemple. Aldous [2] montre que larbre brownien dont les longueurs sont
multipliées par un facteur 1/e converge en loi lorsque £ — 0 vers un arbre continu infini composé de la
demi-droite [0, c0) sur laquelle sont attachés des arbres compacts, distribués comme ’arbre brownien a
un changement d’échelle pres. Du point de vue de la fragmentation brownienne, son résultat se traduit
ainsi :

e 2 (FY(e), F5"(e7)...) = FIP
ou le processus limite est un processus de fragmentation avec immigration de parametres a = —1/2,
VBr, Ipr. La mesure Ig, est une mesure sur Z%, I’ensemble des suites décroissantes positives et som-
mables, définie par :

Ip,(s1 € dr) = (272®)"Y2de, x>0, et Ip(sy>0)=0.

De facon générale, les processus de fragmentation avec immigration sont a valeurs dans Ei et conduits

par trois parametres : a € R, une mesure de dislocation v et une mesure I a valeurs dans f‘lL. Informel-
lement, des masses immigrent suivant un processus de Poisson ponctuel d’intensité I, et commencent
alors a se fragmenter de fagon indépendante suivant une fragmentation de dynamique (o, v).

Définition 7. Soit T une mesure sur E% telle que

/éL (223z A I)I(ds) < 00, (2.1)

1 \i>1

et ((r;,u%),i > 1) un processus de Poisson ponctuel d’intensité 1. Indépendamment de ce processus
d’immigration, on considére F»I i,j > 1, des fragmentations i.i.d. de parametres o,v. On vérifie que
presque surement, pour chaque t, la suite de masses (u;F,zJ((u;)a(t — 1), 0,0k > 1:1r <t) est
sommable et on note FI(t) € E% son réarrangement décroissant. Le processus FI est appelé processus
de fragmentation avec immigration de paramétres o, v, 1.

Remarque. On inclut dans cette définition les processus d’immigration pure, ou v est la mesure nulle.

On notera pour toute mesure I vérifiant (2.1)
o1(t) =, ujt =0
ri<t j2>1

le subordinateur décrivant la masse totale de particules ayant immigrées jusqu’au temps ¢. On vérifie
facilement que sous 'hypothese d’intégrabilité imposée a I, o1(t) < oo p.s. pour tout ¢. Pour énoncer
nos résultats, on a également besoin de construire pour tout € € (0,1), une mesure v, sur Ef définie a
partir de la mesure v par :

/zi f(s)ve(ds) = / f(s2e7 8367, ) v(ds),

St
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f étant une fonction test, et
o, (e)i=inflz >1:v(sp <1—27) >

Notons, par exemple, que si v(s] < 1 —¢) ~g 77, alors ¢, (g) ~o e~
Enfin, on munit I'espace ﬁ% de la distance

dps(s,8) = > Isi — s

i>1

et ’ensemble des mesures sur Ef vérifiant (2.1) de la distance

(I,J) — sup
f

JRCEERICS
El

le supremum étant pris sur I’ensemble des fonctions f : E% — R continues, bornées en valeur absolue
par la fonction s — ) ., s; A 1 (on identifie les mesures dont la différence ne charge que (0, ...)).

Théoréme 8 ([52]). Supposons qu’il existe une mesure I non nulle vérifiant (2.1) telle que
Ve

WHI et 6_aV(51 < 178)*>€€ [0,00], quands%().

Alors,

2u(e) (1= Fi(e), (Fa(e), Fy(e), ) 3 (o1, FI)
ou le processus limite F'I est :
- un processus de fragmentation avec immigration de paramétres (o, £~ v, I) lorsque £ € (0, 00),
- un processus d’immigration pure codée par la mesure I lorsque £ = 0o
- le processus constant nul lorsque £ = 0.
La convergence a lieu pour la topologie de Skorokhod lorsque £ > 0 et au sens fini-dimensionnel lorsque
{=0.

Lorsque ¢ = 0, le subordinateur o7 n’est pas trivial, bien que le processus F'I soit contant, égal a
0. Ceci s’interprete ainsi : les particules immigrent suivant la mesure [ et se fragmentent alors a un
taux infini. Elles sont donc immédiatement réduites a 1’état de poussiere.

Notons par ailleurs que les processus apparaissant a la limite dans le théoreéme ci-dessus sont
nécessairement auto-similaires, et que pour les indices « négatifs, ce théoreme nous donne le compor-
tement de la masse totale de poussiere au voisinage de 0.

Il n’y a en fait que les cas o ¢ — v(s1 < 1 —¢) ~g Ce™7, avec v € (0,1) et C > 0, ou l'on
peut avoir a la limite un processus de fragmentation avec immigration non-trivial et ceci arrive alors
pour un unique indice d’auto-similarité : « = —~. Pour ce type de parametres, on obtient une version
“arbres” du théoréme ci-dessus, qui stipule que 'arbre de fragmentation de parametres o, v dont les
longueurs ont été multipliées par € et la mesure sur les feuilles par ¢!, converge, sous ’hypothese
v./v(s1 < 1—¢) — I, vers un arbre de fragmentation avec immigration, c¢’est-a-dire un arbre composé
de la demi-droite [0,00) sur laquelle sont greffés des arbres compacts distribués comme Darbre de
fragmentation initial & un changement d’échelle prés. On renvoie au théoreme 17 du papier [52] pour
un énoncé rigoureux.

Typiquement, ce théoréme va s’appliquer aux fragmentations stables d’indice négatif F#~. On
retrouve ainsi le résultat de convergence de la fragmentation brownienne évoqué plus haut. Dans les
cas non-browniens, 1 < 8 < 2, on vérifie que 51_1/51/5’5 — Ig, avec

[ rstas) = 35 - 1=/ [ B[ (o (a1 837.,.)) oo

0
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pour toute fonction mesurable f : l% — R4, ou (A}/ p , A;/ p ,...) est la suite décroissante des tailles des
sauts avant le temps 1 d’un subordinateur stable T%/# d’exposant de Laplace ¢ € Ry — ¢'/8. On en
déduit que le processus F5~(e-) multiplié par eP/(1=B) converge, au sens mentionné ci-dessus, vers un
processus de fragmentation avec immigration de parametres (1/8—1,vg, I3). Et similairement pour les
arbres. L’arbre limite est alors ’arbre généalogique d’un processus de branchement avec immigration
A espace d’état continu, de mécanisme de branchement u” et de mécanisme d’immigration fu”~1. Ce
résultat est tres proche d'un résultat de Duquesne [30] (établi dans le cadre des arbres de Lévy) sur
la convergence des processus de hauteur des arbres stables normalisés vers des processus de hauteur
codant des processus de branchement stables avec immigration. On peut déduire de ceci et d’un
théoreme de Ray-Knight pour les processus de branchement avec immigration montré par Lambert
[65], le comportement de la masse de poussiere Mha—  (¢) =1 — D>t Ff ~(t) au voisinage de 0 :

Pouss

. t
ehl/(1=F) (le;lss(et),t > 0) o < /O LP(u)du, t > 0) ;

ot L? est le processus de branchement avec immigration cité ci-dessus.

Revenons au théoreme 8. On a immédiatement le corollaire suivant lorsque la mesure v est binaire.

Corollaire 3 ([52]). Si la mesure v est binaire, si @, (€) = e~/ 7(e) pour une fonction £ & variation
lente en 0 et un réel v € (0,1), et si « > —, alors

0u(e) (1 — Fy(2), (Fa(e"), Fs(er), ..) 3 (67, A], A, ),

ot o7 est un subordinateur stable d’ezposant de Laplace ¢ € Ry +— T'(1 —~)q" et (A](t),AJ(t),..) la
suite décroissante de ses sauts jusqu’au temps t.

On retrouve ainsi un résultat d’Aldous et Pitman [6] pour leur fragmentation FAT (de paramétres
a = 1/2,vp,). Plus généralement, le théoréme 8 s’applique aussi aux fragmentations stables d’indice
positif FA*. Pour 1 < 3 < 2, soit ¢”~! un subordinateur stable d’exposant de Laplace ¢ € Ry +— 8¢°~1,
indépendant du subordinateur 7/# introduit ci-dessus. Alors, en notant (A}/ A (1), Aé/ ‘ (t),...) la suite
décroissante des sauts de T/8 jusqu’au temps ¢,

IO (1= PP (), (F) (), F (), o)) 5 (T2 s (AP0 7H ), 5P (0771 (), 1))

On complete ainsi un résultat de Miermont [75], qui montre cette convergence au sens 1-dimensionnel.

Terminons cette section en donnant une idée de la preuve du théoreme 8. Il faut pour cela considérer
la construction a ’aide d’un processus ponctuel de Poisson de la fragmentation et “voir” la fragmen-
tation comme la demi-droite [0, 00) sur laquelle sont greffés des processus de fragmentation de méme
loi, normalisés. Considérons pour cela le processus décroissant du plus gros sous-fragment, partant
de la masse initiale égale a 1 et obtenu ensuite en ne gardant a chaque dislocation que le plus gros
sous-fragment du fragment considéré jusque la (notons que ce processus et différent du processus Fj
du plus gros fragment de la fragmentation ; cela dit ils coincident dans un voisinage de 0). A chaque
temps de saut ¢ de ce processus, on considere les masses des sous-fragments obtenus autres que celle du
plus gros sous-fragment, et on greffe alors au point ¢ sur la demi-droite [0, o), des processus de frag-
mentation indépendants (conditionnellement & leurs masses initiales) décrivant I’évolution de chacune
de ces masses. Correctement normalisé, et sous les hypotheses du théoreme 8, ce schéma va ensuite
“converger” vers une demi-droite sur laquelle sont greffés des processus de fragmentation, modélisant
un processus de fragmentation avec immigration.

Les travaux résumés dans cette section ont été exposés dans un cadre plus général dans le papier
[52] : celui des fragmentations de saut pur non-nécessairement auto-similaires ou les particules de masse
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m se fragmentent au taux 7(m)v(ds), pour une fonction 7 & valeurs positives fixée. Dans ce cadre,
les résultats décrivent le comportement de fragmentations issues d’une masse initiale convergeant vers
Iinfini, ce qui revient & regarder le comportement de la fragmentation issue d’une masse 1 au voisinage
de 0 dans les cas auto-similaires ou la fonction 7 est une puissance.

2.3 Comportement au voisinage de la feuille la plus éloignée de la
racine : cas des fragmentations stables [46]

Dans cette partie, I'indice d’auto-similarité « est strictement négatif. Dans le paragraphe précédent,
on regardait le comportement d’un arbre de fragmentation au voisinage de sa racine. Il s’agit a présent
de faire un zoom sur le voisinage de la feuille la plus éloignée de la racine. Considérons une fragmenta-
tion F' associée et ¢ son temps d’extinction. Intuitivement, ’auto-similarité du processus peut laisser
penser que la bonne facon de normaliser la suite F((¢ —e)*) est de la multiplier par !/
une limite non-triviale lorsque ¢ — 0, dans le sens

pour obtenir

eVeR((¢ —e)T) M By (2.2)

ou la limite est une suite décroissante positive de somme finie, i.e. appartenant a l’espace (ﬁ%, dei)' On
1

a vu cependant dans la partie précédente que la normalisation en €/ n’est pas toujours la bonne

pour observer la fragmentation pres de 0 et il se peut que la “conjecture” (2.2) ne soit pas toujours
vérifiée. Plusieurs éléments nous laissent penser qu’elle doit quand méme étre vraie dans un cadre
assez général.

On a montré proprement, pour U'instant, la convergence (2.2) pour les fragmentations stables, dans
le travail [46] avec Christina Goldschmidt. On y montre en fait un résultat plus général, en étudiant
I’excursion normalisée d'un processus de hauteur stable au voisinage de son maximum. Soit donc
B € (1,2] et e une excursion normalisée du processus de hauteur stable d’indice /3. Presque stirement,
elle atteint son maximum, ¢, en un unique point de [0, 1], noté z,. On prolonge cette excursion comme
fonction sur R, en posant e(z) = 0 pour = ¢ [0,1]. On rappelle que I'indice d’auto-similarité de la
fragmentation F°~ associée est égal & 1/8 — 1.

La topologie considérée sur I’ensemble des fonctions continues sur R est celle de la convergence
uniforme sur les compacts. Celle sur les ouverts bornés de R est celle associée a la distance

do(A, B) = 3 2 Fda (A0 (=k, k) 1 [k, k], (B 0 (=, k) 0 [k, K]),
keN

dr,3 étant la distance de Hausdorff usuelle sur les compacts de R et E¢ le complémentaire dans R
d’un ensemble de réels F.
Théoréme 9 ([46]). Il existe un processus Hoo défini sur R,

e presque surement continu, convergeant vers linfini quand x — 400 ou x — —oo, prenant la
valeur 0 en 0, strictement positif ailleurs,

o auto-similaire : m'/P~VH_(m-) a méme loi que Hy pour tout m > 0
o symétrique en loi : (Hoo(x),x > 0) a méme loi que (Hoo(—x),z > 0),
tel que :
(i)
g1 <C —e(zy + 6’8/(’8_1)-)) L Hy, €—0
(ii)) st O(t) ={r € R:e(x) > t},t >0,

PP (O((¢—e)t) —a) B {z eR: Holw) <1}, -0
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(ili) Fs étant la suite décroissante des longueurs des composantes connexes de ['ouvert
{r €R: Hoo(x) < 1},
PRI FB=((¢ —&)T) EFOO, e —0.

Signalons que dans le cas brownien (8 = 2), une version de ce résultat a été montrée parallelement
par Uribe Bravo [83].

Tres informellement, le processus Ho, apparaissant dans le théoreme 9 est une excursion du proces-
sus de hauteur de longueur infinie, centrée a son “maximum” et retournée de sorte que ce maximum,
qui est devenu un minimum, vaille 0 et soit atteint en 0. Voir dessin ci-dessous.

Y

FIGURE 2.2 — Dessin schématique de H, : on colle, sous le supremum dessiné en pointillé, des excur-
sions inversées du processus de hauteur, conditionnées a ne pas descendre en-dessous de 0.

On renvoie a [46] pour une construction du processus Ho, & 'aide de mesures de Poisson. Celle-
ci, ainsi que la preuve du théoréme ci-dessus repose sur la décomposition de Williams de ’excursion
stable établie par Abraham et Delmas [1], généralisant la décomposition de Williams de I’excursion
brownienne [81]. Dans le cas brownien,

Hoo(x) = Ry (2)1z>0y + R—(2)1{z<0,

ou R,,R_ sont deux processus de Bessel de dimension 3 indépendants. On remarque alors que le
comportement au voisinage du temps d’extinction de la fragmentation est relié a celui de son com-
portement au voisinage de 0 : le processus de fragmentation avec immigration FIP' mentionné dans
la partie précédente se construit en effet a partir du processus Ho, en considérant pour tout temps
t > 0, les longueurs des composantes connexes bornées de I’ensemble des réels x tels que Hoo(z) > t.
Cette corrélation semble spécifique au cas brownien.

Revenons au cadre plus général des fragmentations stables et notons que I’assertion (i) du théoréme
9 n’implique pas directement I’assertion (ii). Il est facile de trouver des exemples de fonctions conver-
geant pour la topologie de la convergence uniforme sur les compacts, mais dont les ouverts associés
au sens de (ii) ne convergent pas pour la distance dp. Cependant ici, avec probabilité 1, 1 n’est pas
un maximum local de H, et la mesure de Lebesgue de I'ensemble des réels x tels que Hoo(x) = 1 est
nulle, ce qui va nous permettre de déduire la deuxiéme assertion de la premiere. Les assertions (i) et
(ii) n’impliquent pas non plus directement ’assertion (iii). Pour obtenir cette troisieme assertion, on
doit vérifier un résultat d’uniformité, a savoir que pour tout n > 0, il existe un réel K > 0 tel que la
probabilité que 'ouvert £#/(=5) (O((¢ — &)*) — z,) intersecte (—oo, —K] U [K,00) est inférieure & 7
pour tout £ assez petit.
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Un corollaire intéressant du théoreme 9 concerne le processus du dernier fragment : on note FE “(t)
la masse du fragment au temps ¢t qui s’éteindra au temps (, autrement dit, la longueur de la composante
connexe de {z : e(z) > t} contenant z,, t > 0, avec F/(t) =0sit > (.

Corollaire 4 ([46]). Lorsque € — 0,

R 19

(FF(¢-9)
ol (. est une version biaisée de ¢, au sens P(¢ < z) = E[¢V/(F~V; ¢ < 2] /E[¢V/BV], z > 0.

La limite (. est en fait distribuée comme la longueur & la puissance 1/5 — 1 d’une excursion
du processus de hauteur stable d’indice § conditionnée & avoir un maximum égal & 1. Dans la cas
brownien, on peut préciser la distribution de cette limite, grace a un résultat de Biane, Pitman et Yor
[17] : ¢ a alors méme loi que 7/(2(¢), la loi de ¢ étant par ailleurs connue (voir Kennedy [61]).

Pour terminer, soulignons qu’on obtient aussi des convergences presque sures pour les logarithmes
des masses du plus gros fragment F} et du dernier fragment Fj, ces convergences ayant lieu pour un
ensemble de fragmentations assez générales, incluant les fragmentations stables :

log F1 (€ — &)™) ps. log Fy (€ — &)™) ps.
110g(5) = —1/a, oz (@) - —1/a.

2.4 Décompositions spinales et invariance par changement de racine
uniforme [58]

Partant d'un arbre de fragmentation (74, fta,) €t conditionnellement & cet arbre, on considere
(L;,i > 1) un échantillon i.i.d. de feuilles de loi jt4,. On note II la fragmentation & valeurs partitions
associée : les blocs de TI(t) sont formés des indices des feuilles appartenant & une méme composante
connexe de {z € To, : d(x,p) > t}. On note ensuite R,, le sous-arbre de 7,, a n feuilles engendré
par les feuilles L1, ..., L, et la racine. Autrement dit, R,, est 'arbre généalogique de la fragmentation
II restreinte aux n premiers entiers. Enfin 7;, désigne I’arbre combinatoire associé obtenu en oubliant
les longueurs sur les arétes de R,,. On rappelle que la loi de la suite (7},,n > 1) est indépendante du
parametre d’auto-similarité de la fragmentation.

On appelle épine dorsale de 'arbre T, le chemin reliant la racine a la feuille L. De fagon analogue,
on appelle épine dorsale de I'arbre continu de fragmentation le chemin reliant la racine a la feuille L;.
Dans une premiere partie, on va étudier des décompositions de ces arbres le long de leur épine dorsale.
Ceci nous apportera en particulier certaines informations sur les arbres stables. Dans une deuxiéme
partie, on utilisera ces décompositions spinales pour caractériser les arbres de fragmentation dont la
loi est invariante par changement de racine uniforme. Les résultats exposés dans cette section font
partie d’un travail en collaboration avec Jim Pitman et Matthias Winkel [58].

2.4.1 Décompositions spinales

On va considérer deux types de décompositions de I'arbre T}, le long de son épine dorsale.

Décomposition grossiére. On appelle partition spinale grossiére la partition de {2,...,n} obtenue
en enlevant chaque aréte composant 1’épine dorsale de T;, et en considérant alors les blocs composés
des indices des feuilles des différentes composantes connexes (exceptée la feuille L1). On appelle com-
position spinale grossiére la version ordonnée de cette partition, I’ordre des blocs étant celui de leur
emplacement le long de 1’épine dorsale, le premier étant le plus proche de la racine.
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Décomposition fine. La partition spinale fine de {2, ...,n} est obtenue de fagon similaire en enlevant
les arétes composant I’épine dorsale, ainsi que les arétes connectées a cette épine dorsale.

La partition fine est donc emboitée dans la partition grossiere et, presque sirement, ces deux
partitions sont identiques pour tout n si et seulement si la fragmentation est binaire.

L2 L7 L8 L2 L7 8 L2 L7 L8
L

L
L5 L6 L9 L \l/ Ls L6 L9
-
3 L4 S

L1 L5 L6 L9 L1
o L \)V ’ s L4\l/
. - -

Racine Racine Racine

Partition spinale grossiere : {{2,7,.8},{3.4,5,69}} Partition spinale fine : {{2,7.8}.{3}.{4}.{5.6.9}}

Composition spinale grossiere : ({34,5,6.9}.,{2,7,8})

FIGURE 2.3 — Décompositions spinales de 'arbre Ty.

Par construction, ces partitions spinales s’étendent & des partitions de N\{1}, qui sont conjointe-
ment échangeables, et ont donc des fréquences asymptotiques presque surement. Ces fréquences cor-
respondent aux masses des sous-arbres se greffant sur I’épine dorsale de I’arbre 7, ,. On les appellera
respectivement partitions de masse grossiére et fine. La encore, il existe une version ordonnée de la par-
tition de masse grossiere suivant ’ordre spinal, qu’on appellera composition de masse grossiére. Celle-ci
correspond donc aux longueurs ordonnées des composantes connexes de 'ouvert complémentaire de
{1 —exp(—=¢&),t > 0}, £ étant le subordinateur intervenant dans la construction du fragment marqué,
qui est ici celui correspondant a 1’évolution du bloc contenant 1 dans la fragmentation II.

A partir de la famille de compositions spinales grossiéres, on peut récupérer la fermeture de 'image
du processus 1 — exp(—¢) : si on note S, le cardinal total des k premiers blocs de la composition
spinale grossiere de {2,...,n}, on a, d’apres Gnedin et Pitman [43],

{Snvk/n’ k > 1} IE) {1 - exp(iét)vt > 0}7

la convergence ayant lieu au sens de la distance de Hausdorff sur les compacts de [0, 1]. De ceci, et
du fait que la trajectoire de £ peut se construire a partir de son image lorsque sa mesure de Lévy est
infinie et connue, on déduit le résultat suivant :

Proposition 2 ([58]). Supposons que la mesure v est infinie. Alors, connaissant le paramétre o, sur
un ensemble de probabilité 1, la fragmentation II et U'arbre T, ,, se reconstruisent a partir de la famille
d’arbres combinatoires (T,,n > 1).

Remarque. Cette propriété est plus généralement valable pour toute fragmentation auto-similaire I’
(pas nécessairement construite a partir d’un arbre et sans restriction sur 'indice d’auto-similarité) :
connaissant ses parametres, si sa mesure de dislocation est infinie, on peut la reconstruire a partir de
la famille d’arbres combinatoires associée.

Si on note By 1, ..., By K, les blocs de la partition spinale grossiere, on peut calculer explicitement
son EPPF (de l'anglais “exchangeable partition probability function”), a savoir, pour tous k > 1,n > 2
et pour toute composition (n,...,ng) de n — 1,

p(ni,....,ng) =P({Bn1,..., Bk, } = m),Vr partition de {2,...,n} en blocs de tailles nq, ..., ny.
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On renvoie a [58] pour des formules explicites en fonction de v.

Nous n’avons pas réussi a calculer les quantités analogues pour la partition spinale fine dans un
cadre général. En ajoutant des conditions sur la mesure v, on va quand méme pouvoir décrire la loi
de cette partition fine a partir de celle de la partition grossiere. Notons P, la mesure mélange sur les
partitions de N (qui n’est une probabilité que si v l'est) :

P = [ Pulintas)

ou Py est la loi d'une partition échangeable de fréquences asymptotiques ordonnées s. Introduisons
alors, par analogie avec les EPPF's ci-dessus, les fonctions

pu(n1,...,ng) =P,({r’ € Py : 7, =7}),Vr partition de {1,...,n} en k blocs de tailles ny, ..., ng,

définies pour toute composition (nq, ..., ng) de n. La notation 7], désigne ici la restriction de la partition
7" & {1,...,n}. 1l est facile de voir que ces quantités sont finies dés que k > 2, puisque v integre la
fonction s — 1 — s;. On montre de plus que pour toute composition (nq,...,ng) de n telle que k > 2,

pll(nla [EX3) ’I’lk) = g(n) nl)pﬁ(n,nl)(nQ? ceey ’I’lk)

pour une certaine fonction g et des mesures de probabilité (n,n1) sur S+ indexées par (n,n;). On
dira dans la suite que la mesure v admet une probabilité 7 sur S+ comme facteur si ¥(n,n1) = ¥ pour
tous les entiers n,n; tels que 1 < ny < n.

Théoréme 10 ([58]). Soit v une mesure de dislocation, (Ty,,n > 1) une famille d’arbres combinatoires
associée, et U une mesure de probabilité sur St. Les deuz assertions suivantes sont équivalentes :

(i) v admet v comme facteur

(ii) la partition de masse fine de (T,,,n > 1) s’obtient a partir de sa partition de masse grossiére
en fragmentant chaque masse m de cette partition grossiére en masses ms, s étant distribuée
suivant v, et ceci de fagon indépendante pour les différentes masses de la partition grossiére.

Les mesures de dislocation de type Poisson-Dirichlet font partie des mesures de dislocation admet-
tant un facteur. Elles dépendent de deux parametres a € (0,1) et # > —2a et se construisent alors a
partir des points A; > Ay > ... d’une mesure de Poisson sur R, d’intensité a(I'(a — 1))~ tz=¢ 1dx :

f(s)PD*(a,6)(ds) = E [Tef (Al, ﬁ, )] ,
St T T
avec T'= ) .o, A;, f étant une fonction test. Pour § = —1 et a = 1/, on retrouve, & une constante
multiplicative pres, la mesure de dislocation de 'arbre stable T3, 1 < B < 2. De facon générale, on
vérifie que la mesure PD*(a, #) est bien une mesure de dislocation et qu’elle est finie si et seulement
si @ > —a. Lorsque 6 > —a, cette mesure est simplement la distribution de Poisson-Dirichlet usuelle
PD(a, ), multipliée par la constante I'(1 + 6/a)/I'(1 + #). On rappelle que pour a € (0,1),0 > —a,
PD(a, ) est la loi du réarrangement décroissant de la suite

X1, (1— X1)Xa, (1 — X1)(1 — X2) X3, ...

ou les X;,7 > 1 sont des variables indépendantes, de loi Beta(l — a,ia + 6) respectivement. Enfin, on
peut montrer que la mesure PD*(a, ) admet la distribution PD(a,a + #) comme facteur, pour tous
les parametres a € (0,1), 6 > —2a.

On en déduit les résultats suivants sur I'arbre stable 75, 1 < # < 2, apres avoir rappelé que le
subordinateur £ associé a cet arbre a une mesure de Lévy proportionnelle a

(1-— e_x)1/5_26(1/5_1)x1{x>0}dx (2.3)

et qu’il est bien connu que dans ce cas la fermeture de I'image de 1 — exp(—¢) est réversible, de méme
loi que I'ensemble des 0 d’un pont de Bessel de dimension 2/, et que le réarrangement décroissant des
longueurs des intervalles de 1’ouvert complémentaire suit une loi PD(1 —1/38,1 — 1/3), voir [43, 78].
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Corollaire 5 ([58]). Soit (T3, ng) un arbre stable d’indice 5 € (1,2).
(i) Le réarrangement décroissant de sa partition de masse grossiére suit une loi PD(1—-1/8,1-1/0).

(ii) Sa partition de masse fine s’obtient a partir de la partition grossiére en fragmentant chaque
masse de facon indépendante, suivant une loi PD(1/5,1/5 —1).

(iii) Le réarrangement décroissant de sa partition de masse fine suit une loi PD(1/5,1—1/5).

(iv) Sa partition de masse grossiére s’obtient a partir de la partition de masse fine en coagulant des
masses suivant une loi PD(S — 1,8 — 1), suivant la procédure de coagulation définie dans [77].

2.4.2 Invariance par changement de racine uniforme

Soit (7, ) un CRT de racine p et conditionnellement & ce CRT, (Ly, Lo, ...) un échantillon i.i.d.
de feuilles de loi p. On note R(T, Ly, Lo, ..., Ly,) le sous-arbre de T, & n feuilles, engendré par p et
Li,....;L,, n > 1. On note ensuite T arbre T ré-enraciné en Ly et R(T¥, p, Lo, ..., L,) Varbre
R(T, L1, Lo, ..., L,) ré-enraciné en L; également.

Définition 8. On dit que (la loi de) (T, p) est invariant(e) par changement de racine uniforme si
pour tout n > 1,

R(T, L1, Lo, ..., L)) S R(TEY p, Lo, ..., Ly).

Aldous [3] et Duquesne et Le Gall [32, 33] ont montré, respectivement, que I’arbre brownien et
les arbres de Lévy en général sont invariants par changement de racine uniforme. Intuitivement, pour
I'arbre brownien, cette propriété vient du fait que 'arbre de Galton-Watson de loi de reproduction
une loi de Poisson de parametre 1, conditionné a avoir n noeuds, vérifie une variante discrete de cette
propriété d’invariance par changement de racine uniforme, pour tout n > 1. Cette propriété passe
alors a la limite et est donc valable pour ’arbre brownien.

Nous montrons ici que les seuls arbres de fragmentation a étre invariants par changement de racine
uniforme sont les arbres stables, a un changement d’échelle pres.

Théoreme 11. (i) (Aldous [3], Duquesne-Le Gall [32, 33]) L’arbre stable (73, up) est invariant par
changement de racine uniforme pour tout 5 € (1,2].

(ii) ([58]) Si un arbre de fragmentation (Ta,u, fa,y) est invariant par changement de racine uniforme
alors il existe B € (1,2] tel que v est proportionnelle a vg et a« =1/ — 1.

L’assertion (ii) repose sur le fait que pour qu’un arbre de fragmentation soit invariant par change-
ment de racine uniforme, il faut que sa composition de masse grossiere soit réversible. En utilisant un
résultat de Gnedin et Pitman [43] et en jouant un peu avec la mesure de dislocation v, on remarque
alors que nécessairement la mesure de Lévy du subordinateur du fragment marqué est proportionnelle
a celle associée a un arbre stable, c’est-a-dire de la forme (2.3), pour un g € (1,2]. Ceci ne suffit pas
a priori & caractériser la mesure de dislocation v (sauf dans les cas binaires). La suite de la preuve
consiste a montrer que pour un arbre de fragmentation invariant par changement de racine uniforme,
qui doit nécessairement satisfaire certaines propriétés de symétrie, la mesure de dislocation v est ca-
ractérisée par la mesure de Lévy du subordinateur associé. Cette mesure v est donc proportionnelle &
vg. On obtient ensuite facilement que o = 1/ — 1, en utilisant que les longueurs des trois arétes de
R(T, L1, L2) ont méme loi.

Notons qu’on peut également proposer avec notre approche une preuve combinatoire de ’assertion
(i). Comme on l'a déja mentionné, pour les arbres stables la composition de masse grossiere est
réversible. Par ailleurs, la partition de masse fine s’obtient & partir de la partition grossiére en la
fragmentant de fagon indépendante suivant une méme loi. Dit autrement, et de fagon assez informelle :
qu’on la regarde de p vers L1 ou de Ly vers p, la collection de lois des masses des arbres greffés sur 1’épine
dorsale de 73 est la méme. Conditionnellement a leurs tailles, ces sous-arbres sont indépendants de
méme loi que 7z & un changement d’échelle pres dépendant de leur tailles respectives. D’oti 'invariance
en loi par changement de racine uniforme.
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2.5 Remarques et perspectives

Il existe une version de l'arbre stable (73, pg) telle que la mesure pg se construise a partir de
I’arbre T3 et plus précisément a partir d'un processus de “mesures de temps local” de ’arbre. Ceci
est plus généralement vrai pour les arbres de Lévy (voir [32]). Il est naturel de se demander si cette
propriété peut s’étendre aux arbres de fragmentation. Pour aborder cette question, on peut envisager
de construire des mesures de temps local comme dans les cas stables, en utilisant l'existence d’un
processus de temps local pour la masse totale de la fragmentation. Dans le papier [50], je donne des
conditions nécessaires et des conditions suffisantes sur o et v pour I'existence de ce temps local : pour
la plupart des mesures v, il y a aura existence si et seulement si & € (—1,0). Une question liée est
d’essayer d’obtenir une définition d’“arbre auto-similaire” pour des arbres réels compacts non-mesurés
(c’est-a-dire que la définition ne dépendrait pas d’une mesure sur ’arbre, mais que de la structure de
Parbre), puis de caractériser les arbres aléatoires vérifiant cette définition.

Par ailleurs, avec Christina Goldschmidt, on a entrepris I’étude du comportement des fragmen-
tations au voisinage de leur point d’extinction dans un cadre beaucoup plus général que celui des
fragmentations stables. Le probleme est qu’on ne peut pas adapter I'approche utilisée pour les cas
stables, car on n’a plus, alors, de théorie des excursions liée a la fragmentation. On pense cependant
que la normalisation (2.2) est la bonne, différentes tentatives d’approche vont dans ce sens. Cela dit
on n’a obtenu de résultat rigoureux, pour l'instant, que pour les mesures de dislocation finies (outre
les cas stables) : on montre alors que le processus du dernier fragment se comporte comme conjecturé
au voisinage du point d’extinction.

Enfin, signalons que la décomposition spinale fine des arbres stables du corollaire 5 est un élément-
clé d’une démonstration de Croydon et Hambly [25], qui I'utilisent de fagon récursive pour obtenir des
propriétés spectrales de la forme de Dirichlet naturelle sur les arbres stables.
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Chapitre 3

Limites d’échelle de chaines de Markov
décroissantes [55]

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au comportement de chaines de Markov décroissantes a
valeurs entieres positives (chaines de “mort pure”) issues de n lorsque n — oco. L’hypothese principale
sous laquelle nous travaillons est que les sauts macroscopiques, c’est-a-dire de taille supérieure a
ne pour un € > 0 fixé, arrivent asymptotiquement avec une probabilité de I'ordre de n™7, v > 0.
Cette hypothese, on le verra, est satisfaite par un ensemble assez diversifié d’exemples, incluant des
marches aléatoires avec barriere, des A-coalescents, des compositions régénératrices non nécessairement
consistantes. Une application majeure de notre résultat, développée dans le chapitre suivant, concerne
les limites d’échelle de famille d’arbres satisfaisant une certaine propriété de Markov branchante. La
chaine de Markov décroissante correspondante intervient alors dans I’étude de la suite des tailles des
sous-arbres contenant une feuille marquée, lorsqu’on remonte dans 'arbre le long du chemin reliant la
racine a la feuille marquée.

3.1 Limites d’échelle

Soit (X,,(k), k € Z4) une chaine de Markov décroissante & valeurs dans Z issue de X, (0) =n. A
partir de ses probabilités de transition p, ;,0 < k < n, on définit une probabilité sur [0, 1] par

p;(dx) = Z pn,kék/n(dx)’
k=0

loi de la variable X,,(1)/n. Notre hypothese principale est la suivante :

(H1) il existe,

e une suite (a,,n > 1) ou a, = n74(n), avec v > 0 et £ : Ry — (0,00) est une fonction
a variation lente a l'infini,

e une mesure finie non-triviale p sur [0, 1],

telles qu’on ait la convergence faible de mesures sur [0, 1] :

an(1 — 2)pj(dz) 25 p(dx).

n—o0

Sous cette hypothese, la limite d’échelle de la chaine de Markov va s’exprimer en fonction d’un su-
bordinateur £ tué a un taux k = p({0}), de mesure de Lévy 'image de la mesure 1o, <1yu(dz)/(1—2)
par Papplication z — —In(x) et de drift d = u({1}). Plus précisément, considérons le processus de
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Markov auto-similaire
X(t) = eXp(_é.p(t))v t>0,
ol p est le changement de temps p(t) = inf{u > 0: [ exp(—y&.)dr > t}, t > 0, et notons

o0
I=/ exp(—&;)dr
0
le temps auquel ce processus atteint 0, et A, le premier instant ou la chaine X, atteint un état

absorbant.

Théoréme 12 ([55]). Sous l'hypothése (H1),
<(X"(L“””),t > 0> ,A”) 5 (XD,
n

an n— 00

la topologie considérée sur l’ensemble des fonctions cadlag de Ry dans Ry étant celle de Skorokhod.

On obtient également la convergence de tous les moments positifs de A, /a, vers ceux de I. La
preuve de ce théoreme consiste, dans ses grandes lignes, & montrer que la suite de processus changés
de temps,

2ty = Salllowrs )

o () :mf{uz():/ou (W)ﬂdr >t},

est tendue, puis que pour toute limite éventuelle Z de Z,,, les processus (Z)‘(t) exp(Y(A)t), t > O),
indexés par A > 0, sont des martingales cadlag, ol ¥ est I’exposant de Laplace du subordinateur &.
I s’ensuit que Z a nécessairement méme loi que exp(—¢), puis la convergence voulue de la suite X,
normalisée vers X.

Y tZO?

avec

Remarque 1. La convergence des temps d’absorption A, normalisés vers le temps de mort I n’est
pas une conséquence directe de la convergence des chaines de Markov X, normalisées vers le processus
X. On a besoin d’utiliser a nouveau un argument de tension pour conclure.

Remarque 2. On peut obtenir ainsi, comme limite d’échelle de chaines de Markov décroissantes a
valeurs entieres positives, n’importe quel processus de Markov auto-similaire de la forme exp(—¢,)
construit a partir d’un subordinateur ¢ et d’un réel v > 0.

3.2 Applications

3.2.1 Marches aléatoires avec barriere

Iksanov et Mohle [60] se sont intéressés au nombre de sauts avant absorption de marches aléatoires
avec un certain type de barrieres. Le théoréme ci-dessus nous permet de retrouver et compléter leurs
résultats dans les cas ou l'espérance d’un saut est infinie. Notons que leur approche differe fortement
de la notre : elle consiste a mettre en place et étudier des formules récursives sur les temps d’absorption
de ces marches avec barrieres.

Soit (Y;,i > 1) une suite de variables & valeurs dans Z, indépendantes et de méme loi, et
(S(k),k > 0) la marche aléatoire associée :

k
S(k)y=>Y;, k>1;  S=0.
=1

On note g, = P(Y1 =n), G, = > >, ¢i» 1 € Z4 et on exclut dans la suite le cas trivial ot go = 1. On
considere alors trois chalnes de Markov associées a cette marche :
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1. la marche tuée lorsqu’elle dépasse n : Sy(ll)(k) = min(S(k),n), k > 0;

2. la marche qui ignore les sauts qui la feraient dépasser n, définie récursivement par

SOk +1) = SP (k) + Vi1 5@(0) = 0;

(8P (k)4 Yyp1<n}® Fn
3)

3. la marche dont les sauts sont conditionnés a ne pas la faire dépasser n, qu’on notera Sy’ (avec la
convention que la loi du saut conditionné est la mesure de Dirac en 0 si le conditionnement n’est

pas défini) ; on peut construire une version de 57(,,3) a partir de SY(LQ), version qu’on considérera
dans la suite, en posant ST([S)(k) = S}LQ)(Tn(k)) avec T,,(0) = 0 et T,,(k + 1) = inf{i > T, (k) :
SPE—1)+Y; <n}, k>0

On note

les chaines décroissantes associées et Ag), Ag) et A;g) leurs temps d’absorption respectifs (les deuxieme

et troisieme chaines ne sont pas nécessairement absorbées en 0, contrairement a la premiere). Le
théoreme 12 nous amene alors au résultat suivant.

Théoréme 13 ([55]). Supposons que G, = n~"(n), pour une fonction a variation lente £ et un réel
v € (0,1). Considérons un subordinateur § d’exposant de Laplace

00 -yd
v = [Came g o,

p le changement de temps usuel (1.2) défini a partir de & et v, et £ le subordinateur tué :
& =&+ o0l(e(1)<t} OU e(1) est une variable aléatoire exponentielle de parameétre 1, indépendante
de . Alors, on a la convergence jointe

(X’(“”u'/qnp Xz X9 (/7))

n n n

) 9 (exp(—£5). exp(~E,). exp(~E,))

conjointement avec

. e(1) (9] 0o
q, (A%1)7A7(12)7A$L3)> lof (/ exp(—fr)dr,/ exp(—fr)dr,/ exp(—fﬁdr) .
0 0 0

Le lien avec le travail d’Iksanov et Mohle est le suivant : les marches avec barrieres qu’ils considerent
sont nos marches ST(?) lorsque gy = 0. Dans ce cas A7(13) est le nombre de sauts strictement positifs de

la marche avant absorption et c’est la quantité qu’ils étudient.

3.2.2 A-coalescents

Soit A une mesure finie sur [0, 1]. Un A-coalescent est un processus markovien échangeable & valeurs
dans ’ensemble des partitions de N modélisant 1’évolution d’un systeme de blocs qui coalescent de
telle sorte que le seul type de transitions possible est ’agglomération d’un ensemble de blocs en un
unique bloc. Plus précisément, le taux auquel n blocs coalescent en k blocs suite & I’agglomération de
n — k + 1 blocs est donné par

n . _
ot = <k_1)/ 11— A (da).
[0,1]

Les A-coalescents ont été introduits par Pitman [77] et Sagitov [82] en 1999. Lorsque A = Jp, on
retrouve le coalescent de Kingman. Lorsque A est la mesure de Lebesgue sur [0,1], on retrouve le
coalescent de Bolthausen et Sznitman.
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Partant d’un systeme ayant initialement n blocs, on s’intéresse a la chaine de Markov (X, (k), k > 0)
décrivant I’évolution du nombre total de blocs : X,,(0) = n, X, (1) = j; s’il reste j; blocs apres la
premiere agglomération, X,,(2) = jo s’il reste jo blocs apres la deuxieme agglomération, etc., la chaine
restant constante égale & 1 une fois qu’elle a atteint cet état. On notera A, le temps d’absorption &
I’état 1. Le comportement de ce temps d’absorption lorsque n — oo a fait 'objet de plusieurs travaux
[42, 45, 59, 60]. A I’exception de [60] (nous en reparlerons ci-dessous), ces travaux se concentrent sur
des cas ol soit la mesure z 2A(dz) est finie sur (0, 1], soit la mesure x~*A(dx) est infinie sur (0, 1],
montrant alors l'existence de suites déterministes (an,n > 0), (by,n > 0) telles que (A, — an)/by
converge vers une loi stable. Nous considérons au contraire les cas ot la mesure x~2A(dx) est infinie
et la mesure 2 ' A(dz) est finie. Soit

= 2 T U .
h(u) = /M Ada), ue(0,1]

En remarquant que les probabilités de transition de la chaine sont

pn,j=IP’(Xn(1):j>:?, 1<j<n-—1,
n

ou g, est le taux de coalescence total g, = Z?;l gn,j, €t en utilisant le théoreme 12, on obtient,

Théoréme 14 ([55]). Supposons que h(u) = u~Y4(u), u € (0,1], pour une fonction £ a variation lente
en 0 et un réel v € (0,1). Considérons le subordinateur & d’exposant de Laplace

1
W) = — )/0 (1—(1—2))22A(dz), A>0,

r2-—»

ainsi que le changement de temps p défini par (1.2) a partir de € et . Alors, quand n — oo,

(SlO/D oy b (egig,) [~epgar)

Ceci s’applique en particulier aux (-coalescents, dont la mesure A est une mesure de loi Beta,

A(dz) = Wm“_l(l — ) da 10,1)(z)

pour des parametres a € (1,2) et b > 0.

Corollaire 6 ([55]). Pour un [3-coalescent de paramétres 1 < a < 2 et b > 0, la chaine X,, du nombre
de blocs vérifie

(Xn(b:j‘“'J) nfl) Lot (exp(—fp),/oooexp(_(z_a)gr)dr>

n—o0

ot & est un subordinateur d’exposant de Laplace

—a [ e~ by
GRS 21“(a) /O (1- efAy)mdy

et p le changement de temps usuel (1.2) défini a partir de § et v =2 — a.

Lorsque b =1 et a € (1,2), on récupere ainsi un résultat qu’lksanov et Méhle [60] montrent sur le
comportement asymptotique de A, en faisant le lien entre ces modeles et des marches aléatoires avec
barriere.
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3.2.3 Compositions régénératrices

Partant d’une chaine de Markov X, strictement décroissante avant son temps d’absorption A,, en
0, & valeurs dans Z, on construit une composition aléatoire de n

e (cf”,...c)

de longueur A,,, en posant C,E,") =X, (k—1)—X,(k), 1 <k < A,. On rappelle qu'une composition de n
est une suite finie d’éléments de N de somme n. La suite de compositions (C™),n > 1) est régénératrice,
dans le sens ou la loi de (Cén), ...,CXQ) sachant an) = ¢1 est celle de C(»=<1), Réciproquement, &
partir d’une suite de compositions régénératrice, on construit, pour tout n € N, une chaine de Markov
décroissante issue de n en posant X, (k) =n — Zle CZ-(n) pour tout k plus petit que la longueur de la
composition C™ et X, (k) = 0 sinon. Le théoreme 12 peut donc se traduire en termes de compositions
régénératrices, voir [55, Theorem 5].

Ceci complete des résultats de Gnedin, Pitman et Yor [44] sur le comportement asymptotique
de compositions aléatoires régénératrices et comsistantes. On rappelle qu'une suite de compositions
(C("),n > 1) est dite consistante si, pour tout n > 2, lorsque n boules sont réparties dans des urnes
ordonnées suivant C'™ on obtient en enlevant une de ces boules uniformément au hasard une compo-
sition de n — 1 de méme loi que C(®~1). Gnedin et Pitman [43] montrent qu’une suite de compositions
est régénératrice et consistante si et seulement si il existe un subordinateur (éventuellement tué) & et
une suite de variables (U;,i > 1) indépendantes uniformément distribuées sur (0, 1), indépendantes de
&, telles que C™) soit la composition correspondant aux longueurs des blocs de la partition ordonnée
de {1,...,n} obtenue en considérant que ¢ et j sont dans un méme bloc si et seulement si U; et U; sont

dans la méme composante connexe de [0, 1]\{1 — exp(—&;),t > 0}. Ceci ¥n > 1.

Rappelons, pour terminer, un des résultats de Gnedin, Pitman et Yor. Dans le théoreme qui suit,
A,, désigne la longueur de la composition C™, n > 1, pour une suite de compositions (C’(”),n > 1)
construite a partir d’un subordinateur &.

Théoréme 15 (Gnedin, Pitman, Yor [44]). Si le subordinateur £ n’est pas tué, n’a pas de drift et a
une mesure de Lévy 11 telle que x — TI(z) = [ TI(dy) = 2~ 74(x), ot { est une fonction a variation
lente en 0 et v € (0,1), alors,

A,
I(1—y)I(1/n)

Notre théoreme 12 nous permet de retrouver cette convergence, mais seulement en loi.

2% / exp(—v&)dr.
0
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Chapitre 4

Limites d’échelle d’arbres aléatoires
(56, 57]

La description des limites continues de familles de grands arbres aléatoires a fait I’'objet de plusieurs
travaux ces dernieres années, & commencer par les travaux d’Aldous [2, 3, 4], comme nous ’avons déja
vu. L’objet de ce chapitre est d’étudier les limites d’échelle de familles d’arbres satisfaisant une certaine
propriété de Markov branchante. Les limites continues que I’on obtient sont les arbres de fragmentation
étudiés au chapitre 2.

Notre principale application concerne la suite des arbres de Pdlya a n noeuds, n > 1, c’est-a-dire
des arbres tirés uniformément parmi les arbres enracinés, non-ordonnés, non-étiquetés a m noeuds,
n > 1. Bien que cette suite ne satisfait pas la propriété de Markov branchante, elle n’en est pas loin,
et grace a un argument de couplage on montre que sa limite d’échelle est I’arbre brownien d’Aldous,
confirmant ainsi une conjecture de ce dernier. Nos résultats nous permettent aussi de retrouver les
résultats classiques de convergence des arbres de Galton-Watson normalisés vers les arbres brownien
et stables. On verra enfin que d’autres arbres de fragmentation apparaissent comme limites d’échelle
de modeles naturels se construisant récursivement, comme par exemple les arbres phylogénétiques de
Ford [40] ou d’Aldous [5].

4.1 Le modele

Les arbres finis avec lesquels nous travaillons sont ceux introduits au début de la section 1.1 : ils
sont enracinés, non-ordonnés et non-étiquetés, sauf mention du contraire. Pour 'instant, leurs arétes
ne sont pas munies de longueurs. On va considérer deux types de suites d’arbres, indexées par le
nombre de feuilles d’une part, et par le nombre de noeuds d’autre part. On appellera décomposition
d’un arbre T au-dessus de sa racine ’ensemble des sous-arbres obtenus en retranchant a T sa racine
ainsi que les arétes adjacentes.

Définition 9. Soit (T,,,n > 1) (resp. (Tn,n > 1)) une suite d’arbres finis, T), (resp. Tp,), n > 1,
étant un arbre a n feuilles (resp. n noeuds). On dit que la suite (des lois de) T,,,n > 1 est Markov
branchante si, pour tout n > 2, sachant que T, se décompose au dessus de sa racine en p sous-arbres
ayant respectivement \i > ... > X, feuilles, ces sous-arbres sont indépendants, de lois respectives
celles de Ty,,...,Ty,. Et similairement pour les suites d’arbres indexées par leur nombre de noeuds

(T,,n > 1).

Par exemple, les arbres de Galton-Watson conditionnés a avoir n feuilles ou n noeuds, les alpha-
modeles de Ford [40] et leurs extensions par Chen, Ford et Winkel [23], ou les beta-modeles d’Aldous
[5] satisfont cette propriété de Markov branchante. De méme pour les arbres combinatoires (7),,n > 1)
associés & une fragmentation (section 2.1), dont on oublie les étiquettes (avec la convention ici que
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la racine et le premier noeud de branchement de ces arbres sont confondus). Dans la section 2.1,
on avait construit ces arbres pour des fragmentations sans érosion, d’indice d’auto-similarité négatif
et de mesure de dislocation conservatrice, mais la construction reste valable sans hypothese sur les
parametres de la fragmentation. Le coefficient d’érosion ¢ et la mesure de dislocation v étant fixés, la
loi de la famille (7},,» > 1) ne dépend pas alors du parametre d’auto-similarité. On notera dans la suite

de cette section (quc’y), n > 1) une telle famille lorsque les feuilles sont étiquetées et (Téc’y’o), n>1)la
méme famille d’arbres sans les étiquettes. Il est sous-entendu dans toute la section que la racine et le
premier noeud de branchement de ces arbres sont confondus.

On rappelle que pour tout entier n > 1, P, désigne ’ensemble des partitions de n, c’est-a-dire
I’ensemble des suites finies décroissantes A = (A1, ..., \p) & valeurs entieres strictement positives et de
somme n. La longueur de la partition A est alors notée p(\).

Une famille de lois d’arbres T;,,n > 1 Markov branchante, indexée par le nombre de feuilles, est
caractérisée par une famille de probabilités (g,,n > 1), ¢, étant une probabilité sur P, telle que
gn((n)) < 1, Vn € N. Lorsque n = 1 on ajoute un point cimetiere A de sorte que q1(A) =1 — q1((1)).
La probabilité ¢,(A), A € P,, correspond alors a la probabilité que T}, se décompose au-dessus de sa
racine en p(\) sous-arbres de tailles A1, ..., A,(y). L'hypothese ¢,,((n)) < 1 vient du fait que I'arbre 75,
est fini. Enfin ¢1(A) est la probabilité que T} ait un seul noeud.

A partir de la suite (g,,n > 1) on peut reconstruire la suite des lois des T,,n > 1 a l'aide d’'un
systeme d’urnes et de boules : on part d’une urne initiale avec n boules. Avec probabilité g, (), cette
urne se scinde en p(\) urnes contenant respectivement Ay, ..., Ap(x) boules. Puis, conditionnellement a
leurs tailles, chacune de ces urnes, indépendamment des autres, est scindée en sous-urnes suivant les
lois gy, coy Qs €6 ainsi de suite. Notons qu’une urne contenant n boules reste de taille constante
pendant un temps de loi géométrique de parametre 1 — ¢, ((n)). Dans le cas particulier d’une urne a
une boule, on considere qu’elle “meurt” au bout de ce temps de loi géométrique. L’arbre T}, est alors
I’arbre généalogique associé a ce systeme d’urnes, la racine correspondant a ’urne initiale a n boules.

FIGURE 4.1 — Une version de ’arbre T7;.

De méme, une famille de lois d’arbres T,,,n > 1 Markov branchante indexée par le nombre de
noeuds est caractérisée par une famille de probabilités (G,,n > 1), ¢, étant une probabilité sur P,
telle que ¢ ((1)) = 1. La probabilité §,(\) est alors celle que T}, se décompose en p(\) sous-arbres
de tailles respectives A1, ..., Ayy). Le décalage d’indices vient du fait que la décomposition de Tn+1

au-dessus de sa racine donne une partition des n noeuds restants.
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Remarquons pour finir que la famille d’arbres (T,,,n > 1), T,, ayant n feuilles, obtenue a partir de
(Tn, n > 1) en ajoutant a T,, une aréte et une feuille fantémes & chaque noeud de T, qui n’est pas une
feuille, est également une famille Markov branchante, dirigée par les probabilités ¢,,n > 1 définies a
partir des probabilités G,,n > 1 par ¢;((1)) = 0 et pour n > 2,

Qn(()\la ceey )\p(/\)) 1)) - Cjn—l()\)a VA e Pn—l'

On utilisera ce lien dans la suite pour déduire les comportements asymptotiques de familles d’arbres
indexées par le nombre de noeuds de celui de familles d’arbres indexées par le nombre de feuilles.

4.2 Limites d’échelle : cas consistants

Avec Grégory Miermont, Jim Pitman et Matthias Winkel, nous nous sommes intéressés [57] aux
familles d’arbres Markov branchantes (7,,n > 1) indexées par le nombre de feuilles, telles que
gn((n)) = 0 pour tout n (aucun noeud n’est de degré 2, excepté peut-étre la racine), satisfaisant
en outre une propriété de consistance :

Définition 10. La famille (T,,,n > 1) est consistante si, pour tout n > 3, la loi de l’arbre obtenu en
enlevant une feuille uniformément au hasard dans T,,, ainsi que l’aréte adjacente, est celle de Ty,—1 (il
est sous-entendu ici qu’on “oublie” le noeud sur lequel était plantée l'aréte enlevée s’il était de degré
3 et différent de la racine, fusionnant alors ses deux arétes voisines restantes de sorte d obtenir un
arbre a n — 1 feuilles sans noeuds de degré 2; de méme, si l’aréte enlevée était plantée sur la racine
et que celle-ci était de degré 2, on identifie alors la racine et son unique descendant restant).

On note dans la suite (g,,n > 1) la famille de probabilités “consistantes” associée. Un exemple
fondamental de familles satisfaisant ces propriétés sont les familles (7, éc’y’o),n > 1) d’arbres combina-

(

toires de fragmentation; on note (qnc’y),n > 1) les probabilités associées. Ce sont en un certain sens
les seules, car pour toute famille (7),,n > 1) Markov branchante consistante il existe un réel ¢ > 0 et

°)

une mesure de dislocation v tels que T}, a méme loi que T, ,(ZC’V’ pour tout n > 1. Plus précisément, on

a le résultat suivant :

Théoréme 16 ([57]). Les familles (gn,n > 1) consistantes sont toutes de la forme suivante :

O " () S
an(N) = g (V) = (ncl{x(pmmm /S ) Z( ! ) > sllsy v(ds)>,
Zn 1=0

A2l =1

VA € Py, Vn > 2, pour une paire (c,v) ot ¢ > 0 et v est une mesure de dislocation. Ici, m;(\) est le
nombre d’occurences de lentier i dans la partition X, so = 1= .~ si, Cx est un facteur combinatoire,
et Z, une constante de normalisation :

n!
AN ) ma (V! ne S¢< 2 >”( s)

1>1

De plus, q,(f’y) = q,(f/’yl), Vn > 1, si et seulement s’il existe un réel K > 0 tel que (¢',V') = (K¢, Kv).

Pour décrire les comportements en loi des familles d’arbres Markov branchantes et consistantes

on peut donc se restreindre aux familles (TT(LC’V’O),

TT(LCJ/’O)

n > 1). On munit dans la suite les arétes des arbres
,n > 1 de longueurs toutes égales a 1. Le résultat principal de cette section est le suivant :

Théoréme 17 ([57]). Supposons que ¢ = 0, v est conservatrice et v(sy < 1 —¢) = e 0 (e71),
Ve € (0,1), pour un v € (0,1) et une fonction £ & variation lente a linfini. Il existe alors un arbre de

fragmentation T_.,, tel que

Tr,(LC’V’ °) proba T

H R
nW(n)[ (1 - ’7) Y
pour la topologie de Gromov-Hausdorff.
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Parmi les exemples de mesures de dislocation satisfaisant les hypotheses de ce théoreme, citons
la mesure de dislocation brownienne vp;, les mesures de dislocations des fragmentations stables vz,
1 < B < 2 et plus généralement les mesures de Poisson-Dirichlet PD*(a,0), a € (0,1),0 € (—2a,a),
introduites dans la section 2.4.

Ce théoréme est montré sous une hypothese technique supplémentaire dans [57], qu’on utilisait
pour un résultat de tension. Cependant, on s’est apercu au cours du travail [56] qu’elle n’est pas
nécessaire. La premiere étape de la preuve consiste a remarquer qu’on ne perd rien a supposer que
la suite (T,(LO’V),n > 1) se construit a partir d'un arbre (7_,,,, t—,,) en piochant, conditionnellement
a cet arbre, un échantillon de feuilles i.i.d. de loi pu_, ,, puis en considérant RS)’V) le sous-arbre de

)

, N . . sy 0,v
T—~,. engendré par les n premieres feuilles et la racine, et enfin en considérant que 7, ,§ est ’arbre

0,v ’ ~ . N
R%’ ) dont on a remplacé les longueurs sur les arétes par des longueurs toutes égales a 1. La preuve
du théoreme se divise ensuite en trois autres étapes :

e étude de la hauteur, notée HT(LO’V), de la feuille 1 dans T7(LO’V). Compte tenue de la construction
(théoréeme 5) du fragment marqué a 1’aide d’un subordinateur &, ceci correspond exactement au
contexte du théoréme 15, qui nous amene au résultat suivant (sous les hypotheses du théoréme
17 ci-dessus) :

0,v)
Y ps. /°°
— exp(— dr
A7) Jy P

).

?

la limite étant bien la longueur de I'arbre a une feuille REO’V

e convergence fini-dimensionnelle : on regarde I'arbre a k feuilles T,(LO’V)([k]), sous-arbre de T)\"""

engendré par les feuilles 1, ...,k et la racine de T,&C’”). En utilisant la propriété de branchement
de la famille d’arbres (T,so’y’o),n > 1) et en raisonnant par récurrence sur k, on montre que

TT(LO’V’O)([]C]) bs: o (000)
AT )

la notation o signifiant comme précédemment que les arbres sont non-étiquetés ;

e on conclut avec un résultat de tension.

On complete, dans le papier [57], le théoréme 17 en montrant que des fonctions de hauteur codant
(dans un sens légerement différent de celui évoqué dans la section 1.1) une version ordonnée des arbres
T, T(ZO’V’O) ,m > 1, convergent en probabilité et pour la topologie de la convergence uniforme, correctement
normalisées, vers la fonction de hauteur H_. , codant une version ordonnée de ’arbre 7_, ,,, introduite
dans le théoreme 7.

4.3 Limites d’échelle : cas généraux

Nous avons ensuite cherché, avec Grégory Miermont [56], & étendre ces résultats de convergence
d’arbres & un cadre plus général. On oublie a présent I’hypothése de consistance de la section précédente
ainsi que le fait que ¢((n)) = 0 pour tout n > 1 et on se concentre sur des familles (7,,,n > 1) Markov
branchantes, indexées par le nombre de feuilles pour l'instant, dirigées par une suite de probabilités
(gn,n > 1) telles que g, ((n)) < 1 pour tout n et
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(H2) il existe une paire (v, v), avec v > 0 et v une mesure de dislocation conservatrice, et
une fonction ¢ : (0, 00) — (0,00) & variation lente a I'infini, tel que :

i) ¥ ) (1-3) 1(3) = [0 sstsmias)

)\ EP7L

pour toute fonction f : S* — R continue bornée.

Par exemple, pour tout v > 0, la famille de probabilités définies pour n > 2 et A\ € P, par

@n((n)) =1—=n"" qu(([n/2],[n/2])) =077, gn(A) =0 sinon,

associées a un systeme d’urnes tel qu'une urne a n boules reste de taille constante égale a n pen-
dant un temps de loi géométrique de parametre n~? puis se scinde en deux urnes de taille n/2 (ou
(n+1)/2,(n—1)/2 si n est impair) va vérifier cette hypothese, avec v(ds) = 6(1/2,1/2,..)(ds) et £ = 1.
Plus généralement, et plus informellement, ’hypothese (H2) signifie qu’a chaque scission d’urne on
obtient avec une grosse probabilité une urne de taille essentiellement la méme que I'urne initiale, ainsi,
éventuellement, qu’un ensemble d’urnes de tailles microscopiques, et qu’avec la petite probabilité
complémentaire, une urne se scinde en plusieurs urnes de tailles macroscopiques.

Comme dans la section précédente, il est sous-entendu dans la suite que les arbres discrets que
nous considérons ont leurs arétes munies de longueurs toutes égales a 1.

Théoréme 18 ([56]). Sous Uhypothése (H2), lorsque larbre T,, est muni de la mesure uniforme sur

ses feuilles,
Tn loi

nYl(n) n—oo

(T=y0s b=y,
pour la topologie de Gromov-Hausdorff-Prokhorov.

Ce théoreme implique en particulier une version faible du théoreme 17, puisqu’il permet de récupérer
la convergence énoncée, mais seulement en loi.

Le schéma de la preuve est le méme que celui du théoreme 17, mais ’absence de 'hypothese de
consistance, et par suite du lien avec les fragmentations homogenes, rend 'approche plus complexe.
En particulier, ’étude de la hauteur d’une feuille prise uniformément au hasard dans 7;, ne peut plus
se faire via le théoreme 15 de Gnedin, Pitman et Yor. L’idée ici est de considérer la construction
urnes-boules de l'arbre T, et de marquer une boule dans I'urne initiale. Si X, (k) est le nombre de
boules de 'urne contenant la boule marquée apres k étapes (avec pour convention X, (k) = 0 si la
boule marquée est dans 1'état cimetiere), la chaine (X, (k),k > 0) est markovienne décroissante, de
probabilités de transition

Pij= ) G(NmyNZ, 1<j<i, avee my(\) = #{i,1 <i < p(N) : N = 5},
(3
AEP;

et p1o =1—p11 = qi(A). Notons que la hauteur H,, de la feuille marquée dans I'arbre T}, est égale
au premier instant ou la chaine X,, touche 0, moins 1. L’hypothese (H2) sur les probabilités ¢,,n > 1
implique ’hypothese (H1) du chapitre 3 pour les probabilités de transition de la chaine. D’ot, d’apres
le théoreme 12, la convergence de la chaine normalisée vers un processus de Markov auto-similaire
décrivant la masse du fragment marqué dans la fragmentation de parametres (—v,v), conjointement
avec la convergence de Hy/(n7¢(n)) vers la hauteur d'une feuille marquée dans I'arbre 7(_, ).

La preuve du critere de tension ne peut pas non plus étre adaptée de celle des cas consistants,
d’abord parce que 'approche utilisée dans ces cas repose a nouveau fortement sur la fragmentation
jointe au modele, mais aussi parce qu’elle ne marche que sous I'hypothese v(s; <1 —¢) = e (e71),
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avec £ a variation lente a I'infini, sur la mesure de dislocation. Or dans le cas général, on ne fait aucune
hypothese sur v. Sans rentrer dans les détails, un point-clé de la preuve est de montrer la majoration

P(Hy, > zn"¢(n)) < Cp/2?

pour tout > 0, tout n € N, et un réel p assez grand (C), ne dépendant que de p). De fagon assez
surprenante, ce résultat se montre plutot facilement par récurrence sur n.

Remarque. 1l est facile de voir que pour toute paire (v,v), avec v > 0, v mesure de dislocation
conservatrice, il existe une suite de probabilités (gn,n > 1) telle que la convergence de I'hypothese
(H2) soit satisfaite. Par conséquent, tout arbre de fragmentation 7_,, est la limite d’échelle d’une
suite d’arbres Markov branchante.

Tournons-nous a présent vers les familles d’arbres Markov branchantes indexées par le nombre de
noeuds. En utilisant la remarque de la fin de la section 4.1 sur les liens entre les familles d’arbres
indexées par les noeuds et celles indexées par les feuilles, on obtient :

Théoreéme 19 ([56]). Soit (T,,n > 1) une famille d’arbres Markov branchante indexée par le nombre
de noeuds, dirigée par une famille de probabilités (Gn,n > 1) vérifiant (H2) avec 0 <y <1, ouy =1
et £(n) — 0. Munissons chaque arbre T,, de la mesure uniforme sur ses noeuds. Alors,

Tn loi
%
nY¢(n) n—oo

(T s —y0) 5

pour la topologie de Gromov-Hausdorff-Prokhorov.

Remarque. L’hypotheése supplémentaire sur les parametres v,¢ dans ce théoréme est nécessaire.
L’arbre T}, ayant une hauteur bornée par n, il est nécessaire de prendre v < 1 pour espérer avoir
une limite non-triviale. Lorsque v = 1 et £(n) — | € (0, 00], les arbres normalisés T;,/(nf(n)) ont une
hauteur bornée par une méme constante déterministe. Il ne peut donc y avoir convergence vers un
arbre de fragmentation, dont la hauteur ne peut pas étre bornée pas une constante déterministe.

4.4 Applications

4.4.1 Arbres de Pédlya

Soit m un entier fixé dans {2,3,...} U {oco}. On appelle arbre de Pdlya & m noeuds un arbre

uniformément distribué sur Tq(zm), I’ensemble des arbres enracinés, non-ordonnés, non-étiquetés, a n
noeuds tels que chaque noeud ait au plus m enfants. Aldous [3] a conjecturé qu'un arbre de Pélya a
n noeuds normalisé par y/n converge vers arbre brownien (& une constante pres dépendant de m).
Rappelons ici, pour comparaison lorsque m = oo, qu'un arbre pioché uniformément parmi les arbres
enracinés ordonnés a n noeuds a méme loi qu'un arbre de Galton-Watson de loi de reproduction une
loi géométrique de parametre 1/2 conditionné & avoir n noeuds, et admet donc comme limite d’échelle
I’arbre brownien. De méme, un arbre pioché uniformément parmi les arbres enracinés non-ordonnés
étiquetés a n noeuds a méme loi qu’'un arbre de Galton-Watson de loi de reproduction une loi de
Poisson de parametre 1 conditionné a avoir n noeuds, dont on oublie I’ordre et dont les noeuds sont
numérotés uniformément. Il admet donc également ’arbre brownien comme limite d’échelle. Signalons
enfin que Miermont et Marckert [71] montrent la conjecture d’Aldous pour les arbres de Pélya binaires,
c’est-a-dire uniformément distribués sur I’ensemble des arbres binaires enracinés (non-ordonnés, non-
étiquetés) a n noeuds (n étant alors nécessairement impair).

Nous allons utiliser ici le théoréme 19 pour montrer la conjecture d’Aldous pour tous les entiers
m € {2,3,...} U{oo}. Pour cela, notons pour tout entier n > 1 :
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- 7™ un arbre uniformément distribué sur Tglm), m € {2,3,...} U{oo}
7(m) (m)
-T

nm+1 un arbre uniformément distribué parmi les arbres de T,
chaque noeud interne ait exactement m enfants, m = 2,3, ... .

| m-aires, c’est-a-dire tels que

Lorsque m est fini, un arbre enraciné dont chaque noeud interne a exactement m enfants a nécessaire-
ment un nombre total de noeuds de la forme nm + 1 pour un entier n. Notons que si on enleve a cet

)

arbre chacune de ses feuilles et leurs arétes adjacentes, on obtient un arbre de Tglm
partant d’un arbre de T%m), si on ajoute a chacun de ses noeuds (y compris les feuilles) le nombre
d’arétes manquantes (reliées chacune & une feuille) pour qu'il ait exactement m enfants, on obtient
un arbre de Tﬁg;;) 41 tel que chaque noeud interne a exactement m enfants. Les arbres Tém) et Tq(xl) 11

auront donc le méme comportement asymptotique.
L’idée est d’utiliser les résultats de la section 4.3 pour décrire le comportement asymptotique de

. Réciproquement,

T, T(lm), cependant on ne peut pas les appliquer directement car la suite (Trsm), n > 1) n’est pas Markov
branchante. On peut s’en convaincre facilement en conditionnant par exemple ’arbre & se décomposer
en deux sous-arbres de méme taille lorsque n est impair : les décompositions en deux sous-arbres
identiques sont favorisées dans le cas uniforme par rapport a ce qu’elles devraient étre dans le cas
Markov branchant. Ce type de probleme va disparaitre asymptotiquement lorsque n — oo. L’idée

est plus précisément de coupler la famille d’arbres de Pélya (T,gm),n > 1) avec une famille Markov

branchante (R,(Lm), n > 1) de telle sorte que la distance de Gromov-Hausdorff-Prokhorov entre les arbres

Tﬁm) /v/n et RW //n converge en probabilité vers 0 et que la famille de probabilités dirigeant la suite
( ~$Lm),n > 1) vérifie la propriété (H2) ad hoc. Une fois le couplage mis en place, un point-clé pour
vérifier la propriété (H2) est le résultat suivant établi par Otter ([76]) en se basant sur des techniques
de fonctions génératrices développées par Pélya (d’ou le nom des arbres que nous étudions) : il existe

des constantes dépendant de m, x,, > 0 et p,, > 1, telles que

'

#Tglm) ~ K Pm

n—o0 mn3/2'

On arrive alors au résultat suivant. Il est sous-entendu dans cet énoncé que tous les arbres finis sont
munis de la mesure uniforme sur leurs noeuds (et toujours de longueurs 1 sur leurs arétes).

Théoréme 20 ([56]). Pour tout m € {2,3,...} U{oo}, il existe ¢, € (0,00) tel que

Tr(zm) loi

— (Cm,HBra ,U'Br)

\/ﬁ n—o0

pour la topologie de Gromov-Hausdorff-Prokhorov, et lorsque m < oo,

T(m) o
—nmtl E} (Cm’ﬁ_%raNBr)

\/ﬁ n—00

pour la topologie de Gromov-Hausdorff-Prokhorov.

Les constantes ¢, peuvent s’exprimer de la facon suivante. Soit TT(Im’Q) le sous-ensemble de T%m)

d’arbres dont la racine a au plus m — 2 enfants, et considérons la fonction génératrice

P (z) = Z #T2n > 1.

n>1

On a alors

. V2
" VTR (1 pm)
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en particulier

V2 V2

= — et = .
Coc VT Eoso “ VTR
(00,2)

En effet, T, = TS”), ce qui implique que 1(*)(1/pso) = 1 (voir [39]) et nous ameéne & 1’expression
ci-dessus de ¢. Par ailleurs, on a immédiatement ) (z) = x.

4.4.2 Suites récursives d’arbres

Les théoremes 17 et 18 s’appliquent a diverses suites d’arbres aléatoires indexées par les feuilles se
construisant récursivement.

Comme premiers exemples, il y a évidemment les suites d’arbres combinatoires de fragmentation
(Téo’y’o),n > 1), avec une mesure v vérifiant ’hypothese de variation réguliere du théoreme 17. On
détaille ici plus spécifiquement deux de ces modeles.

Pour commencer, lorsque la mesure de dislocation v est binaire, conservatrice et telle que v(s; € dx)
a une densité par rapport & la mesure de Lebesgue sur (1/2,1) proportionnelle & z%(1 — x)5,
—2 < B < —1, on rend rigoureux ainsi des résultats de convergence évoqués heuristiquement par
Aldous [5] pour ses beta-modeles, introduits pour la modélisation d’arbres phylogénétiques.

Ensuite, Marchal [70] propose une construction récursive d’une version de la famille d’arbres

(TT(LO’Vﬁ’O),n > 1), 1 < B < 2, a l'aide de poids sur les noeuds et arétes, en procédant de la fagon
suivante : une fois I’arbre a n feuilles construit, on attribue des masses 1 —1/4 a chacune de ses arétes
et k/B —1 a chacun de ses noeuds donnant naissance a k > 2 sous-arbres. On choisit ensuite une aréte
ou un noeud au hasard avec une probabilité proportionnelle au poids qu’on lui a attribué et on ajoute
alors une nouvelle aréte avec une feuille soit directement sur le noeud choisi (augmentant ainsi son
degré de 1), soit “au milieu” de I'aréte choisie scindant ainsi cette aréte en deux nouvelles arétes liées
a un méme nouveau noeud sur lequel on plante la nouvelle aréte.

On obtient pour ces deux modeles des convergences en probabilité des arbres normalisés, grace
au théoreme 17. A noter que les arbres (Téo’yﬁ’o),n > 1), 1 < B < 2, sont des arbres de Galton-
Watson conditionnés (voir [31]). Il n’est donc pas surprenant qu’ils convergent vers l'arbre de Lévy
stable associé. Cependant ici le conditionnement est sur le nombre de feuilles et non sur le nombre de
noeuds.

Notre deuxieme ensemble d’exemples est celui des alpha-modeles que Ford [40] a introduits comme
modeles d’arbres phylogénétiques. L’étude de leurs limites d’échelle était le point de départ du papier
[57]. Ils se construisent récursivement de la fagon suivante. Soit « € [0,1]. L’arbre T} est simplement
I’arbre a deux noeuds, dont un est une racine, I’autre une feuille. Supposons ’arbre T;, construit, on
attribue alors & chacune de ses arétes un poids 1 — « si elle est liée a une feuille, o sinon. Puis on
choisit une aréte avec une probabilité proportionnelle au poids attribué et on y ajoute une nouvelle aréte
(plantée sur un nouveau noeud) et une nouvelle feuille. Ford montre qu’'une telle famille d’arbres est
Markov branchante et consistante (avec, & nouveau, la convention ici que la racine et le premier point
de branchement de 'arbre sont confondus). Notons que ces arbres sont binaires. On identifie dans [57]
la mesure de dislocation associée (le coefficient d’érosion est, quant a lui, nul) : vporg a(s1+52 < 1) =0
et,

Vrord,a(S1 € dz) = (oz(:c(l —z)) 7 4 (2 —da)(z(1 - :1:))_0‘) 1(1/2<z<1y(d).

1
I'l—«)
On en déduit la convergence en loi des arbres normalisés par n®, pour tout « € (0,1). On ne peut pas
avoir mieux, en général, qu'une convergence en loi avec notre approche, car en dehors du cas o = 1/2,
la loi jointe de la suite de ces alpha-modeles (T},,n > 1) n’est pas la méme que celle de la suite des
arbres combinatoires de fragmentation associée. On a cependant pu montrer une convergence finie-
dimensionnelle presque stre dans le sens suivant : pour tout k € N, 'arbre T),([k]) & k feuilles obtenu
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a partir de T, en ne gardant que sa racine et les k premieres feuilles, les feuilles étant numérotées par
ordre d’apparition dans la construction séquentielle de Ford, converge presque stirement, normalisé
par n®, vers un sous-arbre de T_q vy, & k feuilles dont on peut décrire la loi explicitement (voir
[57]). Chen et Winkel [24] ont obtenu récemment la convergence en probabilité, au sens de Gromov-
Hausdorff, des alpha-modeles de Ford normalisés.

Enfin, Chen, Ford et Winkel [23] proposent un modele d’arbres se contruisant récursivement en
ajoutant des arétes et feuilles suivant des poids attribués aux noeuds et aux arétes, généralisant et
unifiant les constructions de Ford et Marchal. Ce modele définit bien une famille d’arbres Markov
branchante consistante. Chen, Ford et Winkel identifient les parametres ¢, v associés et en déduisent
les limites d’échelle de ces arbres grace au théoreme 17. A nouveau, Chen et Winkel [24] étendent cette
convergence en loi & une convergence en probabilité.

Mentionnons pour terminer des exemples de familles d’arbres Markov branchantes non consis-
tantes en général, introduites par Pitman et Winkel [79]. Il s’agit d’arbres binaires se construisant
récursivement a partir de deux parametres o € (0,1) et § > 0 suivant un schéma plus complexe
que ceux développés ci-dessus et que nous ne détaillerons pas ici. Pitman et Winkel ont montré les
convergences fini-dimensionnelles de ces arbres correctement normalisés dans un sens presque sur. Le
théoreme 18 nous permet d’obtenir dans [56] la convergence en loi de ces arbres pour la topologie de
Gromov-Hausdorff-Prokhorov.

4.4.3 Arbres de Galton-Watson conditionnés

Le théoréme 19 nous permet aussi de retrouver, avec une approche nouvelle, les résultats d’Aldous et
Duquesne sur les limites d’échelle d’arbres de Galton-Watson conditionnés a avoir un grand nombre de
noeuds (théorémes 3 et 4 respectivement). Pour étre plus précis, nous retrouvons ces résultats lorsque
la loi de reproduction (critique) de I’arbre de Galton-Watson est de variance finie ou de la forme 7, ~
C/k'*8. Le principe est bien stir de montrer que les probabilités (§,,n > 1) associées & ces familles
d’arbres Markov branchantes vérifient I’hypothese (H2) avec des mesures de dislocation stables a la
limite, ce qu’on fait a 1’aide de la formule d’Otter-Dwass [78, chapitre 6] liant les distributions d’arbres
ou de foréts d’arbres de Galton-Watson conditionnés & avoir une certaine taille & celles de certaines
marches aléatoires, et de théoremes limites locaux pour les marches aléatoires ayant des sauts dans le
domaine d’attraction d’une loi stable.

4.5 Remarques et perspectives

Drmota et Gittenberger ont étudié la convergence du profil des hauteurs normalisé des arbres
de Pélya (]28]) et des arbres de Galton-Watson critiques de variance finie ([27]). On rappelle que le
profil des hauteurs d’un arbre enraciné & n noeuds est la suite (P,(k),k > 1) ou P, (k) est le nombre
de noeuds situés a la hauteur k. Dans les cas des arbres de Pdlya et de Galton-Watson critiques de
variance finie, le processus (n~'/2P,(tn'/?),t € R;) — on construit le processus (P,(t),t € Ry) &
partir des P, (k),k > 1 par interpolation linéaire — converge en loi vers le processus des temps locaux
de l'excursion brownienne normalisée (modulo une normalisation de ce processus limite). Citons par
ailleurs [29, 31, 62] pour des résultats sur la convergence du profil des hauteurs d’arbres de Galton-
Watson critiques de variance infinie.

Il est légitime d’espérer que le profil des hauteurs d’une famille d’arbres Markov branchante
converge, correctement normalisé et sous '’hypothese (H2), vers le profil des hauteurs d’un arbre
de fragmentation. A condition que le profil des hauteurs de I'arbre limite existe, ce qui, en gros, est le
cas si 'indice d’auto-similarité de cet arbre appartient & (—1,0), comme on I’a déja mentionné (voir
[50] pour une condition suffisante plus précise). Nos résultats impliquent déja la convergence du profil
des hauteurs cumulé, il reste donc, en substance, & montrer un critére de tension pour le profil des
hauteurs normalisé.
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Chapitre 5

Equation de fragmentation et processus
de Markov auto-similaires [53]

L’équation de fragmentation est une équation déterministe décrivant ’évolution temporelle d’'un
tres grand nombre de particules sujettes a la fragmentation [72, 73]. Plus précisément, elle décrit
I’évolution des distributions des masses des particules. Il s’agit donc d’une version macroscopique des
modeles microscopiques de fragmentation aléatoires vus jusqu’a présent. Nous nous plagons dans le
cadre suivant :

e il n’y a pas de perte de masse lors de dislocations soudaines (systéme conservateur)
e le taux de fragmentation d’une particule est proportionnel & sa masse a la puissance a € R

e la distribution des masses relatives masses des particules filles/masse de la particule meére ne
dépend que de ces masses relatives et pas de la masse de la mere.

Nous nous concentrons donc sur les fragmentations avec une dynamique auto-similaire, comme dans
les cas aléatoires. La forme faible de I’équation de fragmentation s’écrit alors

o<t = [ a ([ (6t - 1) Bl ) ), (51)

ou (p,t > 0) est une famille de mesures sur (0,00), f une fonction test et B une mesure sur (0, 1)
telle que

1
/0 y(1 —y)B(dy) < oo, et B((0,1)) > 0.

La quantité p;(dx) représente la concentration de particules ayant une masse dans l'intervalle [z, x+dx)
au temps t. L’équation (5.1) correspond alors aux modeles ou des particules de masses zy, 0 <y < 1,
sont produites suite a la fragmentation d’une particule de masse x au taux x®B(dy). Remarquons
que le taux global de fragmentation d’une particule de masse =, =% fol yB(dy), peut-étre infini. Nous
noterons dans la suite

oo
mit) = [ am(do)
0
la masse totale de particules de masse strictement positive présentes au temps t.
Définition 11. Soit (yu,t > 0) une famille de mesures sur (0,00), telle que [;° zpo(dz) = 1. On dit

que c’est une solution de l’équation de fragmentation (5.1) si

o (uy,t > 0) satisfait (5.1) pour toute fonction continiment dérivable f : (0,00) — R a support
compact

o m(t) <m(0) =1, pour tout t >0
o 1o([M,0)) =0= pu([M,0)) =0 pour tout t > 0, quel que soit M > 0.
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On évite avec cette définition les solutions “non-physiques” (il en existe [7]) avec création de masse.
Notons l'auto-similarité des solutions : si (u¢, t > 0) est une solution de I’équation de fragmentation,
il en est de méme pour (v~ !ye o (vid)™1), pour tout v > 0, ot id désigne 'application identité.

On reconnait dans I’équation (5.1) le générateur d'un processus de Markov auto-similaire. Plus
précisément, si on définit la fonction f & partir de f par f(z) = f(z)/z, > 0, Péquation (5.1) se
réécrit . .

O < zpy, f >=< zpy, G(f) >
ou G est 'opérateur défini a partir de la mesure B et du réel v = —a par (1.4). Introduisons donc la
mesure IT sur (0, 00), image de zB(dx) par application x — —In(z), et £ le subordinateur (non tué,
sans drift) de mesure de Lévy II. Soit ensuite X le processus de Markov auto-similaire associé issu de
X (0) ~ zpp(de), défini par
X(t) = X(0) exp(=Ep(x(0)ot)), 120

avec X (0) indépendante de ¢ et p le changement de temps habituel construit a partir de £ et v = —«
par (1.2). Soit enfin (p,t > 0) la famille de mesures sur (0,00) définies pour toute fonction test

£+ [0,00) = [0,00), £(0) = 0, par
Awf@MmM@=ﬂMﬂX@M-

La mesure zu:(dx) n’est pas en général une mesure de probabilité sur (0, c0) puisqu’elle ne tient pas
compte du poids attribué par la loi de X (¢) a 0. L’équation backward de Kolmogorov nous amene au
résultat suivant :

Théoréme 21 ([48, 53]). La famille (u:,t > 0) est solution de l’équation (5.1) dés que o < 0, ou
a>0 et floo zIn(z)po(dr) < oo. De plus cette solution est unique dés que po a un support borné.

La variable X (t), de loi z:p:(dz)+(1—m(t))do(dx), représente alors la masse d’une particule typique
au temps t. Cette construction des solutions & ’aide de processus de Markov auto-similaires fait le lien
avec les processus de fragmentation auto-similaires, puisque le processus du fragment marqué est mar-
kovien auto-similaire et, par conséquent, la famille de mesures associée aux contributions strictement
positives du fragment marqué est solution d’une certaine équation de fragmentation. Remarquons que
nous ne récupérons pas de cette maniere toutes les équations de fragmentation, la mesure de Lévy du
fragment marqué devant respecter certaines contraintes, il en est de méme pour la mesure B associée.
Nous ne rentrerons pas plus dans ces détails et considérerons dans la suite I’équation de fragmentation
sous sa forme générale (5.1).

Si les processus de fragmentation d’indice a < 0 s’éteignent presque surement en un temps fini, il
n’en est pas de méme pour le modele déterministe : la masse m(t) est strictement positive pour tout t >
0, Vo € R. Plus précisément, pour toute solution & I’équation (5.1), la fonction m est constante égale a 1
si a > 0, tandis qu’elle est strictement décroissante sur Ry si o < 0 (voir [7, 41, 48, 53, 72, 84] pour des
études relatives a ce phénomene de formation de poussiere pour les équations de fragmentation). Il est
alors naturel de s’interroger sur le comportement en temps grand de cette masse et plus généralement
sur celui des solutions (¢, t > 0). Escobedo, Mischler et Rodriguez-Ricard [34] ont étudié cette question
pour les indices @ > 0. Avec nos notations, et sous les hypotheses [, |In(z)|zB(dz) < oo, a > 0 et
o = 01, ils obtiennent 'existence d’une mesure de probabilité 7. sur (0,00), dépendant a la fois de
B et a, telle que

| @) 5 [ o)
0 0

pour toute fonction test f : (0,00) — R continue bornée. Notons que ce résultat peut se retrouver via
le théoréme 21 ci-dessus et les résultats de Bertoin-Caballero [15] sur le comportement asymptotique
des processus de Markov auto-similaires décroissants n’atteignant pas 0 en temps fini.
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L’objectif du travail [53] est d’étudier les cas ou « est négatif, a I'aide des processus de Markov
auto-similaires décroissants atteignant 0 en temps fini. Plus précisément, on va étudier les limites en
loi de ces processus conditionnés a ne pas s’éteindre (limites de Yaglom) et leurs distributions quasi-
stationnaires (lois stationnaires pour le processus conditionné & ne pas s’éteindre), ce qui a aussi un
intérét en tant que tel d’un point de vue probabiliste.

5.1 Limites de Yaglom et lois quasi-stationnaires des processus de
Markov auto-similaires décroissants atteignant 0 en temps fini

Soit £ un subordinateur non-tué, sans drift, de mesure de Lévy II. Soit a un réel strictement négatif
et X le processus de Markov auto-similaire

X(t) := X(0) exp(=€p(x(0)er))s t>0

avec X (0) strictement positive, indépendante de £ et p le changement de temps habituel (1.2) avec
v = —a. Le premier instant auquel X touche 0 est alors égal a X (O)'C“'I , avec

I:/O exp(a&,)dr.

On sera amené a faire I’hypothese suivante :
oo
u / II(dx) varie régulierement en 0 avec indice — 3, [ € [0,1). (H3)
u

On rappelle qu'une fonction r : (0,00) — R est a variation réguliere en 0 (respectivement co) d’indice
v € Rsir(xr) = 27(x), v > 0, pour une fonction ¢ & variation lente en 0 (respectivement o).
Soit 1) 'exposant de Laplace du subordinateur £ et ¢ U'inverse de la fonction ¢ — ¢/1(t) (inverse bien
défini dans un voisinage de 'infini). D’apres les théorémes abéliens-tauberiens de Karamata (voir [18]),
Ihypothese (H3) est équivalente a la variation réguliere de 1 & l'infini avec un indice /3, ou encore a
celle ¢ a l'infini avec indice 1/(1 — f3).

Comportement asymptotique des probabilités P(I > t). Le résultat suivant est un point-
clé dans I’étude du comportement asymptotique de la loi de la variable X (¢) conditionnée a étre
strictement positive. Il nous donnera par ailleurs le comportement en temps grand de la masse totale
m(t) dans I’équation de fragmentation associée.

Proposition 3 (Rivero [80] pour 5 € (0,1), [53] pour S = 0). Sous l’hypothése (H3), la fonction
t — In(P(I > t)) varie régulierement a l'infini avec indice 1/(1 — [3). Plus précisément,

—In(B(I > 1)) ~ (1= B)|of /= Pp(t).

Limites de Yaglom. On va supposer dans ce qui suit que le support de la loi de X (0) est borné et
que son supremum est égal a 1, c’est-a-dire

P(X(0)>1)=0, P(X(0)>1-¢)>0, Ve>O0.

Les résultats ci-dessous s’étendent a n’importe quelle valeur de ce supremum, en utilisant ’auto-
similarité du processus X.

Théoréme 22 ([53]). Supposons (H3) et [* zII(dz) < co. Alors, pour toute fonction continue bornée

f:(0,00) = R,
iy Ve
E [f <<@|(|a|lt>> X(t)) [X(t) > 0

ot R est la variable intervenant dans la factorisation exponentielle (1.6).

el
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Remarquons qu’il n’y a que les cas ol la mesure de Lévy est finie ou la loi de X (¢)|X(¢) > 0
converge vers une limite non-triviale. Dans les autres cas, X (¢)|X(¢) > 0 converge en loi vers la mesure
de Dirac en 0 et il faut normaliser le processus pour obtenir une limite non-triviale.

La preuve du théoreme 22 repose sur l'identité en loi
+ 1oi -
(X(O)la‘f - t) o x(¢)lel] (5.2)

ott I est une variable indépendante de X, de méme loi que I. Regarder le comportement en loi et en
temps grand de la variable X (¢) conditionnée & étre strictement positive reviens alors a étudier celui
de la variable X (0)!*/I — ¢ conditionnellement & X (0)/*/T > ¢, ce que I’on fait & P’aide du résultat de
variation réguliere de la proposition 3.

Lois quasi-stationnaires. Une loi quasi-stationnaire pour X est une mesure de probabilité ¢ sur
(0, 00) telle que
X0)~¢=X(t)|X(t)>0~g, Vt>O0.

Le résultat suivant est vrai sous la seule hypothese a < 0.

Proposition 4 ([53]). Les distributions des variables A\RY1*1, X > 0, sont des lois quasi-stationnaires
pour X et ce sont les seules. De plus, si X(0) ~ AR,

P(X(t) > 0) = exp(—A*t), Vt>0.

Ce résultat est une simple conséquence de la factorisation exponentielle (1.6), de I'identité en loi
(5.2) et du fait que sous ’hypotheése de quasi-stationnarité du processus markovien X, son temps de
mort, X (0)I*1, suit nécessairement une loi exponentielle.

5.2 Comportement asymptotique des solutions de I’équation de frag-
mentation en temps grand

Ce paragraphe ne fait que traduire les résultats de la section précédente en terme d’équations de
fragmentation, a I’aide du théoreme 21. On supposera donc ici que a < 0, que le support de pg a un
supremum fini égal a 1 et que 'application u — fol_u xB(dx) varie régulierement en 0 avec un indice
—B € (—=1,0] (c’est I’équivalent de I’hypothese (H3)). La famille (g, t > 0) désigne I'unique solution
de I’équation (5.1) issue de pp et la fonction ¢ est celle construite dans la section précédente a partir

de la mesure de Lévy II, elle méme construite a partir de la mesure B.

Théoréme 23 ([53]). Sous ces hypotheses,
(i)
—In(m(t)) ~ (1= 8o/ Pp(t);

t—o00

(i) si de plus [,|In(z)|zB(dzr) < oo,

i () i

pour toute fonction test continue bornée f : (0,00) —= R, 0@ oo (dz) est la loi de la variable RY11,
R intervenant dans la factorisation exponentielle (1.6).
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Remarque. Grace a I'hypothese de variation réguliere (H3), on obtient des informations sur les
queues de distribution de o, en 0 et a U'infini. Par exemple, si 8 € (0, 1),

—In </:> yuoo(dy)> ol @w—l(wl)

en particulier, ce logarithme varie régulierement avec indice |a|/8 & linfini. Tandis que lorsque
fol xB(dx) < 00, fice a un support borné. De méme, on voit facilement que [ ypoo(dy) décroit au
moins & la vitesse /%1€, Ve > 0, quand z — 0.

Il est intéressant de comparer la convergence du théoreme 23 a celle d’Escobedo, Mischler et
Rodriguez-Ricard lorsque l'indice «v est positif : la vitesse de décroissance d’une masse typique (néces-
sairement non nulle) est alors proportionnelle & t~1/@ et ne dépend donc pas de la mesure B, tandis que
pour les indices a négatifs, la vitesse de décroissance d’une masse typique non nulle est proportionnelle
a t=8/((1=B)le) (sous 'hypothese (H3) et lorsque la fonction & variation réguliere est une fonction
puissance) et dépend donc fortement du taux de formation des masses relatives filles/meéres proches
de 1.

Notons que les résultats du théoreme 23 peuvent étre étendus, dans une certaine mesure, aux
cas ou pg a un support non-borné. Par exemple, si pg a une densité ug par rapport a la mesure de
Lebesgue sur (0, 00) dont le comportement a I'infini est du type In(ug(z)) ~ —Cz?, v > 0, on montre
que In(m(t)) varie régulierement & l'infini avec indice 1/(1 — 8 + |a|/7v) (toujours sous I’hypothese
(H3)). On obtient également des résultats sur le comportement asymptotique des mesures p;, mais
I’énoncé de ces résultats est moins agréable que celui du théoreme 23, car il repose sur des hypotheses
assez contraignantes. Voir [53] pour plus de détails.

Nous terminons cette section par 1’étude des solutions quasi-stationnaires.

Définition 12. Une solution (u:,t > 0) de ’équation (5.1) est quasi-stationnaire si
e =m(t)po, VE>0, (m(t) =< p,id >).
Posons pour A > 0,
pQ) = A g o (Aid) 7L

La premiere partie du résultat suivant est une conséquence de la proposition 4. La deuxieme, par
contre, nécessite un petit travail supplémentaire, puisque nous ne savons pas si la solution construite
a partir d’un processus de Markov auto-similaire est unique lorsque la mesure initiale a un support
non borné. On ne fait pas d’hypothese dans le théoréeme qui suit sur la mesure B.

Théoréme 24 ([53]). Soit o < 0.
(i) Pour A > 0, soit (u(’\) t > 0) la solution de l’équation (5.1) issue de ugé) et construite a partir

0,t
d’un subordinateur. Alors,

i = exp(= A" = m(uld), vt >o.

o0

(ii) Il n’y a pas d’autres solutions quasi-stationnaires.

5.3 Remarques et perspectives

Dans un travail en cours avec Victor Rivero, nous étudions les limites de Yaglom de processus de

. e e . . .
Markov auto-similaires issus de 1 s’éteignant en temps fini, sans hypothese de monotonie. On montre
que 'existence de ces limites est équivalente & ’appartenance du temps d’extinction I du processus au
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domaine d’attraction d’une loi extréme. Deux différents types de régimes peuvent alors étre observés,
suivant que I est dans le domaine d’attraction d’une loi de Gumbel (qui correspond au cas traité
ici des processus décroissants) ou que I est dans le domaine d’attraction d’une loi de Fréchet (la
bonne normalisation consiste alors & diviser le processus au temps t par t). On obtient des conditions
nécessaires et des conditions suffisantes sur le processus de Lévy sous-jacent pour que la variable I
appartienne a ces domaines d’attraction. Concernant le cas traité ici, une question reste ouverte : la
condition de variation réguliere (H3) est-elle nécessaire pour avoir une limite de Yaglom? Le lien
avec les lois extrémes laisse penser que la réponse pourrait étre non. Cependant, pour I'instant, nous
n’avons ni réussi a obtenir un exemple allant dans ce sens, ni réussi a montrer la nécessité de la
variation réguliere.
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