Chapitre 4

Résolution numérique de systémes
linéaires par méthode 1térative. 1
méthodes stationnaires
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4.1 Introduction

Exemple de base en analyse numérique : équation de la chaleur 2D (et méme 3D). On
cherche u(zx,y,t), solution de

pOyu — Au = f dans ;  Au = Oppu + Oy + - - -

avec des conditions initiales et aux limites sur 0f2.



Equilibre : u(z,y)
—Au = f dans Q.
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On choisit des pas d’espace
b
Am:L, Ay = ——
m+ 1 m+1

L’opérateur de Laplace en deux dimensions est discrétisé avec des différences finies

za ™ ;

Az?
9w U@y + Ay) — 2ulz,y) +u(z,y — Ay).
yy U Ay2 ’
On obtient pour w; ; ~ u(iAz, jAy),
1
A2 (—wi1j+ 2uij — uipry)  + A2 (—wij-1+2,uij — wiji1) = f(2i,y5)
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On introduit les vecteurs

U1,j
u]' =
Unm,j
pour j = 1,---,n. On multiplie '’équation par Ay?, et on obtient

—Uj_1 + T’Mj —Ujt1 = 5u0,jel + fjAy2

2(1+49) —0 0
-0 2(14+9) —=¢
: matrice m X m
—0 2(1+9) —0
0 =5 2(1+9)

On introduit maintenant le vecteur de toutes les inconnues

u;
U =

Unp

On obtient un large systéme de m x n équations a m X n inconnues,

avec

AU =F
T -1 0
-I T -1 0

0o -1 T -1
0 —-I T

La matrice A est CREUSE, TRIDIAGONALE PAR BLOCS. Dans chaque bloc-ligne de A,
seuls 3 blocs sur les n sont non-identiquement nuls, avec dans chaque ligne de ces blocs au
plus 3 éléments non-nuls. Ca fait dans chaque ligne de A 5 élément non nuls sur m x n (faire
m = 100,n = 50). La décomposition de Gauss risque de remplir la matrice. Les méthodes
itératives n’ont pas besoin de construire la matrice, mais plutot de savoir faire le produit

matrice-vecteur.

Pour construire une méthode itérative on écrit
A=M—-N;Au=b < Mu— Nu=»
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w=M""(Nu+b)

On utilise le point fixe
Mugyy = Nug + b

Compromis entre
— M est une bonne approximation de A (le meilleur M est A)
— le systéme a résoudre a chaque itération est simple et peu onéreux.

4.2 Norme de vecteurs et de matrices

Définition 4.1 Une norme sur un espace vectoriel V est une application ||-|| : V. — RT qui
verifie les propriétés suivantes

~v[[=0<+=v =0,

= lav]f = laf[Jv]], Vo € K, Vv € V,

~Nu+v| < |l + ||vll, V(u,v) € V? (inégalité triangulaire)

Une norme sur V' est également appelée norme vectorielle . On appelle espace vectoriel
normé un espace vectoriel muni d’une norme.

Les trois normes suivantes sont les plus couramment utilisées sur C™ :

n
v, = Z |
=1
" 1/2
2
vl = (Zw )

i=1
Vil = max .

La deuxiéme norme est la norme euclidienne sur C". Elle dérive du produit scalaire (u,v)s =
n _
D ey Uil

Théoréme 4.1 Soit V un espace de dimension finie. Pour tout nombre réel p > 1, l’application

v ||lv]|, définie par
n 1/p
lvll, = (Z \Ui|p>
i=1

Rappel 4.1 Pourp>1 et % + % =1, l"inégalité

n n 1/p n 1/q
lav(l, = Jusi| < <Z |ui|p> <Z |Uz'|q> = [[ul], [[v]],
=1 i=1 i=1

s’appelle 'inégalité de Holder.

est une norme.



Py oy / - . A . P .
Définition 4.2 Deuz normes ||| et |||, définies sur un méme espace vectoriel V, sont équi-
valentes s’il existe deux constantes C et C' telles que

vl < C|vl et |v|]<C|v|] pourtoutv V.
Rappel 4.2 Sur un espace vectoriel de dimension finie toutes les normes sont équivalentes.

Définition 4.3 Soit M,, l'anneau des matrices d’ordre n, a éléments dans le corps K. Une
norme matricielle est une application ||| : M,, — RT vérifiant

1 ||Al=0<= A =0,

2. |laA|l = |a| |A]l, Yo € K, VA € M,,

3. ||[A+BJ < ||A|l + || Bll, Y (A, B) € M2 (inégalité triangulaire)
4 |ABl < [AIIIBII, ¥V (A, B) € M3,

Rappel 4.3 Etant donné une norme vectorielle ||-|| sur K", Uapplication ||-|| : M,, (K) — R
définie par
[Av]]
|A]l = sup = sup [|[Av[| = sup [[Av],
veK™ ||V|| veK™ veK™
w0 Vi<t V=1

est une norme matricielle, appelée norme matricielle subordonnée (a la norme vectorielle
donnée).
De plus
[Av]| < [[A[[]lv]] Vv eK"

et la norme || A|| peut se définir aussi par
|A|| =inf{a e R: ||Av] < a||v]|, Vv €K"}.
1l existe au moins un vecteur u tel que
u#0 et ||Aull = [|A] [[u].
Enfin une norme subordonnée vérifie toujours
1 =1

Rappelons la définition du rayon spectral d’'une matrice. Notons X;(A) les n valeurs propres de
la matrice n x n A. Le rayon spectral de A est

p(4) = max|X,(4)



Théoréme 4.2 Soit A = (a;;) une matrice carrée. Alors

def. | Av||
|A]l, = sup - :m?XZ|aij|

veCn \4
e vl
def. [Av]l, S TAA) = /o (AR ;
||A||2 - SG(C" ||V|| : A p(AA ) - ||A ||2
v 2
v#£0

dét. Av||
1Al 4 sup 14V = max Y _ |y
v, L
J

veCnr H
v#0
La norme ||-||, est invariante par transformation unitaire :
UU" = I = [[Ally = [[AU]], = [[UA]|, = [[UAU ], .
Par ailleurs, si la matrice A est normale :
AA* = A"A = ||All, = p(A).

Remarque 4.1 1. Si une matrice A est hermitienne, ou symétrique (donc normale), on a
[All, = p(A).

2. Si une matrice A est unitaire ou orthogonale (donc normale), on a ||All, = 1.

Théoréme 4.3 1. Soit A une matrice carrée quelconque et ||-| une norme matricielle su-
bordonnée ou non, quelconque. Alors

p(A) < [lA]-

2. Etant donné une matrice A et un nombre € > 0, il existe au moins une norme matricielle
subordonnée telle que

[A]l < p(A) +e.

Théoréme 4.4 L’application ||-||; : M,, — R définie par

1/2
IIAHE=<ZI%|2> =/ ir(A*A),

i7j
pour toute matrice A = (a;;) d’ordre n, est une norme matricielle non subordonnée (pour
n > 2), invariante par transformation unitaire :

UU" =1 = |Allg = |AU]lg = [UA| g = [[U"AU || 5

et qui vérifie

1Al < 1Al < vV llAlly, VA € My
De plus ||1]|z = v/n.



4.3 Conditionnement

On veut estimer x — y, ot x est solution du systéme linéaire, et y solution du systéme
perturbé
Az = b,
(A+AA)y = (b+ Ab).

Exemple de R.S. Wilson :

07 8 7 32
7 5 6 5 23
A= 8 6 10 9 |~ b= 33|
7 5 9 10 31
0 7 81 7,2 32,01
7,08 5,04 6 5 122,99
A+BA=1"% 508 980 9 | PFAE= g5 01|
6,99 4,99 9 9,98 30,99
0 0 0,1 0,2 0,01
0,08 0,04 0 0 | 0,01
AA=1"00 Zo02 —011 o |0 A= o0
—0,01 —0,01 0 —0,02 —0,01
1
1
Ar =b<—=2x = e
1
1,82 0,82
—0, 36 B | —1,36
Au=b+ Ab <= u = 1,35 —Ar=u—2x= 0.35
0,79 —0,21
—81 —82
137 136
A+ Ad)v=b<—=v= Y = Ar=v—x= a5
22 21
Définition 4.4 Soit ||.|| une norme matricielle subordonnée, le conditionnement d’une matrice

réquliere A, associé a cette norme, est le nombre
k(A) = cond(A) = || A]| HA_lH )

Nous noterons cond,(A) = [|A[| A7,



Théoréme 4.5 Soit A une matrice inversible. Soient x et x + Ax les solutions respectives de
Az =b et A(x+ Azxz) =b+ Ab.

Supposons b # 0, alors l'inégalité

|Az| ™
< cond(A)~———
[l SSATY

est satisfaite, et c’est la meilleure possible : pour une matrice A donnée, on peut trouver des
vecteurs b # 0 et Ab # 0 tels qu’elle devienne une égalité.

Démonstration Il suffit de soustraire les 2 équations. Az est solution du systéme linéaire
AAz = Ab

d’ou

|Ab]|

el

[[Ab]|

n
[Az]| < |47 S o

Bl < [|A~H [ AN 1)) S

Théoréme 4.6 Soit A une matrice inversible. Soient x et x + Ax les solutions respectives de
Az =b et (A+ AA)(x+ Az) =b.

Supposons b # 0, alors l'inégalité

|Az||
|z + Azx|| —

|AA]

ond(A) Al

est satisfaite, et c’est la meilleure possible : pour une matrice A donnée, on peut trouver un
vecteur b # 0 et une matrice AA # 0 tels qu’elle devienne une égalité.

Théoréme 4.7 1. Pour toute une matrice inversible A,

cond(A) > 1,
cond(A) =c¢
cond(aA) = cond(A), pour tout scalaire o # 0

2. Pour toute matrice inversible A,

condy(A) = Himax
Hmin

OU fhmax €6 fhmin SOnt respectivement la plus grande et la plus petite valeur singuliére de A.

8



3. Si A est une matrice normale,
max |A;(A)]
(3

o R

ot les \;(A) sont les valeurs propres de A.
4. Le conditionnement conds(A) d’une matrice unitaire ou orthogonale vaut 1.

5. Le conditionnement condy(A) est invariant par transformation unitaire
UU* = I = condy(A) = condy(AU) = condy(UA) = conda (U AU).

Rappel 4.4 Les valeurs singulieres d’une matrice rectangulaire A sont les racines carrées po-
sitives des valeurs propres de A*A.

Lorsque I'on veut résoudre un systéme linéaire Ax = b avec une matrice mal conditionnée,
il peut étre intéressant de de multiplier & gauche par une matrice C telle C'A soit mieux
conditionnée. L’exemple le plus simple est le préconditionnement diagonal, ou la matrice C' est
la matrice diagonale constituée des inverses des éléments diagonaux de A : c¢’est I'algorithme
de Richardson que nous verrons plus loin.

4.4 Suite de vecteurs et de matrices

Définition 4.5 Soit V' un espace vectoriel muni d’une norme ||.||, on dit qu’une suite (vy)
d’éléments de V' converge vers un élément v €V, si

limy—oo|lvx — v|| =0

et on écrit
U = limp_ ooV

Remarque 4.1 Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.
Donc vy, tend vers v si et seuelement si ||vg — v|| tend vers 0 pour une norme.

Théoréme 4.8 1. Soit ||-|| une norme matricielle subordonnée, et B une matrice vérifiant
|1B|| < 1.

Alors la matrice (I + B) est inversible, et

1

I+B)7 ' <—0u.
H( ) H 1_HBH



2. Si une matrice de la forme (I + B) est singuliére, alors nécessairement
1Bl =1

pour toute norme matricielle, subordonnée ou non.
La démonstration repose sur la série de Neumann » | B™.

Théoréme 4.9 Soit B une matrice carrée. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. limy_ooB* =0,
2. limy—oo B¥v = 0 pour tout vecteur v,
3. 0o(B) <1,

4. ||B]| <1 pour au moins une norme matricielle subordonnée ||.||.

Théoréme 4.10 Soit B une matrice carrée, et ||.|| une norme matricielle quelconque. Alors
limy—oo|| B*[|V* = o(B).
Soit donc une suite v, définie par v,y = Bvy. On a v, = B*uy.

v
< |IBR
[|vol

Si lon veut une erreur inférieure a e

||'Uk|| < ||BkH <e

lvoll
|B|% < e

Définition 4.6 On définit le facteur de convergence local de la méthode itérative dont la ma-
trice d’itération est B est p(B) = ||Bk||% Le facteur asymptotique de convergence asympto-
tique est p(B). Le taux de convergence moyen est Ri(B) = —1In pg(B), le taux de convergence
asymptotique est R(B) = —1In p(B).

Théoréme 4.11 Le nombre d’itérations nécessaires pour réduire ’erreur d’un facteur € est au
—1Ine

R(B)

moins égal a K =
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4.5 Reésultats généraux de convergence

Soit donc I'algorithme
Muy 1 = Nug + b (41)

avec M — N = A. Si la suite converge, elle converge vers la solution u de Au = b, et I'erreur
er = uy, — u vérifie Mey,, = Neg,. On note B = M !N, c’est la matrice de litération. On note
aussi 7, 1= b — Auy = A(u — ug) = Aey, le résidu a 'étape k. D’aprés le théoréeme 4.9, on a

Théoréme 4.12 La suite uy, converge pour toute donnée initiale ug si et seulement si o(B) < 1,
si et seulement si ||B|| < 1 pour au moins une norme matricielle subordonnée ||.||.

4.5.1 Cas des M-matrices

Définition 4.7 (Matrice non-négative ) Une matrice A € M,(R) est dite non-négative
(resp. mon-positive) si pour tout i,j € {1,--- ,n}, a;; >0 (resp. a;; <0).

Théoréme 4.13 (Perron-Frobenius) Soit A € M,,(R) une matrice non-négative. Alors A a
une valeur propre non-négative égale au rayon spectral de A, et un vecteur propre correspondant
qui est aussi non-négatif.

Définition 4.8 (Décomposition réguliére ou regular splitting ) . Une décomposition A =
M — N est dite régulicre si M est inversible et si M~ et N sont toutes deux non-négatives.

Théoréme 4.14 Soit A € M,(R) une matrice, A = M —N une décomposition réguliére. Alors
la méthode itérative converge pour toute donnée initiale si et seulement si A est inversible et
A=Y est non-négative.

Définition 4.9 (M-matrice) . Une matrice A € M, (R) est une M-matrice si elle posséde
les quatre propriétés suivantes : 1. a; > 0 pour tout i, 2. a;; < 0 pour tout (i,7),i # j. 3. A est
inversible. 4. A~ est non négative.

Corollaire 4.1 Soit A € M, (R) une M-matrice, A = M — N une décomposition réguliére.

Alors la méthode itérative Muy1 = Nug+b converge pour toute donnée initiale vers la solution
de Au =b.

Définition 4.10 (Matrice a diagonale strictement dominante) La matrice est dite a dia-
gonale strictement dominante si

VZ,l <1< n, |a“\ > Z ‘CLZ'j|.
J#i
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4.5.2 Cas des matrices hermitiennes

Théoréme 4.15 (Householder-John) Soit A une matrice hermitienne définie positive, A =
M — N, ot M est inversible. Si M + N* (qui est toujours hermitienne), est définie positive, la
méthode itérative converge pour toute donnée initiale.

4.6 Meéthodes classiques

Soit A € M,,(K) une matrice réguliére et b € K. Il s’agit de résoudre le systéme Au = b
par une méthode itérative, c’est-a-dire de créer une suite u;, qui converge vers u. On note
D = diag(A), E la matrice triangulaire inférieure vérifiant

ei; =0, 1< J
€jj = —Qyj ’l>]

et F' la matrice triangulaire supérieure vérifiant

{fz’jZO, =
fij=—a; 1>7]

On a alors

Meéthode de Jacobi

1 g .
(Uk+1); = — (b,- - g aij(uk)i> Vie{l,...,n}
“ =15
Correspond & la décomposition M = D, N = E + F.

Théoréme 4.16 Si A est a diagonale strictement dominante, [’algorithme de Jacobi converge.

Méthode de Jacobi par blocs
Reprenons 'exemple des différences finies en dimension 2. On fait la décomposition

T 0
T I 0
E

M=D,N=FE+F.
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Théoréme 4.17 Soit A € M(R) une matrice symétrique inversible, décomposée en A = D —
E — ET, ou D est diagonale définie positive, et E strictement triangulaire inférieure. Alors
lalgorithme de Jacobi converge si et seulement si A et 2D — A sont définies positives.

Méthode de Gauss-Seidel

n

1 1—1 -
(uk+1); = . (bi - Zaij(uk+l)j - Z a'ij(uk-i-l)j) Vie{l,...,n}
(22 jzl

J=i+1
Correspond & la décomposition M =D — E,N = F..

Méthodes de relaxation

Ups1 = Wigr1 + (1 — w)uy,

ou U4 est obtenu a partir de uk par I'une des deux méthodes précédentes.
Avec la méthode de Jacobi

w
(Ut1); = o

(b,- - Z a,-j(uk)j> + (1 —w)(uy), Vi € {1,...,n}.

1 . . .
Jj=1,j#i

Avec la méthode de Gauss-Seidel

n

(Ut1); = a% <b,- - Z_:azj(ukﬂ)j - Z a'ij(uk)j> + (1 —w)(u); Viefl,...,n}

j=i+1

Cette méthode de relaxation est appelée méthode S.O.R. (successive over relaxation) Toutes
ces méthodes se mettent sous la forme

MUk+1 = NUk;‘l’b

avec

Jacobi M=D N=F+F
Gauss-Seidel | M =D — F N=F
SOR | M= D-E|N="%DpiF
w w

Programmation d'une étape de 'algorithme de Jacobi :
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Pour i=1:N
S:=B(1i)
Pour j=1:I-1
S=S-A(i,j)*X(j)
Pour j=i+1:N
S=S-A(i,j)*X(j)
Y(1)=S/A(i,1)
Pour i=1:N
X(1):=Y (1)

Test d’arrét : tant que ||r®|| > eps, on continue.
Exercice 4.1 FEcrire une étape de l’algorithme SOR.

Il est d’usage d’affecter les noms suivants aux matrices des méthodes précédentes

Jacobi J=DYE+F)

I =
SOR | £, =(-D-E)"'(“—2D+F)
w w

Théoréme 4.18 Soit A une matrice a diagonale strictement dominante. Si 0 < w < 1, la
méthode de relaxation converge.

Lemme 4.1 Pour tout w # 0, on a p(L,) > |w — 1].

On en déduit par le théoréme 4.12,

Théoréme 4.19 Si la méthode de relazation converge pour toute donnée initiale, on a
O<w<?2

Corollaire 4.2 Soit A une matrice hermitienne définie positive. Si w €)0,2[, la méthode de
relaxation converge pour toute donnée initiale.

C’est une conséquence du théoréme 4.15.

4.7 Cas des matrices tridiagonales, comparaison des mé-
thodes

Théoréme 4.20 Soit A une matrice tridiagonale. Alors p(L1) = (p(J))? : les méthodes de
Jacobi et Gauss-Seidel convergent ou divergent simultanément. Si elles convergent, la méthode
de Gauss-Seidel est la plus rapide.
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1 w* 2 w
F1G. 4.1 — variations de p(L,) en fonction de w
Théoréme 4.21 Soit A une matrice tridiagonale telles que les valeurs propres de J soient

réelles. Alors les méthodes de Jacobi et de relazation convergent ou divergent simultanément
pour w €0,2[ . Si elles convergent, la fonction w — p(L,) a Uallure suivante : avec w* =

L+ /1= (p(N))*

Remarque 4.2 On ne connait pas précisément ce w* si on ne connait pas p(J). Dans ce cas,
le graphe ci-dessus montre que qu’il vaut mieux choisir w trop grand que trop petit.

4.8 Meéthode de Richardson

On réécrit I'itération sous la forme
U1 = up + M1y,
Si on choisit M~! = «aI, on obtient la méthode de Richardson
Upr1 = (I — aA)ug + abd.

Si A est une matrice symétrique et définie positive, ses valeurs propres \;(A) sont strictement
positives, nous les ordonnons de fagon croissante.

Théoréme 4.22 Soit A une matrice symétrique et définie positive d’ordre n. La méthode de
Richardson converge si et seulement si o € (0,2/p(A)). La convergence est optimale pour
opt = ML)\” On a alors
k(A)—1
[—agy) =22 "2
4 2 K(A)+1
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4.9 La matrice du laplacien en dimension 1

2 -1 0
-1 2 -1
-1 2 -1
0o -1 2
On a
2 4 2 _4

W =21 = T4 O ), plLr) =" —1==1~ 2% +Om?).

Pour n=100, pour obtenir une erreur de € = 107!, on doit faire
— 9342 itérations de ’algorithme de Jacobi,
— 4671 itérations de I'algorithme de Gauss-Seidel,
— 75 itérations de 'algorithme de I’algorithme de relaxation optimale.

4.10 Complexité

Supposons la matrice A pleine. La complexité d’une itération est d’environ 2n?. Si l'on fait
au moins n itérations, on a donc une complexité totale de 2n3, a comparer aux 2n3/3 de la
méthode de Gauss.

Exercice 4.2 Calculer le facteur de convergence pour l'algorithme de Richardson.

Pour résoudre un systéme linéaire, on préférera les méthodes directes dans le cas des matrices
pleines, et les méthodes itératives dans le cas des matrices creuses.
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