
Chapitre 4Résolution numérique de systèmeslinéaires par méthode itérative
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tionExemple de base en analyse numérique : équation de la 
haleur 2D (et même3D). On 
her
he u(x, y, t), solution de

ρ∂tu−∆u = f dans Ω; ∆u = ∂xxu+ ∂yyu+ · · ·ave
 des 
onditions initiales et aux limites sur ∂Ω.1



Equilibre : u(x, y)
−∆u = f dans Ω.

On 
hoisit des pas d'espa
e
∆x =

a

m+ 1
, ∆y =

b

m+ 1L'opérateur de Lapla
e en deux dimensions est dis
rétisé ave
 des di�éren
es�nies
∂xxu ∼ u(x+∆x, y)− 2u(x, y) + u(x−∆x, y)

∆x2
;

∂yyu ∼ u(x, y +∆y)− 2u(x, y) + u(x, y −∆y)

∆y2
;On obtient pour ui,j ∼ u(i∆x, j∆y),

1

∆x2
(−ui−1,j + 2ui,j − ui+1,j) +

1

∆y2
(−ui,j−1 + 2, ui,j − ui,j+1) = f(xi, yj)2



On introduit les ve
teurs
uuuj =







u1,j...
um,j





pour j = 1, · · · , n. On multiplie l'équation par ∆y2, et on obtient
−uuuj−1 + Tuuuj − uuuj+1 = δu0,jeee1 + fff j∆y2

T =















2(1 + δ) −δ 0
−δ 2(1 + δ) −δ. . . . . . . . .

−δ 2(1 + δ) −δ
0 −δ 2(1 + δ)















matri
e m×mOn introduit maintenant le ve
teur de toutes les in
onnues
UUU =







uuu1...
uuun





On obtient un large système de m× n équations à m× n in
onnues,
AUUU = FFFave


A =















T −I 0
−I T −I 0. . . . . . . . .

0 −I T −I
0 −I T













La matri
e A est CREUSE, TRIDIAGONALE PAR BLOCS. Dans 
haque blo
-ligne de A, seuls 3 blo
s sur les n sont non-identiquement nuls, ave
 dans 
haqueligne de 
es blo
s au plus 3 éléments non-nuls. Ca fait dans 
haque ligne de A 5élément non nuls sur m × n (faire m = 100, n = 50). La dé
omposition de Gaussrisque de remplir la matri
e. Les méthodes itératives n'ont pas besoin de 
onstruirela matri
e, mais plut�t de savoir faire le produit matri
e-ve
teur.Pour 
onstruire une méthode itérative on é
rit
A = M −N ;Auuu = b ⇐⇒ Muuu−Nuuu = b3



uuu = M−1(Nuuu+ b)On utilise le point �xe
Muuuk+1 = Nuuuk + bCompromis entre� M est une bonne approximation de A (le meilleur M est A)� le système à résoudre à 
haque itération est simple et peu onéreux.4.2 Norme de ve
teurs et de matri
esDé�nition 4.1 Une norme sur un espa
e ve
toriel V est une appli
ation ‖ · ‖ :

V → R+ qui véri�e les propriétés suivantes� ‖vvv‖ = 0 ⇐⇒ vvv = 0,� ‖αvvv‖ = |α| ‖vvv‖ ∀α ∈ K, ∀vvv ∈ V ,� ‖u+ vu+ vu+ v‖ ≤ ‖uuu‖+ ‖vvv‖ ∀ (u, vu, vu, v) ∈ V 2 (inégalité triangulaire)Une norme sur V est également appelée norme ve
torielle . On appelle espa
eve
toriel normé un espa
e ve
toriel muni d'une norme.Les trois normes suivantes sont les plus 
ouramment utilisées sur Cn :
‖vvv‖1 =

n
∑

i=1

|vi|

‖vvv‖2 =

(

n
∑

i=1

|vi|2
)1/2

‖vvv‖∞ = max
1≤i≤n

|vi|.La deuxième norme est la norme eu
lidienne sur Cn. Elle dérive du produit s
alaire
(uuu,vvv)2 =

∑n
i=1

uiv̄i.Théorème 4.1 Soit V un espa
e de dimension �nie. Pour tout nombre réel p ≥ 1,l'appli
ation v 7→ ‖v‖p dé�nie par
‖vvv‖p =

(

n
∑

i=1

|vi|p
)1/pest une norme.Rappel 4.1 Pour p > 1 et 1

p
+ 1

q
= 1, l'inégalité

‖uvuvuv‖1 =
n
∑

i=1

|uivi| ≤
(

n
∑

i=1

|ui|p
)1/p( n

∑

i=1

|vi|q
)1/q

= ‖uuu‖p‖vvv‖qs'appelle l'inégalité de Hölder. 4



Dé�nition 4.2 Deux normes ‖ · ‖ et ‖ · ‖′, dé�nies sur un même espa
e ve
toriel
V, sont équivalentes s'il existe deux 
onstantes C et C ′ telles que

‖vvv‖′ ≤ C‖vvv‖ et ‖vvv‖ ≤ C ′‖vvv‖′ pour tout vvv ∈ V.Rappel 4.2 Sur un espa
e ve
toriel de dimension �nie toutes les normes sont équi-valentes.Dé�nition 4.3 Soit Mn l'anneau des matri
es d'ordre n, à éléments dans le 
orps
K. Une norme matri
ielle est une appli
ation ‖ · ‖ : Mn → R+ véri�ant1. ‖A‖ = 0 ⇐⇒ A = 0,2. ‖αA‖ = |α| ‖A‖, ∀α ∈ K, ∀A ∈ Mn,3. ‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖, ∀ (A,B) ∈ M2

n (inégalité triangulaire)4. ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖, ∀ (A,B) ∈ M2
nEtant donné une norme ve
torielle ‖·‖ sur Kn, l'appli
ation ‖·‖ : Mn (K) → R

+dé�nie par
‖A‖ = sup

vvv∈Kn

vvv 6=0

‖Avvv‖
‖vvv‖ = sup

vvv∈Kn

‖vvv‖≤1

‖Avvv‖ = sup
vvv∈Kn

‖vvv‖=1

‖Avvv‖,est une norme matri
ielle, appelée norme matri
ielle subordonnée (à la normeve
torielle donnée).De plus
‖Avvv‖ ≤ ‖A‖‖vvv‖ ∀vvv ∈ K

net la norme ‖A‖ peut se dé�nir aussi par
‖A‖ = inf {α ∈ R : ‖Avvv‖ ≤ α‖vvv‖, ∀vvv ∈ K

n} .Il existe au moins un ve
teur uuu tel que
uuu 6= 0 et ‖Auuu‖ = ‖A‖‖uuu‖.En�n une norme subordonnée véri�e toujours

‖I‖ = 1Rappelons la dé�nition du rayon spe
tral d'une matri
e. Notons λi(A) les nvaleurs propres de la matri
e n× n A. Le rayon spe
tral de A est
ρ(A) = max

i
|λi(A)|5



Dé�nition 4.4 Soit A = (aij) une matri
e 
arrée. Alors
‖A‖1 = sup

vvv∈Cn

vvv 6=0

‖Avvv‖1
‖vvv‖1

‖A‖2 = sup
vvv∈Cn

vvv 6=0

‖Avvv‖2
‖vvv‖2

‖A‖ = sup
vvv∈Cn

vvv 6=0

‖Avvv‖∞
‖vvv‖∞Théorème 4.2 Soit A = (aij) une matri
e 
arrée. Alors

‖A‖1 = max
j

∑

i

|aij|

‖A‖2 =
√

ρ (A∗A) =
√

ρ (AA∗) = ‖A∗‖2
‖A‖∞ = max

i

∑

j

|aij|La norme ‖ · ‖2 est invariante par transformation unitaire :
UU∗ = I =⇒ ‖A‖2 = ‖AU‖2 = ‖UA‖2 = ‖U∗AU‖2.Par ailleurs, si la matri
e A est normale, 
'est-à-dire si AA∗ = A∗A, alors

‖A‖2 = ρ (A) .Remarque 4.1 1. Si une matri
e A est hermitienne, ou symétrique (don
 nor-male), on a ‖A‖2 = ρ (A) .2. Si une matri
e A est unitaire ou orthogonale (don
 normale), on a ‖A‖2 = 1.Théorème 4.3 1. Soit A une matri
e 
arrée quel
onque et ‖ · ‖ une norme ma-tri
ielle subordonnée ou non, quel
onque. Alors
ρ (A) ≤ ‖A‖.2. Etant donné une matri
e A et un nombre ε > 0, il existe au moins une normematri
ielle subordonnée telle que

‖A‖ ≤ ρ (A) + ε.6



Théorème 4.4 L'appli
ation ‖ · ‖E : Mn → R+ dé�nie par
‖A‖E =

(

∑

i,j

|aij |2
)1/2

=
√tr (A∗A),pour toute matri
e A = (aij) d'ordre n, est une norme matri
ielle non subordonnée(pour n ≥ 2), invariante par transformation unitaire :

UU∗ = I =⇒ ‖A‖E = ‖AU‖E = ‖UA‖E = ‖U∗AU‖Eet qui véri�e
‖A‖2 ≤ ‖A‖E ≤

√
n‖A‖2, ∀A ∈ Mn.De plus ‖I‖E =

√
n.4.3 ConditionnementOn veut estimer xxx − yyy, où x est solution du système linéaire, et y solution dusystème perturbé

Axxx = bbb,

(A+∆A)yyy = (bbb+∆bbb) .Exemple de R.S. Wilson :
A =









10 7 8 7
7 5 6 5
8 6 10 9
7 5 9 10









, bbb =









32
23
33
31









,

A+∆A =









10 7 8, 1 7, 2
7, 08 5, 04 6 5
8 5, 98 9, 89 9

6, 99 4, 99 9 9, 98









, b+∆bb+∆bb+∆b =









32, 01
22, 99
33, 01
30, 99









,

∆A =









0 0 0, 1 0, 2
0, 08 0, 04 0 0
0 −0, 02 −0, 11 0

−0, 01 −0, 01 0 −0, 02









, ∆b∆b∆b =









0, 01
−0, 01
0, 01
−0, 01









.

Axxx = bbb ⇐⇒ xxx =









1
1
1
1









,7



Auuu = b+∆bb+∆bb+∆b ⇐⇒ uuu =









1, 82
−0, 36
1, 35
0, 79









,=⇒∆x∆x∆x = u− xu− xu− x =









0, 82
−1, 36
0, 35
−0, 21









(A+∆A)vvv = bbb ⇐⇒ vvv =









−81
137
−34
22









,=⇒∆x∆x∆x = v − xv − xv − x =









−82
136
−35
21







Dé�nition 4.5 Soit ‖.‖ une norme matri
ielle subordonnée, le 
onditionnementd'une matri
e régulière A, asso
ié à 
ette norme, est le nombre
κ(A) = cond(A) = ‖A‖

∥

∥A−1
∥

∥ .Nous noterons condp(A) = ‖A‖p ‖A−1‖p.Théorème 4.5 Soit A une matri
e inversible. Soient xxx et x+∆xx+∆xx+∆x les solutionsrespe
tives de
Axxx = bbb et A (x+∆xx+∆xx+∆x) = b+∆bb+∆bb+∆b.Supposons bbb 6= 000, alors l'inégalité

‖∆x∆x∆x‖
‖xxx‖ ≤ cond(A)

‖∆b∆b∆b‖
‖bbb‖est satisfaite, et 
'est la meilleure possible : pour une matri
e A donnée, on peuttrouver des ve
teurs bbb 6= 000 et ∆b∆b∆b 6= 000 tels qu'elle devienne une égalité.Démonstration Il su�t de soustraire les 2 équations. ∆x∆x∆x est solution du systèmelinéaire

A∆x∆x∆x =∆b∆b∆bd'où
‖∆x∆x∆x‖ ≤

∥

∥A−1
∥

∥

‖∆b∆b∆b‖
‖bbb‖ ‖bbb‖ ≤

∥

∥A−1
∥

∥ ‖A‖ ‖xxx‖ ‖∆b∆b∆b‖
‖bbb‖Théorème 4.6 Soit A une matri
e inversible. Soient xxx et x+∆xx+∆xx+∆x les solutionsrespe
tives de

Axxx = bbb et (A +∆A) (x+∆xx+∆xx+∆x) = bbb.Supposons bbb 6= 000, alors l'inégalité
‖∆x∆x∆x‖

‖x+∆xx+∆xx+∆x‖ ≤ cond(A)
‖∆A‖
‖A‖ .est satisfaite, et 
'est la meilleure possible : pour une matri
e A donnée, on peuttrouver un ve
teur bbb 6= 000 et une matri
e ∆A 6= 0 tels qu'elle devienne une égalité.8



Théorème 4.7 1. Pour toute une matri
e inversible A,

cond(A) ≥ 1,

cond(A) = cond(A−1),

cond(αA) = cond(A), pour tout s
alaire α 6= 02. Pour toute matri
e inversible A,

cond2(A) =
µmax

µminoù µmax et µmin sont respe
tivement la plus grande et la plus petite valeursingulière de A.3. Si A est une matri
e normale,
cond2(A) =

max
i

|λi(A)|
min

i
|λi(A)|où les λi(A) sont les valeurs propres de A.4. Le 
onditionnement cond2(A) d'une matri
e unitaire ou orthogonale vaut 1.5. Le 
onditionnement cond2(A) est invariant par transformation unitaire

UU∗ = I =⇒ cond2(A) = cond2(AU) = cond2(UA) = cond2(U
∗AU).Rappel 4.3 Les valeurs singulières d'une matri
e re
tangulaire A sont les ra
ines
arrées positives des valeurs propres de A∗A.Lorsque l'on veut résoudre un système linéaire Ax = b ave
 une matri
e mal
onditionnée, il peut être intéressant de de multiplier à gau
he par une matri
e Ctelle CA soit mieux 
onditionnée. L'exemple le plus simple est le pré
onditionne-ment diagonal, où la matri
e C est la matri
e diagonale 
onstituée des inverses deséléments diagonaux de A : 
'est l'algorithme de Ri
hardson que nous verrons plusloin.4.4 Suite de ve
teurs et de matri
esDé�nition 4.6 Soit V un espa
e ve
toriel muni d'une norme ‖.‖, on dit qu'unesuite (vvvk) d'éléments de V 
onverge vers un élément vvv ∈ V , si

lim
k→∞

‖vvvk − vvv‖ = 0et on é
rit
vvv = lim

k→∞
vvvk.9



Remarque 4.1 Sur un espa
e ve
toriel de dimension �nie, toutes les normes sontéquivalentes. Don
 vvvk tend vers vvv si et seulement si ‖vvvk − vvv‖ tend vers 0 pour unenorme.Théorème 4.8 1. Soit ‖·‖ une norme matri
ielle subordonnée, et B une matri
evéri�ant
‖B‖ < 1.Alors la matri
e (I +B) est inversible, et

‖ (I +B)−1 ‖ ≤ 1

1− ‖B‖ .2. Si une matri
e de la forme (I +B) est singulière, alors né
essairement
‖B‖ ≥ 1pour toute norme matri
ielle, subordonnée ou non.La démonstration repose sur la série de Neumann ∑Bn.Théorème 4.9 Soit B une matri
e 
arrée. Les 
onditions suivantes sont équiva-lentes :1. limk→∞Bk = 0,2. limk→∞Bkv = 0 pour tout ve
teur v,3. ̺(B) < 1,4. ‖B‖ < 1 pour au moins une norme matri
ielle subordonnée ‖.‖.Théorème 4.10 Soit B une matri
e 
arrée, et ‖.‖ une norme matri
ielle quel-
onque. Alors

limk→∞‖Bk‖1/k = ̺(B).Soit don
 une suite vvvk dé�nie par vvvk+1 = Bvvvk. On a vvvk = Bkvvv0.
‖vvvk‖
‖vvv0‖

≤ ‖Bk‖Si l'on veut une erreur inférieure à ε

‖vvvk‖
‖vvv0‖

≤ ‖Bk‖ ≤ ε

‖Bk‖ 1

k ≤ ε
1

k10



Dé�nition 4.7 On dé�nit le fa
teur de 
onvergen
e lo
al de la méthode itérativedont la matri
e d'itération est B est ρk(B) = ‖Bk‖ 1

k . Le fa
teur asymptotique de
onvergen
e asymptotique est ρ(B). Le taux de 
onvergen
e moyen est Rk(B) =
− ln ρk(B), le taux de 
onvergen
e asymptotique est R(B) = − ln ρ(B).Théorème 4.11 Le nombre d'itérations né
essaires pour réduire l'erreur d'un fa
-teur ε est au moins égal à K =

− ln ε

R(B)
.4.5 Résultats généraux de 
onvergen
eSoit don
 l'algorithme

Muuuk+1 = Nuuuk + b (4.1)ave
 M − N = A. Si la suite 
onverge, elle 
onverge vers la solution uuu de Auuu = bbb,et l'erreur eeek = uuuk − uuu véri�e Meeek+1 = Neeek. On note B = M−1N , 
'est la matri
ede l'itération. On note aussi rrrk := bbb−Auuuk = A(uuu−uuuk) = Aeeek le résidu à l'étape k.D'après le théorème 4.9, on aThéorème 4.12 La suite uuuk 
onverge pour toute donnée initiale uuu0 si et seulementsi ̺(B) < 1, si et seulement si ‖B‖ < 1 pour au moins une norme matri
iellesubordonnée ‖.‖.4.5.1 Cas des M-matri
esDé�nition 4.8 (Matri
e non-négative ) Une matri
e A ∈ Mn(R) est dite non-négative (resp. non-positive) si pour tout i, j ∈ {1, · · · , n}, aij ≥ 0 (resp. aij ≤ 0).Théorème 4.13 (Perron-Frobenius) Soit A ∈ Mn(R) une matri
e non-négative.Alors A a une valeur propre non-négative égale au rayon spe
tral de A, et un ve
teurpropre 
orrespondant qui est aussi non-négatif.Dé�nition 4.9 (Dé
omposition régulière ou regular splitting ) . Une dé
om-position A = M−N est dite régulière si M est inversible et si M−1 et N sont toutesdeux non-négatives.Théorème 4.14 Soit A ∈ Mn(R) une matri
e, A = M −N une dé
omposition ré-gulière. Alors la méthode itérative 
onverge pour toute donnée initiale si et seulementsi A est inversible et A−1 est non-négative.Dé�nition 4.10 (M-matri
e) . Une matri
e A ∈ Mn(R) est une M-matri
e sielle possède les quatre propriétés suivantes : 1. aii > 0 pour tout i, 2. aij ≤ 0 pourtout (i, j), i 6= j. 3. A est inversible. 4. A−1 est non négative.11



Corollaire 4.1 Soit A ∈ Mn(R) une M-matri
e, A = M − N une dé
ompositionrégulière. Alors la méthode itérative Muuuk+1 = Nuuuk + bbb 
onverge pour toute donnéeinitiale vers la solution de Auuu = bbb.Dé�nition 4.11 (Matri
e à diagonale stri
tement dominante) La matri
e estdite à diagonale stri
tement dominante si
∀i, 1 ≤ i ≤ n, |aii| >

∑

j 6=i

|aij |.4.5.2 Cas des matri
es hermitiennesThéorème 4.15 (Householder-John) Soit A une matri
e hermitienne dé�niepositive, A = M−N , où M est inversible. Si M+N∗ (qui est toujours hermitienne),est dé�nie positive, la méthode itérative 
onverge pour toute donnée initiale.4.6 Méthodes 
lassiquesSoit A ∈ Mn(K) une matri
e régulière et bbb ∈ Kn. Il s'agit de résoudre le système
Auuu = bbb par une méthode itérative, 
'est-à-dire de 
réer une suite uuuk qui 
onvergevers uuu. On note D = diag(A), E la matri
e triangulaire inférieure véri�ant

{

eij = 0, i ≤ j
eij = −aij i > j

,et F la matri
e triangulaire supérieure véri�ant
{

fij = 0, i ≥ j
fij = −aij i > jOn a alors

A =







. . . −F
D

−E
. . . = D −E − FMéthode de Ja
obiOn 
hoisit M = D,N = E + F , et une étape de l'algorithme s'é
rit

Duuuk+1 = (E + F )uuuk + bbb.12



Chaque 
omposante (uk+1)i peut être 
al
ulée expli
itement par
(uk+1)i =

1

aii

(

bi −
n
∑

j=1,j 6=i

aij(uk)i

)

∀i ∈ {1, . . . , n}.Exemple de rrogrammation d'une étape de l'algorithme de Ja
obi :Pour i=1:NS:=B(i)Pour j=1:I-1S=S-A(i,j)*X(j)Pour j=i+1:NS=S-A(i,j)*X(j)Y(i)=S/A(i,i)Pour i=1:NX(i):=Y(i)Test d'arrêt : tant que ‖rrrk‖ > eps, on 
ontinue.Théorème 4.16 Si A est à diagonale stri
tement dominante, l'algorithme de Ja
obi
onverge.Théorème 4.17 Soit A ∈ M(R) une matri
e symétrique inversible, dé
omposée en
A = D−E −ET , où D est diagonale dé�nie positive, et E stri
tement triangulaireinférieure. Alors l'algorithme de Ja
obi 
onverge si et seulement si A et 2D−A sontdé�nies positives.Méthode de Gauss-SeidelElle 
orrespond à la dé
omposition M = D −E,N = F .

(D −E)uuuk+1 = Fuuuk + bbb.Le 
al
ul de uuuk+1 en fon
tion de uuuk né
essite la résolution d'un système triangulaireinférieur de matri
e D − E.Méthode de relaxationElle est apppelée aussi méthode S.O.R. (su

essive over relaxation). Elle 
orres-pond à la dé
omposition M = 1

ω
D − E, N = 1−ω

ω
D + F , 
e qui s'é
rit

(
1

ω
D − E)uuuk+1 = (

1− ω

ω
D + F )uuuk + bbb.13



De nouveau, une étape de l'algorithme né
essite la résolution d'un système triangu-laire. La méthode de Gauss-Seidel 
orrespond à ω = 1.Tableau résumé Ja
obi M = D N = E + FGauss-Seidel M = D −E N = FSOR M =
1

ω
D −E N =

1− ω

ω
D + FExer
i
e 4.1 E
rire une étape de l'algorithme SOR.Il est d'usage d'a�e
ter les noms suivants aux matri
es des méthodes pré
édentesJa
obi J = D−1(E + F )SOR Lω = (

1

ω
D −E)−1(

1− ω

ω
D + F )Théorème 4.18 Soit A une matri
e à diagonale stri
tement dominante. Si 0 <

ω ≤ 1, la méthode de relaxation 
onverge.Théorème 4.19 Si la méthode de relaxation 
onverge pour toute donnée initiale,on a
0 < ω < 2La preuve repose sur le lemme suivant, et le théorème 4.12.Lemme 4.1 Pour tout ω 6= 0, on a ρ(Lω) ≥ |ω − 1|.Théorème 4.20 Soit A une matri
e hermitienne dé�nie positive. Si ω ∈]0, 2[, laméthode de relaxation 
onverge pour toute donnée initiale.C'est une 
onséquen
e du théorème 4.15.4.7 Cas des matri
es tridiagonales, 
omparaison desméthodesThéorème 4.21 Soit A une matri
e tridiagonale. Alors ρ(L1) = (ρ(J))2 : les mé-thodes de Ja
obi et Gauss-Seidel 
onvergent ou divergent simultanément. Si elles
onvergent, la méthode de Gauss-Seidel est la plus rapide.14



Théorème 4.22 Soit A une matri
e tridiagonale telles que les valeurs propres de Jsoient réelles. Alors les méthodes de Ja
obi et de relaxation 
onvergent ou divergentsimultanément pour ω ∈]0, 2[ . Si elles 
onvergent, la fon
tion ω 7→ ρ(Lω) a l'al-lure suivante : ave
 ω∗ =
2

1 +
√

1− (ρ(J))2
. Le fa
teur de 
onvergen
e optimal est

PSfrag repla
ements |ρ(Lω)|

ω1
1

2ω∗

ω∗ − 1

Figure 4.1 � variations de ρ(Lω) en fon
tion de ω

ρ(Lω∗) = ω∗ − 1.Remarque 4.2 On ne 
onnaît pas pré
isément 
e ω∗ si on ne 
onnaît pas ρ(J).Dans 
e 
as, le graphe 
i-dessus montre que qu'il vaut mieux 
hoisir ω trop grandque trop petit.4.8 Méthode de Ri
hardsonOn réé
rit l'itération sous la forme
uuuk+1 = uuuk +M−1rrrk.Si on 
hoisit M−1 = αI, on obtient la méthode de Ri
hardson

uuuk+1 = (I − αA)uuuk + αbbb.Si A est une matri
e symétrique et dé�nie positive, ses valeurs propres λi(A) sontstri
tement positives, nous les ordonnons de façon 
roissante.Théorème 4.23 Soit A une matri
e symétrique et dé�nie positive d'ordre n. Laméthode de Ri
hardson 
onverge si et seulement si α ∈ (0, 2/ρ(A)). La 
onvergen
eest optimale pour αopt =
2

λ1+λn
. On a alors
ρ(I − αopt) =

κ(A)− 1

κ(A) + 1
.15



4.9 La matri
e du lapla
ien en dimension 1
An =















2 −1 0
−1 2 −1. . . . . . . . .

−1 2 −1
0 −1 2













On a
ρ(J) = 1− π2

2n2
+O(n−4), ρ(L1) = 1− π2

n2
+O(n−4),

ω∗ = 2(1− π

n
+O(n−2)), ρ(Lω∗) = ω∗ − 1 == 1− 2π

n
+O(n−2).Pour n=100, pour obtenir une erreur de ε = 10−1, on doit faire� 9342 itérations de l'algorithme de Ja
obi,� 4671 itérations de l'algorithme de Gauss-Seidel,� 75 itérations de l'algorithme de l'algorithme de relaxation optimale.4.10 ComplexitéSupposons la matri
e A pleine. La 
omplexité d'une itération est d'environ 2n2.Si l'on fait au moins n itérations, on a don
 une 
omplexité totale de 2n3, à 
ompareraux 2n3/3 de la méthode de Gauss.Pour résoudre un système linéaire, on préfèrera les méthodes dire
tes dans le 
asdes matri
es pleines, et les méthodes itératives dans le 
as des matri
es 
reuses.4.11 Méthodes par blo
sReprenons l'exemple des di�éren
es �nies en dimension 2. La matri
e A esttridiagonale par blo
s. On fait la dé
omposition

D =











T
T . . .

T











, E =











0
I 0. . . . . .

I 0











, F = ETET on dé
oupera aussi le ve
teur uuuk par blo
s. Tous les théorèmes pré
édents ontun analogue. Voir [4℄. 16


