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PROBLEME 1. EQUATIONS NON LINEAIRES (10 points)

QUELQUES THEOREMES UTILES :

THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES :Soit f : [a,b] — R une appli-
cation continue, alors pour tout réel u compris entre f(a) et f(b), il existe
au moins un réel £ compris entre a et b tel que f(§) = u.

THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINIS Soient a et b deux réels tels que
a < b. Soit f une fonction & valeurs réelles continue sur [a, b] et dérivable sur
Ja, b[. il existe un réel £ dans ]a, b] tel que f(b) — f(a) = (b—a)f'(§).
THEOREME DE ROLLE : Soient a et b deux réels tels que a < b. Soit f une
fonction & valeurs réelles continue sur [a,b] et dérivable sur ]a, b telle que
f(a) = f(b). Alors il existe (au moins) un réel £ dans Ja, b[ tel que f/(£) = 0.

1) Soit g une fonction de classe C? de [a, b] dans R telle que g(a) = g(b) = 0,
g"(z) > 0 pour tout x dans ]a,b[. La fonction g étant de dérivée seconde
strictement positive est strictement convexe, et donc pour tout z = ta+ (1 —
t)b dans |a, b[, avec t €]0,1],

g(x) <tg(a)+ (1 -1t)g(b) <0

Soit f une fonction de classe C? de [a, b] dans R telle que f(a) < 0,
f() >0, f(z) >0et f/(x) >0 pour tout = dans [a,b).
2)

a) Montrer qu’il existe un unique point ¢ dans [a, ] tel que f(c) =
0. On applique le théoréme des valeurs intermédiaires avec u = 0 (cas
particulier connu sous le nom de théoréme de Bolzano).

b) f ne s’annule pas sur [a, c[, elle est donc de sugne constant, donc né-
gative. Méme raisonnement sur |c, b].

¢) Montrer qu’il existe m; et my tels que pour tout z dans [a, b],

0<my < fl(z), 0<f(z)<mo.



C’est juste un résultat de compacité sur R : toute fonction continue
sur un compact de R y est bornée et atteint sa borne inférieure. On
applique ce résultat a f’ et 7, et comme elles ne s’annulent pas...

d) Décrire les algorithmes de dichotomie, de Newton et de la sé-
cante pour calculer c. Donner leurs propriétés de convergence.
Voir cours.

3) Soit p le polynéme de degré 1 tel que p(a) = f(a) et p(b) = f(b),
et soit c¢; tel que p(cp) = 0. Définissons la fonction g = f — p. Puisque
g(a) = g(b) =0, et que g” = f” > 0 sur [a, b], nous pouvons lui appliquer 1)
et en déduire que f(c1) = g(e1) < 0. D’aprés 2)b), ¢; €]0, .

4) On définit maintenant la suite ¢, de la maniére suivante.

e On pose ¢y = a.

e ¢, étant défini, on calcule ¢, : pp est 'unique polynéme de degré un
tel que pp(cn) = f(cn) et pn(b) = f(b), et on définit ¢, 41 par 'équation
pnlcn+1) = 0.

a) Mettre explicitement cette récurrence sous la forme ¢, =
©(cp). 1l suffit d’écrire

—cn —b
pn= o f )+ (e
ou encore
P =5 (@ = el (0) ~ (= B)(en).

et pn(x) =0 < (:E - Cn)f(b) - (x - b)f(cn)

On en déduit la valeur de ¢,y :

it = cnf(b) — bf(cn)' (1)

f(0) = f(en)

Cette derniére formule permet de définir la fonction ¢ par

ef(b) b ()
P = i)

b) Démontrer que (c,) est une suite strictement croissante conte-
nue dans l’intervalle [a, c] : on raisonne comme en 3) a).

¢) Montrer que la suite (c¢,) converge vers c : la suite est croissante
et majorée par c. Elle converge donc vers ¢ et on a aussi f(c,) — f(¢).
On peut passer a la limite dans (1) et obtenir

cf(b) = bf(©)
f) = f@)

2

c =



ou encore (b — ¢)f(¢) = 0, ce qui donne ¢ = 0, et donc puisque ¢ est
I’'unique point qui annule f, ¢ = ¢ : la suite ¢, converge vers c. On
applique maintenant le théoréme des accroissements finis & la fonction
f sur [c,, c] : pour tout n > 0, il existe &, €|cy, | tel que f(c,) = (c—
cn) f'(€,). T suffit donc d’appliquer 2)c¢) pour obtenir ¢ — ¢, < [flen)].

= mi

PROBLEME 2. SYSTEMES LINEAIRES (10 points)

Soit B une matrice carrée d’ordre p inversible et A la matrice d’ordre n = 2p

définie par
I -B
= )

On cherche & résoudre le systéme linéaire AU = b. On pourra utiliser dans
o i
I’analyse la décomposition par blocs naturelle U =

On décompose la matrice A comme dans le coursen A =1 — F — F et
on étudie divers algorithmes itératifs pour la résolution du systéme linéaire.

1) Algorithme de Jacobi : il s’écrit DUy = (E + F)Uy +b. Donc J =

0 -B
E+F = <—BT ;

seulement si il existe un vecteur X = (z,y) non nul tel que JX = pX, ou

encore
—ul —B T\ —pur — By =0
<—BT —,uJ) <y> =0, ou encore { BT~y =0

Tirons px du premier bloc, et substituons le dans pux le deuxiéme :

BBy — i’y =0

> u est valeur propre de la matrice de Jacobi J si et

Donc si p est valeur propre de J, u? est valeur propre de BT B. Cette derniére
matrice étant symétrique définie positive, elle a p valeurs propres strictement
positives aq, ..., ap, ce qui donne 2p valeurs propres pour J, +y/a1, ..., /q
On a donc p(J) = \/p(BTB) = ||B||2, et 'algorithme de Jacobi converge si
et seulement si || Bll2 < 1.

2) Soit un nombre réel w. L’algorithme de relaxation s’écrit
(D —wEWgit1 = (1 —w)I+wF)Uj +b,

done L, = (I — wE)™Y((1 —w)I + wF). On vérifie par blocs que E? = 0, et
donc que (I —wFE)(I +wE) = I, si bien que I'inverse de la matrice (I — wE)
est (I +wE). Donc L, = (I + wE)((1 —w)I +wF),

(1—-w)I wB
Lo = (w(l —w)BT (1 —w)l + wQBTB)



Les valeurs propres de L, sont données par

(S(Iiu;)g)TI (1—w-— ;;]IB+ wgBTB> (‘Z) —0,

(l-w—-ANz+wBy=0

Ou encore { w(l —w)BTz + (1 —w— AT +w?BTB)y =0

Pour w # 1, comme pour Jacobi, nous extrayons z du premier bloc et repor-
tons dans le deuxiéme, pour obtenir

1—
<w2 - w2w> BTB 4 (1 —w — \)y = 0,s0it encore

1l—w-—2A
2
wA
——— = B'B+(1—-w—-XNy=0
. . (1—w—2X\)? T
ce qui exprime que ~—_ =~ est une valeur propre a;; de B* B, et donc que
1— _ 2
(1-—w=2A) .
w2\

Pour w = 1, les valeurs propres de £ sont les valeurs propres de BT B.
L’algorithme converge donc sous les mémes conditions que celui de Jacobi.
Pour w # 1, les valeurs propres sont positives, et pour chaque j, elles sont
racines de I’équation du second degré (1 —w —\)? —w?a;\ = 0, qui se réécrit

sous la forme

P()\):A2—2(3w2+1—w))\+(1—w)2:0

Le discriminant de cette équation est %wQ — 2w + 2. 1l est positif lorsque
w<wy= @ < 1, et négatif si wg = @ < w < 1. Dans ce derniers
cas, P a deux racines complexes conjuguées de module (1 —w)? < 1. Dans le
premier cas, il y a deux racines réelles, dont le produit (1 —w)? est inférieur
a 1. Elles sont donc toutes deux inférieures a 1 strictement si et seulement si
1 est a l'extérieur des racines, soit P(1) > 0, soit P(1) =1 —a; > 0 ce qui
est le cas. On a donc le résultat : I'algorithme de relaxation converge.



3) Calculons, pour X = (z,y),
(AX,X) = (z,2) — (B'z,y) — (2, By) — (3.).
Nous réécrivons
(AX,X) = |lz — Byll* + ((I = B"B)y, yy).

Donc A est symétrique définie positive si et seulement si I — BT B D’est.
Cherchons la décomposition de Cholewski de la matrice A sous la forme

blocs
I -B\ (Bu 0 BL BL
—BT I )\ By By 0 BL
En effectuant le produit, nous trouvons pour le premier terme By Bl =

1. Bq1 est la matrice de Cholewski de l'identité, donc par 'unicité de la
décomposition By; = 1. Ecrivons les deux autres termes :

BI, = —-B, By B +BypBL =1,

ce qui détermine By et conditionne la détermination de la matrice Byo a la
résolution de BQQBQTQ =1—- BBT7 et donc & la décomposition de Cholewski
de I — BBT, ce qui est possible puisque I — BT B est symétrique définie
positive.



