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Soit V' un espace de Hilbert de dimension finie sur R, K une partie de V', J une fonction
définie sur V' a valeurs dans R . On dit que u est minimum local de J sur K si w appartient a K
et s’il existe un voisinage U de u dans K tel que

Yo e U, J(u) < J(v). (1

Si la relation précédente est vraie pour tout v dans K, on dit que v est minimum global de J
sur K. On parle de minimum strict si I’inégalité est stricte dans (1.1). On définit un probléme de
minimisation sur K par
u € K, @
J(u) = vlél}f( J(v)
K est ’ensemble des contraintes. On dit que u est solution optimale du probleme de minimisa-
tion sur K. Le probleme de minimisation est dit sans contrainte si V = K, avec contraintes si
V#K.
Bien évidemment, on définit un probleme de maximisation, en remplagant < par > dans (1.1)
et inf par sup dans (1.2). On parlera en général de probléme d’optimisation. On passe de I'un a
I’autre en définissant la fonctionnelle opposée. Dans ce cours tous les résultats sont établis sur les
problémes de minimisation.
Les questions que 1’on se pose sont :

Est-ce que la fonction J est bornée inférieurement sur K ?

Existe t-il des extrema locaux ?

Existe t-il des extrema globaux c’est-a-dire est-ce que la borne inférieure est atteinte ?
Combien y en a t-il ?

S’il est unique comment le caractériser ?

AN T o

Comment le calculer ?
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Chapitre 1

Résultats d’existence
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Soit V' un espace de Hilbert sur R, K une partie de V', J une fonction définie sur V' a valeurs
dans R . On dit que v est minimum local de J sur K si u appartient a K et s’il existe un voisinage
U de u dans K tel que

Vo e U, J(u) < J(v). (1.1)
Si la relation précédente est vraie pour tout v dans K, on dit que v est minimum global de J

sur K. On parle de minimum strict si ’inégalité est stricte dans (1.1). On définit un probléme de
minimisation sur K par

{ u € K, (12)
J(u) :vlg[f{ J(v) :

On dit alors que u est solution optimale du probleme de minimisation sur K. Le probleme de
minimisation est dit sans contrainte si V' = K, avec contraintes si V' # K.

Bien évidemment, on définit un probleme de maximisation, en remplagant < par > dans (1.1)
et inf par sup dans (1.2). On parlera en général de probleéme d’optimisation. On passe de I'un a
I’autre en définissant la fonctionnelle opposée. Dans ce cours tous les résultats sont établis sur les
problémes de minimisation.

1.1 Théoremes généraux

Définition 1.1 Une suite minimisante pour la fonction J sur I’ensemble K est une suite u,, d’élé-
ments de K telle que pour tout ¢, il existe N, pour toutn > N,

J(up) —e < vlél]f{J(’U) < J(up).

Théoreme 1.1 Soit V un espace vectoriel de dimension finie, K une partie fermée non vide de V.
SOit J une fonction continue sur K.
1. Si K est compact ou

2. si J est infinie a 'infini,



dans les deux cas, le probleme de minimisation (1.2) admet une solution.

PROOF La premiere partie du théoréme releve du L2 : en dimension finie toute fonction continue
sur un compact y est bornée et atteint ses bornes (théoreme de Weierstrass). Pour la deuxieéme
partie, on suppose seulement que K est fermé et non pas qu’il est borné (les deux ensemble font
un compact). Choisissons un point w dans K et définissons

K={vekK, Jw) <Jw)}

K est fermé puisque défini par une inégalité large, et borné car J est infinie a 1’infini. Donc
compact. De plus

inf J(v) = inf J(v)
vEK vEK

et on est ramené au cas 1. |
Pour les fans de maths : La deuxieme partie du théoreme est vrai en dimension finie, mais pas
en dimension infinie. Pourquoi ? Par contre la convexité va pallier au probleme.

On rappelle qu’une partie K de V est convexe si
V(z,y) € K,V0 € [0,1],0z+ (1 —0)y € K (1.3)

Une fonction J définie sur un convexe K est dite

— convexe si
Y(z,y) € K,¥0 € [0,1],J(0z 4+ (1 — 0)y) < 0J(x) + (1 — 0)J(y), (1.4)
— strictement convexe si
V(z,y) € K,z # y,V0 €]0,1[, J(0x + (1 — 0)y) < 0J(z) + (1 — 0)J(y), (1.5)

Y(z,y) € K,¥0 € [0,1],J(0z + (1 —0)y) < 0J(x)+(1 — 0)J(y)—

o (1.6)
— S0 - )l -y
Théoreme 1.2 Si J est convexe, tout minimum local est global, et I’ensemble des solutions opti-
males est convexe.

PROOF Par I’absurde : soit © un minimum local, et supposons qu’il n’est pas global. Alors il existe
un w dans K tel que J(w) < J(u). Considérons le segment [u, w] C K puisque K est convexe.
Pour tout v = u + (1 — #)w dans ce segment, J(v) < J(u) par convexité de .J. Mais puisque
w est minimum local, J(v) doit étre au moins égal a J(u) dans un voisinage de u sur ce segment.
D’ou contradiction.
Soit maintenant deux solutions optimales u; et ug, donc J(u;) = J(u2) = infyex J(v). Mais
alors par convexité, le segment qui les joint est dans K, et pour tout 6 € [0, 1],

inf J(v) < J(Oui + (1 —0)ug) < J(ur) = J(u2) = inf J(v)

veK veK

Donc Ou; +(1—6)uq est aussi solution optimale et I’ensemble des solutions optimales est convexe.
|



Théoreme 1.3 Si J est strictement convexe, la solution optimale, si elle existe, est unique.

PROOF Par I’absurde encore, supposons qu’il y en a deux, et reprenons ’inégalité précédente qui
devient

Ulg}f{ Jw) < JOur + (1 —0)uz) < J(u1) = J(u2) = Ulgff( J(v)

et fournit une contradiction [ |
Pour les fans de maths : [ Dimension infinie]. Soit /& un convexe fermé non vide, J une fonction

définie sur K a valeurs dans R convexe continue. On suppose que .J est infinie a I'infini (i.e.
J(v) — oo lorsque ||v|| — +00) ou que K est borné. A lors le probleme de minimisation
admet une solution.

Rappelons le théoréme de projection.

Théoreme 1.4 [Projection sur un convexe fermé]. Soit K une partie convexe fermée non vide
d’un espace de Hilbert V, et w un point de V n’appartenant pas a K. Alors il existe un unique
point de K, noté Py w tel que

Prw € K,
|lw = Prwl|| = inf [lw—wv| (1.7)
veK
1l est caractérisé par
Vo e K, (Prw —w,v—Pgw) >0 (1.8)

PROOF La démonstration traditionnelle repose sur les suites minimisantes. Ici nous nous appuyons
dans le cas de la dimension infinie sur le résultat précédent. Evidemment la fonction définie par
J(v) = ||w — v est strictement convexe, infinie a I’infinie. Il existe un minimum, et il est unique.
Pour tout v € K et 6 € [0, 1], puisque K est convexe, fv + (1 — §) Ppgw € K, et on peut donc
écrire

IPrw —wl? < (|60 + (1 — 6) Pprcw —w) |2 = 0(v — Ppicw) + (Pprcw — w)]?
Développons ce dernier terme
IPrw —w||? < ||Ppgw —wl|* + 20(Pgw — w,v — Pgw) + 6%||v — Ppgwl||?
, ce qui est équivalent a
Vo €0,1], 2(Pxw —w,v —Pgw)+0|v — Ppgwl|* > 0.

11 suffit maintenant de faire tendre 6 vers O pour obtenir le résultat.
|

Le résultat compact suivant est tres utile dans les applications ol les fonctions sont souvent
a— convexes

Corollaire 1.1 . Soit K un convexe fermé non vide, J une fonction définie sur K a valeurs dans
R, a-convexe continue. Alors le probleme de minimisation admet une solution et une seule. De
plus toute suite minimisante converge vers u.

PROOF La démonstration repose sur un lemme technique d’analyse que nous ne démontrons pas
ici, et qui dit qu’une fonction a— convexe est infinie a I’infini. Pour les fans, la démonstration de
ce fait utilise le théoréme de Hahn-Banach de séparation d’un point et d’un convexe. |



1.2 Rappels de calcul différentiel
Soit J une fonction définie sur V' de dimension n a valeurs dans R.

1.2.1 Dérivées premieres

Définition 1.2 (Différentiabilité) .J est différentiable en u € V de différentielle J' : V +— V ou
VJ avec F'(u) = VJ(u) si,

Vw eV, J(u+w) = J(u) + J' (u) - w+ e(w)||wl], lirr%)e(w) =0 (1.9)
w—
Dans R", si J est différentiable en wu, elle admet des dérivées partielles 0;J(u) = gTJj’ et

VJ(u) = (01J(u), - ,0nJ (), si bien que J'(u).v = > 7" | %(U)U’

Exemples de base

1. Les formes linéaires J(u) = (c,u), ol ¢ est un vecteur donné dans V. Alors J'(u) =
VJ(u) = c.

2. Les fonctions J(u) = a(u,u), ol a est une forme bilinéaire continue sur V. Alors J'(u).v =
a(u,v) + a(v,u), et si a est symétrique J'(u).v = 2a(u, v).

Définition 1.3 (Dérivée directionnelle) On appelle dérivée de J en u dans la direction v la déri-
vée en 0 de la fonction d’une variable t — J(u + tv). On peut alors noter

D,J(u) = J'(u) - v.

1.2.2 Dérivées secondes

SiJ' : V +— V admet une différentielle J” application bilinéaire continue de V' x V dans R.
On notera J” (u) - v - w.
Exemples de base

1. J(u) = (c,u), J”(u) = 0.

2. J(u) = a(u,u), alors J" (u).v.w = a(v,w) + a(w,v), et si a est symétrique J" (u).v.w
2a(v,w). SiV = R", J(u) = $(Au,u) ol A est une matrice symétrique, alors J” (u) =
pour tout .

A

. . P . o2
3. SiV =R", J”(u) est la matrice des dérivées partielles secondes Bgi 3‘; - (u).

1.2.3 Formules de Taylor

Pouru #v eV,

Taylor Mac-Laurin ordre 1 Si J : V +— R est définie et continue sur [u, v], différentiable sur
Ju,v[, il existe 6 €]0, 1] tel que

J()=Jw)+J(u+0(w—u))- (v—u) (1.10)

On I’appelle aussi la formule de la moyenne, et on peut la formuler ainsi il existe w €]u, v]
tel que
J(w) = J(u) + J'(w) - (v—u) (1.11)

Taylor Mac-Laurin ordre 2 Si J : V — R est définie et continue sur [u, v], 2 fois différentiable
sur Ju, v|, il existe 6 €]0, 1] tel que

J() = Ju)+ J'(u) - (v—u)+ %J”(u +0(v—u))-(v—u) (v—u) (1.12)

10



Taylor Young ordre 2 Si J : V — RP est 2 fois différentiable en u, alors pour tout v

J(v) = J(u)—i—J’(u)‘(v—u)—k%J"(u)-(v—u)-(v—u)—i—e(v—u)Hv—qu, 7vluig%e(w) =0
(1.13)

Théoreme 1.5 [caractérisation des fonctions convexes]. J est convexe sur V si et seulement si
l’une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

(1) Si J est différentiable, le graphe de J est au-dessus de I’hyperplan tangent, i.e.

Vu,v € V, J(v) = J(u) + J'(u) - (v —u) (1.14)
(2) Si J est différentiable, J' est un opérateur monotone, i.e.

Vu,v € V, (J'(v) = J'(u)) - (v —u) =0 (1.15)
(3) Si J est deux fois différentiable, J" est un opérateur non négatif, i.e.

Vu, w € V, J" (u)w.aw >0 (1.16)

PROOF Nous montrons d’abord que convexe <= (1),puisque (1) — (2) = 3) = (1)

convexe — (1)
JOv+ (1 —-0)u) <0J(v)+ (1 —0)J(u).

Divisons par 6

J(u+6(v _9U)) — J(u) < J(v) = J(u).

Passons a la limiteen 8 — O :
J(u) - (v—u) < J)— J(u).

(1) = convexe On applique I’inégalité (1.14) successivement aux couples (Qu + (1 — )v, u)
et (Qu+ (1 —0)v,v):

x6 J(u)

> JOu+ (1—0)v)+J(Ou+(1—0)v) - (1—0)(u—v)
<(1—8) J(v) > J 1

u+
Ou+ (1—=0)v)+ J(Ou+ (1 —0)v)-0(v—u)

Lorsque I’on ajoute ces deux inégalités, les termes de droit se neutralisent, il ne reste plus
que I’inégalité de convexité

0J(u)+ (1 —=0)J(v) = J(Ou+ (1—0)v).
(1) = (2) Appliquons successivement (1.14) aux couples (u, v) et (v, u).

Jw) = J(u) + J'(u) - (v —u)
= J(v)=J'(v) - (v —u)

et ajoutons les pour obtenir 0 > (J'(u) — J'(v)) - (v — u) qui donne le résultat souhaité en
changeant les signes.

11



(2) = (3) Pour tout w dans V, et § > 0, posons v = u + Hw, et appliquons (2) au couple
(u,v). On obtient
(J'(u+ Ow) — J(u)) - w > 0
0
Par définition de la différentiabilité de J', J'(u + Ow) — J'(u) = 0J"(u)w + €(0)||0w]|.
Remplacons dans I’inégalité précédente et divisons par 6 :

(J" (wyw +e(0)[w]) - w > 0

(J'(u+6w) — J'(u))-w > 0 cequiimplique

Faisons tendre maintenant 6 vers O pour obtenir le résultat.

(3) = (1) On utilise la formule de Taylor Mac-Laurin a I’ordre 2 (1.10) et le résultat vient
tout de suite.

[ |
Pour une fonction strictement convexe, on a :

Théoreme 1.6 [caractérisation des fonctions strictement convexes]. Soit J différentiable sur V.
J est strictement convexe et seulement si I’'une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

Vu,v € Viu # v, J(v) > J(u) + J' (u) - (v —u) (1.17)
Vu,v € Viu# v, (J'(v) —J'(u) - (v—u) >0 (1.18)

Si J est deux fois différentiable, et si
Vu,w €V, w# 0, J"(u)w.w > 0, (1.19)

alors J est strictement convexe.

PROOF SI on cherche a refaire la démonstration précédente, lorsque 1’on utilise un passage a la

limite, les inégalités strictes deviennent des inégalités larges, et on ne peut pas conclure. C’est le

cas pour strictement convexe —> (1). Reprenons

(1.17) = strictement convexe : méme démonstration.

strictement convexe —> (1.17) Il faut étre un peu plus subtil. Ecrivons pour u # v, 6 €]0, 1],
w €]0,1[, 0 # w,

u—|—9(v—u):w_0

0
u+ a(u +w(v —u)).
Fixons w, et choisissons 6 < w. Par convexité on a donc
w—06 0
Ju+0v—u) < —J(u)+ —J(u+w(v —u)),
w w
inégalité que nous réécrivons en soustrayant .J(u) des deux cOtés et en divisant par 6 :
Ju+60(v—u))—J(u) < J(u+wlv—u)) —J(u)
0 - w '
w est toujours fixé dans ]0, 1[, passons maintenant a la limite en 0,

J(u) - (0 — ) < Ju+wv—u))—J(u)

Par stricte convexité de nouveau on a
Ju+wv—u))=J((1—-wu+wv) <(l—-w)J(u)+wl(v),
et en reportant dans I’inégalité du dessus on obtient
J'(u) - (v =) < J(v) = J(u),

qui est le résultat souhaité. On a donc maintenant strictement convexe <= (1.17).

12



(1.17) = (1.18) : méme démonstration.

(1.18) = strictement convexe De nouveau il faut étre un peu subtil. Soit u # v et § €0, 1].
Utilisons la formule de la moyenne eqrefeq :TML1b pour (u, u+60(v—u)) et (v, u+ (v —
u)). Il existe donc wy €Ju,u + 0(v — u)[ et we €lu+ O(v — ), v| tels que

X(1=0) Ju+0(v-—u))=Ju)+ J(w)- 0(v—u)
x6 Ju+0w—u))=Jw)+ J(w2) (1 —0)(u—wv)

Multiplions la premiere par 1 — 6, la deuxieéme par 6, et ajoutons.
Ju+60(v—u))=(1-0)J(u)+0J(v)+60(1—0)(J (w)—J(w)) (v—u).

Quel est le signe de la quantité en rouge ? Notons que puisque wy €]u,u + 0(v — u)[ et
wy €|u + 0(v — u),v], ils sont distincts, et s’écrivent avec « €]0, 1[ et 8 €]0, 1|

wy =a(u+0(v—u))+ (1 —a)u=u+ ab(v—u),
wy=Pu+0v—-—u)+1—-Bv=v+p(1—-0)(u—nuv),

si bien que
wy —we = (1—ab —B(1—0))(u—v).

11 suffit maintenant de remarquer que par convexité v = 1 — af — 3(1 — 6) €]0, 1], et donc

Ju+0v—-—u)=1-0)J(u)+6J(v)— }/(J’(wl) — J(we)) - (w1 — wo).

Par hypothese le terme en rouge est positif, ce qui donne la convexité stricte.

(1.19) = strictement convexe Ici la démonstration repose sur Taylor Mac-Laurin a I’ordre 2,
comme dans le cas convexe.

Pour une fonction « -convexe, on a :

Théoréme 1.7 [caractérisation des fonctions o -convexes]. J est a- convexe sur'V si et seulement
si l'une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

(1) SiJ est différentiable,
Vu,v €V, J(0) = J(u) + J'(u) - (v — u) + % v —ul? (1.20)
(2) SiJ est différentiable,
Vu,v €V, (J'(v) = J'(u) - (v —u) = alv—ul? (1.21)
(3) Si J est deux fois différentiable,

Vu,w e V, J"(www > a || w|?. (1.22)

PROOF En exercice. [ |

En particulier les fonctionnelles de la forme J(u) = a(u,u), ou a est une forme bilinéaire symé-
trique continue sur V' sont a-convexes si et seulement si

Yu €V, 2a(w, w) > a|wl|?

13



Sil’on est dans R", avec J(u) = 3 (Au, u), ceci revient a
Vu € V, (Aw, w) > aw]?

La matrice A étant symétrique, elle diagonalise en base orthonormée, A = PDP”, ot D est la
matrice des valeurs propres d; et P la matrice des vecteurs propres. On a alors
n

(Aw,w) =) " di((Pw);)* > (min d;) Y ((Pw);)?
i=1

1<i<n .
=1
> i ) 2 _ i ) 2
(Aw,w) > (in &) Pull* = (min di)]o]

car, puisque P est orthogonale, ||Pw|| = |Jw||. Si A est définie positive, la fonctionnelle J est
ming <;<y, d;-convexe.

14



Chapitre 2

Caractérisation des extrema
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2.1 Equation d’Euler, cas général

Théoreéme 2.1 [condition nécessaire]. Si u est minimum local de J dans V, alors
(1) Si J est différentiable en u, J'(u) = 0,
(2) SiJ est deux fois différentiable en u, on a de plus Yw € V, J" (u)w.w > 0.

PROOF Pour tout v € V', définissons la fonction d’une variable réelle
o(t) = J(u + tv).

(1) Pour ¢ réel assez petit, u + tv est dans un voisinage de u et puisque w est minimum local,
J(u + tv) > J(u) ce qui se traduit par ¢(t) > ¢(0). Par définition ¢ est dérivable en O et
¢'(0) = J'(u) - v. Ecrivons

t) — (0 t) — (0
t—0, t t—0 t
ce qui prouve que ¢'(0) = 0. On a donc pour tout v, J'(u) - v = 0, et donc J'(u) = 0.
(2) Dans le deuxieme cas, appliquons la formule de Taylor-Young a I’ordre 2 a la fonction ¢ :

2

o(t) = ¢(0) +1£'(0) + %(90"(0) +e(t)), avec lime(t) = 0.

D’apres la premiere partie, ¢'(0) = 0. supposons que ¢’ (0) < 0, alors pour ¢ assez petit,
2" (0)+€(t) est encore strictement négatif, et donc ¢(t) < ¢(0) ce qui contredit le fait que

w est minimum local. Donc ¢ (0) > 0 et il est facile de calculer que c’est égal a J” (u)-v-v.

15



Théoreme 2.2 [condition suffisante]. Soit J une fonction différentiable dans V et u un point de
V tel que J'(u) = 0.

(1) SiJ est deux fois différentiable dans un voisinage de u et s’il existe un voisinage §2 de u tel
que Vv € QVw € V, J"(v)w.w > 0, alors u est minimum local de J.

(2) Si J est deux fois différentiable,et s’il existe o > 0 tel que
Yw e V,J"(w)w.aw > alwl?,

alors u est minimum local strict pour J.

PROOF

(1) Puisque € est un voisinage, il contient une boule ouverte de centre u, donc convexe. Soit
v dans cette boule. Alors tout le segment |u, v[ est contenu dans cette boule, et d’apres la
formule de Taylor Mac-Laurin a I’ordre 2,

J() = J(u) + J'(u) - (v— u)+% J'(u+0v—u)-(v—u)(v—u)
0 >0

et donc J(v) = J(u) : u est un minimum local.

(2) Utilisons la formule de Taylor-Young et I’hypothese :
J(v) = J(u)+all(v = w)l* + e(v = w)llo —ul®,  lim e(w) =0
w—

Pour v suffisamment proche de v, a + (v — u) > 0, et donc J(v) > J(u).

2.2 Inéquation d’Euler, cas convexe

Dans cette section on considere le probleme de minimisation globale sur K, soit avec contraintes,
On I’écrit

Trouver u € K tel que J(u) = in}f{ J(v). (2.1)
ve

Si u est solution de (2.1), on dit que u est solution optimale. On suppose que K est un convexe
fermé non vide et que J est différentiable.

Théoreme 2.3 Si u est solution optimale, on a 'inéquation d’Euler

u€e K
{ Vo e K, J' (u).(v—u) = 0. 2.2)

Réciproquement si on a l'inéquation d ’Euler en u et si de plus J est convexe, alors u est solution

optimale.

PROOF Soitv € K. Puisque K est convexe, le segment [u, v] est contenu dans K. Soit de nouveau
la fonction p(t) = J(u+ t(v — u)) pour t € [0, 1]. Elle est dérivable puisque J est différentiable.
Appliquons-lui la définition de la dérivée en 0. Pour ¢ € [0, 1],

o(t) = p(0) + t'(0) + te(t), lime(t) =0,

t—0
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ce qui s’écrit en termes de J, pour tout ¢ € [0, 1], en utilisant le fait que u est solution optimale,
Ju+tlv—u)=Ju)+t(J (u)(v—u)+e(t) = J(u),

ce qui implique que J'(u)(v — u) + €(t) > 0. Faisons maintenant tendre ¢ vers 0, pour obtenir
J'(u)(v—wu) > 0.

Réciproquement, nous supposons maintenant que .J est en plus convexe et satisfait I’inéquation
d’Euler. Utilisons la caractérisation de la convexité (1.14). Pour tout v dans K,

J() = Ju)+ J (u).(v—u) = J(u).

Nous retrouvons en corollaire le théoréme de projection sur un convexe fermé (en exo).
Les cas particuliers sont trés importants.

1. K =V C’est le cas sans contrainte. On a le

Théoreme 2.4 Si J est convexe différentiable, alors u réalise le minimum de J sur'V si et
seulement si J'(u) = 0.

Remarque 2.1 . En particulier si J est a-convexe, il existe une unique solution optimale,
caractérisée par J'(u) = 0.

2. K sous-espace affine engendré par le sous-espace vectoriel fermé E de V, i.e. K = {uy +

v,v € E}, alors
K
(2.2) «= {"© 2.3)
YVw e E, J'(u).w =0

Ce qui se traduit par : V.J(u) € E*. Si E est défini par m contraintes, £ = {v €
V,(a;,v) = 0,1 < i < m}, alors I’orthogonal de E est 1’espace vectoriel engendré par
les a;, et donc

u€e K
2.2) «— “ 2.4
(2:2) N, Am €R, V(1) + ) Aig; = 0. 24)
=1

Remarque 2.2 Si [’on définit les fonctions affines F;(w) = (w — ug, a;), alors K = {w €
V, F;(w) = 0}, et (2.4) se réécrit

ue kK

2.2 -
(22) = Y3 A V() + S AFl(u) = 0.
=1

(2.5)

3. K cOne convexe fermé de sommet ug. On note K le cOne de sommet O qui lui est parallele.
(Kpestuncone siw € Kg = tw € K pour tout ¢t > 0). Alors

ue K
(22) <= < J'(u).(up—u) =0 (2.6)
Vw € Ko, J' (u).w = 0.
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PROOF Pour toutv € K, ug+t(v—ug) € K, et donc en particulier pour v = u I’'inéquation
d’Euler s’écrit
V>0, J(u)- (up+t(u—up)—u) =0,

ou encore
Vvt >0, (1—t)J"(u)- (up—u)=0.

Comme 1 —t peut prendre des valeurs positives ou négatives, ceci implique que J'(u) - (ug—
u) = 0. Maintenant pour tout v = ug + w, w € Ky, écrivons J'(u) - (ug + w —u) > 0, et
puisque J'(u) - (ug — u) = 0, il nous reste plus que Yw € Ko, J'(u).w > 0. |

Pour M cOne convexe fermé de sommet O, on définit le cOne dual par
={ceV,Yve M, (c,v) > 0}. (2.7)
Si M est engendré par un nombre fini de vecteurs, alors on peut décrire M ™ :

Théoreme 2.5 [Lemme de Farkas].

SiM = {v € V,\Vi € {1,..,m},(v,a;) < 0}, alors c € M* si et seulement si —c

appartient au cbne convexe engendré par les a;, i.e. il existe {\1, .., A\ } tous > 0 tels que
m

= *Z )\iai .
=1

m
PROOF Il est d’abord clair que si ¢ = —Z A;a; avec tous les \; positifs ou nuls, alors pour
=1

tout v dans M, ( = Z Ai(ai,v) = 0etdonc ¢ € M*. La réciproque repose sur le

théoréme de Hahn-Banach et est hors programme. |
Intéressons nous maintenant au cas ou K est défini par m contraintes, Ko = {w €
V. (ai,w) < 0,1 < ¢ < m}. Alors la troisieme ligne dans (2.6) exprime que —.J'(u)
est dans K, et donc (2.6) se réécrit

u€e K

J'(u).(up —u) =0

(2.2) (2.8)

A, 5 Am) =0,V (u —&—Z)\az—o

Remarquons comme dans le cas précédent que K se définitici comme K = {w € V, Fj(w) <
0,1 <i < m},et(2.8) s’ écrit

u€e K

J'(u).(ug —u) =0

(2.2) < (2.9)

A1, Am) =0, VI (u +Z/\F’

2.3 Multiplicateurs de Lagrange, cas général

Le lemme de Farkas va nous permettre de trouver des conditions nécessaires d’optimalité dans
le cas général.
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Pour K fermé non vide, pour tout v dans K, nous définissons le cOne des directions admissibles
par

K(v) = {0} U{weV,

— 2.10
H{vptkeny € K lim v, = v,v5, # v pour tout k, lim v _ W } ( )
k—+oo k—+oo |[ugp — V| [w]]

Théoréme 2.6 Pour tout v dans K, K (v) est un cbne fermé de sommet O.

Avant de démontrer le théoréme, illustrons le en dimension 2.

FIGURE2.1-Cas1:v € K

FIGURE2.2-Cas2:v € Fr K, F(v) =0
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FIGURE 2.3 -Cas 3 : v € Fr K, Fi(v) = F3(v) = 0, cas convexe

VFQ(U) VFl (’U)

FIGURE 2.4 —Cas 4 : v € Fr K, F(v) = F3(v) = 0, cas rebroussement

PROOF 1l est clair que K (v) un cOne de sommet O, puisque pour ¢ > 0, II%H = ”’;’—” Pour

montrer qu’il est fermé, prenons une suite w™ d’éléments de K (v), supposons que la suite tend
vers w € V et montrons que w € K(v). Si w = 0 ou est égal a I’'un des w,,, alors on a bien
w € K(v) et c’est fini. Sinon, associons a chaque w" une suite (v}); d’éléments de K tous
différents de v, qui converge vers w™ quand k tend vers I’infini et telle que

vp —v "
Vn >0, lim ol =wv, et lim —* =
k=00 k—too [0 — vl [lw™|

Nous allons montrer que 1’on peut extraire de la double suite v}’ une suite u,, = ”Z(n) qui tend

vers v et telle que
Up —V w

lim =
n—too [[up — vl [lw]|
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Soit €, une suite décroissante de nombres réels positifs qui tend vers 0. Pour tout n il existe un
entier k(n) tel que

n

< ep.

[ofi —oll < €
k) " | Moy — o~ T

ce qui prouve que la suite u,, tend vers v, et par I’inégalité triangulaire que

BTV w
oy — ol T

Le cOne des directions admissibles va permettre de donner une condition nécessaire d’optimalité.
Théoréme 2.7 Si J a un minimum local en v € K et si J est différentiable en u, alors J'(u) €

K(u)*.

PROOF Soit w € K (u), et uy une suite telle que

U — U w

lim up =wu, et lim = .
k—+o00 k—+o00 ”Uk — UH HwH

Puisque u est un point de minium local, pour k suffisamment grand, J(ug) > J(u). Ecrivons
d’autre part la formule de Taylor-Young a I’ordre 1 pour uy, et u.

J(ug) — J(u) = J'(u) - (u, — u) + e(u —u)|ug — ul|, &;iinm e(w) = 0.

Divisons par ||ug — ul| :

0 < J) ZJW) ey WU L ),
[lup — | | — ul|
Passons a la limite en & : w
0 < J(u) —.
[Jw]|

Ceci prouve que J'(u) - w > 0 pour tout w € K (u), ce qui est juste dire que J'(u) € K(u)*. W
Nous allons pouvoir en déduire les mémes inégalités que dans le cas ol K est un cOne, a I’aide du

lemme de Farkas.

2.3.1 Contraintes égalités

K={veV Fi(v)=Fv) == Fy,v) =0} (2.11)

Les fonctions F1, .., Fj, sont C! : V' — R. On note F 1’application de V dans R™ définie par les
F;, soit F'(v) = (F1(v), Fa(v),..., Fp(v)) € R™.

Définition 2.1 Les contraintes sont réguliéres en u € K si les F](u) sont linéairement indépen-
dantes. On dit alors que u est un point régulier.

On peut alors caractériser le cOne des directions admissibles :

Lemme 2.1 Si les contraintes sont reguliéres en u € K, alors

Ku)={weV,F(u)w=0,1<i<m} (2.12)
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Ici en fait le cOne est un espace vectoriel, I”orthogonal de I’espace engendré par les F/(u). PROOF

[of the lemma] Notons K(u) = {w € V,F/(u).w = 0,1 < i < m}. Nous allons montrer que
K (u) coincide avec K (u).
K(u) € K(u). Soit w € K(u), uy, la suite associée, et nous appliquons Taylor-Lagrange 2
I’ordre 1 a chaque F; :
Fi(u) = Fi(u) + Fl(u+ 6w — ) - (g — )
Puisque u et uy, sont dans K, F;(u) = Fj(uy) = 0, et nous obtenons
Fl(u+ 0(ug —w)) - (ug — ) = 0= F(u+0(uy —u)) - ——

lur = ull”

11 suffit maintenant de passer 2 la limite en k pour obtenir FY(u) -w = 0 et donc w € K (u).

K(u) C K(u) . Soit w € K(u), ¢’est-a-dire orthogonal a 1’espace vectoriel engendré par les
F!(u). Pour tout v dans V' on peut écrire

m
v=u+Aw+ Z a; F! (u)
i=1
Définissons les applications g; : R x R™ — R, et g : R x R™ — R™, par
a=(ai,...,am), gi\a)=Fj), g\ a)=F@).

Nous allons appliquer a la fonction v le théoreme des fonctions implicites. D’abord g(0,0) =

F(u) = 0. Ensuite
Dag(Xa) = <agf) (A ).
90i ) 1< j<m

Calculons ces quantités :

ggi (A, a) = Fj(v )E?az (N, a) = Fl(v)F/(u), v=u+\w+ ZaiF{(u)

J
=1

si bien que a (O 0) = Fj(u) F(u). Puisque les contraintes sont réguliéres, alors la matrice
D4g(0,0) est inversible. En résumé la fonction gestCl, g(0,0) = 0, 1a dérivée par rapport &
la seconde varaible est inversible. Alors il existe ] et £9 et une fonction « ;] —e1,1[— R™
tels que pour (A, ) €] — €1, €1[X Bx,,

g\ a) =0 <= a=a()), deplusa’(0) = —(D,g(0,0)) 1 Dyg(0,0).
Calculons
D,\g(O, O) = (D)\gl(oa O)v SRR D)\gm(o’o)) = (Fll(u)w’ s ’F;n(u)w) = 0.

Donc o/(0) = 0. Soit maintenant ¢,, une suite décroissante tendant vers 0. Pour tout A = &,
définissons
Vp = U+ Eqw + Z ai(en)Fi (u).
i=1
Par construction, F'(v,) = g(en, a(e,)) = 0 pour n assez grand, donc v € K. D’autre part
puisque a(0) = 0, v, — u pour n — oo. Pour finir

U et YN () Fi(n) | w+ N e E )

lon =l Nenw + 327 qilen) Fj (@) w4 S0, j" HOL
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Pour tout i, %i") — a}(0) = 0, et donc

Up — U w

— :
[on —ull Jwll
Tout ceci montre bien que w € K (u) et le lemme est démontré.
[
Nous en déduisons I’existence de multiplicateurs de Lagrange :

Théoreme 2.8 Siu € K, u régulier, est minimum local pour J, il existe m réels p1, .., pm, tels que
m

J'(u) + ) piFi(u) =0. (2.13)
i=1

PROOF [of the theorem] Par le théoréme 2.7, nous savons que J'(u) € K(u)*, c’est-a-dire que
pour tout w dans K(u), (J'(u),w) > 0. Par le lemme précédent, K (u) est en fait un espace
vectoriel : si w € K(u), —w € K (u). Donc pour tout w dans K (u), (J'(u),w) = 0: J'(u)
est dans I’othogonal de K (u) qui est lui méme I’orthogonal de vec(Fj(u),..., F), (u)). Donc
J'(u) € vec(Fi(u),...,F (u)). [ ]

Remarque 2.3 . Si K et J sont convexes, alors c’est une condition nécessaire et suffisante.

Théoreme 2.9 Supposons que J est convexe différentiable et les fonctions F; sont convexes. Alors
u € K, u régulier, est minimum local pour J, si et seulement si il existe m réels p1, .., pm, tels que

m
J'(u) + ) piFi(u) =0. (2.14)
i=1
PROOF 1l ne nous reste plus qu’a prouver le seulement si : si J'(u) € vec(F(u),...,F) (u)),

alors u est minimum local. Puisque les F; sont convexes, K est convexe : si v et w sont dans K,
cela signifie que pour tout i, F;(v) = F;(w) = 0. Alors

F;(0v+ (1 — 0)w) = 0F;(v) + (19) Fiy(w) = 0,
etbv+ (1 —-0)we K.

Remarquons comme une évidence que pour tout v dans K, w = v — u € K (u). Donc par le
lemme 2.1, w est orthogonal aux vecteurs F} (u), et donc a J'(u). On a donc,

Vo e K,J' (u) - (v—u) =0,

Ce qui est plus fort que I’inéquation d’Euler dans le théoréme 2.3.

|
Introduisons le lagrangien défini sur V' x R"™ a valeurs dans R par
m
L(v,q) == J(v) + Y aiFi(v), (2.15)
i=1
alors .
DyL(v,q) = J'(v) + 3%, ¢iF!(v) 2.16)
DyL(v,q) = F(v)
et
m —
ue K <= VYqeR™ Dy,L(u,q)=0 2.17)

wminimum local <= 3Jp e R™, D,L(u,p) =0.

p s’ appelle la variable duale de u.
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2.3.2 Contraintes inégalités

K={veV,F(v) <0} (2.18)
ol F est une fonction C' de V dans R™, ses coordonnées sont F, .., F},,.

Définition 2.2 Pour u € K, on appelle 1(u) I’ensemble des contraintes actives ou saturées,
i.e.Fi(u) =0sii € I(u), F;(u) < 0 sinon. Les contraintes sont dites qualifiées en u si

Jw € V,Vi € I(u), (F/(u),w) <0 (<L 0si F; est affine). (2.19)

Remarque 2.4 S/ toutes les contraintes sont affines, alors w = 0 convient : les contraintes sont
qualifiées en tout point.

On peut encore caractériser le cOne des directions admissibles :

Lemme 2.2 Si les contraintes sont qualifiées en u € K, alors

K(u) ={w € V,Vi € I(u), F}(u).w < 0} (2.20)

PROOF Notons K (u) = {w € V,Vi € I(u), F!(u).w < 0}.

K(u) C K(u) Soitw € K (u), u, une suite d’éléments de K convergeant vers u. Soit i € I(u).
Alors F;(u) = 0 et F;(uy,) < 0. Ecrivons la formule de Taylor -Young a I’ordre 1 pour F;
au voisinage de u :

Fi(uy) = &(ﬁ—#F{(u) (up —u) + e(up —u)||uy —ul| <0
0

On divise maintenant par ||u,, — ul| :

Up — U

Fl(u) - +e(up —u) <0

[un — ull

et on passe 2 la limite, ce qui donne F(u) - w < 0. Donc w € K (u).
K(u) C K(u) Soitw € K (u). Nous allons montrer que pour tout § > 0, w + dw € K (u).
% Siw + dw = 0, puisque 0 € K (u), c’est vrai.

* Siw + dw # 0, pour €, une suite décroissante tendant vers 0, posons
Up = U+ ep(w + dW).

Il est clair que u,, — u. Montrons que u,, € K.
o Soit i € I(u), donc Fj(u) = 0.

o Si Fj est affine, alors la formule de Taylor a I’ordre 1 est exacte
Fi(up) = Fi(u) + e Fl (u)(w + 6w) = e, F (u)(w + dw) < 0.
o Si F; n’est pas affine,
Fi(up) = Fy(u) + en(F! (u)(w + dw) + €(&,)||w + 6w||)

Ici F!(u)(w + 6w) < 0, et donc pour n assez grand le terme en facteur de &,,
est < 0.
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Donc pour i € I(u), F;(uy) < 0 pour n suffisamment grand.

o Soit i ¢ I(u), alors Fj(u) < 0. Par la formule de Taylor ci-dessus, Fj(u,) < 0
pour n suffisamment grand.

Nous avons donc montré que u,, € K pour n assez grand.

Maintenant
Uy — U w + dw

lun =l JJw + 0w

Tous ces éléments montrent que w 4+ dw € K (u). En faisant tendre ¢ vers 0, puisque K (u)
est fermé, nous obtenons que w € K (u).

Le lemme de Farkas permet alors d’établir 1’existence de multiplicateurs de Lagrange :

Théoreme 2.10 Si u € K, oui les contraintes sont qualifiées, est minimum local pour J, il existe
mréels p1,..,pm = 0 tels que

m
J'(u) + sz‘Fi/(u) =0
m = 2.21)
ZPZFZ(U) = 0 ou encore Fy(u) <0 = p; = 0.
=1

PROOF D’apres le théoréme 2.7, pour tout v dans K, J(u) € K(u)*. D’aprés le lemme de
Farkas,

J(w)=—= > NFj(u), X>0.
i€l(u)

ce qui est équivalent a (2.21). [ |

Remarque 2.5 . Le lagrangien est maintenant défini sur V- x R”*, et I’on peut écrire

u € K solution optimale = Jp € R,

222
£!(u, p) = L1 (u,p).p = 0. (2.22)

Attention, contrairement au cas des contraintes égalités, on n’a qu’une condition nécessaire. Le
développement d’une condition nécéssaire et suffisante est I’objet du chapitre suivant.

25



26



Chapitre 3

Lagrangien et point selle

Sommaire
31 Pointselle . . . . . . . i i i i i e e e e e e e e e e e e e e e e 27
3.2 Théoriede KuhnetTucker . . ... .. ..ttt ittt eneenenenn 29

3.1 Point selle

Soient V' et M deux espaces de Hilbert, U une partie de V et P une partie de M. On définit le
lagrangien comme une application de U x P dans R et on le note L.

Exemple 3.1 au probléme d’optimisation du chapitre précédent,

{ ue kK, A
J(u) = inf J :
nous avons associé de facon naturelle un lagrangien dans les cas suivants :

K={v,Fv)<0}; L: K xR} =R

K={0,F(v)=0}: £: K xR™ R (3-2)
ounF': V — R™ et
L(v,q) = J(v) + (F(v),q) (3.3)
(.,.) désigne le produit scalaire dans R™.
Lemme 3.1
sup inf L(v,q) < inf sup L(v, q) (3.4)
qeP velU velU qeP
Remarquons que I’on n’interdit pas les valeurs +o0 et —oo.
PROOF Pour tout (u,p) € U x P,
G(p) == inf L(v,p) < L(u,p) < supL(u,q):= J(u). (3.5)

vel qeP

Oublions le terme du milieu, et écrivons,

VueUNpe P, G(p) < J(u).
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ce qui implique que

Vu € U,supG(p) < J(u),
peP

puis que

supG(p) < inf J(u),
WpG(p) < inf J(w)

Reportons ensuite les définitions de G et J dans les formules pour obtenir (3.4). Attention il est
tres important de mettre toutes ces définitions dans le bon ordre. |

Définition 3.1 (u, p) est point selle du lagrangien si

sup L(u,q) = L(u,p) = inf L(v,p) (3.6)
QEP UGU

Lemme 3.2 Si (u,p) est point selle du lagrangien, alors

sup inf L(v,q) = L(u,p) = inf sup L(v,q) (3.7)
qeP velU veU qeP

PROOF 1l est tres facile d’obtenir a partir de la définition que

inf sup L(v,q) < L(u,p) < supinf L(v,q).
velU qeP qeP velU

Le lemme 3.1 donne

sup inf L(v,q) < inf sup L(v,q).
qeP velU vel qeP

ce qui prouve I’égalité. |

On associe maintenant au lagrangien un probleme primal et un probleme dual. On définit d’une
part K et J par

K ={veU,supL(v,q) < +oo},
qeP
et pour v dans K,
J(v) = sup L(v, q).
qeP
Le probleme primal associé s’écrit :
(P) Trouver u € K tel que J(u) = in}f{ J(v).
ve
On définit également K* et G par K* = {q € P, in[f][,(v,q) > —oo}, et pour ¢ dans K™,
ve

G(q) = in(f} L(v, q). Le probleme dual associé s’écrit :
ve

(P*) Trouver p € K* tel que G(p) = sup G(q)
qekK*
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Théoréme 3.1 (u,p) est point selle du lagrangien si et seulement si u est solution de (P), p est
solution de (P*), et J(u) = G(p).

PROOF

= Introduisons les fonctions J et GG dans la définition du point selle et le lemme 3.2

L(u,p) = J(u) = G(p),

L(u,p) =supG(q) = inf J(v)
qEP velU

<— Réécrivons (3.5)

G(p) == inf L(v,p) < L(u,p) < supL(u,q) = J(u).
velU qeP

Si G(p) = J(u), alors on a I’égalité

inf L(v,p) = L(u,p) = supL(u,q),
velU qu

ce qui est juste la définition du point selle.

|
3.2 Théorie de Kuhn et Tucker
On considere maintenant le probleme de minimisation convexe avec contraintes inégalité :
K ={veV,F(v) <0} (3.8)

ot F est une fonction convexe C'' de V dans R™, ses coordonnées sont F1, .., F},. On suppose J
convexe et on définit le lagrangien sur V' x R par

L(v,q) = J(v)+ (F(v),q) (3.9)

On a vu au chapitre précédent une condition nécessaire de minimum local, au moyen des
multiplicateurs de Lagrange. On va maintenant établir une réciproque, avec une autre définition
de la qualification des contraintes.

Définition 3.2 Les contraintes sont qualifiées si
Jv € V,Vi,1 <i<m,F;(v) <0 (resp. <0 si F; est affine). (3.10)
Si les contraintes sont qualifiées en ce sens, elles sont qualifiées en tout point au sens de la défini-

tion 2.2 du chapitre 2. En effet soit v € K.

— Si u = o, Pour toute contrainte saturée, F;(u) = 0, soit F;(v) = 0, et donc Fj est affine.
Toutes les contraintes saturées sont affines, et w = 0 convient.

— Si u # v, Pour toute contrainte saturée, F;(u) = 0, et par la caractérisation des fonctions
convexes au théoreme 1.5, on peut écrire

Fi(®) > Fi(u) +F/(u) - (5 — ).
=
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— Si F;(v) < 0, cela implique que F} (u) - (v — u) < 0.
— Si F;(v) = 0, donc si Fj est affine, cela implique que F)(u) - (0 — u) < 0.

Donc w = v — u convient.

Remarque 3.1 . Si aucune des F; n’est affine, la définition 3.2 se résume a K # (). Si toutes les
F; sont affines, elle signifie que K # ().

Théoreme 3.2 Sous les hypothéses de qualification de la définition 3.2, si u est solution de (P),
il existe p dans R']" tel que (u, p) soit point selle du lagrangien.

PROOF Si les contraintes sont qualifiées au sens de la définition 3.2, elles le sont au sens de la
définition 2.2, et on peut appliquer le théoréme 2.10. Il existe v € V et p € Pr"}" tel que

(F(%p) =0=Ly(u,p) - p,
J'(u) + > NF(u) = 0= L (u,p).
=1

Nous devons maintenant montrer que (u, p) est point selle du Lagrangien.

La fonction v +— L(v,p) est convexe sur V, appliquons lui la caractérisation par le plan
tangent :

Vo € K, L(v,p) = L(u,p) + Ll (u,p) (v —u).
——

=0
et donc L(u,p) = inf,ex L(v, p).
La fonction ¢ — L(u, q) est affine sur R'", donc
Vg € RY, L(u,q) = L(u,p)+ Ly(u,p)-(q—p),
= L(u,p) + (F(u),q),
——
<0

et donc L(u,p) = SUp R L(u,q), ce qui est la définition du point selle. |

Donc dans le cas convexe, avec 1’hypothése de qualification des contraintes de la définition
3.2, on a le schéma suivant :

J'(w) + > " piF](u) =0
=1

ZpiFi(U) =0
=1

29
u solution optimale =" Jp € R

(Th3.2) _ ~ (Th3.1) . _
(u, p) point selle du lagrangien ——=> w solution optimale de (1.2).

La forme opérationnelle est la suivante.
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Théoreéme 3.3 [Karush, Kuhn et Tucker].
On suppose que les fonctions J et {F;}1<i<m sont convexes différentiables et que (3.10) est
vérifiée. Soit
K ={v,Fi(v) <0,1 <i<m}.
Alors u est minimum de J sur K si et seulement si il existe p dans R tel que
m
J'(w)+ Y piFi(u) =0
i=1
m
i=1

De plus p est solution du probléme dual (P*).

3.11)

Retour sur le probléeme dual. Soit L(v, q) = J(v) 4+ (F(v), q). On a posé
Glq) = inf L(v,q) = L(ug, q)
Alors G'(q) = F(uq). En effet soit §g € R™. Alors
G(q+0q) = L(ugrsq:q +09) < L(ug,q + 69),

G(q) = E(uq,q) < ﬁ(uqﬂiqaq)-

Donc
L(ugrsq: 4 +0q) — L(ugroq,9) < Gla+6q) — G(q)] < L(ug, g+ q) — L(ug, q).
Remplagons £ par sa valeur
(F'(ug+sq):0a) < Gla+0dq) — G(a)| < (F(uq),dq).

Si I’on a pris la précaution de montrer que ¢ — u, est une application continue, en faisant tendre
dq vers 0 on obtient

G'(q) - 6q = (F(uq),dq) = G'(q) = F(ug).

Cela nous sera utile pour I’algorithme d’Uzawa.
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