Chapitre 4

Meéthodes de descente. Problemes sans
contraintes
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4.1 Principe

On se place dans un espace de Hilbert V, et on cherche a calculer numériquement un x (qui
n’est pas forcément unique) tel que

Yy eV, J(x) < J(y) .1

Le principe est de construire un algorithme itératif de la forme
2F = b — ppd¥ (4.2)
d¥ est la direction de descente, pr. est le pas. 1l est, soit fixé, éventuellement le méme pour toutes

les étapes (on parle alors de méthode a pas variable), soit calculé a chaque étape de facon a
minimiser J dans la direction d* (on parle alors de méthode 2 pas optimal).
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4.2 Méthode de relaxation

On se place en dimension finie, i.e. V = R™. Pour passer de z* a z**1

vement dans les n directions de la base canonique.

, on minimise successi-

1. z"! est défini par
J(z*Y) = inf J(2* — pey)
pER

ou encore
k1 _ ok k k
€z —(xl—p1,$2,..,$n)
k+1 _ ok
Onnote 7"~ = x7 — p1
2. al’étapei ona
kg _ (..k+1 k+1 .k k
™= (2, T, )

x#*1 est maintenant défini par
J (2P = inf J (28 — pe; i)
p
3. ghtl = ghn

Théoréme 4.1 . Si J est a-convexe différentiable sur R™, si J' est uniformément lipscitzienne sur
les bornés, I’algorithme de relaxation est bien défini et converge vers la solution optimale.

Remarque 4.1 . Dans le cas oit J est quadratique, i.e. J(v) = 1(Av,v) — (b,v), on retrouve
I’algoritme de Gauss-Seidel ou S.O.R. pour la résolution du systéme linéaire Ax = b.

4.3 Méthode du gradient

Ici on choisit & chaque étape d* = V.J(z*).

4.3.1 Meéthode a pas variable
On se donne le pas py, il peut etre différent d’une étape a I’autre.
Théoreme 4.2 . Supposons J a-convexe dérivable sur V', et NV J uniformément lipschitzien de

constante de Lipschitz M. Si il existe deux constantes a et b telles que pour tout k > 0,0 < a <

pr <b< % , ’algorithme de gradient a pas variable converge vers la solution optimale.

Remarque 4.2 . Si J est 2 fois différentiable, I’hypothése est
sup ||[D?J(v)]| < M
veV

4.3.2 Méthode a pas optimal

Ici on choisit a chaque étape pj de facon que
J(@F — ppVJ(z®)) = inf J(zF — pVJ(2")) (4.3)
pE

Théoreme 4.3 . Si J est a-convexe dérivable sur V, si V.J est uniformément lipschitzien de
constante de Lipschitz M, ’algorithme de gradient a pas optimal est bien défini et converge vers
la solution optimale.

Remarque 4.3 . Les directions de descente sont orthogonales, i.e.

VJ(z%).VJ () = 0.
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4.4 Estimations et convergence dans le cas quadratique
Ici la fonctionnelle J est quadratique sur R™ :

1
T(0) = 5 (Av,0) = (b,0)
ou la matrice A est symétrique définie positive. La solution x du probleme de minimisation
vérifie Az = b. On appellera résidu a I’étape k la quantité r* = b — Ax*.
4.4.1 Méthode a pas optimal

On prend ici une direction de descente d* quelconque dans R"™, non orthogonale a 7*. A chaque
étape, la valeur du parametre optimal pj, est donnée par

(r*,d*)
Pk =~ Cad ) (4.4)
et’ona (r* 1, d*) = 0.
Notons E(v) = 1(A(v — u),v — u), on a alors
E(@FY) = (1 — ) E(2") 4.5)
avec
ko gk\2
(r*,d"%) (4.6)

Tk = (AdF, dF) (A~ Tk k)
Par construction 0 < 7, < 1. De plus, notant \; les valeurs propres de A, ordonnées, \; <
Aoy < ...\, onal’estimation suivante :

- M < ko ok >2
Yk el ST ATERTIN AT
YN

si la direction de descente est telle que

k k
r d® |2
, > >0 @7
R
alors v, = v = K? ) (ot K(A) est le conditionnement de A pour la norme euclidienne,

c’est-a-dire le rapport de la plus grande a la plus petite valeur propre), et donc

E(z") < (1 =) E(2F) (4.8)

On dit que la méthode converge linéairement.
Dans le cas particulier de la méthode du gradient, d* = V.J(z*), grace a I’inégalité de Kan-
torovitch on peut écrire

e T %(A(m B < 2B, Bah) < (

Remarque 4.4 . Plus la matrice est bien conditionnée (i.e. K(A) proche de 1), plus la conver-
gence est rapide. Plus la matrice est mal conditionnée (i.e. K(A) »1), plus la convergence est
lente.
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Lemme 4.1 (Lemme de Kantorovitch) Pour toute matrice A symétrique définie positive, on a
linégalité :

Ay, y) (AL A4 (K(A)2 +K(A) 2)?
spermo, QDAY Oat A (KA +K(4)5)?
(v, y)? AN A 4
4.4.2 Méthode de gradient a pas constant
On choisit a chaque étape p;, = p. On a alors I’estimation
E_ < S LIT O
12" =zl < [max [1 = phil] |2 — ]2 (4.10)

. . ) 2
On en déduit que la méthode converge si et seulement si p < — ou A, est la plus grande
n
valeur propre de A. Ici encore, la convergence est linéaire.

Le meilleur p est égal a /\1%)\17

4.5 Méthode du gradient conjugué

On se place ici dans le cas ot la fonctionnelle J est quadratique sur RY : J(v) = £(Av,v) —
(b, v), la matrice A étant symétrique définie positive. La solution z du probléme de minimisation
vérifie Ax = b.

4.5.1 Principe de la méthode

Les (k + 1) premicres itérées z°, .., 2% étant données, on cherche z**!, non plus dans la

direction du gradient, mais dans 1’espace vectoriel engendré par tous les gradients précédents. On
note

Ly, = vect{VJ(z"),..,V.J(z")} 4.11)
et on définit z*+1 par :
k1 _ k
J(x") = Algik J(z" + A) (4.12)

Ceci définit zFH1 = 2% + AF de maniere unique (c¢f Corollaire 1.1, Partie I) et

Théoreme 4.4 . On a les propriétés suivantes :
1. Les V.J(x*) forment un systéeme orthogonal (donc libre),

2. Dalgorithme converge en au plus N itérations.

La premiere propriété traduit I’équation d’Euler (2.3, Partie I). Ce théoréme nous dit que la
méthode du gradient conjugué est en fait une méthode directe. La forme (4.12) n’est pas pratique,
aussi allons nous réécrire 1’algorithme sous forme d’un algorithme de descente.

4.5.2 Ecriture comme algorithme de descente

Lemme 4.2 On a les propriétés suivantes
1. Pourtout ! # 0, Ay # 0,

2. Les directions [y sont conjuguées par rapport i A, i.e.

Ve,m, (#m, (AAy A,)=0.
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On développe maintenant les directions A, dans la base des résidus

A0 = 80,

AF = sk 800,

et on calcule les coefficients

Théoreme 4.5 . L’algorithme du gradient conjugué s’écrit sous la forme

( k+1

oFtt = gk — ppdF

k_ k IVI@EM)* s
d* =VJ(x") 4+ HVJ(xk_l)HQd
_IVIEE)
(AdF, dF)
(rkJrl’dk) =0

(4.13)

1l suffit de se donner d° = V.J(z?).

N peut étre trés grand, on peut alors compter le nombre d’opérations nécessaires pour réaliser
I’algorithme : une itération nécessite 2c/N opérations élémentaires, ol c est le nombre moyen de
coefficients non nuls par ligne de A. Si bien que pour une matrice pleine, le nombre d’opéra-
tions élémentaires pour NN itérations est 2N3. Cela disqualifie la méthode par rapport 2 Cholewski
(NTgopérations élémentaires), si on la considere seulement comme une méthode directe.

k dk
Remarque 4.5 On a aussi p;, = —M, ce qui correspond a a un gradient a pas optimal
dans la direction d*.
4.5.3 Analyse de convergence
On introduit I’espace de Krylov
Kj, = vect{r®, Ar®, .., A¥0} (4.14)

etonale
Théoréme 4.6 . Si 7 # 0 pour j < k, alors Kj, = Ly,

ON en déduit que dim Kj, = k + 1 et donc que 7%, Ar0, ..., A*r0 forment un systéme libre. On a
donc

J(xkﬂ) - sziLgl-if:’Ck )

On en déduit une premiere estimation de I’erreur

Théoreme 4.7
1
E(zF) = inf 3 (A(I + AP(A))e°, (I + AP(A))e") (4.15)
avec €® = u® —u et E(v) = 3(A(v — u),v — ).
Par diagonalisation de A on en déduit
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out les \; sont les valeurs propres de A.

et par un calcul assez long sur les polyndmes de Tchebycheft,

Corollaire 4.2 . On a l’estimation d’erreur

Fid) - 1)%E ) 4.17)

VE(A) +1

De nouveau, la convergence est linéaire. Cette estimation est a comparer avec 1’estimation
d’erreur (4.9) pour I’algorithme du gradient a pas optimal :

K(A) — 1\ 2
B(x") < (K(A) + 1) ()

Par exemple, d’apres ces estimations pour K (A) = 100, pour obtenir une erreur relative de
10~ sur I’énergie, il faudrait 340 itérations du gradient i pas optimal et seulement 34 itérations du
gradient conjugué ! Comme les itérations sont comparables, ces performances font de cet algoritme
le favori de tous les gens qui font des calculs de grande taille. De nombreuses extensions ont
été proposées : BICGSTAB, GMRES, etc, pour des problemes non symétriques, a coefficients
complexes, etc..

E(F) < 4(

4.6 Calcul du pas pour les méthodes de descente

Si J n’est pas quadratique, il devient difficile de calculer le pas optimal.
Voir https://optimization.mccormick.northwestern.edu/index.php/Line_
search_methods

4.7 Méthodes de Newton et quasi-Newton

On cherche les points critiques de J ¢’est-a-dire les zéros de G = J' . A chaque étape on

résout
J”(l‘k) . (xk—i-l _ xk:) _ —J/(wk).

Avantage : on converge plus vite. Inconvénient : on n’est pas sOr de converger, et il faut calculer
le Hessien H (%) = J"(2*) et résoudre un systéme linéaire a chaque étape. On introduit alors les
méthodes de quasi-Newton : au lieu de calculer le Hessien a chaque étape, on approche (H (z*))~!
par une matrice W* qu’on calcule a chaque étape. EN dimension 1, on remplace la méthode de
Newton par la méthode de la sécante.
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