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8� *�� �� �!!�&!����� �&��&� &/ �&�&�&!� A-�# !&���� �� &�#��
�& �&����*�� &7���*���&�� �& ��� �&���1)�&7�� !�����!��� 3�� ����
���*��� �� ���� !�!�� ��� ��� �&������&�� 7��8��� ����� &7���*���&��
��# ��� ��������� &7���*���&��< �*�� �� ��� 2��*��10����< ��� ?����1
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.�� X 7� � ��&&�� ������� &��� � �*�7�� A��# K� � !�&������ !�&7���
�� ���������� ��)�7���� )�&����� �� �& *�#������# ��� ��� X(K)� ,&�
�-��!��< &�� 8&*�# ��5� �& 7� �7�� �& 5�&8 8������ X(K) = ∅� �� �
A��� �!!�&-�����&� &�� ��� �&���#�� ��� ���

X(K) ⊆ X(A)
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8���� A �� ��� ���) &/ �#���� &/ K�
� �� � ��������� ���&��� &/ 0��5&8�5� ��# $���� ���� �/ X ⊆ Pn ��

��!���*�/��� )���� 7� &�� F*�#����� �F*���&� ����

X(A) = ∅ ⇒ X(K) = ∅.

D��� � ������� X �����A�� ���� !�&!���� 8� ��� ���� �� �����A�� ��� �&���1
)�&7�� !�����!��� � ��� ���
N� .��# ��# =������#� JB.���
C< B=����CK )���
�-��!��� &/ )��*� 1 �*���� ���� #& �&� �����/� ��� �&���1)�&7�� !�����!���
0&�� �&*�����-��!��� �& ��� �&���1)�&7�� !�����!�� 8���� )���� ���&*)�1

&*� ��� ����� *���� �� ���� 0���� JB0���
CK #�����7�# � )������ &7���*�1
��&� �& ��� �&���1)�&7�� !�����!�� ���� �-!�����# ��� ��� �-��!��� ����
8��� 5�&8� �& ���� #���� 3�� &7���*���&� J5�&8� �� ��� 2��*��10����
&7���*���&�K �� #�A��# 7� �&���#����) � ��� X(A)Br 8���� �����A��

X(K) ⊆ X(A)Br ⊆ X(A)

/ X �� � �&*�����-��!�� �& ��� �&���1)�&7�� !�����!�� 8� ��� ���� �� ��
���&*���# /&� &� �-!�����# 7� ��� 2��*��10���� &7���*���&� �/

∅ = X(A)Br ⊆ X(A) = ∅.

� ���� 45&�&7&)��&� JB45&��CK #�A��# � ��A������ &/ ��� 2��*��1
0���� &7���*���&� J���& 5�&8� �� ��� ?����12��*��10���� &7���*���&�K
��# *��# �� �& )��� �� �-��!�� &/ � ������� X /&� 8����

∅ = X(K) ⊆ X(A)Br = ∅.

0&�� !��������< 45&�&7&)��&� #�����7�# � ��8 �������#���� ���

X(K) ⊆ X(A)fin,Br ⊆ X(A)Br ⊆ X(A)

��# /&*�# � ������� X �*�� ����

∅ = X(A)fin,Br ⊆ X(A)Br = ∅.

� ��� !�!�� /�&� �

	  &&��� JB &&
	CK �&����*���# ��� A��� ��#
�*������� &��� 5�&8� �-��!�� &/ � ������� X �*�� ����

∅ = X(K) ⊆ X(A)fin,Br = ∅.
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� ��� ���&�# �*��&� JB4��
�CK ��&8�# ���� �� �&�� �����  &&���N�
�&*����1�-��!�� ��� 7� �-!�����# 7� ��&8��) ���� �&�� ������� ���
X(A)fin,Br∼D �� ��!���
� #�>����� �!!�&��� �& #�A�� &7���*���&�� ���� &/ ��� /&��

X(K) ⊆ X(A)obs ⊆ X(A)
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�� 7� *���) #������ &� �&��&�� &��� X *�#�� ������ ��)�7���� )�&*!��
3��� ����&# 8�� ��*#��# 7� �&���&�13�?�U�� ��# 4���*� JB�34	
C ��#
B�34	�CK /&� �&��&�� *�#�� )�&*!� &/ �*���!�������� ��!� ��# 7� $�����
��# 45&�&7&)��&� JB$45
�CK �� ��� )������ �&�1�7����� ���� J��� ���&
B45&
�CK�
L�� ��� #�A�� �*���&*� �������� &/ ��� #������ &7���*���&� 7� �&�1

��#����) &��� �&��&�� *�#�� � ������� ����� &/ )�&*!�� D� ����� #��&�� 7�
X(A)desc< X(A)fin< X(A)fin−ab ��# X(A)con ��� &7���*���&�� &7�����#
8��� �&���#����) ���< &��� A����< &��� A���� �7����� ��# &��� �&������#
������ ��)�7���� )�&*!� ���!���������
� ��� ���� 8���� X �� !�&G������ $����� JB$��
�CK ��&8�# ����

X(A)Br = X(A)con.

.�����< 7*��#��) &� ���� 8&�5< 45&�&7&)��&� JB45&
�CK ��# ��������
JB��
��CK ��&8�# ���� �� ���� ���� &�� ���& ���

X(A)fin,Br = X(A)desc.

@���� A� /������

� ���� !�!�� 8� *�� � ��8 ����&# �� &�#�� �& �&����*�� ���*��� �������1
#���� ���� 7��8��� X(K) ��# X(A)� 3��� ����&# *��� � �������� �������
&/ ���  �!�� �"���#� ��#� Ét(X) &/ X 8���� 8�� �&����*���# 7�
����� ��# 0��*� B�0���C�
3��� �������< #��&��# 7� Ét/K(X)< �� �� ������� ������ &/ ���!������

���� 8���� ����� �� ����&� &/ ��� �7�&�*�� "��&�� )�&*! ΓK &/ K� D�
���� *�� �� �!!�&!����� �&��&� &/ �"���#� 7��� #����� �& #�A�� �
J/*���&����K ��� X(hK) 8���� ������ �� � ������� �&�&�&!���� �!!�&-�1
����&� &/ ��� ��� X(K) &/ ����&��� !&����� � /��� &�� &7����� � ���*���
��!

h : X(K) −→ X(hK).

� &�#�� �& �!!�� ���� �#�� �& ��� ���&�� &/ &7���*���&�� �& ��� �&���1
)�&7�� !�����!�� &�� !�&���#� �& �&����*�� �� �#���� ����&)*�< X(hA)<
8���� ������ �� �� �!!�&-�����&� �& ��� �#���� !&���� �� X � L�� ����
&7����� � �&��*������ #��)��� &/ ����

X(K)
h ��

loc

��

X(hK)

loc h

��
X(A)

h �� X(hA) .
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D� ���� #�A�� X(A)h �& 7� ��� ��� &/ �#���� !&���� 8�&�� �&����!&�#1
��) �#���� �&�&�&!� A-�# !&��� �� ����&���< ���� �� �� ��� ���)� &/ loc h�
3��� ��� �� �������#���� �� ��� ����� ����

X(K) ⊆ X(A)h ⊆ X(A)

��# �& !�&��#�� �� &7���*���&� �& ��� �-������� &/ ����&��� !&����� 2�
*���) � ��&�� ������� &/ ���� �&����*���&� J����������� 8&�5��) 8��� �&1
�&�&)� ������# &/ �&�&�&!�K 8� #�A�� � ��� X(A)Zh ���� �����A��

X(K) ⊆ X(A)h ⊆ X(A)Zh ⊆ X(A).

� ���&�# ������� �&������ &/ ��!�����) Ét/K(X) 8��� ��� nN��  &����5&�
!���� J�� ��� �!!�&!����� �����K ����#��) ;7&*�#�#; �����&�� &/ ��� &71
���*���&� �7&�� #��&��# 7�

X(K) ⊆ X(A)h,n ⊆ X(A)Zh,n ⊆ X(A).

3& �&���*#� 8� )�� ��� /&��&8��) #��)��� &/ ����*��&�� &/ &7���*���&�
����:

X(A)Zh �
� �� · · · �

� �� X(A)Zh,2 �
� �� X(A)Zh,1 �

� �� X(A)

X(K)
� � �� X(A)h

��

��

� � �� · · · �
� �� X(A)h,2 �

� ��
��

��

X(A)h,1 .
��

��

3�� ���� ���*��� &/ ���� !�!�� J3��&���� ���
�< �����< ����� ��#
�&�&����� ����K #�����7� ����� &7���*���&�� �� ����� &/ !����&*��� �&�1
���*���# &7���*���&��:

�����" 18� ��� X 
� �#���� ���#��	����) ��������� �	���) ���	

 ��#
�	 H��� K� ����

X(A)h = X(A)fin,Br,

X(A)Zh = X(A)Br,

X(A)h,1 = X(A)fin,

X(A)Zh,1 = X(A)fin−ab.

%�	���	#�	�, ��	 ���	) n ≥ 2

X(A)h,n = X(A)h,

X(A)Zh,n = X(A)Zh.
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�� �	�����	, ��� ���	# 
��� �� �5�� �� ��� ���	#

X(A)Br �
� �� · · · �

� �� X(A)Br �
� �� X(A)fin−ab �

� �� X(A)

X(K) �
� �� X(A)fin,Br

��

��

� � �� · · · �
� �� X(A)fin,Br �

� ��
��

��

X(A)fin .
��

��

3��� �&�&�&!���� #�����!��&� &/ ��� ��������� &7���*���&�� ��� 7� *��#
�& ������ ���� �� ��8 8��� �& ���� &����� ,&� �-��!�� &�� )��� ���
/&��&8��) �&���F*�����:

	�����!�� 18� J3��&��� ����	K ��� K 
� ��#
�	 H��� �� X  �#����

���#��	����) ��������� K'�	���)� ����#� ��	���	 ��� πét2 (X) = 0

2-���� �� �	��, ��	 �:#���, -��� X ��  ��	�� ���� ��� X = P14�

����

X(A)fin = X(A)fin,Br.

	�����!�� 18$ J3��&��� �����K ��� K 
� ��#
�	 H��� �� X,Y 
�

�-� �#���� ���#��	����) ��������� K'�	������, ����

(X × Y )(A)fin,Br = X(A)fin,Br × Y (A)fin,Br.

D��� ��*#���) �&�&�&!� A-�# !&���� /&� !�&1A���� )�&*!� 8� ����
������� &� B"&���C 8�& #�A��� /&� � !�&A���� )�&*! Γ ��# � ���!������
��� X 8��� �&����*&*� Γ1����&� ��� �&��&� &/ � �&�&�&!� A-�# !&����
�!��� XhΓ�
"���� � A��# K ��# � ���!������ ��� X 8��� �&����*&*� ΓK1����&� 8�

#�A�� � �*���7�� �&��&� &/ ;�#���� �&�&�&!� A-�# !&���� �!���; XhA�
�� �##���&��� ���*�� 8� &7���� �� � )�����������&� &/ ��� A�������� &/ ���
3���14��/������� )�&*!� /&� A���� "��&�� �&#*����

���#������� 18) ��� K 
�  ��#
�	 H��� �� ��� X 
� � �:�������

H���� 
������ ��#������ ΓK'���� ���� ��� #�

locX : π0
(
XhΓK

)
−→ π0

(
XhA

)
�� H���� �	�'�#���, ���� ��	 ���	) (xν) ∈ X(hA) ��� ��� locX

−1((xν ))

�� H�����

4�&���� �/��� 8� !*7�����# &� ��� ��S�� 8�7���� � A��� #��/� &/ ����
!�!��< ��7�*�  h� !*7�����# � !�!�� 8��� �&�� ������� �#��� JB ���
CK�
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� ��� !�!��<  h� ���& *��� ��� ?���� �&�&�&!� ��!� �& ��*#� ����&���
!&���� &� ���������< 7*� ��5�� � ���)���� #�>����� �!!�&����
3�� !�!�� �� #���#�# ���& ����� !����� � ��� A��� !��� 8� )��� ���

7���� #�A����&�� ��# #�����7� ��� ����&*� &7���*���&��� 3�� A��� !���
����*#�� T���< 8���� 8� ������ ��� �&��&� &/ ��� ?���� �&�&�&!� ��!�
Ét(X) &/ X ��# �&����*�� ��� �������&�� *��# ����� /&� ��� &7���*���&��<
��# T��� 8���� 8� ������ ��� #�A����&� &/ ��� ��������� &7���*���&�� ��#
#�A�� &*� ����&*� &7���*���&�� X(A)h,n, X(A)Zh,n *���) Ét�/K(X) ��#
�� �!!�&!����� �&��&� &/ �&�&�&!� A-�# !&�����
� ��� ���&�# !��� &/ ��� !�!�� 8� !�&�� ��� ��������� ���*��� ��)��#1

��) "��&�� �&�&�&!� A-�# !&���� ���� 8� 8��� *�� ����� �& ������ #�>�����
&7���*���&�� �& ���� &����� �� 8� ���� �����#� �����&��# ��� /��� ����
8� #&�N� *�� � �&#�� ���*��*�� &� !�&1�!���� ��� �&�� ��������� #���#1
�����)�� ���� 8��� 7� �##�����# �� � /*�*�� 8&�5� 3��� !��� �� ��� &��
�&�� ��I*����# 7� ���� /���� 3�� ���&�# !��� �&������ 4 �����&���
� T��� 8� ��*#� ����&#� �& 8&�5 8��� �&�&�&!� A-�# !&���� *�#��

!�&1A���� )�&*!�� � T��� 8� !�&�� ���� �� &�#�� �& ��*#� ��� &7���*���&��
&7�����# �� ���� ����&# �� �� ��&*)� �& ��*#� ��� &7���*���&�� &7�����#
/�&� ���� �!��� �� ��� #��)��� Ét�/K(X) ��!�������� 3��� 8��� !�&�� ����
*��/*� �� ����# !����
� ��� 8� ������ ��� �&�&�&!���� &7���*���&�� 8� ���� #�A��# �&

"�&����#���5N� �����&� &7���*���&� ��# �&  h�N� !&��� &/ ���8 !�������#
�� B ���
C� � T��� 8� ��&8 ���� &*� �&��&� &/ ��� �&�&�&!� A-�# !&����
��� �� ���7�� *�#�� � ������� ��!� &/ !�&1��&�&�!������ 3��� �����&� 8���
7� ��#*�#��� 8��� 8� 8&�5 �� �*���7�� �&#�� ���*��*���
,������ �� ��� ����# !��� &/ !�!�� 8� ������ ��� �&�&�&!� &7���*�1

��&�� �& ��������� &7���*���&��� � T��	 8� )��� 7���� ���*��� /&� ����1
����� &/ #������&� ���& ��# �&�1�&������# ��������� �� 8��� �� ��������)
��� &7���*���&�� X(A)h,0 ��# X(A)Zh,0 � � T��� ��� �F*�������� 7�1
�8��� A���� JA����1�7�����K #������ ��# X(A)h,1 JX(A)Zh,1K �� !�&���
/&� ��&&�� )�&���������� �&������# ���������� � T���
 8� !�&�� J*�1
#�� ��� ���� ���*�!��&�� &� XK ���� ��� 2��*��10���� &7���*���&� ��
�F*������� �& X(A)Zh� � T���� 8� !�&�� ���� ��� ?����12��*��10����
&7���*���&� �� �F*������� �& X(A)h J�)��� /&� ��&&�� )�&���������� �&�1
�����# XK� ,������ �� T���� 8� )��� �&�� �!!������&�� &/ ��� ���&��
#����&!�# ���&*)�&*� ��� !�!���
D� 8&*�# ��5� �& ����5 &*� �#���&�� �� O���#��< +� ,��G&*� ��#

+� ��14����� /&� ����� ��������� )*�#����� D� 8&*�# ���& ��5� �& ����5
'�1.� �&���&�13�?�U��< �� 45&�&7&)��&�< $� ,�*�5< �� ��5��� ��# '�
0���� /&� *��/*� #���*���&��� D� 8&*�# ���& ��5� �& ����5 O� R������i�*�
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/&� �������) *� �& �� ���&� �� ��� !�&&/ &/ .���� ���
 8���� 8� ����
�&������# �� ��� �*����� �����&��
D� 8&*�# ���& ��5� �& ����5 ��� ��&���&*� ��/���� /&� ��� ���� *��/*�

�&������ ��# #������# �&������&��< 8���� 8� /&*�# ���� �&����*�����
��# ���!/*� �& ��!�&�� &*� ���*����!��
 ��� &/ ��� �������� !�������# ���� 8�� #&�� 8���� ��� ���&�# �*��&�

8�� ������) �� ��� ;��&!������� +F*���&��; ��������� !�&)��� �� $�*�1
#&�> �����*�� �� 2&��� ��&���� !��� 8�� #&�� 8���� 7&�� �*��&�� 8���
�������) 03� D� 8&*�# ��5� �& ����5 7&�� �&��� /&� ����� �&�!�������
��# �-������� 8&�5��) �&�#���&���
3�� ���&�# �*��&� �� �*!!&���# 7� ��� $&>��� .��#�����!  �&)����

=�� ��� >���� ?������� ���� ��� 	�  ����	��
���	��

� ���� !�!�� 8� 8��� &��� 7� ���������# �� J��&&��K �!������� &��� A��#��
2� ���� 8� ���� J��&&��K ��#*��# ��!�����# ������� &/ A���� ��!� &���
� A��# K� � ���� �����&� 8� #& �&� ���*�� ��� ���������&� &� ��� A��#
K� D� #��&�� ��� ����)&�� &/ ��&&�� ��������� &��� K 7� Var/K� D�
8��� ���& ��/�� �& ���� �� ��&&�� K1����������

��"!�9 18* � ���� !�!�� 8� #��� � �&� 8��� 7&�� ��)�7���� ���������
��# ���!������ ����� � &�#�� �& #�����)*��� �� �&����&� 8� 8��� *�� ��)*���
/&�� J��)� X,Y <����K �& #��&�� ��)�7���� ��������� ��# 7&�# /&�� J��)�
X,Y< ����K �& #��&�� ���!������ �����

3��� �����&� �� !������&��# �� /&��&8�� � §§9.2.1 8� 8��� #���*�� ���
�&��&�� &/ �5����&� ��# �&�5����&� ��# *�� ���� �& #�A�� ��� �&��&� &/
� ��!���&�����)� � §§9.2.2 8� 8��� #�����7� ��� ��������� �&����*���&� &/
��� ?���� �&�&�&!� ��!� �� 8��� �� ��� �&����*���&� &/ � ���!���� �������
8���� �� ��� ���� &7G��� &/ �������� �� ���� !�!��� � §§9.2.4 8� 8��� )���
�&�� �&�!*����&��� �&&�� �& ���! *�#������# ��� �&�&�&!� ��!� &/ ���
�!���� 8� ����� ���&*�����

@���� )*����
�����

� ���� �����&� 8� ����� ������ ��� �&��&� &/ � �#���������� 8����
�� *��# �� ��� #�A����&� &/ ��� ?���� �&�&�&!� ��!�� ,&� � �&�� #�1
�����# ��������� &/ ��� �*7G��� 8� ��/�� ��� ���#�� �& T	 �� B�0���C



/G ��#����) �
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&� �& B,��	�C� D� ����� 8��� � #���*���&� &/ ��� �&��&�� &/ �5����&� ��#
�&�5����&��

�9������ !�� 	��9������
,&� ����� n ≥ −1 8� 8��� �&���#�� ��� /*�� �*7����)&�� Δ≤n ⊆ Δ

�!����# 7� ��� &7G���� {[i] ∈ ObΔ|i ≤ n}� 3�� ���*��� ����*��&� Δ≤n ↪→
Δ ��#*��� � ��*�����&� /*���&�

trn : SetΔ
op

−→ SetΔ
op
≤n

���� ��5�� � ���!������ ��� ��# �)�&��� ��� ���!����� &/ #�)��� > n�
3��� /*���&� ������� �&��*��� 8��� 7&�� ������ ��# �&������ �& �� ���

� ��/� �#G&���< )���� 7� ��/� O�� �-�����&�

skn : SetΔ
op
≤n −→ SetΔ

op

���& �����# ��� n5�9������< ��# � ��)�� �#G&���< )���� 7� ��)�� O�� �-1
�����&�

coskn : SetΔ
op
≤n −→ SetΔ

op

�����# ��� n5���9������� 3& �&���*#�< 8� ���� ��� �8& �#G*����&�

skn $ trn $ coskn.

3�� n1�5����&� !�&#*��� � ���!������ ��� ���� �� /����� A���# 8��� #�)��1
����� ���!����� �7&�� #�)��� n�

(�7������ 18- D� 8��� *�� ��� /&��&8��) �&����&�

Qn = skn+1 ◦ trn+1 : SetΔ
op

−→ SetΔ
op

��#

Pn = coskn+1 ◦ trn+1 : SetΔ
op

−→ SetΔ
op

/&� ��� �&�!&���� /*���&��� 6&8 ����� �8& /*���&�� �����/� ��� �#G*����&�

(Qn $ Pn) : SetΔ
op

−→ SetΔ
op

.

L�� &/ ��� ��!&����� �&��� &/ Pn �� ���� �/ X �� � O�� ���!������ ���
���� Pn(X) �� ��� n��  &����5&� !����< ���� /&� k > n 8� ����

πk(Pn(X)) = 0

��# /&� k ≤ n ��� ���*��� ��! X → Pn(X) ��#*��� �� ��&�&�!����
πk(X) −→ πk(Pn(X))�



�		 �	� �� ������

6&8 �*!!&�� 8� ��!���� ��� ����)&�� Set &/ ���� 8��� �� ��7������
����)&�� C� 3��� �/ C ��� A���� �&������ &�� ��� ��� /*���&�

Qn : CΔop

−→ CΔop

#�A��# �� �� ����&)&*� 8�� ��# �/ C ��� A���� ������ ���� &�� ��� ���
/*���&�

Pn : CΔop −→ CΔop

.

3�� �5����&� ��# �&�5����&� �&����*���&�� ��� ���� *��/*� ��# �����
7� *��# ��!����#�� ���&*)�&*� ���� !�!��� L�� *��/*� �!!������&� �� ���
�&����*���&� &/ � �&�������7�� �!��� 8��� /��� )�&*! ����&��

(�7������ 18/ .�� G 7� � A���� )�&*!� D� ���� �� ����&� &/ G &�
�����/ 7� �*���!������&� &� ��� ��/�� 6&8 �&���#�� G �� � /*���&�:

∗ = Δop
≤0 −→ SetG.

��A��

EG = cosk(G) ∈ SetΔ
op

G .

D� ��� 8���� �� �-!����� #�����!��&� &/ ���� ���!������ G1��� 7�

EGn = Gn+1.

6&�� ���� ��� ����&� &/ G &� EG �� /��� ��# ��# ���� EG �� �&�������7���

(�7������ 180 .�� G 7� � A���� )�&*!� ��A��

BG = EG/G.

6&�� ���� BG �� � �&������# ��# �����A��

π1(BG) = G.

,*������&�� �� ��� 7� ����5�# ���� ��� ���*��� ��!

BG −→ P1(BG)

�� �� ��&�&�!���� &/ ���!������ �����

2�#�����������
D� 8��� �!!�� ����� �&���!�� /&� ��� ���� &/ C 7���) ��� ?���� ���� &/ ��
��)�7���� K1������� X �

(�7������ 181 .�� X 7� � K1�������� � �#���������� U• −→ X

�� � ���!������ &7G��� �� ��� ?���� ���� &��� X �����/���) ��� /&��&8��)
�&�#���&��:



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ �	�

�� U0 −→ X �� � �&�����) �� ��� ?���� �&!&�&)��
�� ,&� ����� n< ��� ���&����� ��!

Un+1 −→ (coskn(trn(U•)))n+1

�� � �&�����) �� ��� ?���� �&!&�&)��

��!"#�� 18�3 3�� �&�� �&��&� ��# ���!�� 5��# &/ ��!���&�����)�
��� ��&�� #�A��# ���&*)� ��� ��������� R��� ���&�*��&�:

(�7������ 18�� .�� X 7� � K1������� ��# Y −→ X �� ?���� �&�����)
&/ X � �&���#����) Y �� � /*���&� /�&� Δ≤0 �& ��� ?���� ���� &/ X 8�
8��� #�A�� ��� R��� ��!���&�����) &/ Y �& 7�

Y̌• = cosk0(Y ).

�� �7&�� 8� ��� 8���� �� �-!����� #�����!��&� &/ ���� ��!���&�����) 7�

Y̌n =

n+1︷ ︸︸ ︷
Y ×X ...×X Y .

@���� #�� ,�	�� )������* #*��

D� ����� ����� &*� #���*���&� 7� ��������) ��� #�A����&� &/ ��� ?����
�&�&�&!� ��!� /*���&� �� #�A��# 7� ����� ��# 0��*� �� B�0���C� D�
8��� ���� #�����7� � ������� &/ ���� �&����*���&� 8���� 8� 8��� *�� /&�
��� ���� &/ ��� !�!���
2&�� ��� �&����*���&� &/ ��� ?���� �&�&�&!� ��!� ��# ��� ������� *��

����)&���� �������# &��� ���!������ ����� � ��� ����� ��� ���������� ��
#�A��# �� � ���� ������� 8��< �& ��N� 8&���8���� �& #�����7� ��� )������
!�������
4*!!&�� ���� C �� �� &�#����� ����)&�� 8���� �#���� A���� �&!�&#1

*���� "���� � A���� ��� A ��# �� &7G��� X ∈ C 8� 8��� #��&�� 7�

A⊗X =
∐
a∈A

X

��� �&!�&#*�� &/ �&!��� &/ P ��#�-�# 7� A� 6&�� ���� −⊗− �� � /*���&�
/�&� Set×C �& C J8���� Set �� ��� ����)&�� &/ ����K ��# ���� B⊗(A⊗X)

�� ���*����� ��&�&�!��� �& (B ×A)⊗X �
.�� CΔop

#��&�� ��� ����)&�� &/ ���!������ &7G���� �� C ��# SetΔ
op

��� ����)&�� &/ ���!������ ����� "���� � ���!������ ��� S• ∈ SetΔ
op

��#
�� &7G��� X• ∈ CΔop

8� 8��� #��&�� 7� S• ⊗X• ��� &7G��� )���� 7�

(S• ⊗X•)n = Sn ⊗Xn.



��
 �	� �� ������

6&8 /&� ����� �8& &7G���� X•, Y• ∈ CΔop

&�� ��� #�A�� � ��!!��)
���!������ ��� Map(X•, Y•) ∈ SetΔ

op

7� ��� /&��*��

Map(X•, Y•)n = HomCΔop (Δn ⊗X•, Y•).

3���� �� � ���*��� 8�� �& #�A�� �&�!&����&� &/ ����� ��!!��) ���!������
���� J*���) ��� ���*��� ��! Δn⊗X −→ Δn⊗Δn⊗X ��#*��# /�&� ���
#��)&��� Δn −→ Δn×ΔnK 8���� �� �������� ���&�������� ,&� �-��!��< ��
��� ���� C = Set 8� &7���� ��� *�*�� ���������� &/ SetΔ

op

&��� �����/�
6&�� ���� ��� ���& ���!����� &/ Map(X,Y ) ��� G*�� ��� *�*�� ��!�

�� CΔop

/�&� X �& Y � ,*������&�� �/ C,D ��� �8& �*�� ����)&���� ��#
F : C −→ D �� � /*���&� 8���� ���!���� �&!�&#*��� ���� �� ��#*��� �
��"#����!��� ������� /*���&�

FΔop

: CΔop

−→ DΔop

.

��"!�9 18�� 3& ��&�# �&�/*��&�< ��� *� ��!������ ���� 8��� 8� ���
���� FΔop

�� � ���!�������� �������# /*���&� 8� ���� ���� /&� ����� �8&
&7G���� X•, Y• ∈ CΔop

8� ���� � ��! &/ ���!������ ����

Map(X•, Y•) −→ Map
(
FΔop

(X•), F
Δop

(Y•)
)

8���� ���!���� ��� �#������ ��# ��� �&�!&����&� �*���

6&8 ��� X 7� � ��&&�� K1������� ��# �&���#�� ��� ����)&�� Var/X
&/ K1��������� &��� X � 3��� ����)&�� �#���� A���� �&!�&#*��� �& &��
&7����� � ���*��� ���!������ ���������� &/ ��� ����)&�� VarΔ

op

/X �� �7&���
.�� HC(X) ⊆ VarΔ

op

/X #��&�� ��� /*�� J���!�������� �������#K �*7����)&��
�!����# 7� ��� ��!���&�����)� 8��� ���!��� �& ��� ?���� �&!&�&)�� D�
#��&�� 7� I(X) = Ho(HC(X)) ��� �&�&�&!� ����)&�� &/ HC(X) 8���
���!��� �& ���� ���!������ �����������
6&8 �&���#�� ��� �&������# �&�!&���� /*���&� J&��� KK:

π0 : Var/X −→ Set.

3��� /*���&� !�������� A���� �&!�&#*��� ��# �& ��#*��� � /*���&� &/
���!�������� �������# ����)&����

πΔop

0 : VarΔ
op

/X −→ SetΔ
op

.

4���� &�� 8���� �& ����5 &/ πΔop

0 (U•) �� � �&!&�&)���� �!���< &�� ���
������ ��5� ��� ���������&� &/ πΔop

0 (U•) J�� �� #&�� �� B�0���CK< &� �F*��1
�������< ��5� ��� O�� ��!�������� Ex∞(πΔop

0 (U•))� 3�� ���&�# &!��&�



/G ��#����) �
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�� �&�� �&�������� 7���*�� �� ���&8� &�� �& �&����*� 8&�5��) ����#� ���
8&��# &/ ���!������ ����� � �� �F*������� �� ��� ����� ���� ��� �*7����)&��

HoKan
(
SetΔ

op
)
⊆ Ho

(
SetΔ

op
)

�&�������) &/ O�� ���!������ ���� �� �F*������� �& ��� �&�&�&!� ����)&��
&/ �&!&�&)���� �!���� 8��� �D �&�&�&!� ��!��
6&8 ��� /*���&� Ex∞ �-���#� �& � ���!�������� �������# /*���&�: ���

�*)�������&� ��!Δn −→ Ex∞(Δn) ��#*��� � ���*��� ��! &� ��!!��)
���!������ ����

Map(X,Y) −→ Map(Ex∞(X),Ex∞(Y))

8���� ���!���� �&�!&����&�� $���� ��� �&�!&��# /*���&� Ex∞
(
πΔop

0 (•)
)

���& �-���#� �& � ���!�������� �������# /*���&�� =���������) Ex∞
(
πΔop

0 (•)
)

�&HC(X) ��# #�����#��) �& ��� ���!������ �&�&�&!� ����)&���� &�� &71
����� � /*���&�

Ét(X) : I(X) −→ HoKan
(
SetΔ

op
)
.

4���� ��� ����)&�� I(X) �� �&A�����# J�&�&����� 	��� B�0���CK 8� ���
�&���#�� Ét(X) �� � #��5��<��� �� HoKan(SetΔ

op

)< ���� �� &7G��� �� ���
!�&1����)&�� &/ HoKan(SetΔ

op

)�
,&� � ����)&��C 8� 8��� #��&�� ��� !�&1����)&�� &/ C 7� Pro C� =�����

���� &7G���� &/ Pro C ��� #��)���� {Xα}α∈I &/ &7G���� &/ C ��#�-�# 7�
� �&A�����# ����)&�� I ��# ����

HomPro C ({Xα}α∈I , {Yβ}β∈J) = lim
β∈J

colim
α∈I

HomC(Xα, Yβ).

6&8 �/ f : X −→ Y �� � ��! &/ K1��������� ��# U• −→ Y �� � ��!��1
�&�����) &/ Y 8� ��� !*�� �� 7��5 �& &7���� � ��!���&�����) f∗U• −→ X �
L�� ���� )��� � ���*��� ��! &/ ���!������ ����

Ex∞
(
πΔop

0 (f∗U)
)
−→ Ex∞

(
πΔop

0 (U)
)
.

3���� ���*��� ��!� A� �&)����� �& /&�� � ��!

Ét(X) −→ Ét(Y )

�� ProHoKan(SetΔ
op

)� 3��� �-��7��� Ét �� � /*���&�

Ét : Var/K −→ ProHoKan(SetΔ
op

).

3��� �� ���  �!�� �"���#� ��#� /*���&� #�A��# �� B�0���C�
� B�0���C ����� ��# 0��*� 8&�5 8��� � ������� �&��������&� &/

ProHoKan
(
SetΔ

op
)
< ���  &����5&� �&8����  &����5&� �&8��� ��� � 8��



��� �	� �� ������

&/ A������) � �&!&�&)���� �!��� 7� ��)��� ��# ��)��� �&�&�&!���� ��/&�1
����&�� � &�#�� �& *��  &����5&� �&8��� ���� 8� ���# � /*���&���� ��#
���!������ 8�� �& #�����7� ����� 4*�� � #�����!��&� ��� /&*�# �� B"'���C
7� *���) ��� /*���&� Pn = coskn+1 ◦ trn #�A��# �� ��� !����&*� �����&��
6&�� ���� �/X �� � O�� ���!������ ��� ���� Pn(X) 8��� 7� � O�� ���!��1

���� ��� �� 8���< ���� Pn ��� 7� �&���#���# �� � /*���&� /�&� O�� ���!������
���� �& O�� ���!������ ����� ,*������&�� Pn �-���#� �& � /*���&� &/ ���1
!�������� �������# ����)&����� ������#��) �& ��� �&�&�&!� ����)&�� 8�
)�� � /*���&�

Pn : HoKan
(
SetΔ

op
)
−→ HoKan

(
SetΔ

op
)
.

3��� /&� XI = {Xα}α∈I ∈ ProHoKan(SetΔ
op

) &�� #�A���

X�
I = {Pn(Xα)}n,α.

� ���� 8��� ��� &7G��� X�
I �� 7����� 7�����# ���� XI � D� 8��� �������

���� ���)� �� 8��� �� &*� �&����*���&� &/ ��� �������� ����&)*� &/ Ét(−)�

@���� #�� /��	��
� ,�	�� )������* #*��

D� �&8 �&�� �& ��� �&����*���&� &/ ��� �������� ����&)*�� / X �� �
������� &��� K ���� �� �#���� � ���*��� ���*��*�� ��! X −→ Spec (K)�
D� 8��� �& ��!���� ��� /*���&� π0 /�&� K1��������� �& ���� 8��� � ���5
!���� �����&� &/ ��� 3��� �������� /*���&� ��&*�# ��5� � ������� &��� K
��# ���*�� � ;��� &��� K;< ���� � ����/ &/ ���� &� Spec (K) J8��� ���!���
�& ��� ?���� �&!&�&)�K�
D���&*� )�����) ���& ��� /&��������� &/ ��� ���&�� &/ ������� ��� *�

��5� � ��&���*� ��# �&�� ���� �& )��� �� ?���� ����/ &/ ���� &� Spec (K)

�� �F*������� �& )����) � ��� 8��� � ΓK = Gal
(
K/K

)
����&� �*�� ����

���� ������� ��� �� &!�� ���7������ D� 8��� #��&�� �*�� &7G���� 7� ���
���� ΓK5���� ��# ����� ����)&�� 7� SetΓK �

��"!�9 18�$ 4&�� �*��&�� *�� ��� ���� �������� ΓK1��� �� &�#��
�& ��!������ ��� �&����*&*� ����&� &/ ΓK � 4���� 8� 8��� ����� �&���#��
�&�1�&����*&*� ����&��< ��# �� &�#�� �& ��!�&�� ���#�7�����< 8� ��&�� �&
&��� ���� �#G�������

6&�� ���� SetΓK �#���� �&!�&#*��� ��# �& 8� ���� � ���*��� ���!������
���������� &/ SetΔ

op

ΓK
� 3�� �������� �����&� &/ π0 �� ��� /*���&�

π0/K : Var/K −→ SetΓK



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ ���

8���� ��5�� ��� K1������� X �& ��� ΓK1��� &/ �&������# �&�!&����� &/

X = X ⊗K K.

3��� /*���&� !�������� �&!�&#*��� ��# �& ��#*��� � /*���&� &/ ���!��������
�������# ����)&����

π0
Δop

/K : VarΔ
op

/K −→ SetΔ
op

ΓK
.

�� 7�/&��< 8� #&�N� ������ 8��� �& 8&�5 �� SetΔ
op

ΓK
�����/< 7*� 8���

�&�� �&��������&� &/ ��� � B"&���C "&���� �&���#��� �8& ���!������ �&#��
���*��*��� &� ��� ���!�������� �������# ����)&�� SetΔ

op

ΓK
&/ ���!������ "�1

�&�� ����� � ��� A��� &��< 8���� �� �����# ��� ������ �&#�� ���*��*��< ���
8��5 �F*��������� ��� �F*�������� ��!� &/ f : X −→ Y &/ ���!������
"��&�� ���� �*�� ���� ��� ��#*��# ��!

fΛ : XΛ −→ YΛ

�� � 8��5 �F*�������� &/ ���!������ ���� /&� ����� &!�� �&���� �*7)�&*!
Λ � Γ J�� 8��� /&��&8� 8� 8��� *�� ��� �&����&� Λ�̃Γ �& #��&�� �� &!��
�&���� �*7)�&*!K� � ��� ���&�# �&#�� ���*��*��< 8���� 8� 8��� ��/�� �&
�� ��� ���!� �&#�� ���*��*�� J�� �� �� ���& � !�����*��� ���� &/ ��� �&���
�&#�� ���*��*�� #����&!�# 7� '&��� �� � 8���15�&8� *�!*7�����# 8&�5K<
8��5 �F*��������� ��� �F*�������� ��!� f : X −→ Y &/ ���!������ "��&��
���� 8���� ��#*�� � 8��5 �F*�������� &� ��� *�#������) ���!������ �����
� 7&�� ����� ��� �&A7����&�� ��� G*�� ��G������ ��!� J��# ����� ��� ���
&7G���� ��� �&A7����K ��# /&� ��� ������ �&#�� ���*��*�� &�� ���& ��� �
�&������ #�����!��&� &/ ��� A7����&��: ���� ��� ��!� f : X −→ Y �*��
���� ��� ��#*��# ��!� fΛ : XΛ −→ YΛ ��� O�� A7����&�� /&� �����
Λ�̃Γ�
D� 8��� #��&�� 7� Ho

(
SetΔ

op

ΓK

)
��� �&�&�&!� ����)&�� &/ SetΔ

op

ΓK
8���

���!��� �& ��� ���!������ ���������� )���� �7&��� 3�� �&������# �&�&�&!�
����)&���� 8��� ���!��� �& ��� ������ ��# �&��� �&#�� ���*��*��� 8��� 7�
#��&��# 7� Host

(
SetΔ

op

ΓK

)
��# Holc

(
SetΔ

op

ΓK

)
���!��������� 3��� ��� 7�

�������# �� � ��F*���� &/ /*�� �*71����)&����

Holc
(
SetΔ

op

ΓK

)
⊆ Host

(
SetΔ

op

ΓK

)
⊆ Ho

(
SetΔ

op

ΓK

)
&7�����# 7� ����������) �& ����#��#�� A7���� ��# �������� A7���� &7G����
���!���������
6&8< ��������� �& ��� �7&��< 8� 8&*�# ��5� �& �&�!&�� π0Δ

op

/K 8��� ���
������ A7���� ��!�������� /*���&�� � �� �&�������� �& �&�� ���� ������



��� �	� �� ������

A7���� ��!�������� ��� ���*���� 7� #&�� *���) ��� O�� ��!��������
/*���&� Ex∞: ��� /*���&� Ex∞ ���& ��#*��� � /*���&� SetΔ

op

Γ −→ SetΔ
op

Γ

J8���� 7� �7*�� &/ �&����&� 8� 8��� ���& ���� Ex∞K< ��# 8� ���� ���
/&��&8��) &7�������&�:

��""! 18�) �� X ∈ SetΔ
op

Γ ��  ��#������ Γ'��� ���� �
I��� Ex∞(X)

�� ��	����) H
	�� �� ��� #� X −→ Ex∞(X) ��  ��	��� -�� �5���'

������

�	��� D� ���# �& ��&8 ���� /&� ����� Λ�̃Γ ��� ���!������ ��� Ex∞(X)Λ

�� O�� ��# ��� ��! XΛ −→ Ex∞(X)Λ �� � 8��5 �F*��������� 2&��
������ /&��&8 ������ &��� &�� ��&8� ����

Ex∞(X)Λ = Ex∞(XΛ).

3��� �� �*�� /&��&8� /�&� ��� /��� ���� Ex∞(X) �� ��� �&����� &/ ���
��F*���� &/ ����������:

X ↪→ Ex(X) ↪→ Ex(Ex(X)) ↪→ Ex(Ex(Ex(X))) ↪→ ...

��#

Ex(X)Λ = Ex(XΛ)

����� Ex ��� � ��/� �#G&��� J)���� 7� 7���������� �*7#�����&�K�

D� �&8 ��5� ��� /*���&� Ex∞
(
π0
/K(•)

)
���������# �&HC(X) ⊆ VarΔ

op

/K

��# #�����# �& ��� ���!������ �&�&�&!� ����)&����� D� ��# *! 8��� �
/*���&�

Ét/K(X) : I(X) −→ ProHost
(
SetΔ

op

ΓK

)
.

D� �&���#�� Ét/K(X) �& 7� ��� ���!���� !�!����� &/ Ét(X)� 6&8 G*��
�� /&� Ét< &�� ��� *�� !*��7��5� &/ ��!���&�����) �� &�#�� �& ��5� Ét/K
���& � /*���&�:

Ét/K : Var/K −→ ProHost
(
SetΔ

op

ΓK

)
.

�� �� ��� ���� &/ ��� ��)*��� ?���� �&�&�&!� ��!� �� 8��� 7� 7����� �&
8&�5 8��� �� �!!�&!�����  &����5&� �&8�� Ét�/K(X) &/ Ét/K(X)< ���� 8�
8��� � 8�� �& �������� �� &7G��� 7� � �&8�� &/ ;7&*�#�#; &7G����� D���
8&�5��) 8��� �������� A7���� &7G���� ��� �������� �&��&� &/ 7&*�#�#����
�� ���&�)��:



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ ���

(�7������ 18�* .�� Γ 7� � !�&1A���� )�&*! ��# X � ���!������ Γ1����
D� 8��� ��� ���� X �� �������� ������� �/ �� �� �������� A7���� ��#
�/ ����� �-���� �� N �*�� ���� /&� ��� Λ�̃Γ ��� ���!������ ��� XΛ �� N 1
7&*�#�# J���� ��� ��� �&�&�&!� )�&*!� πn

(
XΛ
)
��� ������� /&� n > N �

6&�� �� !�����*��� ���� ��� ��!�� ��� �� �&���#���# N 17&*�#�# /&� �����
N ≥ 0K�

.�� X 7� � �������� A7���� ���!������ ΓK1���� =����� ���� ��� *�#����1
��) ���!������ ��� &/ X �� O�� �& 8� ��� �&���#��

Pn(X) = coskn+1(trn+1(X)).

4���� Pn �� � /*���&� 8� ���� �� ��#*��# ����&� &/ ΓK &� Pn(X)� 6&��
���� *�#�� ���� ����&� ��� ���7������ &/ ���� ���!��- �� Pn(X) 8��� 7�
&!�� ��# �& Pn(X) �� � ���!������ ΓK1���� ,*������&�� �����

Pn(X)Λ = Pn
(
XΛ
)

/&� ���� Λ�̃ΓK < 8� )�� ���� Pn(X) �� � �������� 7&*�#�# ���!������ ΓK1
���� $���� 8� ��� ����5 &/ Pn �� � ���!�������� �������# /*���&� /�&� ���
����)&�� &/ �������� A7���� ���!������ "��&�� ���� �& �����/� ������#��) �&
��� �&�&�&!� ����)&�� 8� )�� � /*���&�

Pn : Host
(
SetΔ

op

ΓK

)
−→ Host

(
SetΔ

op

ΓK

)
.

3��� /&� XI = {Xα}α∈I ∈ ProHost(SetΔ
op

) 8� #�A�� �� �7&��

X�
I = {Pn(Xα)}n,α.

� 8��� ���& 7� �&�������� �& �&���#�� ��� !�&1&7G����

Xn
I = {Pk(Xα)}k≤n,α,

8���� /&� n =∞ 8� #�A��:

X∞I = X�
I .

6&�� ���& ���� ����� Pn(•) �� �� �*)�����# /*���&� �& �� (•)n ��# �& /&�
����� 0 ≤ n ≤ ∞ 8� ���� � ���*��� ��!

XI −→ Xn
I .

D� 8��� *�� ��� /&��&8��) �&����&�:

(�7������ 18�- .�� X 7� � K1������� ��# U −→ X � ��!���&���1
��)� D� 8��� *�� ��� /&��&8��) �&����&�� /&� ��� �������� ���!������ ����
�&����*���# /�&� U :

NU =
(
πΔop

/K (U)
)
,



��� �	� �� ������

XU = Ex∞ (NU) ,

XU ,k = Pk(XU ).

��#�� ���� �&����&� &�� ���

Ét/K(X) = {XU}U∈I(X),

Étn/K(X) = {XU ,k}U∈I(X),k≤n.

3���� ��� ������� ��!&����� !�&!������ ���� ��� *�#������) ���!������
���� �� ��� #��)��� &/ Étn/K(X) �����/�� $��� ��� ��� !�&!������ ���� 8�
8��� 7� ���������# ��:

(�7������ 18�/ .�� Γ 7� � !�&1A���� )�&*!� � ���!������ Γ1��� X 8���
7� �����#

�� 4����� �/ πn(X) �� A���� /&� n ≥ 1�
�� ��������� �/ ��� ����&� &/ Γ &� X /���&�� ���&*)� � A���� F*&�����
&/ Γ�

�� ���� �/ ��� ����&� &/ Γ &� ����� �5����&� sknX /���&�� ���&*)� �
A���� F*&����� &/ Γ�

��"!�9 18�0 D��� 8� ��� � A���� F*&����� &/ � !�&1A���� )�&*! 8�
��8��� ���� � ���������� A���� F*&�����< ���� � A���� F*&����� �� ���
����)&�� &/ !�&1A���� )�&*!��

6&8 ��� X/K 7� �� ��)�7���� K1������� ��# U −→ X � ��!��1
�&�����)� 3��� ������� π0/K(U) �� ���� ��# �� �� ���� �& ��&8 ����
XU = Ex∞

(
π0/K(U)

)
�� ���� �� 8��� J���� �� &�� &/ ��� �#�����)��

&/ *���) Ex∞ �� ������ A7���� ��!��������K� 3��� 8� ��� ���� /&� ����
k <∞ ��� ���!������ ΓK1��� XU ,k �� ��������� ��# �������� ��������
� ��� 7� ��&8� JB�0���CK ���� �/ X �� � ��&&�� K1������� ���� XU

�� A����� $���� �� ���� ���� XU ,k �� A���� �� 8����
D� A���� ���� �*7�����&� 8��� � 7���� �&�!����&� ���*�� �&�������)

��� �������� �&��&� Ét/K(X) ��# ��� ?���� �&�&�&!� ��!� Ét(X) &/
X = X ⊗K K� 6&�� ���� 7� /&�)�����) ��� )�&*! ����&� 8� &7���� �
/&�)��/*� /*���&� /�&� Ho(SetΔ

op

ΓK
) �& Ho(SetΔ

op

)�  �&�&�)��) ���� /*���&�
8� &7���� � /&�)��/*� /*���&�

F : ProHost(SetΔ
op

ΓK
) −→ ProHoKan(SetΔ

op

).



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ ���

���#������� 18�1 ��� K 
�  H��� �� X  K'�	���)� ���� ���	� ��

� ���#�	����# �� ProHoKan(SetΔ
op

)G

f : Ét
n
(X) −→ F

(
Étn/K(X)

)
.

�	��� 6&�� ���� ��� ��#�-��) ����)&�� &/ Étn/K(X) �� ���*����� �&�1

�����# �� ��� ��#�-��) ����)&�� &/ Ét
n
(X) ��# ���� ����*��&� �#����A��

F
(
Étn/K(X)

)
8��� � �*71#��)��� &/ Ét

n
(X)� 3��� ����#� � ���*��� ��!

f : Ét
n
(X) −→ F

(
Étn/K(X)

)
.

� &�#�� �& ��&8 ���� f �� �� ��&�&�!���� &�� ���#� �& ��&8 ����
���� �*71#��)��� �� �&A���� 0&�� �&��������< &�� ���#� �& ��&8 ���� /&�
����� ��!���&�����) V• −→ X #�A��# &��� K ��# ����� 0 ≤ k ≤ n

����� �-���� � ��!���&�����) U• −→ X J#�A��# &��� KK �*�� ���� XU ,k
#&������� XV,k�
,����< �&�� ���� �� �� �&� ����������� �& �&���#�� Pk(V) ������# &/ V �

3�*� 8� ��� ���*�� ���� V �� #�A��# &��� �&�� A���� A��# �-�����&�
L/K� 3��� �� �� ����� ���� 8� ��� ��5�

U• = R
L/K
/X (V•)

8���� RL/K/X �� ��� �������� D��� ���������&� &/ ������� /*���&�< ����

Hom/X

(
Z,R

L/K
/X (Vn)

)
= Hom/X⊗L (Z ⊗ L, Vn) .

@���$ #�� )������* #*�� �� XU
.�� X 7� � ��&&�� )�&���������� �&������# K1������� ��# U• −→ X

� ��!���&�����)� � ���� �����&� 8� 8��� )��� 7���� ���*��� 8���� ���! �&
������� ��� �&�&�&!� ��!� &/ ��� �!���� XU 8���� �!!��� �� Ét/K(X)�
=����� ���� )���� � ��! f : Y −→ X ��# �� ?���� ��!���&�����)

U• −→ X &�� ��� �����8��� !*�� U 7��5 �& � ��!���&�����) &/ Y � D�
���� ���� � ���*��� ��!

Xf : Xf∗U −→ XU .

6&8 ��� X/K 7� � ��&&�� )�&���������� �&������# �������� � ����
���� X ��� � )������ !&���

ξ : Spec (K(X)) −→ X



��	 �	� �� ������

8���� K(X) �� ��� /*����&� A��# &/ X J&��� KK�
6&�� ���� Spec (K(X)) �� �&� � K1�������� $&8����< ��� �������

Spec (K(X)) ��# Spec (K(X)) ⊗ K ∼= Spec (K(X)) ��� �������!�<
8���� ����� ���� ��� /*���&� π0 �� 8��� #�A��# &� ?���� ������� &���
����� � /���< ����� K(X) �� � A��# ��� ?���� ���� &/ SpecK(X) ��� 7�
�#����A�# 8��� ��� ���� &/ A���� #������� ΓK(X)1����� ��#�� ���� �#����A��1
��&� � ��!���&�����) &/ Spec (K(X)) �&����!&�#� �& � O�� �&�������7��
���!������ #������� ΓK(X)1��� 8���� �� �����8��� A����� D� 8��� *�� ���
/&��&8��) �&����&�:

(�7������ 18�3 .�� U −→ X 7� � ��!���&�����)� D� ����� #�1
�&�� 7� Ũ ��� ���!������ ΓK(X)1��� �&����!&�#��) �& ��� ��!���&���1
��) ξ∗U −→ Spec (K(X))� � !�����*��� /&� ���� n 8� 8��� #��&�� ���
ΓK(X)1��� �&����!&�#��) �& ξ∗Un 7� Ũn�

��#�� ��� �#����A����&� �7&�� 8� ��� #�����7� ��� /*���&� π0/K ��

π0/K(Un) ∼= Ũn/ΓK(X),

8���� ��� ΓK ����&� &� ��� ��)�� ���# ��#� �� ��#*��# /�&� ��� ΓK(X)

����&� &� U ��# ��� ��&�� �-��� ��F*����

1 −→ ΓK(X) −→ ΓK(X) −→ ΓK −→ 1.

� !�����*��� 8� )�� ��� /&��&8��) �-!�����&� /&� NU 8���� 8� /����
/&� /*�*�� *��:

	�����!�� 18�� ��� U −→ X 
�  �)��	����	���� ���� -� ��� �

���#�	����# �� ��#������ ΓK'����

NU ∼= Ũ/ΓK(X).

3��� �����!������&� &/ NU 8��� 7� � *��/*� ����� �� &�#�� �& ����*����
���������� &/ XU � NU � ,&� �-��!�� 8� ����#������ )�� ��� /&��&8��)
�&���*��&�:

	�����!�� 18�� ��� X/K 
�  �#���� ���#��	����) ��������� �	���)

�� U• −→ X  �)��	����	���� ���� XU �� ����������

D� ��� ���& *�� ���� �����!������&� �� &�#�� �& ����*���� ��� /*�#�1
������ )�&*! &/ XU � 3��� �� #&�� *���) ��� /&��&8��) �����:

��""! 18�$ ��� G 
�  �	��� �� X  ����	���
�� F� ��#������

G'���� ����, �����  
�� ����� x ∈ X/G, ���	� ��  ���	� ���	� �:��

��5�����

1 −→ K −→ G −→ π1(X/G, x) −→ 1



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ ���

-��	�

K =

〈⋃
x

{StabG(x)|x ∈ X0}
〉
.

�	��� .��

π : X −→ X/G

7� ��� ���*��� F*&����� ��! ��# a ∈ X0 � �����-� D� 8��� �&����*�� �
�*�G������ ��!

φa : G −→ π1(X/G, π(a))

�*�� ����

ker(φa) = K.

.�� g 7� �� ������� &/ G� 4���� X �� �&�������7�� ��# O�� ����� �� ��
����� &�� 11���!��- lg �� X G&����) a ��# ga� D� ����� ��5� φa(g) �& 7�
��� ������� �� π1(X/G, π(a)) �&����!&�#��) �& π(lg)�
D� ����� A��� ��&8 ���� φa �� 8��� #�A��#� ���*�� ���� l′g �� ��&����

11���!��- �&�������) a ��# ga� 4���� X �� �&�������7�� ����� �� �� ��#1
!&����1!��������) �&�&�&!� 7��8��� ��� !���� �&����!&�#��) �& lg ��#
l′g �� ��� ���������&� &/ X�  �&G�����) ���� �&�&�&!� �& X/G 8� )�� ����
��� �&����!&�#��) �������� �� π1(X/G, π(a)) ��� �F*���
D� 8��� �&8 !�&�� �*�G��������� � �� �&� ���# �& ��� ����X/G �� O�� ��

#������&� &�� J��� /&� �-��!�� .���� 11.6 �� B�0���CK ��# �����/&��
����� ������� �� π1(X/G, π(a)) ��� 7� ��!�������# 7� � 11���!��- ��
X/G 8��� 7&�� ��# !&���� 7���) π(a)� D� ��� ���� ��/� ���� 11���!��-
�& X J�&�� ���� ��� ��! X −→ X/G �� �����8��� �*�G������K &7������)
� ���!��- G&����) a ��# ga /&� �&�� g ∈ G�
� �&8 ������� �& ����*���� ��� 5����� &/ φa� ,���� 8� ����� ��&8 ����

�/ b �� ��&���� !&��� �� X0 ���� kerφb = kerφa. 4���� X �� �&�������7��
��# O�� ����� �� � 11���!��- �� X )&��) /�&� b �& a� D� #��&�� ����
11���!��- 7� pba� 6&8 /&� ����� g �&���#�� ��� ����� 11���!����� pba, lg
��# g(pba) �������) �&)����� � !��� 7��8��� b ��# gb� 4���� X �� O��
���� !��� �� �&�&�&!�� �& � 11���!��- lbg G&����) b ��# gb�
D� ����� *�� ���� lbg �& &7���� φb(g)� ,�&� ��� #���*���&� �7&�� 8� )��

���� ��� /&��&8��) #��)��� �&��*���

G
φb �� π1(X/G, π(b))

cπ(pba)

��
G

φa �� π1(X/G, π(a))



�

 �	� �� ������

8���� cπ(pba) �� ��� ���*��� ��&�&�!���� #�A��# 7� ;�&�G*)���&�; 7�
��� !��� π(pba) 7��8��� π(b) ��# π(a)� 3��� #��)��� ��!���� ���� ���
5����� kerφa �� ��#�!��#��� &/ ��� ��&��� &/ a ∈ X� 4���� �������

StabG(a) ⊆ kerφa,

8� )�� ���� K ⊆ ker(φa)�
3& �&�!���� ��� !�&&/ &/ ��� ����� �� �*H��� �& ��&8 ���� kerφa ⊆ K�

,&� ����� x ∈ X0 8� ���� StabGx ⊆ K� 3�*� ����� �� ��! &/ G1����

φ : X0 −→ G/K.

=����� ���� K �� �&���� �� G ��# ��� E(G/K) 7� �� �� ��A����&�
���� E(G/K) �� � O�� �&�������7�� ���!������ ��� 8��� ��� /��� ����&� &/
G/K�  *����) ���� ����&� �& G 8� )�� � O�� �&�������7�� G1���!������
���� 3�� F*&����� E(G/K)/G �� � 8��5�� �F*������� �& B(G/K)< 8�&��
/*�#������� )�&*! �� �-����� G/K�
3�� ��! φ ��/�� �& � *��F*� �F*�������� ��!

φ̌ : X −→ E(G/K),

��# ��� /&��&8��) �&��*������ #��)���

G

φa

��

φ

����
���

���
���

��

��((((
(((((

(((((
(((((

(((((
((

π1(X/G)
φ̌ �� π1(B(G/K)) G/K

��!���� ���� kerφa ⊆ K�

=�� ��� *������	��

@���� #�� ��	����	� A����������

�� '�!���56!��� �����������
.�� K 7� � �*�7�� A��# ��# X �� ��)�7���� ������� &��� K� "���� ��
�#���� !&��� (xν)ν ∈ X(A) ��# �� ������� u ∈ H2

ét(X,Gm) &�� ���
!*��7��5 u 7� ���� xν �& &7���� �� �������

x∗νu ∈ H2
ét (Spec (Kν),Gm) .

3���� �� � ���&����� ��!

inv : H2
ét (Spec (Kν),Gm) −→ Q/Z
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�����# ��� ���!��!�� 8���� �� �� ��&�&�!���� �� �&�1�������#��� !������
4*����) ��� ��� ���������� &�� &7����� � !�����)

X(A)×H2
ét (X,Gm) −→ Q/Z

)���� 7�

((xν )ν , u) 	→
∑
ν

inv(x∗νu) ∈ Q/Z.

6&8 7� ��� $����12��*��16&����� 3��&��� 8� ��� ���� �/ (xν) �� ���*����
� ����&��� !&��� ���� ��� !�����) 8��� ��� ������� �� H2(X,Gm) 8&*�#
7� ���&� 3��� �&������� ��� #�A����&� &/ ��� 2��*�� ���

X(A)Br =
{
(xν)ν ∈ X(A)|((xν )ν , u) = 0, ∀u ∈ H2(Xét,Gm)

}
��# 8� ����

X(K) ⊆ X(A)Br ⊆ X(A).

(������ ������������
.�� X 7� �� ��)�7���� ������� &��� � �*�7�� A��# K� � �� 8���15�&8�
J��� ��)� B45&
�CK ���� �/ f : Y −→ X �� � �&��&� *�#�� � ������ ��)�7����
K1)�&*! G ���� &�� ��� ��� �F*�����

X(K) =
⊎

σ∈H1(K,G)

fσ(Y σ(K))

��# �& ��� ���

X(A)f =
⋃

σ∈H1(K,G)

fσ(Y σ(A))

��� �& �&����� X(K)� 3��� �&������� ��� #�A����&�

X(A)desc =
⋂
f

X(A)f

8���� f �*�� &��� ��� �&��&�� *�#�� ������ ��)�7���� K1)�&*!�� �� 7�/&��
8� ����

X(K) ⊆ X(A)desc ⊆ X(A).

D� ����� #��&�� 7� X(A)fin< X(A)fin−ab ��# X(A)con ��� ����&)&*�
���� &7�����# 7� ����������) f �& �&��&�� *�#�� A����< A���� �7����� ��#
�&������# ������ ��)�7���� )�&*!� ���!���������



�
� �	� �� ������

�##����� ������������ �� 4����� �������
"���� � /*���&���� &7���*���&� ���

X(K) ⊆ X(A)obs ⊆ X(A),

��# � �&��&� *�#�� A���� K1)�&*!

f : Y −→ X,

&�� ��� ��8��� #�A�� ��� ���

X(A)f,obs =
⋃

σ∈H1(K,G)

fσ(Y σ(A)obs)

�����/���)

X(K) ⊆ X(A)f,obs ⊆ X(A)obs ⊆ X(A).

6&8 7� )&��) &��� ��� �*�� f 8� )��

X(A)fin,obs =
⋂
f

X(A)f,obs

��#

X(K) ⊆ X(A)fin,obs ⊆ X(A)obs ⊆ X(A).

� B45&��C 45&�&7&)��&� #�A��� �� ���� 8�� ��� ���

X(A)fin,Br

��# �&����*��� � ������� X �*�� ����

X(A)fin,Br = ∅

7*�

X(A)Br = ∅.

@���� )������* #������� A����������

2�"���#� 4���� ������ ����
� ���� �*7�����&� 8� 8��� �-!���� �&8 ��� �&��&� &/ �&�&�&!� A-�#
!&���� 7� � !�&A���� )�&*! Γ A�� ���& ��� ������ &/ ?���� �&�&�&!�
���&��� ����&*)� 8� 8��� 7� !�������� ���������# �� ��� ���� 8���� Γ =

ΓK �� ��� �7�&�*�� "��&�� )�&*! &/ � A��# K< ���� &/ ��� �&����*���&��
��# &7�������&�� 8��� 7� ����# /&� � )������ !�&A���� )�&*!< ��# 8���
����� 7� !�������# �� ��� )������ /&��� 3�� ���#�� 8��� �&� �&�� �*��
7� ���*���) Γ = ΓK �����8�����
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=����� /�&� ��� !����&*� �����&� ��� ������ �&#�� ���*��*�� ��# ���
�&��� �&#�� ���*��*�� ����&#*��# 7� "&���� JB"&���CK &� ��� ����)&��
SetΔ

op

Γ &/ ���!������ J#�������K Γ1����� D� 8��� *�� ��� ����� ������ A1
7����&��a������ 8��5 �F*�������� /&� ��� ������ �&#�� ���*��*�� ��# A1
7����&�a8��5 �F*�������� /&� ��� �&��� �&#�� ���*��*��� �&A7����&�� ��
7&�� ���� ��� ���!�� ��G������ ��!��
�� �����&��# �� ["&���] ��� &!�����&� &/ J�&���K A7���� ��!��������

��� ���*���� 7� #&�� /*���&������< ����#��) � /*���&�

(•)fib : SetΔ
op

Γ −→ SetΔ
op

Γ .

L�� ���� #�A��� ��� �"���#� 7��� #����� &/ X �& 7� ��� A-�#
!&���� &/ Xfib< ����:

XhΓ def
=
(
Xfib

)Γ
.

4���� A7���� &7G���� ��� �� !�����*��� �������� A7���� &�� )��� ���� XhΓ

�� ��8��� � O�� ���!������ ���� � ��� 7� ��&8� ���� �/ �8& ��!� f, g :

X −→ Y ��#*�� ��� ���� ��! �� Holc
(
SetΔ

op

Γ

)
���� ��� ��#*��# ��!�

��

f∗, g∗ : X
hΓ −→ Y hΓ

��� ���!�������� �&�&�&!��� � !�����*��� ���� 8��� 7� ��*� /&� f, g 8����
��� ���!�������� �&�&�&!���
4���� 8� 8��� 7� 8&�5��) &��� 8��� �������� 7&*�#�# ���!������ ���� 8�

8&*�# ��5� �& ���� � �&�������� /&��*�� /&� ��� �&�&�&!� A-�# !&����
�� ���� ����� 6&�� ���� �/ S �� �������� A7���� ���� /&� ����� &!�� �&����
�*7)�&*! Λ�̃ΓK ��� �&����!&�#��) A-�# !&���� SΛ /&�� � O�� ���!������
���� D� ���� ���� ��� /&��&8��) /&��*��:

�����" 18�) ��� Y 
�  ��#������ Γ'��� -���� ����	�)��� ��#������

��� �� F�� ��� DΓ
fin ⊆ Ho

(
SetΔ

op

Γ

)

� ��� ���� ��
�����	) ������


) F� ����	���
�� �
I���� -���� 	� �����-��� H����� ���� ��� �� �

���#�	����# �� ����

π0
(
(Y)hΓ

)
� colim

E∈DΓ
fin

[E,Y]Γ

�� �� ������� Y �� ��� �������� ������� ���� ��� ��	#�� �� 
� 	�H���

��

π0
(
(Y)hΓ

)
� colim

Λ�̃Γ
[E(Γ/Λ),Y]Γ �

colim
Λ�̃Γ

[
E(Γ/Λ),YΛ

]
Γ
� colim

Λ�̃Γ
π0

((
YΛ
)h(Γ/Λ)

)
.



�
� �	� �� ������

D� #���� ��� !�&&/ &/ ���� /&��*�� J8���� �� �&�!������ ��#�!��#���
&/ ��� ���� &/ ���� ���!���K �& �����&� T4 J��� ����K�
6&8 ��� K 7� � �*�7�� A��# ��# X �� ��)�7���� ������� &��� K�

D� 8��� #��&�� 7� ΓK ��� �7�&�*�� "��&�� )�&*! &/ K ��# ��������� 7�
ΓL�̃ΓK ��� �7�&�*�� "��&�� )�&*! &/ � A���� "��&�� �-�����&� L/K�
+���� K1����&��� !&��� �� X �� � ��!

Spec (K) −→ X

�� Var/K� �!!����) ��� /*���&� Ét/K
�
8� )�� � ��!

Ét/K
�
(Spec (K)) −→ Ét/K

�
(X).

� &�#�� �& #�����7� ��!!��)� /�&� Ét/K
�
(Spec (K)) �& �&�� !�&1&7G���

8� ���# A��� �& *�#������# ��� !�&1&7G��� Ét/K
�
(Spec (K)) �����/�

D� ����� 8��� ��� ���!��� ���5 &/ #�����7��) ��� !�&1&7G���
Ét/K(Spec (K)): ��� ���� &/ A���� ?���� ��������� &��� Spec (K) ��� 7�
�#����A�# 8��� ��� ���� &/ A���� #������� ΓK1���� J��# �*�G������ ��!�
�� �&�����)�K ��� ��� /*��� /����/*� /*���&� π0/K � 3��� ����� ���� ���
/*���&� πΔop

/K ��#*��� � /*��� /����/*� ��7�##��) &/ I(Spec (K)) ���&

Ho
(
SetΔ

op

ΓK

)
8�&�� ��������� ���)� �&������ &/ ��� /*�� �*7����)&��DΓK

fin ⊆

Ho
(
SetΔ

op

ΓK

)
� � !�����*��� 8� ���� �� �F*�������� &/ ����)&����

π0/K : I(Spec (K))
∼−→ DΓK

fin.

6&8 /&� � !�&1A���� )�&*! Γ 8� 8��� #��&�� 7� EΓ ��� !�&1&7G���

EΓ
def
= {Ex∞(S)}S∈DΓ

fin
∈ ProHo

(
SetΔ

op

Γ

)
.

D� ���� ���� �� ��&�&�!���� &/ !�&1&7G����

Ét/K(Spec (K)) � E(ΓK).

� ���!�� �&�&����� &/ ���� &7�������&� !�*� /&��*�� ���� �� ��� /&��&81
��):

	�����!�� 18�* ��� YI = {Yα}α∈I ∈ ProHost
(
SetΔ

op

ΓK

)

� � �
I����

����

Hom
ProHost

(
SetΔ

op

ΓK

) (Ét/K(Spec (K)),YI

)
� lim

α∈I
π0
(
Y hΓK
α

)
.

D� �&8 8��� �& �&�!*�� EΓ� /&� � !�&1A���� )�&*! Γ� 4���� ���
�5����&�� &/ ��� ���!������ ���� �� EΓ ��� A���� ��� ����&� &/ Γ &� ����
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�!���A� �5����&� /���&�� ���&*)� � A���� F*&������ 3��� ����� ���� ���
����&� &/ Γ &� ���� &/ ��� �!���� &/ EΓ� /���&�� ���&*)� � A���� F*&�����
G = Γ/Λ /&� �&�� Λ�̃Γ�
6&8 /&� ����� �*�� G &�� ��� ��� O�� �&�������7�� �����8��� A����

���!������ Γ1��� EG = cosk0(G) 8��� ��� Γ1����&� )���� 7� !*����)
��� ����#��# G1����&�� 3��� Ex∞(EG) �!!���� �� ��� #��)��� &/ EΓ��
4���� ����� EG �� �������� A7���� �� � ���!������ Γ1��� J����� A-�# !&���
�!��� �� ������ ��!�� &� �F*�� �& ��� &/ EG< 8���� �� O��K ��� ��!
EG −→ Ex∞(EG) �#���� � ���!������ �&�&�&!� ������� Ex∞(EG) −→
EG 8���� �� *��F*� *! �& ���!������ �&�&�&!�� 3��� )���� � ��! ��
ProHo

(
SetΔ

op

Γ

)
:

ϕ : {E(Γ/Λ)}Λ�̃Γ −→ EΓ�.

D� ����� ���� ϕ �� ���*���� �� ���"��#��": ����� O�� �&�������7��
���!������ G1��� X �#���� � ��! EG −→ X 8���� �� *��F*� *! �& ���1
!������ �&�&�&!� J���� ��� 7� ���� *���) ��� !�&G������ �&#�� ���*��*��
&� ���!������ G1����K� 3���� ��!� A� �&)����� �& )��� �� ������� �& ϕ�
3��� A������ ��� �&�!*����&� &/ EΓ��
D� 8��� �& �&�!*�� ��� ��� &/ ��!� /�&�

Ét�(Spec (K)) ∼= E(ΓK)� ∼= {EGL}L/K

�& � !�&1&7G��� &/ ��� /&�� XI = {Xα}α∈I 8���� ���� Xα �� ��������
7&*�#�#� 2� #�A����&� ���� �&�!���� ��� �� ��� ���

lim
α

colim
L/K

[EGL,Xα]ΓK

8���� L/K �*�� &��� ��� A���� "��&�� �-�����&��< GL = ΓK/ΓL ��#
[X,Y]ΓK #��&��� ���!������ �&�&�&!� ������� &/ ��!�� 4���� ΓL ���7�1
����� EGL ���� �� ��� ���� ��

lim
α

colim
L/K

[
EGL,X

ΓL
α

]
GL

= lim
α

colim
L/K

π0

((
XΓL
α

)hGL
)

= lim
α
π0
(
XhΓK
α

)
8���� ��� ���� �F*����� �� &7�����# 7� �!!����) /&��*�� ���� �& ���
�������� 7&*�#�# ���!������ ΓK1��� Xα�
D� �*������� ��� �7&�� �&�!*����&� �� ��� /&��&8��) #�A����&�

(�7������ 18�- .�� XI = {Xα}α∈I ∈ ProHo
(
SetΔ

op

Γ

)
7� �� &71

G���� D� #�A�� ��� Γ1�"���#� 7��� #����� ��� &/ XI < #��&��# 7�



�
� �	� �� ������

XI

(
EΓ�
)
< �& 7�

XI

(
EΓ�
)
= lim

α
π0
(
XhΓ
α

)
.

/ Γ = ΓK �� ��� �7�&�*�� "��&�� )�&*! &/ � A��# K ���� 8� 8��� ���&
#��&�� ���� ��� 7� XI (hK)�

��"!�9 18�/ 6&�� ���� �/ ��� ��� ���!������ Γ1���� Xα ��� ��������
7&*�#�# ���� 8� ���� ��� ��&�&�!���� &/ ����

XI

(
EΓ�
)
� MapProHo(SetΔop

Γ )
(
EΓ�,XI

)
.

��"!�9 18�0 ��*���� &�� 8&*�# ��5� �& )�� � �&��&� &/ � �&�&�&!�
A-�# !&���� �#!�� 7� ��5��) �&�� 5��# &/ � #�����# �F*�������� ��!1
!��) �!��� /�&� � !&���� ���� &*� #�A����&� �!���� 7� &7�����# ����
8��< ��# �� !�����*��� 8� 8&�5 8��� � ��� 8���� �� )������ �� �&� ���
��� &/ �&������# �&�!&����� &/ �� *�#������) �!���� 3��� #�A����&� ��
����� �&� &!����� J��� /&� ��)  �&!&����&� ����K� � 7����� #�A����&� ���
7� )���� 7� *���) � �*���7�� �&#�� ���*��*�� J��� B24���CK� L���� �!1
!�&����� /&� � ;�&�����; #�A����&� &/ �*�� � �&��&� �!!��� �� BM*�
�C ��
8��� �� �� B,�
�C� $&8���� ����� #�A����&�� ��� ���� �&�������� /&� &*�
���#��
D��� 8� &��)������ 8�&�� ���� !�!�� 8� #�# �&� ���� �� &*� #��!&���

��� �&#�� ���*��*�� #�����7�# �� B24���C ��# ��*� 8� ��&�� �& 8&�5
8��� ��� ���� ;�&�����; �&��&�� D� 8��� !*7���� � �&#�� ���*��*��17���#
�����&� &/ ��� ���*��� �� ���� !�!�� �� ��� ���� /*�*��� � ��� ���� &��
��&*�# 7� �8��� ���� ��� �&#�� ���&����� �!!�&��� )���� ���� �& ��?��5
��� &7G����< 7*� �& ��� �!"� &7���*���&� ���� J��# �*�� �&�� ���)���
!�&&/�K�

D��� XI �� ��� ?���� �&�&�&!� ��!� &/ �� ��)�7���� ������� 8� *��
��� /&��&8��) �77�������&��

X(hK) = Ét�/K(X) (hK) = lim
U∈I(X),k∈N

π0

(
XhΓK

U ,k

)
��#

Xn(hK)= Étn/K(X) (hK) = lim
U∈I(X),k≤n

π0

(
XhΓK

U ,k

)
= lim
U∈I(X)

π0

(
XhΓK

U ,n

)
.

��"!�9 18�1 .�� X 7� � ���!������ Γ1���� 2� �&���#����) X �� �
!�&1&7G��� �� Ho

(
SetΔ

op

ΓK

)
�� � ������� 8�� 8� 8��� 8����

X
(
EΓ�
)
= π0

(
XhΓ
α

)
.
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D��� Γ = ΓK �� ��� �7�&�*�� "��&�� )�&*! &/ � A��# 8� 8��� *�� ���
�&����&�

X(hK) = X
(
EΓ�
)
.

4*��������) ��� #���*���&� �& /�� 8� ��� ���� /&� ����� 0 ≤ n ≤ ∞
8� )�� � ���*��� ��!

hn : X(K) −→ Xn(hK).

� �� *��/*� �& 5��! �� ���# ��� �&�� ������� �-��!��:

��""! 18$3

Spec (K)n (hK) = ∗ .

�	��� D� 5�&8 ���� Ét�/K(Spec (K)) ∼= {EGL}L/K 8���� L �*�� &���
��� A���� "��&�� �-�����&�� &/ K ��# GL �� ��� "��&�� )�&*! &/ L &��� K�
4���� ���� EGK �� O�� �&�������7�� ��# �������� 7&*�#�# 8� ��� ����

Spec (K)n (hK) = Spec (K)(hK) = lim
L/K

EGhΓL
∼= ∗ .

��"!�9 18$� 6&��&�� /&� �&�&�&!� A-�# !&���� /&� ����&� &/ !�&1
A���� )�&*!� &� !�&1�!���� 8��� ��*#��# 7� ,�*�5 ��# ��5��� �� B,�
�C
��# 7� M*��5 �� BM*�
�C� ,�*�5 ��# ��5���N� �!!�&��� �� �& !*� � �&#��
���*��*�� &� ��� ����)&�� &/ !�&1�!���� 8��� � !�&1A���� )�&*! ����&��
� M*��5N� 8&�5 &�� ��!����� !�&1�!���� 7� ���!������ !�&1����� 2&��
�!!�&����� *�� � �&#�� ���*��*�� �� &�#�� �& !�&#*�� � �&�&�&!� A-�#
!&��� �#!��< ��# �&� G*�� � ��� �� 8� ���� �� ��A����&� �����
� ���� !�!�� 8� 8&�5 8��� J� �������� �������&� &/K ��� ?���� �&�&�&!�

��!� 8���� �� � !�& &7G��� �� ��� �"���#� ����)&�� &/ �!����< ��# �&�
&/ �!����� $���� &�� ����&� �!!�� �& �� ������ &/ ��� ���&���� �7&��� �
&�#�� �& *�� ,�*�5 ��# ��5���N� �!!�&��� &�� 8&*�# ���# �& ��!����
��� ?���� �&�&�&!� ��!� 8��� ��� ?���� �&!&�&)���� ��!� J��� ,���#���#��
B,��	�CK 8���� �� � !�&1�!���� ������������� &�� ��� �&����� ��� ?����
�&!&�&)���� ��!� �& � ���!������ !�&1��� ��# *�� M*��5N� ���&���
3���� ��� �&�� #��87��5� /&� 8&�5��) 8���&*� � �&#�� ���*��*��� ,&�

�-��!��< &�� )��� &��� � �&�&�&!� A-�# !&���� ��� ��# �&� � �&�&�&!�
A-�# !&��� �!���� ,*������&��< 8� &��� !�&�� ���� ���� ��� �� ���������
*�#�� !�&18��5 �F*��������� 8��� ����� ���*�!��&�� ��# *���) ����
�#1�&� ��������� ����������



�
	 �	� �� ������

$&8����< 8&�5��) 8��� ��� J��������K ?���� �&�&�&!� ��!� ��� ��� �#1
�����)��� � &*� !�&&/� 8� ��8��� ��# *! ��������) &7G���� 8��� /��&�1
�7�� ;A��������; !�&!������ J��5� ��������� &��� �*�7�� A��#�K� 3�*�< /&�
&*� ���#� �� ���� !�!�� 8� /&*�# ��� ?���� �&�&�&!� ��!� �&�� �*���7��
���� ��� �/&�������&��# �&#�� ���*��*����
.�����< ��� 2����� ��# ��� ���&�# �*��&� JB24���CK #�A��# � ��8

�&#�� ���*��*�� 8���� �� �&�� �*���7�� /&� &*� ���#�� � #������# #�1
����!��&� &/ �&8 �& *�� ���� �&#�� ���*��*�� �� ��� �&���-� &/ ���� 8&�5
8&*�# 7� !*7�����# 7� ��� �*��&�� �� ��&���� ��������

p5!��� !�� ������ 2�"���#� 4���� ������
.�� K 7� � �*�7�� A��# ��# Kν � �&�!����&� &/ K� 3�� ������&����!
7��8��� � �*�7�� A��# ��# ��� �&�!����&�� 8��� 7� ��� 7���� &� 8����
8� 8��� �&����*�� &7���*���&��� 3& 7�)�� ��� *� #��&�� 7� Γν < ΓK ���
#��&�!&����&� )�&*!�
/ X �� � ���!������ ΓK1��� 8� ��� ���*����� �&���#�� �� �� � Γν ���

7� ����������) ��� ����&�� 3�� )�&*! Γν �� !�&1A���� �� 8��� ��# 8� ���
�!!�� "&���� ���&�� �& ��� � !�����*��� /&� ����� ��!���&�����) U −→ X

��# � ���*��� �*�7�� k 8� ��� �&���#�� XU ,k �� � ���!������ Γν1��� ��#
��5� ��� �&����!&�#��) �&�&�&!� A-�# !&����

XU ,k(hKν) = π0

(
XhΓν

U ,k

)
�� 8��� �� ��� ����� �� �� ��A����&� ����:

Xn(hKν) = lim
U ,k≤n

XU ,k(hKν).

��"!�9 18$� .�� X 7� � ���!������ ΓK1���� � �� 8��� 5�&8� ����
����� �*7)�&*! &/ � !�&1A���� )�&*! �� �F*�� �& ��� ����������&� &/ ���
&!�� �*7)�&*!� �&�������) ��� $���� /&� ����� Λ�̃Γν &�� )���

XΛ = colim
Λ<Λ′�̃ΓK

XΛ′ .

3��� ����� ���� �/ f : X −→ Y �� � ������ 8��5 �F*�������� &/ ���!������
ΓK1���� ���� f ��#*��� � ������ �F*�������� &/ ���!������ Γν1���� /&� �����
ν�

6&8 /&� ����� 0 ≤ n ≤ ∞ 8� )�� � ��!

hn : X(Kν) −→ Xn (hKν) .

3�5��) ���& ���&*�� ��� ��� �&�!����&�� &/ K 8� )�� � �&��*������
#��)���



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ �
�

X(K)
hn ��

loc

��

Xn(hK)

loc h,n

��∏
ν
X(Kν)

hn �� ∏
ν
Xn(hKν) .

6&�� ���� 8� �7*�� �&����&� ��# *�� hn /&� ��� ����&��� ����< ���
p1�#�� ���� ��# ��� !�&#*�� &/ p1�#��� �����
6&8 �&���#�� ��� ���(∏

ν

X(Kν)

)h,n
⊆
∏
ν

X(Kν)

)���� 7� ��� �������� (xν) ∈
∏
ν
X(Kν) �*�� ���� hn((xν )) ∈ im(loc h,n)�

6&�� ����

X(K) ⊆
(∏

ν

X(Kν)

)h,n
.

3�*� ��� �&�!����&� &/ �&��� ��# )�&7�� �&�&�&!� A-�# !&���� ��� 7�
*��# �& #�A�� &7���*���&�� ����� $&8����< 8��� ��*#���) ��� �&��� )�&7��
!�����!�� &� � ������� X &�� ���� ���� �� )������ �� �� 7����� �& 8&�5 8���
��� ��� &/ �#���� !&���� &�X(A) ������ ���� ��� ������ !�&#*��

∏
ν
X(Kν)�

4�������� 8� 8&*�# ��5� �& ��!���� ��� ���
∏
ν
Xn(hKν) 8��� �� ����&)&*�

��� Xn(hA)�
2�/&�� #�A���) �*�� � �&��&� /&� �� &7G��� �� ProHost(SetΔ

op

ΓK
) 8�

����� #�A�� �� /&� ��� �&�� ���!�� ���� &/ � ���!������ ΓK1����

(�7������ 18$$ .�� Kν 7� � �&�1�������#��� �&��� A��#< Iν �Γν ���
������� )�&*! ��#

Γurν = Γν/Iν

��� *�����A�# "��&�� )�&*!� .�� X 7� � ���!������ Γν1���� D� #�A�� ���
���!"�7�� ΓKν 1�&�&�&!� A-�# !&���� �& 7� ��� ���!������ ���

XhurΓν =
(
XIν
)hΓur

ν .

��"!�9 18$) � ��)�� &/ �����5 ���� 8� ��� ���� �/ f : X −→ Y ��
� ������ 8��5 �F*�������� &/ ���!������ ΓK1���� ���� f ��#*��� � 8��5
�F*�������� &/ ���!������ ����

XIν ∼−→ YIν



��
 �	� �� ������

��# �& � 8��5 �F*��������

XhurΓν ∼−→ YhurΓν .

D� 8��� �&� ���# ���� ���*�� �� ���� !�!���

(�7������ 18$* .�� K 7� � �*�7�� A��#< S � ��� &/ !����� &/ K ��#
X � ���!������ ΓK1���� D� #�A�� ��� ���������# !�&#*�� &/ S1�&�&�&!�
A-�# !&���� �!��� �& 7�

XhAS = hocolim
T

∏
ν∈T

XhΓν ×
∏

ν∈S\T
XhurΓν

8���� T �*�� &��� ��� ��� A���� �*7���� &/ S� D� ���& #��&��

X(hAs) = π0
(
XhAS

)
.

��"!�9 18$- 6&�� ���� �� � ���������# !�&#*�� &/ #������� ����X(hAs)
������� ��� ���������# !�&#*�� �&!&�&)��

4���� �&�&�&!� )�&*!� �&��*�� 8��� !�&#*��� ��# #������# �&������
8� )�� ����

πn
(
XhAS

)
=

′∏
ν∈S

πn
(
XhΓν

)
8��� ��� ���������# !�&#*�� �� ��5�� 8��� ���!��� �& ��� �*7����

im
[
πn

(
XhurΓν

)
−→ πn

(
XhΓν

)]
.

D��� S �� ��� ��� &/ ��� !����� 8� #��&�� X(hAs) ��# XhAS 7� X(hA)
��# XhA ���!��������� 4�������� 8��� S �� ��� ��� &/ ��� A���� !����� 8�
#��&�� X(hAs) ��# XhAS 7� X(hAf ) ��# XhAf ���!���������

(�7������ 18$/ .�� K 7� � �*�7�� A��#� .�� XI = {Xα}α∈I 7� �
!�&1ΓK1���!������ ���� D� #�A��

XI(hAs) = lim
α∈I

Xα(hAs).

� ��� ���� 8���� 8� ��� #�����) 8��� ��� ?���� �&�&�&!� ��!� &/ ��
��)�7���� ������� X &��� K 8� �77�������

Xn(hA) = Étn/K(X) (hA)

��#

X(hA) = X∞(hA).
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��""! 18$0 ��� K 
� ��#
�	 H��� �� X  ��	����) 
������ ΓK'

��#������ ���� ���� ��� ���	� #�

loc : X (hK) −→
∏
ν

X (hKν)

����	� ��	����  ���	� #�

f0 : X (hK) −→ X (hA) .

�	��� .�� L/K 7� A���� �-�����&� ��# TL �� ��� ��� &/ !����� &/ K ����
����/� L� 4���� /&� ν /∈ TL 8� ���� Iν < ΓL ����� �� � ���*��� ��!:

fL : XΓL −→
∏
ν∈TL

X×
∏
ν /∈TL

XIν .

6&8 ���� ��! ��#*��� � ��!

f : (XΓL)hGL −→
∏
ν∈TL

XhΓν ×
∏
ν /∈TL

(
XIν
)hΓur

ν .

2� !�����) �& �&�&�&!� �&����� &� L 8� )�� � ��!

f : XhΓK −→ XhA

��# 8� ��� ��&&�� f0 = π0(f)�

��""! 18$1 ��� Kν 
�  ���� H���, X  �	���) ���	 Kν �� U• −→
X � 1��� �)��	����	���� ���� ��	 ���	) n ≥ 0 ��� #�

h : X(Kν) −→ XU ,n (hKν)

�� ���������� 2-��	� X(Kν) ����	���  ���	� �������) �	�# ��� �������)

�� Kν �� XU ,n (hKν) �� ����	���4�

�	��� .�� x ∈ X(Kν) 7� � !&���� � �� ��&*)� �& A�# � ���)�7&��&&#
V &/ x �� X(Kν) J8��� ���!��� �& ��� Kν1�&!&�&)�K �*�� ���� /&� �����
y ∈ V 8� ���� h(x) = h(y)� �&���#�� x �� � ��!

x : SpecKν −→ X

��# ��� x∗(U) 7� ��� ��!���&�����) &/ SpecKν 8���� �� ��� !*��7��5
&/ U 7� x� 3�� *�#������) ���!������ ��� &/ Xx∗(U),n �� �&�������7�� ��#
����� XhΓv

x∗(U),n �� ���& �&�������7��� 3�� ��! x )���� � ��!

x̃ : Xx∗(U),n −→ XU ,n

�*�� ���� ��� ��#*��# ��!

x̃hΓv : XhΓv

x∗(U),n −→ XhΓv

U ,n



��� �	� �� ������

���#� XhΓv

x∗(U),n �& ��� �&������# �&�!&���� h(x)�
6&8 )���� ��� ?���� ��! f : U −→ X ��� ������ ,*����&� 3��&���

���*��� ���� ����� �� �� &!�� ���)�7&��&&# V &/ x �� ��� Kν1�&!&�&)�
�*�� ���� /&� ����� y ∈ V ����� �� � ���*��� "��&�� �F*�������� �#����A1
����&� &/ ��� A7���

Fy : f−1(x) −→ f−1(y).

3��� �#����A����&� ��5�� ��� !&��� �� f−1(x) �& ��� *��F*� !&��� ��
f−1(y) ������) 8��� �� �� ��� ���� �&������# �&�!&���� &/ f−1(V )�
3��� ����� ���� ����� �� �� &!�� ���)�7&��&&# VU ,n &/ x �� ��� Kν1

�&!&�&)� �*�� ���� /&� ����� y ∈ VU ,n ����� �� � ���*��� "��&�� �F*�����1
��� ��!

FU ,n : skn(x
∗(U)) −→ skn(y

∗(U)).

6&8 ����� /&� ����� y ∈ VU ,n ��� ��! x̃ /���&�� ���&*)� ��� ��! ỹ 8�
��� ���� x̃hΓv ��# ỹhΓv �*�� ���# �� ��� ���� �&������# �&�!&���� ��#
�& h(y) = h(x).

��""! 18)3 ��� X 
� � ���
	�� �	���) ���	  ��#
�	 H��� K ��

��� U• −→ X 
�  �)��	����	���� ���� ��� ���	� ���������� #�

X(A) −→
∏
ν

XU ,n (hKν)

����	� ��	����  ���	� ���������� #�

hU ,n : X(A) −→ XU ,n (hA) .

�	��� ,���� ��&&�� �&�� �&#�� /&� U• −→ X &��� Spec (Z),

(UZ)• −→ XZ,

���� ����� �-��� � A���� ��� &/ !����� T1 �*�� ���� ��� ��!� (UZ)m −→
XZ ��� ?���� &*���#� T1 m ≤ n+ 1� D� 8��� ��&8 ����

h(XZ(Oν)) ⊆ im
[
π0

(
XhurΓν

U ,n

)
−→ XU ,n (hKν)

]
/&� ���&�� ��� ν� ��&&�� �&�� A���� �-�����&� L/K �*�� ���� ΓL A-��
skn(XU ) ��# #��&�� 7� T0 ��� ��� &/ ����A�# !����� �� L�
�&���#�� �&8 � !���� ν /∈ T0 ∪ T1� 4���� ν /∈ T0 8� ����

XIν
U ,n = XU ,n.

$���� ��� 8� ���# �& ��&8 �� ���� ��� �&�&�&!� A-�# !&��� hn(x) �&���
/�&� � �&�&�&!� A-�# !&��� &/ ��� F*&����� )�&*! Γurν = Γν/Iν �
4���� ν /∈ T1 !*����) 7��5 UZ �& � !&��� x ∈ XZ(Oν) 8��� ����# �



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ ���

J�&�������7��K ���!������ ��� E ���� �� ���7�����# *! �& ����� n + 1 7�
�&�� *�����A�# �-�����&� &/ Kν � 3��� hn(x) �� ��� ���)� &/ ��� *��F*�
!&��� π0(EhΓν ) = ∗ �� XU ,n� 4���� E �� ���7�����# 7� Iν ���� �&�&�&!�
A-�# !&��� �&��� /�&� Γurν ��# 8� ��� #&���
3��� ����� ���� �� &�#�� �& !�&�� .���� ���
 �� 8��� 7� ��&*)� �&

!�&�� ��� /&��&8��) )������ ����� &� ��� 7�����&� &/ ��!� 7��8���
���������# !�&#*��� &/ �&!&�&)���� �!����:

��""! 18)� ���

{fλ : Xλ −→ Yλ}λ∈Λ


�  �#��) �� ���������� #�� �� ���������� ����� �� ���

{Oλ, Uλ}λ∈Λ


�  �#��) �� ���� ��
���� Oλ ⊆ Xλ, Uλ ⊆ Yλ�

����#� ��� f(Oλ) ⊆ Uλ ��	 �#��� �� λ� ���� ��� #�

FΛ =
∏
λ∈Λ

fλ :
∏
λ∈Λ

Xλ −→
∏
λ∈Λ

Yλ

�������  ���������� #�

FΛ :

′∏
λ∈Λ

Xλ −→
′∏

λ∈Λ
Yλ

-��	� ��� 	���	����� �	����� �� ���� -��� 	������ �� Oλ, Uλ 	����������)�

�	��� � �� ����� ����

FΛ

( ′∏
λ∈Λ

Xλ

)
⊆

′∏
λ∈Λ

Yλ.

$���� �� �� ��&*)� �& ��&8 ���� FΛ �� �&����*&*��
D� ���# �& ��&8 ���� �/ S ⊆ Λ �� � A���� ��� ��# {Aλ ⊆ Yλ}λ∈S ���

&!�� ���� ��� ���

(FΛ)
−1

⎛⎝∏
λ∈S

Aλ ×
∏

λ∈Λ \ S
Xλ

⎞⎠
�� &!�� ��

′∏
λ∈Λ

Xλ� .��

(xλ)λ ∈ (FΛ)
−1

⎛⎝∏
λ∈S

Aλ ×
∏

λ∈Λ \ S
Uλ

⎞⎠



��� �	� �� ������

��# ��� T ⊆ Λ 7� � A���� ��� �&�������) S �*�� ����

xλ ∈ Oλ, f(Oλ) ⊆ Uλ

/&� ����� λ ∈ Λ \ T � 6&�� ���� �*�� � ��� �-���� #*� ��� ���*�!��&�� &/
��� ������ �&���#�� ��� ���

Nx =
∏
λ∈S

f−1λ (Aλ)×
∏

λ∈T \ S
f−1λ (Uλ)×

∏
λ∈Λ \ T

Oλ.

� �� ����� ���� Nx �� �� &!�� ���)�7&��&&# &/ x ��# ����

Nx ⊆ (FΛ)
−1

⎛⎝∏
λ∈S

Aλ ×
∏

λ∈Λ \ S
Xλ

⎞⎠ .

3��� �&�!����� ��� !�&&/ &/ .���� ���
�

�� @�!�� 2�"���#� ������������
2� .���� ���
 ��# .���� ���	 8� ���� � �&��*������ #��)���

X(K)
hn ��

loc

��

Xn (hK)

loc h,n

��
X(A)

hn �� Xn (hA) .

6&�� ���� 8� �7*�� �&����&� ��# *�� hn /&� 7&�� ��� ����&��� ��#
�#���� ������
D� #��&�� 7� X(A)h,n ⊆ X(A) ��� ��� &/ �#���� !&���� 8�&�� ���)�

�� Xn (hA) ���� �� ��� ���)� &/ loc h,n� 6&�� ����

X(A)h,n =

(∏
ν

X(Kν)

)h,n
∩X(A) ⊆ X(A)

��# ���&

X(K) ⊆ X(A)h ⊆ · · · ⊆ X(A)h,2 ⊆ · · · ⊆ X(A)h,1 ⊆ X(A).

D� #��&�� X(A)h,∞ ���!�� 7� X(A)h� D� ���� ��� �������� &/ X(A)h

��� ��� &/ �"���#��!��� �!����!� #������

(�7������ 18)� D� ��� ���� ��� ���5 &/ K1����&��� !&���� �� X ��
�-!�����# 7� ���  �!�� �"���#� ����������� �/ ��� ��� X(A)h ��
��!���



/G ��#����) �
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�� @�!�� 2�"����� ������������
.�� ModΓ 7� ��� ����)&�� &/ #������� Γ1�&#*���� �&���#�� ��� �*)1
�����# /*���&�

Z : SetΓ −→ ModΓ

8���� ���&������ �& ��� Γ1��� A ��� /��� �7����� )�&*! ZA )�������# /�&�
A 8��� ��� ��#*��# "��&�� ����&�� 3�� �������� ��! A −→ {∗} #�A���
� ��! ZA −→ Z 8���� 8� 8��� ���� ��� ������ ��!� 6&�� ���� ���
���)� &/ ��� �*)�������&� ��! A −→ ZA ���� �� ��� �*7��� &/ ��������
&/ #�)��� 1�
,&� � ���!������ Γ1��� X 8� 8��� #��&�� 7� ZX ��� ���!������ Γ1�&#*��

&7�����# 7� �!!����) ��� Z /*���&� �����8���< ����

(ZX)n = Z(Xn).

3�� �������� ��! X −→ ∗ ��#*��� � ��! /�&� ZX �& ��� �&������
���!������ Γ1�&#*�� Z J���� �� ��� #������� ���!������ Γ1�&#*�� 8��� ���
������� ����&�K� 6&�� ���� �)��� ��� �������� �� ��� ���)� &/ ��� �*)1
�������&� ��! ���� #�)��� 1�
3�� �&�&�&!� )�&*!� &/ ZX ��� 7� ���*����� �#����A�# 8��� ��� �&1

�&�&)� &/ X ��# ��� �*)�������&� ��! ��#*��� ��� $*��8��� ��!

π∗(X) −→ π∗(ZX) = H∗(X).

D� ����� ��/�� �& ��� �*)�������&� ��! �� ��� $*��8��� ��! �� 8����
D� ��� �&8 �&���#�� ��� Z1������� &/ ��� /*���&� Ét/K �!!����) ���

Z /*���&� &� ���� ���!������ ��� �� ��� #��)���:

ZÉt/K = {ZXU}U∈I(X).

�� 7�/&�� 8� !��/�� �& 8&�5 8��� 7&*�#�# ���!������ Γ1���� ��# �& 8�
��!���� ���� &7G��� 7� ���  &����5&� �&8��

(ZÉt/K)n = {Pk(ZXU )}U∈I(X),k≤n

�� 8��� �� ��� /*��  &����5&� �&8��

(ZÉt/K)� = (ZÉt/K)∞ = {Pk(ZXU )}U∈I(X),k∈N.

,&� ����� 0 ≤ n ≤ ∞ 8� ���� � ���*��� �����/&�����&�

Étn/K(X) −→ (ZÉt/K)n(X)



��� �	� �� ������

��# �& 8� ��� �&���#�� ��� �&��*������ #��)���

X(K)
hn ��

��

Xn (hK) ��

loc h,n

��

XZ,n (hK)

loc Zh,n

��
X(A)

hn �� Xn (hA) �� XZ,n (hA)

8����

XZ,n (hK) = ((ZÉt/K)n(X))(hK)

��#

XZ,n (hA) = ((ZÉt/K)n(X))(hA).

D� ��� ���� �� �#���� !&���

(xν) ∈ X(A) =
′∏
ν

X(Kν)

�� �5�"������!��� �!����!� �/ ��� ���)� �� XZ,n (hA) �� ����&���< ����
�� �� ��� ���)� &/ loc Zh,n� D� #��&�� 7� X(A)Zh,n ⊆ X(A) ��� ��� &/
n1�&�&�&)������ ����&��� !&����� D� ���& #��&��

X(A)Zh = X(A)Zh,∞.

(�7������ 18)$ D� ��� ���� ��� ���5 &/ K1����&��� !&���� �� X ��
�-!�����# 7� ���  �!�� �"����� ����������� �/ ��� ��� X(A)Zh ��
��!���

,�&� ��� �7&�� #���*���&� 8� ����#������ ��� ���� 8� ���� ��� /&�1
�&8��) #��)��� &/ ����*��&��

X(A)Zh �
� �� · · · �

� �� X(A)Zh,2 �
� �� X(A)Zh,1 �

� �� X(A)

X(K) �
� �� X(A)h

��

��

� � �� · · · �
� �� X(A)h,2 �

� ��
��

��

X(A)h,1
��

��

��# �& ��� ?���� n1�&�&�&)� &7���*���&� �� �� )������ 8��5�� ���� ���
?���� n1�&�&�&!� &7���*���&��

�� ������ 2�#���������� A������
� 8��� �&������� 7� �&�������� �& �&���#�� ��� ��/&�����&� &7�����#
/�&� � ���)�� ��!���&�����)� .�� X 7� �� ��)�7���� ������� &��� K ��#

Ét�/K(X) = {XU ,n}U∈I(X),n∈N



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ ���

,&� ���� ��!���&�����) U ∈ I(X) ��# n ∈ N 8� ��� �&���#�� ��� #��)���

X(K)
hU,n ��

��

XU ,n (hK)

loc U,n
��

X(A)
hU,n �� XU ,n (hA) .

D� #��&�� 7� X(A)U ,n ��� ��� &/ �#���� !&���� (xν) ∈ X(A) 8�&�� ���)�
�� XU ,n (hA) �� ����&��� J���� �� �� ��� ���)� &/ loc U ,nK�
4�������� 8� ��� �&���#�� ��� #��)����

X(K)
hZU,n��

��

ZXU ,n (hK)

loc ZU,n
��

X(A)
hZU,n�� ZXU ,n (hA) .

D� #��&�� 7� X(A)ZU ,n ��� ��� &/ �#���� !&���� (xν) ∈ X(A) 8�&��
���)� �� ZXU ,n (hA) �� ����&��� J���� �� �� ��� ���)� &/ loc ZU ,nK�

6&�� ���� /&� ����� &7G��� {Xα}α∈I ∈ ProHo
(
SetΔ

op

Γ

)
��# �����

α0 ∈ I 8� ���� � ���*��� ��!

{Xα}α∈I −→ Xα0 .

3�*�

X(A)h,n ⊆ X(A)U ,n

��#

X(A)Zh,n ⊆ X(A)ZU ,n

/&� ����� ��!���&�����) U• −→ X �

@���� !���	* �� 5��	����

3�� /&��&8��) �� � �*����� &/ ��� �&����&� 8�N�� *��# �& /�� /&� ��!�
/�&� !&���� �& �&����!&�#��) �&�&�&!� A-�# !&�����

h : X(K) −→ X(hK),

hn : X(K) −→ Xn(hK),

hU : X(K) −→ XU (hK),

hU ,n : X(K) −→ XU ,n(hK),



��	 �	� �� ������

hZ : X(K) −→ XZ(hK),

hZ,n : X(K) −→ XZ,n(hK),

hZU : X(K) −→ ZXU (hK),

hZU ,n : X(K) −→ Pn(ZXU )(hK).

D� 8��� �7*�� �&����&� ��# *�� ��� �-��� ���� �&����&� /&� ��� �#����
�����&�� &/ ��� &/ ����� ��!��

=�! ?������� �	+�� ��	�� ,�� �����	�	�� "����

.�� Γ 7� � !�&1A���� )�&*!� D� ����� 8��� ��� 7���� ����*������ ���&���
��)��#��) �&�&�&!� A-�# !&���� &/ ���!������ Γ1���� �� "&����N �&#��
����)&��:

�����" 18)) ��� Y 
�  ��#������ Γ'��� -���� ����	�)��� ��#������

��� �� F�� ��� Dfin ⊆ Ho
(
SetΔ

op

Γ

)

� ��� ���� ��
�����	) ������


) F� ����	���
�� �
I���� -���� 	� �����-��� H����� ���� ��� �� �

���#�	����# �� ����

π0
(
(Y)hΓ

)
� colim

E∈Dfin

[E,Y]Γ.

�� �� ������� Y �� ��� �������� ������� ���� ��� ��	#�� �� 
� 	�H���

��

π0
(
(Y)hΓ

)
� colim

Λ�̃Γ
[E(Γ/Λ),Y]Γ �

colim
Λ�̃Γ

[
E(Γ/Λ),YΛ

]
Γ
� colim

Λ�̃Γ
π0

((
YΛ
)h(Γ/Λ)

)
.

�	��� D� *�� � /&������� #����&!�# 7� 2�&8� �� B2�&��C �����# � �!��5
���� �� 7��!�� ��<����� 3��� �� � �&��&� &/ � ����)&�� 8��� 8��5 �F*��1
������� ��# A7����&�� �����/���) ������� !�&!������ J��� B2�&��C !�)��
��
1���K�
D� 8��� �!!�� ���� /&������� �& �� �-��!�� ����&)&*� �& &�� �!!���1

��) �� [2�&��] �����/: ��� C ⊆ SetΔ
op

Γ 7� ��� /*�� �*7����)&�� �&�������) &/
���!������ Γ1���� 8�&�� *�#������) ���!������ ��� �� O��� D� 8��� #������
� �&�!���� �� C �& 7� � A7����&� �/ �� ��#*��� � O�� A7����&� &� ���
*�#������) ���!������ ���� ��# � 8��5 �F*�������� �/ �� ��#*��� � 8��5
�F*�������� &� ��� *�#������) ���!������ ��� J�& �� !�����*��� 8��5 �F*��1
������� �� C �&����#� 8��� ��&�� &/ ��� �&��� �&#�� ���*��*��K� � ��� 7�



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ ���

��&8� ���� ����� ��&���� ��#&8 C 8��� ��� ���*��*�� &/ � ����)&�� 8���
A7���� &7G�����
6&8 ��� X,Y 7� �8& ���!������ Γ1���� ��# ��� ϕ : X′

∼−→ X 7� � 8��5
�F*�������� J8��� ���!��� �& ��� �&��� �&#�� ���*��*��K� .�� g : X′ −→ Y

7� � ��!� 3��� ����� �-���� � *��F*� ��! h : X −→ Yfib �*�� ���� ���
�F*���

X′
g ��

ϕ

��

Y

f
��

X
h �� Yfib

�&��*��� *! �& ���!������ �&�&�&!�� 3��� )���� *� � ��! &/ ����

[X′,Y]Γ −→
[
X,Yfib

]
Γ

/&� ����� 8��5 �F*�������� ϕ : X′
∼−→ X� 6&8 3��&��� 1 �� B2�&��C

�!!���# �& C J��5��) ���& ���&*�� �����5 5 &� !�)� 427 &/ B2�&��CK
����#� ��� /&��&8��): �/ X ��# Y ��� �� C< ��# �/ 8� ��5� ��� �&����� &���
��� 8��5 �F*��������� ϕ : X′

∼−→ X �� C< ���� ��� ���*����) ��!

colim
ϕ:X′ ∼−→X

[X′,Y]Γ −→
[
X,Yfib

]
Γ

�� ���*���� �� ��&�&�!���� &/ �����
� !�����*��� �/ 8� #��&�� 7� D ⊆ Ho

(
SetΔΓ

)
��� /*�� �*7����)&�� &/

O�� �&�������7�� ���!������ Γ1���� ���� 8� )�� �� ��&�&�!���� &/ ����

colim
E∈D

[E,Y]Γ
�−→
[
∗,Yfib

]
Γ
= π0

((
Yfib

)Γ)
= π0

(
YhΓ

)
.

3��� �&����� �� ��#�-�# 7� � ����)&�� 8���� �� � 7�� �&& 7�) /&� &*�
!*�!&���< 7*� ���� !�&7��� ��� ������ 7� ���#�#:

��""! 18)* ��� ��
�����	) Dfin ⊆ D ���������� �� �
I���� -����

	� �����-��� H���� �� ��H���

�	��� D� ���# �& ��&8 ���� ����� &7G���E ∈ D �#���� � ��! E′ −→ E

8���� E′ ∈ D �� � �����8��� A���� O�� �&�������7�� ���!������ Γ1���� D�
8��� �&����*�� E′ ��#*������� �� /&��&8�: ��� E′−1 = ∅ ��# f−1 : E′−1 −→
E ��� *��F*� ��!� D� 8��� �-���# {E′−1} �& �� ���������) /����� &/
���!������ Γ1����

E′−1 ⊆ E′0 ⊆ ... ⊆ E′n ⊆ ...

�*�� ���� E′n �� �� n1#������&��� �����8��� A���� ���!������ Γ1��� ��#
��� ��! E′n ↪→ E′n+1 �� ��� ����*��&� &/ ��� n1�5����&�� ,*������&�� ���



��
 �	� �� ������

���!������ ��� E′n 8��� 7� (n− 1)1�&������# �� ��� /&��&8��) �����: �����
��! ∂Δm −→ E′n 8��� m ≤ n �-���#� �& Δm� 3��� 8��� )*������� ����

E′ =
⋃
n

E′n

�� � O�� �&�������7�� �����8��� A���� ���!������ Γ1���� ,*������&�� 8�
8��� �&����*�� � �&�!���7�� /����� &/ �F*�������� ��!�

fn : E′n −→ E

8���� 8��� ��#*�� &�� 7�) �F*�������� ��! E′ −→ E�
6&8 ��� n ≥ −1 ��# �*!!&�� fn : E′n −→ E �� �7&�� ��� �����#�

7��� �&����*���#� D� 8��� #�����7� ��� �&����*���&� &/ E′n+1� ,���� /&� �
7���� ���!������ ��� X ��# � ���!������ Γ1��� Y 8� 8��� #��&�� 7�

YX = HomSetΔ(X,Y)

��� ��� &/ ��!� &/ ���!������ ���� /�&� X �& Y� 3�� ����&� &/ Γ &� Y

��#*��� �� ����&� &/ Γ &� YX ���#����) �� � Γ1��� J���� ��� ��� ���7�������
��� &!�� 7���*�� X �� A����K�
6&8 �&���#�� ��� Γ1���

A = E′∂Δ
n+1

n ×E∂Δn+1 EΔn+1

.

3��� ��� !������������ �&��*������ #��)���� �� ��� ����)&�� &/ ���!��1
���� ���� &/ ��� /&��

∂Δn+1

��

�� E′n

fn

��
Δn+1 �� E .

4���� E �� O�� �&�������7�� ��� ��! A −→ E′∂Δ
n+1

n �� ���<������� 4����
E′n �� �����8��� A���� ��� ��� E

′∂Δn+1

n �� A����< �& 8� ��� ��&&�� � A����
�*7��� A′ ⊆ A �*�� ���� ��� ���������# ��!

A′ −→ E′∂Δ
n+1

n

�� ����� �*�G������ J������ ���� ��� ��� &�7��� �� A ��� A����K� 3��� 8�
)�� &�� 7�) �&��*������ #��)��� &/ ���!������ Γ1���� ��# �,���!��!��
��!�

∂Δn+1 ×A′

��

�� E′n

fn

��
Δn+1 ×A′ �� E



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ ���

��# 8� #�A�� E′n+1 �& 7� ��� !*��&*� &/ ��� #��)���

∂Δn+1 ×A′

��

�� E′n

Δn+1 ×A′

8���� �#���� � ���*��� �F*�������� �-�����&�

fn+1 : E′n+1 −→ E

&/ fn� 4���� A′ �� A���� E′n+1 �� ����� �����8��� A����� ,*������&�� �����
��� ��! A′ −→ E′∂Δ

n+1

n �� �*�G������ 8� ��� ���� ����� ��! ∂Δn+1 −→
E′n+1 �-���#� �& ��� &/ Δ

n+1� 3��� A������ ��� !�&&/ &/ ��� ������

D� �&8 )�� ��� A��� #�����# /&��*��:

colim
E∈Dfin

[E,Y]Γ ∼= π0
(
YhΓ

)
.

6&8 /&� ����� A���� F*&����� G = Γ/Λ /&� Λ�̃Γ 8� ��� �&���#�� EG
�� � ���!������ Γ1��� 8��� ��� ����&� ��#*��# /�&� ��� ����&� &/ G� 3���
EG �� O�� �&�������7�� ��# �����8��� A����< ���� EG ∈ Dfin� D� ����
���� � ��! &/ ����

FY : colim
Λ�̃Γ

π0

((
YΛ
)h(Γ/Λ)

)
∼= colim

Λ�̃Γ
[E(Γ/Λ),Y]Γ −→

colim
E∈Dfin

[E,Y]Γ ∼= π0
(
YhΓ

)
.

D� 8��� A���� ��� !�&&/ 7� ��&8��) ���� �/ Y �� ���� ��# �������� 7&*�#�#
���� FY �� �� ��&�&�!���� &/ �����
.�� n 7� 7�) ��&*)� �& ���� πn

(
YΛ
)
= 0 /&� ��� Λ�̃Γ� 3��� ��� ��!

Y −→ Pn(Y)

�� � ������ 8��5 �F*��������� 6&�� ���� 7&�� ��� #&���� ��# ���)� &/ FY

��� ��������� *�#�� ������ 8��5 �F*�������� �� Y< �& �� 8��� 7� ��&*)� �&
!�&�� ��� ���&��� /&� Pn(Y)� D� 8��� ����� 7� ��&8��) ���� FPn(Y) ��
�*�G�������
.�� g : E −→ Pn(Y) 7� � ��!� 3��� g /���&��

E −→ Pn(E)
g′−→ Pn(Y).

4���� E ∈ Dfin �� �� �� !�����*��� ���� ��# �& Pn(E) �� �-�������< ����
��� ����&� &/ Γ &� Pn(E) /���&�� ���&*)� � A���� F*&����� G = Γ/Λ�



��� �	� �� ������

,*������&�� Pn(E) �� ���& O�� �&�������7�� �& �� �#���� � G1�&�&�&!�
A-�# !&���< ���� � ��!

h : EG −→ Pn(E).

3�� /��� ���� �*�� � ��! �-���� ��"#����!��� ��� 7� ���� 7� *���) ���
!�&G������ �&#�� ���*��*�� &� ���!������ G1����� 6&8 ��� �&�!&����&�

EG
h−→ Pn(E)

g′−→ Pn(Y)

��#

g : E −→ Pn(Y)

7&�� /���&� ���&*)� g′ ��# �& ��!������ ��� ���� ������� ��

colim
E∈Dfin

[E,Y]Γ.

3��� ����� ���� FPn(Y) �� �*�G������� 6&8 �&���#�� � #��)���

E
p1 ��

p2

��

E(Γ/Λ1)

f1

��
E(Γ/Λ2)

f2 �� Pn(Y)

8���� �&��*��� *! �& ���!������ �&�&�&!�< ���� f1 ��# f2 ��!������ ���
���� ������� �� colimE∈Dfin

[E,Y]Γ� 4���� Pn(E(Γ/Λi)) = E(Γ/Λi) 8�
)�� ���� ���� #��)��� /���&�� ���&*)� � #��)���

Pn(E)
p′1 ��

p′2
��

E(Γ/Λ1)

f1

��
E(Γ/Λ2)

f2 �� Pn(Y)

8���� ���& �&��*��� *! �& ���!������ �&�&�&!� ����� 8� ���� � ��!

Pn(E)× I
∼−→ Pn(E)× Pn(I) ∼= Pn(E× I).

6&8 ����� �-���� � Λ3 ⊆ Λ1 ∩ Λ2 �*�� ���� ��� ����&� &/ Γ &� Pn(E)

/���&�� ���&*)� Γ/Λ3� 4���� Pn(E) �� O�� �&�������7�� �� �#���� � ��!
h : E(Γ/Λ3) −→ Pn(E)�  *����) ��� #��)��� 7� h 8� &7���� � ��8
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#��)���

E(Γ/Λ3)
p′1 ��

p′2
��

E(Γ/Λ1)

f1

��
E(Γ/Λ2)

f2 �� Pn(Y)

8���� �&��*��� *! �& ���!������ �&�&�&!�� 3��� ��&8� ���� g1, g2 ��!1
������ ��� ���� ������� ��

colim
Λ�̃Γ

[E(Γ/Λ),Y]Γ

��# �& FPn(Y) �� ��G������� 3��� A������ ��� !�&&/ &/ ��� ���&����

���#� /&� �����) �� �-!����� /&��*�� 8� 8&*�# ���& ��5� �& ���� � �&�1
����� �&�!*����&� ��#< �� ��� /&�� &/ � �!������ ��F*����� 3�� /&��&8��)
���&��� �!!���� �� ��� !�!�� &/ "&���� B"&���C:

�����" 18)- ��� X 
�  
������ ��#������ Γ'��� �� ��� x ∈ X 
�

 H:�� ����� �� Γ� ���� ���	� �:����  �����	� ��5����� �� ������� ����

Ers,t ⇒ πt−s
(
XhΓ, x

)
���� ���

E2
s,t
∼= Hs(Γ, πt(X, x)).

��"!�9 18)/ D��� 8� 8����H∗(Γ, A) /&� Γ !�&A���� 8� ��8��� ����
.!���� �&�&�&�&)�� � B"&���C "&���� *��� ��� �&����&� H∗Gal(Γ, A) /&�
���� �&��&�� ,&� ���!������ &/ �&����&� 8� ��&�� �& &��� ��� Gal �*7����!��
6&�� ���� 8��� Γ �� � A���� )�&*!< "��&�� �&�&�&�&)� �&����#�� 8���
��)*��� )�&*! �&�&�&�&)��

��"!�9 18)0 3�� �7&�� �!������ ��F*���� �� &/ ��� /&�� *��# �&
�&�!*�� �&�&�&!� )�&*!� &/ �&�&�&!� ������� � �� �&���������# �� ���
#&���� t ≥ s − 1 ��# ��� #�>�������� drs,t )&�� /�&� Ers,t �& E

r
s+r,t+r−1�

D� ���� �*�� �!������ ��F*����� $.1�!������ ��F*������

D� 8��� �& #�&! ��� ���*�!��&� ���� X ��� �� ���*�� A-�# !&���
��# ��!���� �� 7� ��� ���*�!��&� ���� X �� O�� ��# �#���� � �"�5
��#� 7��� #����� ,�&� 3��&��� ���� ���� ��!���� ��� �-������� &/ ��
�F*�������� ��!

f : E −→ X

/&� �&�� O�� �&�������7�� ���!������ Γ1��� E� D� ��� ���� ��5� ���
�&A7�� Cf ��# �-���# ��� ����&� &/ Γ �& ���



��� �	� �� ������

4���� E �� �&�������7�� ��� ��! X −→ Cf ��#*��� � �&�&�&!� �F*���1
����� &/ ��� *�#������) ���!������ ���� ��# �& �� � 8��5 �F*��������� 3���
����� ���� f ��#*��� � 8��5 �F*�������� XhΓ −→ ChΓf � 2*� Cf ��� ��
���*�� A-�# !&��� ��# �& 8� ��� *�� "&����N 3��&��� &� �� ��# &7����
��� #�����# �!������ ��F*�����
��&���� ��!��� &/ �&�&�&!� A-�# !&���� /&� A���� )�&*!� �� ���� &/

����������� ������ .�� G 7� � A���� )�&*! �����) &� � ���!������ ���
X� D� 8��� �& 5�&8 8������ ����� �-���� � �&�&�&!� A-�# !&����
4*!!&�� /&� ���!������ ���� X �� � 7&*�#�# O�� ���!������ ��� ��# ���

n 7� �*�� ���� X � Pn(X)� 3��� 8� ��� ��#*�� ��� F*����&� &/ 8������
X ��� � �&�&�&!� A-�# !&��� �& ��� F*����&� &/ 8������ Pn(X) ��� �
�&�&�&!� A-�# !&���� D� ���� �&���#�� ��� ��F*���� &/ ���!������ G1����
��# �F*�������� ��!�

Pn(X) −→ Pn−1(X) −→ ... −→ P0(X)

D� ��� ���� 7���5 ��� �&�1��!������ F*����&� &/ XhG ���& � A����
�*�7�� &/ ���)��: /&� ����� i = 0, ..., n 8� ��� ��5 8������ Pi(X)hG ��
�&�1��!��� 6&�� ���� Pi(X)hG �� �&�1��!�� �/ ��# &��� �/ π0

(
Pi(X)hG

)
�� �&�1��!��< �& 8� ��� 8&�5 8��� ���� ������# &/ �!�����
,&� i = 0 8� ���� P0(X) = π0(X) ��# �&

π0
(
P0(X)hG

)
= P0(X)hG = π0(X)G

�� G*�� ��� ��� &/ G1��������� �&������# �&�!&������ 6&8 )���� � G1
��������� �&������# �&�!&���� x0 ∈ π0

(
P0(X)hG

)
&�� ��� ��5 �/ �� ��/��

�& �� ������� x1 ∈ π0
(
P1(X)hG

)
� 3��� ���*��� �� � ��&�� �-��� ��F*����

1 −→ π1(X, x0) −→ H −→ G −→ 1

8���� π1(X, x0) ���� #��&��� ��� /*�#������� )�&*! &/ ��� �&�!&����
&/ X �&����!&�#��) �& x0 J��&&���) #�>����� 7��� !&���� �� ��� ����
�&������# �&�!&���� 8��� ���# �& ��&�&�!��� ��&�� �-��� ��F*�����K�
L7���*���&� ���&�� ���� ����� *� ���� ���� ��F*���� �!���� �/ ��# &��� �/
x0 ��/�� �& π0

(
P1(X)hG

)
�

6&8 �*!!&�� 8� ���� �� ������� x1 ∈ π0
(
P1(X)hG

)
��# ��� p1 ∈ x1

7� � !&���� 6&�� ���� p1 �� � �&�&�&!� A-�# !&���< ��# �&� �� ���*��
!&���� $&8����< ����� �� ���&#�� � ��! /�&� � �&�������7�� �!��� �&
P1(X) 8� ��� ����� *�� �� �� �/ �� 8��� � 7��� !&��� /&� !*�!&��� &/
�&�&�&!� )�&*!�< ���� 8� ��� 8����

πn(X, p1).
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,*������&�� p1 7������ ��5� � G1��������� 7��� !&��� ��# �& 8� ��� *��
�� �& #�A�� �� ����&� &/ Γ &� ���� πn(X, p1)�
L7���*���&� ���&�� ���� !�&���#� �� /&��&8�: ��� xi−1 ∈ π0

(
Pi−1(X)hG

)
7� �� �������< ��� x1 ∈ π0

(
P1(X)hG

)
7� ��� ���)� ��# ��� p1 ∈ x1 7� �

!&���� 3��� &�� &7����� �� &7���*���&� �������

oxi−1 ∈ Hi+1(G, πi(X, p1))

8���� �� ������� �/ ��# &��� �/ xi−1 ��/�� �& π0
(
Pi(X)hG

)
�

6&8 �&���#�� ��� ���� &/ � !�&1A���� )�&*! Γ� .��X 7� � 7&*�#�# O��
���!������ Γ1���� 3��� ����� �� �� n �*�� ���� ��� ��! X −→ Pn(X) ��
� 8��5 �F*��������� $���� �� �7&�� 8� ��#*�� ��� F*����&� &/ ��!������
&/ XhΓ �& ���� &/ Pn(X)hΓ 8���� �� �*�� ���#� �& � ��F*���� &/ ��/���)
!�&7���� ��� ��� ��F*���� &/ ���!������ Γ1����

Pn(X) −→ Pn−1(X) −→ ... −→ P0(X).

D� �&8 ����� ���� ��� &7���*���&� ���&�� �7&�� )���������� �& ���
!�&1A���� ���� 7� ��!�����) ��� )�&*! �&�&�&�&)�

Hi+1(G, πi(X, p1))

8��� .!���� ���"�����

Hi+1(Γ, πi(X, p1)).

D� 8��� !�&�� ���� ���� /&� ��� ���� i ≥ 2� 6&�� ���� �� ���� ���� �
�&�&�&!� A-�# !&��� x ∈ Pi−1(X)hΓ )���� �� ������� �� P1(X)hΓ 8����
�� �7&�� ��� ��� �� � Γ1��������� 7��� !&��� ��# #�������� �� ����&� &/
Γ &� ��� ��� �&�&�&!� )�&*!� &/ X� 3�� ���� i = 1 8��� 7� #���� 8��� ��
�*7�����&� TT����� J��� 3��&��� ���	K�

���#������� 18)1 ��� X 
�  
������ �:������� ��	����) H
	�� ��#���'

��� Γ'���� ��� xi−1 ∈ π0
(
Pi−1(X)hΓ

)
2i ≥ 24 
�  ��#����) H:�� �����

��#������, x1 ∈ π0
(
P1(X)hΓ

)
��� �#�� �� p1 ∈ x1  ������ ����

���	� �:���� � �
��	������ �� ��� &���� ����#����) �	���

o(xi−1) ∈ Hi+1(Γ, πi(X, p1))

-���� ����� �� �� ���) xi−1 ����� �� � ���#��� xi ∈ π0
(
Pi(X)hΓ

)
�

�	��� 4���� X �� �-������� ����� �-���� � Λ�̃Γ �*�� ���� ��� ����&� &/ Γ
&� X /���&�� ���&*)� Γ/Λ� 4���� X �� 7&*�#�# Pi−1(X) ��# Pi(X) ���



��� �	� �� ������

�������� 7&*�#�# ��# �& 8� ��� �!!�� /&��*�� ���� �& )��

π0
(
Pi−1(X)hΓ

)
= colim

Λ′�̃Γ
π0

((
Pi−1(X)Λ

′)h(Γ/Λ′))
= colim

Λ′⊆Λ,Λ′�̃Γ
π0

(
Pi−1(X)h(Γ/Λ

′)
)

��# ���������

π0
(
Pi(X)hΓ

)
= colim

Λ′⊆Λ,Λ′�̃Γ
π0

(
Pi(X)h(Γ/Λ

′)
)
.

.�� Λ1 ⊆ Λ 7� �*�� ���� xi−1 �&��� /�&� π0
(
Pi−1(X)h(Γ/Λ1)

)
� 3��� 8�

8��� �& 5�&8 �/ ����� �-���� � Λ2 ⊆ Λ1 �*�� ���� ��� ���)� &/ xi−1 ��

π0

(
P
h(Γ/Λ2)
i−1

)
��/�� �& π0

(
P
h(Γ/Λ2)
i

)
� ,�&� ��� &7���*���&� ���&�� �� ���

A���� ���� 8� 5�&8 ���� ���� �� �F*������� �& ��� ��������) &/ � �������
&7���*���&� �������

oΛ2(xi−1) ∈ Hi+1(Γ/Λ2, πi(X, p1)).

$���� 8� ��� ���� xi−1 ��/�� �& π0
(
P hΓi
)
�/ ��# &��� �/ oΛ2 = 0 /&� ��"�

Λ2�
6&8 ���� �*�� oΛ2(xi−1) #�A��� J��� ����K �������

o(xi−1) ∈ Hi+1(Γ, πi(X, p1)) = colim
Λ2⊆Λ,Λ2�̃Γ

Hi+1(Γ/Λ2, πi(X, p1)
Λ2)

= colim
Λ2⊆Λ,Λ2�̃Γ

Hi+1(Γ/Λ2, πi(X, p1))

��# o(xi−1) �������� �/ ��# &��� �/ oΛ2 �������� /&� �&�� Λ2< �& 8� ���
#&���

��"!�9 18*3 � �� �&� ���# �& ��&8 ���� *�#�� ��� ���� ���*�!��&��
/&� ����� xi−1 ∈ Pi−1(X)(hA) ����� �-���� �� &7���*���&�

o(xi−1) ∈ Hi+1(A, πi(X, p1)),

8���� �������� �/ ��# &��� �/ xi−1 ��/�� �& Pi(X)(hA)< 8���� Hi+1(A,−)
�� ��� �*���7�� �&��&� &/ ���������# !�&#*�� &/ �&��� �&�&�&�&)���� D�
����� )��� �� �-��� #�A����&� &/ � )�����������&� &/ ���� �&��&� �� T���
�

6&�� ���� �/

f : X1 −→ X2

�� � 8��5 �F*�������� &/ ���!������ ΓK1���� ���� ��� ��#*��# ��!

fhΓK : XhΓK
1 −→ XhΓK

2



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ ���

�� � 8��5 �F*��������� D� 8��� � ������� !�&!���� �& �&�# /&� �#����
�&�&�&!� A-�# !&����� 3��� 8��� ��F*��� ��� �##���&��� ���*�!��&� ����
��� �!���� ��� ����:

�����" 18*� ���

f : X1 −→ X2


�  -�� �5�������� �� ���� �� 
������ ��#������ ΓK'����� ���� ���

������� #�

fhA : XhA
1 −→ XhA

2

��  -�� �5���������

�	��� D� ����� 8��� �8& ������ 8���� )��� � �&������&� 7��8��� ���
�&���������� &/ f ��# ��� �&����!&�#��) �&���������� &/ fhΓK ��# fhA �

��""! 18*� ����#� ��� ΓK ��  �	�'H���� �	��� �� H���� ��	���

2���'��	���4 ����#������� ��#������ d �� ���

f : X1 −→ X2


� � n'��������� #� �� 2H����4 ���� 
������ ��#������ ΓK'����� ����

��� ������� #�

fhΓK : XhΓK
1 −→ XhΓK

2

�� (n− d)'����������

�	��� �&���#�� ��� �&����!&�#��) �!������ ��F*����� Ers,t, F
r
s,t� ,�&�

&*� ���*�!��&� ��� ��!

E2
s,t −→ F 2

s,t

�� �� ��&�&�!���� /&� t ≤ n� 4���� ��� #�>�������� drs,t )&�� /�&� (s, t)

�& (s+ r, t+ r − 1) 8� ��� ���� �/ t− s ≤ n− d ���� ��� ��!

Ers,t −→ F rs,t

������� �� ��&�&�!���� /&� ��� r�

��""! 18*$ ��� K 
� ��#
�	 H��� S  ��� �� ����� �� K ��� ����

��� ������ ��� 	�� ������ ���

f : X1 −→ X2


� � n'��������� #� �� ���� 
������ ��#������ ΓK'����� ���� ���

������� #�

f : XhAS
1 −→ XhAS

2



��	 �	� �� ������

�� (n− 3)'����������

�	��� 4���� X1,X2 ��� ���� ����� �-���� � A���� "��&�� �-�����&� L/K
�*�� ���� ΓL ���7������ ��� (n+ 1)1�5����&� &/ 7&�� X1 ��# X2� .�� T0
7� ��� A���� ��� &/ !����� ��� ����A�� �� L� 3��� �/ ν ∈ T0 8� )�� ���� Iν
���7������ ��� (n+ 1)1�5����&� &/ 7&�� X1 ��# X2� 3�*� /&� ����� A����
��� &/ !����� T0 ⊆ T ⊆ S 8� ���� ���� ��� ��!�

fν : X1 −→ X2, ν ∈ T

��#

fν : XIν
1 −→ XIν

2 , ν /∈ T

��� n1�&������#� 3�*� 7� .���� ���� 8� )�� ���� ��� ��!�

fν : XhΓν
1 −→ XhΓν

2 , ν ∈ T

��#

fν : (XIν
1 )hΓ

ur
ν −→ (XIν

2 )hΓ
ur
ν , ν /∈ T

��� (n− 3)1�&������#� 3����/&�� ��� ��!

∏
ν

fν : hocolim
T0⊆T⊆S

∏
ν∈T

XhΓν
1 ×

∏
ν∈S\T

XhurΓv
1 −→

hocolim
T0⊆T⊆S

∏
ν∈T

XhΓv
2 ×

∏
ν∈S\T

XhurΓν
2

�� (n− 3)1�&������#�

D� �&8 �&�!���� ��� !�&&/ &/ ��� ���&���� ���&�� 7� S∞ ��� A����
��� &/ �������#��� !����� �� S ��# ���

Sf = S\S∞.

D� )��

XhAS

i = X
hAS∞
i ×X

hASf

i

��# ����� S∞ �� A����<

X
hAS∞
i =

∏
ν∈S∞

XhΓν

i .

3& �&���*#� 8� ���� ����

f : X
hAS∞
1 −→ X

hAS∞
2



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ ���

�� � 8��5 �F*�������� ��# 7� .���� ����

f : X
hASf

1 −→ X
hASf

2

�� � 8��5 �F*��������� 3��� ����� ����

f : XhAS
1 −→ XhAS

2

�� � 8��5 �F*���������

	�����!�� 18*) �� ��## /�>? -� #) 	����� ��� ���#����� ���

X �� ��	����) 
������ -��� ��� ���#����� ��� X �� 
������, ��� �� K ��

��#
�	 H��� �� X  
������ ΓK'��#������ ��� ���� ��� ���	� #�

loc : X (hK) −→
∏
ν

X (hKν)

����	� ��	����  ���	� #�

f0 : X (hK) −→ X (hA) .

�	��� � ��)�� &/ 3��&��� ���� ��# .���� ���	 �� �� ��&*)� �& ��&8
���� ����� 7&*�#�# ΓK1���!������ ��� �� 8��5�� �F*������� �������� �& �
7&*�#�# ΓK1���!������ ���� �#��#< �/X �� 7&*�#�# ���� /&� ���)� ��&*)�
n ��� ��!

X→ Pn(X)

�� � 8��5 �F*��������< ��# Pn(X) �� ��8��� �������� 7&*�#�#�

��""! 18** ��� Γ 
�  �	�'H���� �	��� �� ���

X1 −→ X2 −→ X3


�  ��#����) H
	���� ��5����� �� ��#������ Γ'����� ����

XhΓ
1 −→ XhΓ

2 −→ XhΓ
3

��  ��#����) H
	���� ��5����� �� ��#������ �����

�	��� ,���� �&�� ���� 8� ��� ����)� ��� ��! X2 −→ X3 �& � A7����&�
X̃2 −→ X3 �� ��� �&��� �&#�� ���*��*�� 8���&*� ����)��) ��� �&�&�&!�
��!��� 6&8 ��� A7����&� �� ��� �&��� �&#�� ���*��*�� �� ���& � O�� A7��1
��&� ��# ��*� ��� A7�� &/ ��� ��! X̃2 −→ X3 �� ����#��#�� �F*�������
�& X1� $���� 8� ��� ���*�� ����

X1 −→ X2 −→ X3

�� � A7����&� ��F*���� &/ ���!������ Γ1���� �� ��� �&��� �&#�� ���*��*��
��# ��� ����� /&��&8� /�&� ��� /��� ���� XhΓ �� ��� #�����# ��!!��)
�!��� /�&� ��� �������� &7G��� �& X�



��
 �	� �� ������

	�����!�� 18*- ��� K 
�  ��#
�	 H��� �� ���

X1 −→ X2 −→ X3


�  ��#����) H
	���� ��5����� �� ���� ��#������ ΓK'����� ����

XhA
1 −→ XhA

2 −→ XhA
3

��  ��#����) H
	���� ��5����� �� ��#������ �����

�	��� 2� �!!����) Pn /&� ���)� ��&*)� n �� �� ��&*)� �& !�&�� ����
8��� ��� Xi ��� �-�������� 6&8 ��5� S �& 7� � A���� ��� &/ !����� �*��
���� ��� ��� XiN� ��� *�����A�# &*���#� S� 6&8 �/ T �� ��� A���� ��� &/
!����� �*�� ���� S ⊆ T ���� 7� .���� ����∏
ν∈T

XhΓν
1 ×

∏
ν /∈T

XhurΓν
1 −→

∏
ν∈T

XhΓν
2 ×

∏
ν /∈T

XhurΓν
2 −→

∏
ν∈T

XhΓν
3 ×

∏
ν /∈T

XhurΓν
3

�� � �&�&�&!� A7����&� ��F*����� 6&8 7� !�����) �& ��� ����� ��# *�1
��) ��� /��� ���� #����� �&�&�&!� �&������ !������� �&�&�&!� A7����&�
��F*����� J�� ���� �&��*�� 8��� A���� �&�&�&!� ������K 8� )�� ����

XhA
1 −→ XhA

2 −→ XhA
3

�� � �&�&�&!� A7����&� ��F*�����

(�7������ 18*/ D� ����� ��� ���� � �&��*������ #��)���

A ��

��

B

��
C �� D

�� ��� ����)&�� &/ ���� �� ��"�5	!�����!�< �/ ��� ��!

A −→ B ×D C

�� &��&�

���#������� 18*0 ��� K 
�  ��#
�	 H��� �� ��� X 
� � �:�������


������ ��#������ ΓK'���� ���� ��� ��##������ ���	#

X(hK)

��

�� P2(X)(hK)

��
X(hA) �� P2(X)(hA)

�� ��#�'!	������



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ ���

�	��� D� ����� A��� !�&�� ��� !�&!&����&� /&� ��� ���� ���� X �� 21
�&������#� � ���� ���� P2(X) �� �&�������7�� ��# ��*� ��� ����� �� ��1
#*��# �& ��� /&��&8��) �����

��""! 18*1 ��� K 
� ��#
�	 H��� �� X 
�  2'��������� �:�������


������ ��#������ ΓK'���� ���� ��� #� loc : X(hK) −→ X(hA) ��

��	I������

�	��� ,���� 8� 8��� ��&8 ���� �/ X(hK) = ∅ ���� X(hA) = ∅ �� 8����
4���� X �� �-������� ��# 7&*�#�# 8� ��� *�� ��� &7���*���&� ���&��
#�����7�# �7&�� J��� ����K�
4���� X �� 21�&������# ��� &7���*���&�� /��� �� ��� )�&*!�

Hi+1(K,πi(X)),

Hi+1(A, πi(X)),

/&� i ≥ 3 J�&�� ���� ����� P1(X) �� �&�������7�� 8� ��� �*!!���� ��� 7���
!&���K� 4���� ��� ��!

Hi+1(K,A) −→ Hi+1(A, A)

�� �� ��&�&�!���� /&� i ≥ 2 ��# ����� A���� �&#*�� A J��� B0��
�C<
3��&��� 4.10 J�KK 8� )�� ���� �/ X(hK) �� ��!�� ���� �& �� X(hA)�
6&8 ���*�� ���� X(hK) = ∅� D� ����� !�&�� ���� ��� ��!

loc : X(hK) −→
∏

X(hKν)

J��# ��*� ��� ��! loc : X(hK) −→ X(hA)K �� �*�G������� 4����X(hK) =
∅ 8� ����

∏
X(hKν) = ∅ ��# �& 8� ��� *�� ��� �!������ ��F*���� /�&�

3��&��� ����� .�� p ∈ XhΓK 7� � ��&��� 7��� �&�&�&!� A-�# !&����
3�� ����� 8��� /&��&8 7� ����/*��� �������)����) ����� �!������ ��1

F*������ D� ����� #��&�� 7� Ers,t(K) ��� �!������ ��F*���� ���� �&�1
���)�� �& πt−s

(
XhΓK , p

)
��# 7� Ers,t(Kν) ��� �!������ ��F*���� ����

�&����)�� �& πt−s
(
XhΓν , pν

)
� D� ���& #��&�� 7�

∏
ν
Ers,t(Kν) ��� !�&#1

*�� �!������ ��F*���� J�����X �� 7&*�#�# ��� �!������ ��F*���� �&���!���
�/��� � A���� �*�7�� &/ !�)��� 3��� /��� �&)����� 8��� ��� �-������� &/
!�&#*��� ���*��� ����

∏
ν
Ers,t(Kν) �� ��#��# � �!������ ��F*���� ��# ����

�� �&����)�� �& ��� !�&#*��
∏
ν
πt−s

(
XhΓK , pν

)
K� �&���#�� ��� ��! &/

�!������ ��F*�����

loc rs,t : E
r
s,t(K) −→

∏
Ers,t(Kν).



��� �	� �� ������

3��� ��! �&����)�� �&

loc t−s : πt−s
(
XhΓν , p

)
−→

∏
ν

πt−s
(
XhΓν , pν

)
.

6&8 ����� /&� � A���� �&#*�� M ��# k ≥ 3 &�� ���

Hk(K,M) ∼=
∏
ν

Hk(Kν ,M)

8� ��� ���� loc 2
s,t �� �� ��&�&�!���� /&� t ≥ 3� 4���� X �� 21�&������#<

loc 2
s,t �� ���& �� ��&�&�!���� /&� 0 ≤ t ≤ 2� $���� �� !�����*��� �� �� ��

��&�&�!���� &� ��� ����� t − s = 0 ��# t − s = −1� D� ����� *�� ���
/&��&8��) �����:

��""! 18-3 �� f rs,t : E
r
s,t −→ F rs,t �� #� �� ��'�����	� ��5������

���� ��� f2
s,t �� ��I������ �� ��� ���� t− s = d �� ��	I������ �� ��� ����

t− s = d+ 1 ���� ��� �#� �� �	�� ��	 �� f rs,t�

�	��� 2� ��#*���&� &� r ��# � ���!�� #��)��� ������

6&8 ����� X �� 7&*�#�# ��� �!������ ��F*����� Ers,t(K),
∏
Ers,t(Kν)

�&���!�� �� �&�� !�)� r ��# 8� )�� ���� ��� ��!

loc∞t,t : E
∞
t,t(K) −→

∏
E∞t,t(Kν)

�� �*�G������ /&� ��� t ≥ 0� $����

loc 0 : π0
(
XhΓK , p

)
−→

∏
ν

π0
(
XhΓK , pν

)
�� ���& �*�G�������

D� ����� �&8 !�&�� ��� ����� �� ��� ���� &/ � )������ X� .��

((aν), x0) ∈ X(hA)×P2(X)(hA) P2(X)(hK)

7� � )������ !&���� .�� Λ�̃ΓK 7� �*�� ���� x0 ��� 7� ��!�������# 7� �
ΓK �F*�������� ��! E(ΓK/Λ) −→ P2(X)� D� )�� � #��)��� &/ �-�������
�������� A7���� ���!������ ΓK1����:

E(ΓK/Λ)

��
X �� P2(X)

D� #��&�� ��� �&�&�&!� !*��7��5 &/ ���� #��)��� 7� X〈2〉� 6&�� ����
X〈2〉 �� 21�&������# ��# �-������� ��# ���� ��� ��F*����

X〈2〉 −→ X −→ P2(X)



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ ���

�� � �&�&�&!� A7����&� ��F*���� &/ �-������� �������� A7���� ���!������
ΓK1����� $���� 7� �!!����) .���� ���� ��# �&�&����� ���� 8� )�� ���
/&��&8��) �&��*������ #��)��� 8��� �-��� �&8�

X〈2〉(hK)

loc 1

��

p �� X(hK)

loc 2

��

c2 �� (P2(X)(hK), x0)

loc 3

��
X〈2〉(hA) p �� X(hA)

c2 �� (P2(X)(hA), loc 3(x0))

8���� ��� �&����&� (A, a) ����� ���� ��� ������� a ∈ A �� ��� ��*����
������� �� ��� !&����# ��� A� 6&8 �����

c2((aν)) = loc 3(x0)

����� �� �� ������� (bν) ∈ X〈2〉(hA) �*�� ���� p((bν)) = (aν)� 6&8 7�
.���� ���� ����� �� �� ������� k0 ∈ X〈2〉(hK) �*�� ���� loc 1(k0) =

(bν)� D� #��&�� k1 = p(k0) ��# )��

c2(k1) = c2(p(k0)) = x0

��#

loc 2(k1) = loc 2(p(k0)) = p(loc 1(k0)) = p((bν)) = (aν).

6&8 /�&�  �&!&����&� ���	 8� ����#������ )�� ��� /&��&8��) �8& �&�&�1
�������

	�����!�� 18-� ��� K 
�  ��#
�	 H���, X/K  �#���� �	���) ��

U −→ X � �)��	����	���� ���� ��	 ���	) n ≥ 2 -� ���

X(A)U ,n = X(A)U ,2,

X(A)ZU,n = X(A)ZU ,2.

	�����!�� 18-� ��� K 
�  ��#
�	 H���, X/K  �#���� �	���) ��

U −→ X  �)��	����	��� ���� ��� XU �� ��#��) ���������� ����

X(A)U ,n = X(A)ZU ,n

��	 ���	) n ≥ 0�



��� �	� �� ������

=�$ ��� �	�	�� ��������� �������

� ���� �����&� 8� 8��� !�&�� � ���&��� ���� 8��� 7� ���� ���!/*� ��
��������) &*� ����&*� &7���*���&���

�����" 18-$ ��� K 
�  ��#
�	 H���, XI = {Xα}α∈I ∈
ProHo

(
SetΔ

op

ΓK

)
���� ��� ��� Xα �� H����, 
������ �� �:�������� ���

(xν) ∈ XI(hA) 
� � ����� ��#����) H:�� ������ ���� (xν) �� 	�����

�� �� ���) �� ��� �#�� �� ��� Xα(hA) �� 	������

�	��� 4���� �� ������� ������ &/ �&�1��!�� A���� ���� ��� � �&�1��!��
������� ����� J��� .���� ����K �� �� ��&*)� �& ��&8 ����:

���#������� 18-) ��� K 
�  ��#
�	 H��� �� ��� X 
� � �:�������

H���� 
������ ��#������ ΓK'���� ���� ��� #�

locX : X(hK) −→ X(hA)

�� H���� �	�'�#���� ���� ��	 ���	) (xν) ∈ X(hA) ��� ��� locX
−1((xν ))

�� H�����

�	��� 4����

X(hA) ⊆
∏
ν

X(hKν)

8� ��� 8&�5 8��� ���� !�&#*�� ������# &/ X(hA)�
,���� �&�� ���� ��� ���&��� �� ������� �/ ������ &/ ��� ���� �� ��!��� /

7&�� &/ ���� ��� �&�1��!�� 8� ��� *�� ��� �!������ ��F*���� &/ ���&���
���� �� &�#�� �& �&�!*�� ����� .�� p ∈ XhΓK 7� � 7��� �&�&�&!� A-�#
!&����
3�� !�&!&����&� 8��� /&��&8 7� ����/*��� �������)����) ����� �!������

��F*������ D� ����� #��&�� 7� Ers,t(K) ��� �!������ ��F*���� ���� �&�1
���)�� �& πt−s

(
XhΓK , p

)
��# 7� Ers,t(Kν) ��� �!������ ��F*���� ����

�&����)�� �& πt−s
(
XhΓν , pν

)
� �&���#�� ��� ��! &/ �!������ ��F*�����

loc r : Ers,t(K) −→
∏

Ers,t(Kν).

3��� ��! �&����)�� �&

loc t−s : πt−s
(
XhΓK , p

)
−→

∏
ν

πt−s
(
XhΓK , pν

)
.

D� ��� ���������# �� ��� �&�!&����� 8���� �&����7*�� �& π0 �& 8�
8&*�# ��5� �& *�#������# ��� !��1���)�� &/ ��� ��!�

loc∞t : E∞t,t(K) −→
∏

E∞t,t(Kν).



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ ���

4����X �� 7&*�#�# ����� )�&*!�a!&����# ���� ��� ������� /&� ���)� ��&*)�
t� ,&� ��� ���� &/ ��� tN� 8� 8��� !�&�� ��� /&��&8��):

���#������� 18-* ��� #��

loc∞t : E∞t,t(K) −→
∏
ν

E∞t,t(Kν)

��� H���� �	�'�#��� ��	 �� t ≥ 0�

2�/&�� 8� 7�)�� ��� !�&&/ ��� *� �-!���� �&8 ���� !�&��� ���� ���
!��1���)� &/ (xν) �� A����< ����  �&!&����&� �����
6&�� ��� E∞t,t ����� ��� !&����# ���� 8���� A���� ��� ��� π0

(
XhΓK

)
��

� 8�� 8���� 8� #�����7� 7��&8� 3�� �#�� �� �& *�� ���� A������&� &� ���
!��1���)� locX

−1((xν )) &/ �&�� ((xν)) ∈ X(hA)� D� 8��� ���*�� ����
locX

−1((xν)) �� ��A���� ��# )�� � �&����#����&� *���) ���� A������&��
=����� ���� �� &�#�� �& �&����*�� ��� �!������ ��F*���� 8� ��# �&

��&&�� �&�� �&�&�&!� A-�# !&��� p ∈ XhΓK < 8���� 8� ���� ��� �!��
#���� &/ ��� �!������ ��F*����� D� !��5 �� �& ���� ��� �&������# �&�!&1
���� x ∈ π0

(
XhΓK

)
�� �� locX

−1((xν))�
3�� A��� A������&� ��! �� ��� ��!

f0 : π0
(
XhΓK

)
−→ E∞0,0 ⊆ H0(ΓK , π0(X))

8���� ���&������ �& ����� �&�&�&!� A-�# !&��� ��� ��������� �&������#
�&�!&���� &/X 8���� �� ���� ��� 6&�� ���� ��� &/ locX

−1((xν )) �� ��!!�#
�& ��� �&������# �&�!&���� &/ X 8���� ((xν )) ��!� �&< ��# �& ����
A������&� ���! �� ������� 8��� ���������# �& locX

−1((xν ))�
6&8 /&� ��&�� �&�&�&!� A-�# !&���� 8���� ��� ��!!�# �& ��� ����

�&������# �&�!&���� �� x 8� )�� ��� ��-� A������&� ��!

f1 : f−10 (f0(x)) −→ E∞1,1 ⊆ H1(Γ, π1(X)).

6&8 �/ 8� �������� ���� A������&� ��! �& locX
−1((xν)) 8� )�� ���� �����

���)� *�#�� f1 ���� �� ��� �!!�&!����� !��1���)� &/ ��� ��!

loc∞1 : E∞1,1(K) −→
∏

E∞1,1(Kν).

,�&�  �&!&����&� ���� �*�� � !��1���)� �*�� 7� A����� $���� �/
locX

−1((xν)) �� ��A���� ���� ����� �-���� � A7�� &/ f1 8���� ��� ��
��A���� ����������&� 8��� locX

−1((xν))� .�� F ⊆ locX
−1((xν)) 7� ����

A7��� 3��� 8� ��� ���*�� 8���&*� �&�� &/ )��������� ���� x ∈ F �
6&8 ����� ��� ��� �������� �� F �)��� &� ��� A��� �8& A������&� ���!� ��

/&��&8� /�&� ��� )������ �&����*���&� &/ ��� �!������ ��F*���� ���� �/ 8�
����)� ��� 7��� !&��� p �& ��� &���� 7��� !&��� �� F ���� ��� �!������



��� �	� �� ������

��F*���� 8��� 7� ��&�&�!���� 3��� ��5�� ��� ������#�� &/ ��� ���!� &/
��� A������&� ��#�!��#��� &/ p�
�&����*��) &�< 8� ���� A������&� ��!�

ft : f
−1
t−1(ft−1(x)) −→ E∞t,t.

,&� t ≥ 2 ����� ��� �7����� )�&*!� ��# �������� &/ locX
−1((xν)) ���

��!!�# �& ��� 5����� &/ ��� ��! loc∞t < 8���� �� A���� 7�  �&!&����&�
�����
$���� 8� ��� �&����*� ��� !�&���� &/ ��&&���) ��� ��A���� A7�� ����

���� ��# ���*�� ���� x �� �� ���� ��A���� A7��� 4���� X �� 7&*�#�# �����
8��� 7� &��� � A���� �*�7�� &/ A������&� ���!� ��# ����� ��� �!������
��F*���� 8��� �& �&�)�� ����)� 8��� 8� ����)� x 8����� ��� ��A����
A7�� 8� )�� /�&�  �&!&����&� ���� ��� #�����# �&����#����&��
D� �&8 A���� ��� !�&&/ &/ 3��&��� ���� 7� !�&���)  �&!&����&� �����

�	��� �� �	��������� /�38 ,&� t = 0 �&�� ���� ��� ��!

E2
0,0(K) −→

∏
E2

0,0(Kν)

�� ��G������ ��# ��*� �& �� ��� ��!

E∞0,0(K) −→
∏

E∞0,0(Kν).

,&� t > 2 ��� ��� E2
t,t(K) = Ht(K,πt(X)) �� A���� ��# �����/&�� ��� ���

E∞t,t(K) �� A����� ,&� t = 1 8� ���� ���� E∞1,1 ⊆ E2
1,1 �& �� �� ��&*)� �&

��&8 ���� ��� ��!

loc 2 : E2
1,1(K) −→

∏
E2

1,1(Kν)

��� A���� !��1���)��� 3��� �� ��� ��!

loc π1 : H1(K,π1(X)) −→
∏
ν

H1(Kν , π1(X)).

3�� /��� ���� ���� ��! ��� A���� !��1���)�� �!!���� /&� �-��!�� ��
2&���14���� B24���C T��
D� ����� �&8 !�&�� ��� ���*�� /&� t = 2� D� ����

E∞2,2 ⊆ E2
2,2/d

2
(
E2

1,0

)
.

�&���#�� A��� ��� ��!

loc 2
2,2 : E2

2,2(K) −→
∏

E2
2,2(Kν)

8���� �� ��� ��! &/ �7����� )�&*!�

loc π2 : H2(K,π2(X)) −→
∏
ν

H2(Kν , π2(X))



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ ���

��# ��� 5����� &/ ���� ��! �� X2(π2(X)) 8���� �� A���� ����� π2(X) ��
A���� J��� 0���� B0��
�C 3��&��� ���
K�
$���� �� &�#�� �& ��&8 ���� loc∞2,2 ��� A���� 5����� �� �� ��&*)� �&

��&8 ����

d2 :
∏

E2
1,0(Kν) −→

∏
E2

2,2(Kν)

��� A���� ���)�� 6&8 /&� ���� ν ��� )�&*!

E2
1,0(Kν) = H0(Γν , π1(X))

�� A���� 7���*�� π1(X) �� A���� ��# �& �� �� ��&*)� �& ��&8 ���� /&�
���&�� ��� ν ��� ��!

d2 : E2
1,0(Kν) −→ E2

2,2(Kν)

�� ��� ���& ��!� 3��� �� �������# �� ��� /&��&8��) �����:

��""! 18-- ��� X 
�  ΓK'��#������ ��� ���� ��� ��� 3'��������

X3 �� ��
��� �� 
) ��#� ���� ��
�	��� ΓL ⊆ ΓK -��	� L/K ��  H����

&���� �:�������� ���� �� ν ��  ���� �� K -���� �� ���'	#�H�� �� L,

��� ��L�	�����

d2 : E2
1,0(Kν) −→ E2

2,2(Kν)

��  �	��

�	��� 3�� ����&� &/ ��� )�&*! Γν &� X3 /���&�� ���&*)� ��� )�&*! Γurν �
6&8 �&���#�� ��� ���*��� ��!�

X
hΓur

ν
3

f1−→ XhΓν
3

f2−→ XhΓν .

.��

F rs,t(K
ur
ν ), F rs,t(Kν), E

r
s,t(Kν)

7� ��� �!������ ��F*����� �&����)��) �& πt−s
(
X
hΓur

ν
3

)
, πt−s

(
XhΓν

3

)
��#

πt−s
(
XhΓν

)
���!��������� 3��� 8� ���� �&����!&�#��) ��!� &/ �!������

��F*�����

F rs,t(K
ur
ν )

fr
1−→ F rs,t(Kν)

fr
2−→ Ers,t(Kν).

D� #��&�� 7� f2
3 = f2

2 ◦ f2
1 � 6&8 ���

a ∈ E2
1,0(Kν) = H0(Γν , π1(X)).

4���� ��� ��!

π1(X3) −→ π1(X)



��	 �	� �� ������

�� �� ��&�&�!���� ��# ��� ����&� &� π1(X3) /���&�� ���&*)� Γurν 8� ���
����

f2
3 : H0(Γurν , π1(X3)) −→ H0(Γν , π1(X))

�� �� ��&�&�!����� 3��� ����� ���� ����� �-���� �

b ∈ H0(Γurν , π1(X3)) = F 2
1,0(K

ur
ν )

�*�� ���� f2
3 (b) = a �

6&8 ����� Γurν ��� �&�&�&�&)���� #������&� � ��# π2(X3) ∼= π2(X) ��
A���� 8� ����

F 2
2,2(K

ur
ν ) = H2(Γurν , π2(X3)) = 0

��# �����/&�� d2(b) = 0� $����

d2(a) = d2(f2
3 (b)) = f2

3 (d
2(b)) = f2

3 (0) = 0

�� ��F*���#�

3��� �&�!����� ��� !�&&/ &/  �&!&����&� ����

3��� �&�!����� ��� !�&&/ &/  �&!&����&� ����

3��� �&�!����� ��� !�&&/ &/ 3��&��� �����

	�����!�� 18-/ ��� X 
�  �#���� ���
	�� �	���) ���	  ��#
�	

H��� K� ���� ��	 ���	) 0 ≤ n ≤ ∞ ��� ��

X(A)h,n =
⋂
U ,k≤n

X(A)U ,k,

X(A)Zh,n =
⋂
U ,k≤n

X(A)ZU ,k.

����) �&�&����� ���� 8� ���� )�� ��� /&��&8��) ��!&����� �&���*��&�:

	�����!�� 18-0 ��� K 
�  ��#
�	 H��� �� X/K  �#���� �	���)�

���� ��	 ���	) 2 ≤ n ≤ ∞ -� ���

X(A)h,n = X(A)h,2,

X(A)Zh,n = X(A)Zh,2.

� !�����*���< ��� �&�&�&!� ��# �&�&�&)� &7���*���&�� ��#��� ����
�� �� 25�����!���� �� ��  �!�� �"���#� ��#��



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ ���

=�& ����	�� ��� ?������� �	+�� ��	��

.�� G 7� � A���� )�&*! �����) &� � �!��� X� 3��� �� �� 5�&8� ���� ���
�!��� &/ �&�&�&!� A-�# !&���� XhG = [EG,X ]G �� ���*����� �F*�������
�& ��� �!��� &/ �����&�� &/ ��� ������/���) ��!

p : XhG −→ BG

8����

XhG = (X ×EG)/G

�� ��� �&�&�&!� F*&������ � !�����*��� ��� F*����&� &/ �-������� &/ �
�&�&�&!� A-�# !&��� ��� 7� ���������# �& ��� F*����&� &/ �-������� &/ �
�����&� �& p�
� ���� �����&� 8� 8��� #���*�� ��� )�����������&� &/ ���� �����������

�!!�&��� �& ��� ���� &/ !�&1�!���� ��# !�&1�&�&�&!� ��!��� � �������
�!!�&��� �� ��5�� 7�  X� �� ��� !�!�� B ���
C�

@�-�� #�� .� C���	����	� 0���

� &�#�� �& ��*#� ��� �&��&� &/ /*�#������� )�&*!� &�� ���#� �& 7� �7��
�& 8&�5 8��� 7��� !&����� 4���� ��� ?���� �&�&�&!� ��!� �� �&� ���*�����
� !�& &7G��� �� ��� �&�&�&!� ����)&�� &/ !&����# �!���� &�� ���#� �&
��5� �&�� ��&���� �� &�#�� �& �#����/� 7��� !&�����
L�� 8�� �& ���5�� ���� ���*� �� �& ��/� !�&1�&�&�&!�1��!�� �& !�&1

�!����� D� 8��� *�� ��� /&��&8��) &7�������&�:

��""! 18-1 �� ��� XI = {Xα}α∈I ∈ ProHo
(
SetΔ

op

ΓK

)

� � �
'

I��� ���� ��� I �� �����	���� ���� ���	� �:���� � �
I��� X̃I′ ∈
ProSetΔ

ops
ΓK

-���� �#�� �� ProHo
(
SetΔ

op

ΓK

)
�� ���#�	���� �� XI �

%�	���	#�	� ��� �� ������ I ′ �� 
� ��� ����� N �� ���	� ��#
�	�

���� ��� X̃0 �� H
	�� �� �� ��� #�� X̃n −→ X̃n−1 	� H
	'

����� �� ��� ���� #���� ��	����	�� E� -��� 	���	 �� ���� �	�'�
I����

� ���	���� �������

�� ��� f : XI −→ YJ 
�  #� �� ProHo
(
SetΔ

op

ΓK

)
�� ���#� ���


��� I, J 	� �����
��� ���� ��� �� ���� f ��  #�

f̃ : X̃I′ −→ ỸJ′

�� Pro SetΔ
op

ΓK
� %�	���	#�	� ��� �� ������ I ′ �� J ′ �� 
� N ��

f̃ �� 
� �����-����



��
 �	� �� ������

�	��� �� 4���� I �� �&*���7�� �� �&������ ��� !&��� N ⊆ I �� �&A���
�*7����)&��� L�� ���� �&����*��� ��� ��/�� X̃n 7� ��#*���&� &� n
7� ���� ���� ��!��������) ��� �&�&�&!� ����� Xn −→ Xn−1 7� �
A7����&��

�� 2� ��&&���) X̃I′ ��# ỸJ′ �& 7� �&8��� &/ A7����&�� &�� ��� ��/� f
�& f̃ *���) ����#��# ��/���) !�&!������ &/ A7����&��� L�� ��� ����
��!���� X̃I′ 8��� � �*71�&8�� �� &�#�� �& ��5� f ���& � �����8���
��!�

��"!�9 18/3 3�� ��/� #�����7�# �7&�� �� *��F*� *! �& �&�&�&!� 7*�
�� ��� ��������!�� 3���� �� � 8�� �& ��/� ��� ?���� �&�&�&!� ��!� /*��1
�&������ �& � !�&1�!��� *���) ,���#���#��N� �&����*���&� &/ ��� ?���� �&!&1
�&)���� ��!� JB,��	�CK� $&8���� 8� 8��� �&� ��5� *�� &/ ���� �&����*���&�
�� ���� !�!���

��"!�9 18/� "���� � K1������� X < ��� ����)&�� I(X) �� �� )������
�&� �&*���7��� $&8����< �/ K �� � �&*���7�� A��# J��)� � �*�7�� A��#K
���� ��� ����)&�� &/K1��������� �� ����������� �&*���7�� J�����K1�������
��� 7� #�����7�# 7� � A���� ��� &/ �F*���&�� ��# ���F*������� &��� KK�
3��� ����� ���� ��� ����)&�� &/ �����!��� ��!���&�����)� J���� ��1

!���&�����)� U• −→ X 8���� �����/� U• ∼= coskn(trn(U•)) /&� �&�� nK ��
����������� �&*���7�� �� 8���� 6&8 ����� ��� ��� ���!������ ���� �� Ét�/K(X)

8��� �-!������� ��*�����# 8� ��� ���� �� �� ��&�&�!��� �& ��� �*71#��)���
��#�-�# 7� ��*�����# ��!���&�����)��

(�7������ 18/� .�� {Xα} ∈ Pro SetΔ
op

7� �� &7G��� ��# {xα} ∈
limαXα � 7��� !&���� D� 8��� #�A�� ��� n�� !�&1�&�&�&!� )�&*! �& 7�
��� !�&1)�&*!

πn(XN, {xα})
def
= {πn(Xα, xα)}.

��"!�9 18/$ 6&�� ���� �/ {Xα} �� � !�&1���!������ Γ1��� 8� 8��� #�A��
!�&1�&�&�&!� )�&*!� 7� /&�)�����) ��� )�&*! ����&�� � !�����*��� 8�
8��� �&� ��F*��� 7��� !&���� �& 7� Γ1����������

D� 8&*�# ��5� �& �������� &*� ������ �& ��� /&��&8��) ���� ����� &/ &71
G����:

(�7������ 18/) �� &7G��� XI ∈ Pro SetΔ
op

Γ 8��� 7� �����# #��57����
�/ ���� Xα �� �� �-�������< �������� 7&*�#�# ��# A���� ���!������ Γ1���
J��� ��A����&� ����K�



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ ���

3�� ���*� &/ *��F*����� &/ ��� 7���1!&��� �� #���� 8��� �� ��� /&��&8��)
�����:

��""! 18/* ��� XN 
�  ��-�	 �� F� H
	����� ���� ��� ���

Xn �� H����, ���'�#��) �� ���������� ���� limnXn �� ���'�#��) ��

����������

�	��� 4���� XN �� � �&8�� &/ O�� A7����&�� ��� �&�1��!������ &/ ����
Xn ��!���� ��� �&�1��!������ &/ limnXn�
6&8 ��� {xn}, {x′n} ∈ limnXn 7� �8& !&����� ,&� ���� n< ���

P (Xn, xn, x
′
n) #��&�� ��� �!��� &/ !���� /�&� xn �& x′n �� Xn� 3���

{P (Xn, xn, x
′
n)} �� � �&8�� &/ O�� A7����&�� �� 8��� ��# �& �� �� ��&*)�

�& ��&8 ����

lim
n
π0(P (Xn, xn, x

′
n)) = ∅.

2*� ���� �&8 /&��&8� /�&� ��� /&��&8��) ����#��# ����� J����� 7� &*�
���*�!��&�� ���� π0(P (Xn, xn, x

′
n)) �� �&�1��!�� ��# A����K:

��""! 18/- ��� {Aα}α∈I 
� � ����	�� �)���# �� H���� ���'�#��)

����� ����

lim
←−
α

Aα = ∅.

�	��� � ����#��# �&�!������� ��)*�����

3��� �&�!����� ��� !�&&/ &/ .���� �����

� 8��� 7� *��/*� ���� �& 5��! �� ���# ��� /&��&8��) ��������� &7�����1
��&�:

��""! 18// ��� �	�'�����	) �� H���� �	���� �� �5������� �� ��� ��'

���	) �� �	�'H���� �	���� 2�� ���������� ��#�#�	����#�4� ��� �5���'

����� �� ����� 
) {Gα} 	→ limαGα -��� ��� ���	� �	�'H���� �������)�

� !�����*��� 8� ����5 &/ ��� !�&1�&�&�&!� )�&*!� &/ !�&1A���� &71
G���� XI ∈ Pro SetΔ

op

�� !�&1A���� )�&*!�� ,�&� �&8 &� 8� 8��� �&�
#�����)*��� 7��8��� !�&1A���� )�&*!� ��# !�&1&7G���� �� ��� ����)&�� &/
A���� )�&*!��



��� �	� �� ������

@�-�� #�� .� )������* ��������

=����� ���� ��� ����)&����� !�&#*�� &/ {Xα}, {Yβ} �� ��� ����)&��
Pro SetΔ

op

ΓK
�� )���� 7�

{Xα} × {Yβ}
def
= {Xα ×Yβ}α,β.

.�� ẼΓ� ∈ Pro SetΔ
op

Γ 7� ��� ��/� &/ EΓ� )���� 7�

ẼΓ� = {E(Γ/Λ)}Λ�̃Γ.

D� 8��� �&8 #�A�� ��� !�&1�&�&�&!� F*&������ .�� XN ∈ Pro SetΔ
op

Γ

7� � !�&1A���� A7����&� �&8��� D� #�A�� ��� #��5�"���#� ,�������
�& 7� ��� �����8��� F*&����� J8���� �� ���& ��� ����)&����� F*&�����< ���
����K &/ XN × ẼΓ� 7� Γ< 8���� 8� 8���� ��

(XN)hΓ =
(
XN × ẼΓ�

)
/Γ = {Xn,Λ}n,Λ�̃Γ

8����

Xn,Λ
def
= (Xn ×E(Γ/Λ))/Γ.

6&�� ���� 8������� Λ A-�� Xn 8� )�� ���� Xn,Λ �� 7&*�#�# ��#
A����� 4���� ��� !���� (n,Λ) /&� 8���� Λ A-�� Xn ��� � �&A��� �*7/�����
8� )�� ���� (XN)hΓ �� ��&�&�!��� �& � !�&1A���� &7G���� � !�����*���
8� ��� �&���#�� ��� !�&1/*�#������� )�&*! �� � !�&1A���� )�&*!� 3���
!�&1���!������ Γ1��� A�� ���& � ��&�� ��F*����

XN −→ (XN)hΓ −→ {B(Γ/Λ)}Λ�̃Γ.

��&&���) � 7��� !&��� {xn} ∈ limnXn 8� )�� �� ��#*��# 7��� !&���
�� (XN)hΓ J8���� 8� 8��� #��&�� {xn} �� 8���K 8���� �� ��!!�# �& ���
*��F*� 7��� !&��� &/ {B(Γ/Λ)} ����#��) � ��&�� ��F*���� &/ !�&1A����
)�&*!�:

1 −→ π1 (XN, {xn}) −→ π1 ((XN)hΓ, {xn}) −→ Γ −→ 1

8���� �� �-��� 7���*�� 8������� Λ A-��Xn ��� ��&�� ��F*���� &/ )�&*!�

1 −→ π1(Xn, xn) −→ π1(Xn,Λ, xn) −→ Γ/Λ −→ 1

�� �-����
L*� ���� ����� &/ ���� �����&� �� ��� /&��&8��):

�����" 18/0 ��� XN  �	�'H���� H
	���� ��-�	 ��

X1
N = {P1 (Xn)}



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ ���

��� 1'�	�������� ���� ��� ��5�����

1 −→ π1 (XN, {xn}) −→ π1 ((XN)hΓ , {xn}) −→ Γ −→ 1

������ �� �� ���) �� X1
N(EΓ�) = ∅�

�	��� 4���� ����X1
n �� �������� 7&*�#�# ��� �&�1��!������ &/X

1
N(EΓ�)

�� �F*������� �& ��� �-������� &/ � ��!

ẼΓ� −→ X1
N

�� Pro SetΔ
op

Γ J8� ��� ��/� ��!� ���& X1
N /�&� ProHo

(
SetΔ

op

Γ

)
�&

Pro SetΔ
op

Γ 7���*�� X1
N �� � �&8�� &/ A7����&��K�

6&8 )���� � ��!

h : ẼΓ� −→ X1
N

8� ��� ��5� ��� ��!

h̃× Id : ẼΓ� −→ X1
N × ẼΓ�

��# #�����# �� �& ��� Γ1F*&������

s : {B(Γ/Λ)} = ẼΓ�/Γ −→ (X1
N)hΓ

&7������) � �����&� &/ ��� ���*��� ��!

(X1
N)hΓ −→ {B(Γ/Λ)}.

��""! 18/1 +��	) �������

s : {B(Γ/Λ)} −→ (X1
N)hΓ

�� ������� 
)  #�

h : ẼΓ� −→ X1
N

�� ���� -)�

�	��� 3�� ��! s ��� 7� #�����7�# 7� ��� /&��&8��) ��/&�����&�: /&�
���� n ��# Λ ���� ���7������ Xn 8� ��� )���� � �&���� �*7)�&*! Λ′�̃Γ

8���� �� �&������# �� Λ ��# � ��!

sn,Λ : B(Γ/Λ′) −→ X1
n,Λ = (X1

n ×E(Γ/Λ))/Γ

�*�� ���� ��� �&�!&����&�

B(Γ/Λ′) −→ X1
n,Λ −→ B(Γ/Λ)

�� �F*�� �& ��� ��! q∗ : B(Γ/Λ′) −→ B(Γ/Λ) ��#*��# 7� ��� ���*���
!�&G����&� q : Γ/Λ′ −→ Γ/Λ� 4���� Λ ���7������ X1

n ��� ����&� Γ &�



��� �	� �� ������

X1
n × E(Γ/Λ) /���&�� ���&*)� � /��� ����&� &/ Γ/Λ� $���� 8� ���� �

!*��7��5 �F*���

X1
n ×E(Γ/Λ)

��

�� E(Γ/Λ)

��
X1
n,Λ

�� B(Γ/Λ) .

3�� ��!� q∗ : E(Γ/Λ′) −→ E(Γ/Λ) ��# ��� �&�!&����&�

E(Γ/Λ′) −→ B(Γ/Λ′)
si,j−→ X1

n,Λ

�&�7��� �& /&�� � ��!

s̃n,Λ : E(Γ/Λ′) −→ X1
n,Λ

8���� ��/�� sn,Λ�
� �� ��/� �& ��&8 ���� ��� ��!� s̃n,Λ ��� 7� ��&��� �� � �&�!���7��

8��� 4���� ��� ��! X1
n × E(Γ/Λ) −→ X1

n,Λ �� � �&�����) ��! 8���
A7�� &/ ���� |Γ/Λ| 8� ��� ���� ����� ��� �& �&�� ���� |Γ/Λ| �F*��������
��!� E(Γ/Λ′) −→ X1

n,Λ 8���� ��/� sn,Λ� 4���� � A�����# �&����� &/ ����
&/ ���� ≤ |Γ/Λ| �� &/ ���� ≤ |Γ/Λ| ��� ���*�� 8��� �&8 /&��&8 /�&� .����
�����

3& �*������� �& /��< 8� ��� ���� ��� �&�1��!������ &/ X1
N(EΓ�) ��

�F*������� �& ��� �-������� &/ ��� �����&�

s : {B(Γ/Λ)} −→ (X1
N)hΓ

�& ��� ���*��� ��!

(X1
N)hΓ −→ {B(Γ/Λ)}.

� �� ��/� �& ��&8 ���� ��� �-������� &/ �*�� � �����&� �� �F*������� �& �
�����&� �� ��� ���!������ /*�#������� )�&*!�� 4���� X1

n,Λ �� 117&*�#�#
8������� Λ A-�� n 8� ��� ���� � �����&� &/ ��� !�&1/*�#������� )�&*!�
��#*��� � �����&�

s : {B(Γ/Λ)} −→ (X1
N)hΓ.

� ��� &���� #������&� ���

s : {B(Γ/Λ)} −→ (X1
N)hΓ

7� � �����&�� 6&�� ���� s ��)�� ���# ��� 7��� !&��� &/ {B(Γ/Λ)} �& �
!&��� &���� ���� &*� ��&��� 7��� !&��� {xn}� $&8���� /�&� ���� ���
���!������ ��� limnX

1
n �� �&������# ��# �& 8� 8��� 5�&8 �&8 �& ���������

s ���& � �����&� �� ��� /*�#������� )�&*!��



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ ���

D� A���� 7� ��� /&��&8��) *��/*� �������&�:

��""! 1803 ��� #� X1
NhΓ −→ {B(Γ/Λ)} ��  ������� �� �� ���)

�� ��� ������� #� �� ProHo
(
SetΔ

op
)

��  ��������

�	��� D� 8��� *�� ��� /&��&8��) ����� 8�&�� !�&&/ �� ���� ��# ���������:

��""! 180� ��� H,G 
� �-� �	���� ����

HomSetΔ
op (BH,BG) ∼= HomGrp(H,G),

HomHo(SetΔ
op

)(BH,BG)
∼= HomGrp(H,G)/ ∼ .

-��	� ��	 p1, p2 : H → G -� ��� p1 ∼ p2 �� ���	� �:��� g ∈ G ���� ���

p1(•) = gp2(•)g−1�

6&8 ���

s : {B(Γ/Λ)} −→ (X1
N)hΓ

7� � �����&� �� ProHo
(
SetΔ

op
)
� �� �7&�� ��� ��! s ��� 7� #�����7�#

7� ��� /&��&8��) ��/&�����&�: /&� ���� n ��# Λ ���� ���7������ Xn 8� ���
)���� � �&���� �*7)�&*! Λ′�̃Γ 8���� �� �&������# �� Λ ��# � ��!

sn,Λ : B(Γ/Λ′) −→ X1
n,Λ = (X1

n ×E(Γ/Λ))/Γ

�*�� ���� ��� �&�!&����&�

B(Γ/Λ′) −→ X1
n,Λ −→ B(Γ/Λ)

�� �"���#�� �& ��� ��! q∗ : B(Γ/Λ′) −→ B(Γ/Λ) ��#*��# 7� ���
���*��� !�&G����&� q : Γ/Λ′ −→ Γ/Λ�
2� .���� ��	� ��� �8& ��!� #�>�� 7� � �&�G*)���&� 7� �&�� �������

&/ Γ/Λ� .�/���) ���� ������� �& Γ/Λ′ 8� ��� A�# � ��! s′n,Λ �&�&�&!��
�& sn,Λ �*�� ���� ��� �&�!&����&�

B(Γ/Λ′) −→ Xi/(Γ/Λ) −→ B(Γ/Λ)

�� �-����� ��� ���*��� !�&G����&� ��! q∗ : B(Γ/Λ′) −→ B(Γ/Λ)� 6&8
��������� �& ��� !�&&/ &/ .���� ���� ����� ��� &��� A������ ���� �*��
!&���7�� ��!� �& 7� .���� ���� 8� ���� � �����&� �� Pro SetΔ

op

��#
8� ��� #&���



��� �	� �� ������

@�-�� #�� ,�	�� C���	����	� 0���

� ���� �����&� 8� 8��� �&����� ��� �&��&�� #�����7�# �� ��� !����&*�
�����&� �& ��� ?���� /*�#������� )�&*!��

���#������� 180� ��� K 
�  H��� �� X  K'�	���)� ����(
Étn/K(X)

)
hΓK

∼= Étn(X)

�� ProHo
(
SetΔ

op
)

��	 ���	) n ≤ ∞�

�	��� D� ����� 7� ��&8��) ����

Étn/K(X)×EΓ�K
∼= Étn/K(X)

/&� ����� n ≤ ∞� 4���� Pk �&��*��� 8��� !�&#*��� ��# ��� ���!������
ΓK1���� �� EΓ�K ��� 017&*�#�# �� 8��� 7� ��&*)� �& !�&�� ����

Ét/K(X)×EΓ�K
∼= Ét/K(X).

6&8 8� ���� � ���*��� !�&G����&� ��!

p : Ét/K(X)×EΓ�K
∼= Ét/K(X)

��# 8� 8��� ��&8 ���� �� �� �� /��� �� ��&�&�!����� .�� U −→ X 7� �
��!���&�����)< n � ���*��� �*�7�� ��# Λ�̃Γ �� &!�� �&���� �*7)�&*!�
.�� L/K 7� ��� A���� "��&�� �-�����&� �&����!&�#��) �& ��� D� 8��� *��
��� /&��&8��) �&����*���&�:

(�7������ 180$ .�� L/K 7� � A���� "��&�� �-�����&�� .�� XL 7� ���
���������&� &/ ������� &/ X⊗KL /�&� L �&K� 6&�� ���� ����� �� � ���*���
��!

XL −→ X

8���� �� �� ?���� �&���� D� ���� #��&�� 7�

X̌L −→ X

��� ��!���&�����) &7�����# 7� ��� R��� �&����*���&� J��� T�����< ��A1
����&� ����K�

3�� �&������# �&�!&����� &/ XL ⊗K K J���� &/ 8���� �� ��&�&�!���
�& XK ��� 7� �#����A�# J�&� *��F*���K 8��� GL = Gal(L/K) 8���� ���
"��&�� ����&� &/ GL &� �����/ �� 7� ��/� ���������&��� 4*�� �� �#����A����&�
��#*��� �� ��&�&�!���� &/ ���!������ ΓK1����

XX̌L
−→ EGL.



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ ���

� !�����*���< ��� ����&� &/ ΓK &� XX̌L
/���&�� ���&*)� � ���� ����&� &/

GL�
6&8 ���

UL = U ×X X̌L.

3��� �� �� ���� �& ����/� ���� ��� ���*��� ��!

ϕU ,L : XUL −→ XU ×XX̌L
= XU ×EGL

�� �� ��&�&�!���� &/ ���!������ ΓK1���� 3�� ��!� ϕU ,L A� �&)����� �&
/&�� � ��!

Ét/K(X) −→ Ét/K(X)×EΓ�

8���� �� �� ������� �& p� D� ����� �� �& ��� ���#�� �& ����/� ���� ���� ��
��#��# �� ������� �& p� 3�� !�&&/ �� ����&)&*� �& ��� ���� �!!�����) ��
��� !�&&/ &/ 3��&��� ������
� ���8 &/ �&�&����� ���� J8�&�� !�&&/ �� ��#�!��#��� &/ ��� ���� &/

��� !�!��K 8� ��� A���� ��� !�&&/ 7� ��&8��) ����

Étn(X) ∼= Étn/K(X)/Γ = {XU ,k/Γ}U∈I(K),k≤n.

6&8 7� #�A����&� 8� ���� ����

Ét(X) ∼= Ét/K(X)/Γ.

$���� �� &�#�� �& )�� &*� ���*�� 8� ���# �& ����/� ���� ��5��) ��� F*&1
����� �&��*��� 8��� ��*�����&� �� ���� ����� 3��� 8��� 7� #&�� *���) ���
/&��&8��) �8& ������:

��""! 180) ��� K 
�  H��� �� X  K'�	���)� ���� ���	� ��

 ��H�� ��
�����	) J(X) ⊆ I(X) × N ���� ��� ��	 ��� (U , n) ∈
J(X) ��� ����� �� ΓK �� XU ,n ����	� ��	����  ���� ����� ��  H����

5������� �� ΓK �

�	��� .�� U −→ X 7� � ��!���&�����) ��# n ∈ N � �*�7��� .�� L/K
7� � A���� "��&�� �-�����&� �*�� ���� ��� ����&� &/ ΓK &� ��� (n + 1)1
�5����&� &/ U /���&�� ���&*)� GL = ΓK/ΓL�
�&���#�� �� �7&��

UL = U ×X X̌L.

3��� ��� ����&� &/ ΓK &� ��� (n + 1)1�5����&� &/ XUL /���&�� ���&*)�
GL� 4���� 8� ���� � ��!

XUL −→ XX̌L

8� ��� ���� ��� ����&� &/ GL &� ��� (n+1)1�5����&� &/ XUL,n �� /���� D�



��	 �	� �� ������

���& ���� � ��! &/ ��!���&�����)� UL −→ U � $���� ��� /*�� �*7����)&��
&�

J(X) = {(UL, n)} ⊆ I(X)× N

�� �&A��� ��# 8� ��� #&���

��""! 180* ��� X 
�  �	�� ��#������ G'��� �� n ≥ 1 
�  ��#
�	�

���� G ��� �	���) �� Pn(X) ��

Pn(X/G) ∼= Pn(X)/G.

�	��� .�� G 7� A���� )�&*!< X � ���!������ G1��� ��# Y � ���!������
��� �&���#���# �� � ���!������ G1��� 8��� ������� ����&�� .�� f : X −→ Y

7� � ��! &/ ���!������ G1����� D� ��� ���� Y �� ! ���� G5,������� ��
f �/ G ���� /����� &� X ��# f ��#*��� �� ��&�&�!���� �� ���!������ ����

f̃ : X/G
�−→ Y.

$����< 8� 8��� �& ��&8 ���� �/ Y �� � /��� G1F*&����� 7�

f : X −→ Y

���� Pn(Y) �� � /��� G F*&����� 7�

Pn(f) : Pn(X) −→ Pn(Y).

6&8 �� �� ���� �& ��� ���� Y �� � /��� G1F*&����� 7� f �/ ��# &��� �/ f
A�� �� � !*��7��5 #��)��� &/ ��� /&��

X

f

��

�� EG

��
Y �� BG .

4���� Pn ��� � ��/� �#G&���< �� �&��*��� 8��� !*��7��5� ��# 8� ���
�!!�� �� �& ��� �7&�� #��)��� ��# )�� ��&���� !*��7��5 �F*���

Pn(X)

f

��

�� Pn(EG)

��
Pn(X/G) �� Pn(BG) .

$&8����< 7&�� EG ��# BG ��� ������ &/ ����)&���� ��# ��*� �����
n ≥ 1 8� ����

Pn(EG) = EG



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ ���

��#

Pn(BG) = BG.

3�*� 8� )�� ���� !*�� 7��5 #��)���:

Pn(X)

f

��

�� EG

��
Pn(X/G) �� BG

��# �& Pn(Y) �� ��#��# � /��� G1F*&����� 7� Pn(f)�

D� �&8 !�&���# 8��� ��� !�&&/ &/  �&!&����&� ��	�� ,�&� .����
��	� 8� ��� ��!���� {XU ,n}U∈I(X),n∈N 8��� {XU ,n}(U ,n)∈J(X)� 6&8 ���
����&� &/ ΓK &� ��� (n+1)1�5����&� XU /���&�� ���&*)� � /��� ����&� &/
� A���� F*&����� G &/ ΓK � 3��� 8� ���� � /��� ����&� &/ G &� Qn(XU )
J��� ��A����&� ���K� �!!����) .���� ��	� �& Qn(XU ) 8� )�� ����

Pn(XU/ΓK) = Pn(Qn(XU/ΓK)) ∼= Pn(Qn(XU )/G) ∼=

Pn(Qn(XU ))/ΓK = Pn(XU ) = XU ,n/ΓK

/&� ����� n ≥ 1� 3��� ����� ����

Étn(X) = Étn/K(X)/ΓK

��# 8� ��� #&���

@�-�$ : 0���	��7�� ������ �� 0���������(9�
A���������

"&��) 7��5 �& ��� ��!

hn : X(K) −→ Xn(hK)

D� ��� ����

Xn(hK) = ∅ ⇒ X(K) = ∅

��# �& &�� ��� �&���#�� ��� ��!������ &/ ����Xn(hK) �� �� &7���*���&�
�& �-������� &/ � ����&��� !&���� 3�� /&��&8��) ����� ��&8� ���� /&�
n = 1 ���� &7���*���&� �� ���*���� "�&����#���5N� �����&� &7���*���&��
4�� ���&  h� B ���
C &� M*��5 BM*�
�C /&� � ������� #���*���&��
O��!��) �� ���# =����5 ���� ��# ��� /��� ���� ��� !�&1/*�#�������

)�&*! &/ J� !&����# ��/� &/K Ét(X) ��� 7� �#����A�# 8��� ��� ?���� /*�1
#������� )�&*! &/ X 8� ��� *�� 3��&��� ���	<  �&!&����&� ��	� ��#
.���� ��	
 �& &7���� ��� /&��&8��) �&�&�����:



��
 �	� �� ������

	�����!�� 180- ��� K 
�  H��� �� X  ���#��	����) ���������

�#���� �	���)� ���� ��� �����-��� ���������� 	� �5�������G

�� ��� ��� X1(hK) �� ����#��)�

�� ��� ��5����� �� �	�'H���� �	����

1 −→ π1(X)→ π1(X) −→ ΓK −→ 1

�#���  ���������� ��������

�� ��� #�

Ét1(X) −→ Ét1(Spec (K))

�#���  ������� �� ProHo
(
SetΔ

op

ΓK

)
�

=�) ?������� �	+�� ��	�� ��� ���
�����������	�

� ���� �����&� 8� ���*�� ����K �� � �*�7�� A��#� .�� X 7� �K1��������
.��

f : Ét/K(X) −→ YI

7� ��! �� ProHo
(
SetΔ

op

ΓK

)
� L�� ��� ���� �&���#�� ��� �*7��� &/ �#����

!&����

X(A)YI ⊆ X(A)

�&�������) ��� !&���� (xν) 8�&�� �&����!&�#��) �&�&�&!� A-�# !&���

f∗(h((xν ))) ∈ YI(hA)

�� ����&���< ���� �&��� /�&� YI(hK)� � )������ ���� &7���*���&� ��� &���
7� 8��5�� ���� ��� ?���� �&�&�&!� &7���*���&�< ���� Xh(A) ⊆ X(A)YI �
$&8���� ��� /���#&� �& ��!���� Ét/K(X) 8��� YI ��� 7� *��/*��
� ���� �����&� 8� 8��� !�&�� ��� /&��&8��) ���&���:

�����" 180/ ��� K 
�  ��#
�	 H��� �� X  K'�	���)� ���

XI ,YI ∈ ProHo
(
SetΔ

op

ΓK

)

� �-� �
I���� ���� ��� I �� J 	� �����
��



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ ���

�� �� ��� XαQ� �� YαQ� 	� H����, �:������� �� ���������� ���

XI

f

��

Ét/K(X)

�����������

���
��

��
��

��

YI


�  ��##������ �	����� ���� ��� f ������� � ���#�	����#

f : X
�

I −→ Y
�

I

-��	�

(•) : ProHo
(
SetΔ

op

ΓK

)
−→ ProHo

(
SetΔ

op
)

�� ��� ��	������ ������	� ����

X(A)XI = X(A)YI .

6&8 7�/&�� 8� �&�� �& ��� !�&&/ &/ ��	� 8� 8��� ���# �& #����&! �&��
������&�&)� ��)��#��) �&��&�� &/ !&����# �����

(�7������ 1800 .�� A∗ 7� � !&����# ���� �� A∗5������ �� � ���5
�"#�� ��� B �&)����� 8��� �� ��!

a : A∗ ×B −→ B

�*�� ����

�� a(∗, b) = b /&� ��� b ∈ B�
�� 3�� ��!

A∗ ×B
a×p2−→ B ×B

�� �� ��&�&�!���� &/ �����

D� ���� ��� ��! a ��� ;����&�; &/ A∗ &� B�

D� #��&�� 7� Tors(Set∗, Set) ��� ����)&�� 8�&�� &7G���� ��� ���!���
(A∗, B, a) �*�� ���� B �� �� A∗1�&��&� 8��� ����&� a ��# 8�&�� �&�1
!����� ��� ��!� &/ !���� (A∗, B) −→ (A′∗, B

′) 8���� �&��*�� 8��� ���
���!������ ����&���
D� ���� �8& ���*��� /*���&��:

A∗ : Tors(Set∗, Set) −→ Set∗,



��� �	� �� ������

A∗((A∗, B, a)) = A∗,

��#

B : Tors(Set∗, Set) −→ Set,

B((A∗, B, a)) = B.

��""! 1801 ��� I 
�  ��H���	�� ����:��� ����� �� {(Aα, Bα, aα)}α∈I ,
{(A′β , B′β , a′β)}β∈I �-� �	�'�
I���� �� Tors(Set∗, Set)� ���

F : {(Aα, Bα, aα)} −→ {(A′α, B′α, a′α)}


�  �����-��� #� ���� ��� A(F ) �� � ���#�	����# �� Pro Set∗� ����

B(F ) �� � ���#�	����# �� Pro Set�

�	��� D� ��� �&���#�� F �� � �&�!���7�� /����� &/ �&��*������ #��1
)����

Aα ×Bα
aα ��

fα×gα
��

Bα

gα

��
A′α ×B′α

a′α �� B′α .

6&8 ��� ��! A∗(F ) �� Pro(Set∗) �� ��!�������# 7� ��� �����8��� ��!
fα� 4���� fI = {fα}α∈I �� �� ��&�&�!���� 8� ���� � ��!

f−1I : {A′α}α∈I −→ {Aα}α∈I

8���� �� ��� ������� &/ fI � 6&�� ���� f−1I ��� 7� ��!�������# 7� � ��!
θ : I −→ I ��# � �&������&� &/ ��!� f−1α : A′θ(α) → Aα �����/���)
�&�� ���*��� �&�!���7����� �&�#���&�� J4�� B+$���CK� D���&*� �&�� &/
)��������� 8� ��� ���*�� ���� θ(α) ≥ α /&� ��� α�
D� 8&*�# ��5� �& �&����*�� �� ������� �& ��� ��! B(F ) �� Pro(Set)

8���� �� ��!�������# 7� ��� �����8��� ��! gα� D� #��&�� ���� ������� 7�

g−1I = {B′α}α∈I −→ {Bα}α∈I .

3& #�����7� g−1I 8� 8��� )��� � �&������&� &/ ��!�

g−1α : B′θ(α) −→ Bα

��# 8� ����� �� �& ��� ���#�� �& ����/� ��� ���� #��)��� ������) ����
�� ��F*���# �& ����5 ���� ��� ��!� g−1α ��� ��#��# #�A���) � !�&1��!
8���� �� �� ������� �& gI = B(F )�
6&8 ��� α ∈ I 7� �� ��#�-� ��&&�� �� ��7������ ������� b0 ∈ Bθ(α)�



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ ���

D� ����� #��&�� 7� b̃0 ∈ Bα ��� ���)� &/ b0 7� ��� ���*��*�� ��!
Bθ(α) −→ Bα ��# 7�

b′0 = gθ(α)(b0) ∈ B′θ(α)
��� ���!������ ���)� �� B′θ(α)�
6&8 /&� ����� b′ ∈ B′θ(α) 8� ��� �!!�� ��� ������� &/ ��� ��!

A′θ(α) ×B′θ(α) −→ B′θ(α) ×B′θ(α)

�& ��� �*!�� (b′, b′0) ��# )�� �� ������� (c
′, b′0) ∈ A′θ(α)×B′θ(α)� D� ����

#�A��

g−1α (b′) = a(f−1α (c′), b̃0) ∈ Bα.

6&8 �� ��� !�&&/ &/ 3��&��� ��	� 8� 8��� ���# �& 8&�5 8��� !�&1
&7G���� &/ ����&*� 5��#� 8���� ����� ����&�� &/ !�&1&7G���� �� ��� ����)&��
&/ A���� )�&*!�� � &�#�� �& 8&�5 8��� 8��� �*�� &7G���� �� 8��� 7� *��/*� �&
������ A��� ���� !�& &7G���� �� ��� ����)&�� &/ A���� )�&*!� ��� ��� ����
�� !�&1A���� )�&*!� �� ��� *�*�� ����� J��� ����K� D� 8��� 7� ���������#
�� ��� /&��&8��) 5��# &/ ����&��:

(�7������ 1813 .�� C 7� � ����)&��< G � !�&1A���� )�&*! ��# {Xα}
�� &7G��� �� Pro C� �� ��������� ����&� &/ G &� {Xα} �� �� ����&� &/
G &� {Xα} ��� �����8��� ��!� �*�� ���� ��� ��#*��# ����&� &� ���� Xα

/���&�� ���&*)� � A���� J�&����*&*�K F*&����� &/ G� � ���� ���� 8� 8���
��� {Xα} �� �� �-������� G1!�&1&7G����
D� ��� ���� � ��! �� Pro C 7��8��� �8& �-������� G1!�&1&7G����

f : {Xα} −→ {Yβ}

�� �,���!��!�� �/ g ◦ f ◦ g−1 = f /&� ����� g ∈ G�

D� ���� ���� ��� /&��&8��) 7���� �����:

��""! 181� ��� C 
�  �����	), G  �	�'H���� �	��� �� ���

f : {Xα} −→ {Yβ}


� � �5���	��� #� 
��-��� �-� �:������� G'�
I����� ���� f �� 
�

	��	������� 
)  ��#���
�� �#��) �� #��

fβ : Xα(β) −→ Yβ

���� ��� ��� fβ �� �5���	����



��� �	� �� ������

�	��� � �� ��&*)� �& !�&�� /&� {Yβ} 8���� �� � ���)�� �!��� Y�
4���� 8��� ��� ��! f ′ : Xα −→ Y ��!��������) f ��# �&���#�� ���

7���� &�7�� {f ′ ◦ g}g∈G� 4���� f ◦ g = f /&� ����� g ∈ G 8� )�� ����
��� ��� ��!� f ′ ◦ g ��!������ ��� ���� ��! f � 3�*� ����� �-��� �&��
α ≤ β ∈ I �*�� ���� ��� ���)�� &/ ��� ��� f ′ ◦ g �� Hom(Xβ ,Y) ��� ���
����� D� 8��� #��&�� ���� *��A�# ���)� 7�

fβ : Xβ −→ Y.

3��� 8� ��� ���� fβ �� �� �F*�������� ��! ��!��������) f ��# 8� ���
#&���

� !�����*��� 8� ��� ���� ��� �F*�������� ��!

f : {Xα} −→ {Yβ}

7��8��� �8& �-������� G1&7G���� ��#*��� � ��!

f ′ : {Xα} �−→ {Yβ}

�� ��� !�&1����)&�� &/ G1&7G���� �� C�
3��� ���!�� &7�������&� ��� ������� *��/*� �&�&�������:

	�����!�� 181� ���

f : {Xα} −→ {Yβ}


� � �5���	��� #� 
��-��� �-� �:������� G'�
I���� ���� ��� ��� ��'

��	�)��� #� �� �	�'�
I���� �� � ���#�	����#� ���� f ������� � ���'

#�	����# �� ��� �	�'�����	) �� G'�
I�����

	�����!�� 181$ ��� XI = {Xα} 
� � �:������� G'�
I���� ���� ���

�����-��� 5�������

XI/Γ = {Xα/Γ}

��������� -��� ��� �����	��� 5������� 2���� -��� ��� ��		��������� ���'

�#��4 �� Pro C�

	�����!�� 181) ���

f : {Xα} −→ {Yβ}


� � �5���	��� #� 
��-��� �-� �:������� G'�
I���� ���� ��� ��� ��'

��	�)��� #� �� �	�'�
I���� �� � ���#�	����#� ���� f ������� � ���'

#�	����# �� Pro C

{Xα/G} �−→ {Yβ/G}.



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ ���

D� ��� �&8 ���#� �& !�&�� ��� ���� ��)��#���� &/ ��� !�&&/:

���#������� 181* ��� Γ 
�  �	�'H���� �	��� �� XI = {Xα},YJ =

{Yβ} 
� �-� �
I���� �� ProHo
(
SetΔ

op

Γ

)
���� ��� I, J 	� �����
�� ��

�� ��� XαQ� �� YαQ� 	� �:�������, H����, ��������� �� 2'
������� ���

f : XI −→ YJ 
�  #� ���� ���

f : XI −→ YI

�� � ���#�	����# �� ProHo
(
SetΔ

op
)
� ���� f ������� � ���#�	����#

�� ����

XI

(
EΓ�
)
� YI

(
EΓ�
)
.

��"!�9 181- L��� �)��� 8� !�� � !���� /&� �&� �����) � �*���7��
�&#�� ���*��*�� &� Pro

(
SetΔ

op
)
� L/ �&*��� �� �*�� � �&#�� ���*��*��

���� ��������� 8&*�# 7� ����#���� ��# 8���&*� ��� ����� ���*�!��&���
�� �����&��# 7�/&��< ���� 7����� �!!�&��� 8��� 7� ��5�� �� � /*�*�� !�!��
7���# &� ��� �&#�� ���*��*�� &/ B24���C�

�	��� =�������) ��� #���*���&� �� ��� 7�)�����) &/ �*7�����&� TT�����
8� ����� 7� ��/���) f �& � �����8��� ��!

f̃ : X̃N −→ ỸN

�� ProSetΔ
op

Γ 7��8��� �8& !�&1A���� A7����&� �&8����

.�� X̃1
N =

{
P1

(
X̃n

)}
��# Ỹ1

N =
{
P1

(
Ỹn

)}
� D� 8��� ����� 7� ��&81

��) ����

X̃1
N

(
EΓ�
)
� Ỹ1

N

(
EΓ�
)
.

��&&�� � �&�!���7�� ��� &/ J�&�1�����������1Γ1���������K 7��� !&����

xn ∈ Xn ��# ��� yn = fn(xn) ∈ Yn� .�� Gi = π1

(
X̃n, xn

)
��# Hn =

π1

(
Ỹn, yn

)
�

6&8 ��� ��! f ��#*��� �� ��&�&�!���� &/ ��&�� �-��� ��F*����� J�&��
���� ��� 7�G������ ��! &/ !�&1A���� )�&*!� �� �� ��&�&�!���� 7���*��
��� �&!&�&)� &� 7&�� �� $�*�#&�>1�&�!���K:

1 �� π1 (XN, {xn}) ��

��

π1 ((XN)hΓ, {xn}) ��

��

Γ �� 1

1 �� π1 (YN, {xn}) �� π1 ((YN)hΓ, {xn}) �� Γ �� 1



��� �	� �� ������

��# �& ��� A��� ��F*���� �!���� �/ ��# &��� �/ ��� ���&�# #&��� $���� /�&�
3��&��� ���	 8� ��� ����

X̃1
N

(
EΓ�
)
= ∅

�/ ��# &��� �/

Ỹ1
N

(
EΓ�
)
= ∅.

$���� �� �� ��&*)� �& #��� 8��� ��� ���� ���� ������ 8��� 7&�� &/ ����
��� �&�1��!��� 4���� X̃1

n �� � A7����&� �&8�� 8� )�� ���� {(X̃1
n)
hΓ} ��

� �&8�� &/ O�� A7����&�� ��# �& &�� ��� ��&&�� � �&�!���7�� /�����
h̃n ∈ (X̃1

n)
hΓ�

6&8 /�&� �&�&����� ���� 8� )�� ���� ��� �F*�������� ��&�&�!���� &/
!�&1A���� )�&*!�{

π1

(
X̃1
n, h̃n

)}
−→

{
π1

(
Ỹ1
n, fn(h̃n)

)}
�&)����� 8��� ��� �!������ ��F*���� &/ ���� ��#*�� �� ��&�&�!����

X̃1
I

(
EΓ�
)
� lim

n
X̃1
n(hK) = lim

n
H1
(
Γ, π1

(
X̃1
n, h̃n

))
∼=

lim
n
H1
(
Γ, π1

(
Ỹ1
n, fn(h̃n)

))
∼= lim

n
Ỹ1
n(hK) ∼= Ỹ1

N

(
EΓ�
)
.

6&8 �&���#�� ��� �&��*������ �F*���

XN

(
EΓ�
) f∗ ��

��

YN

(
EΓ�
)

��
X1

N

(
EΓ�
)

�� Y1
N

(
EΓ�
)
.

� &�#�� �& A���� ��� !�&&/ 8� 8��� ��&8 ���� /&� ����� {hn} ∈ X1
N

(
EΓ�
)

��� ��! f∗ ��!� ��� A7�� &��� {hn} ��&�&�!������� �& ��� A7�� &���
{fn(hn)}�
�� �7&��< ��&&�� � �&�!���7�� /����� h̃n ∈ (X̃1

n)
hΓ �*�� ���� hn ��

��� �&������# �&�!&���� &/ h̃n�
,���� &/ ��� 8� ���# �& �##���� ��� !&���7����� ���� ���� A7�� �7&��

{hn} �� ��!��� 2�  �&!&����&� ���� 8� ��� ���� /&� ����� n 8� ���� ��
&7���*���&� �������

on ∈ H3
(
Γ, π2

(
X̃n, h̃n

))
8���� �� ������� �/ ��# &��� �/ hn ��/�� �& π0

(
X̃hΓ
n

)
∼= π0

(
P2

(
X̃n

)hΓ)
�



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ ���

,�&� �&�&����� ���� ��� �F*�������� ��&�&�!���� &/ !�&1A���� )�&*!�{
π2

(
X̃n, h̃n

)}
−→

{
π2

(
Ỹn, fn(h̃n)

)}
��#*��� �� ��&�&�!���� &/ !�&1A���� )�&*!�{

H3
(
Γ, π2

(
X̃n, h̃n

))}
−→

{
H3
(
Γ, π2

(
X̃n, h̃n

))}
��# �& ��� �������

{on} ∈ lim
n
H3
(
Γ, π2

(
X̃n, h̃n

))
�� ���& �/ ��# &��� �/ ��� �������

{fn(on)} ∈ lim
n
H3
(
Γ, π2

(
Ỹn, fn

(
h̃n

)))
�� ���&� / 7&�� &/ ���� ��� �&�1���& ���� 7&�� A7��� ��� ��!�� ��# 8�
��� #&��� $���� 8� ��� ���*�� ���� 7&�� ��� ���&�
.�� An ⊆ π0

(
X̃hΓ
n

)
7� ��� J�&�1��!��K !��1���)� &/ hn ��# Bn ⊆

π0

(
ỸhΓ
n

)
��� !��1���)� &/ fn(hn)� D� ���# �& ��&8 ���� ��� ��#*��#

��!

f∗ : limAn −→ limBn

�� �� ��&�&�!�����
6&8 )���� ��� �&�&�&!� A-�# !&��� x ∈ X̃hΓ

n 8� ��� �*� ��� �!��1

���� ��F*���� &/ 9.46 �& �&�!*�� π0
(
X̃hΓ
n

)
� 4���� X̃n �� 217&*�#�# ����

�!������ ��F*���� 8��� #�)������� �� ��� ����# !�)� ��# ����� 8� ���
���� �� &�#�� �& �&�!*�� ��� ���� E∞2,2 = E3

2,2 �� �� ��&*)� �& ��&&�� ���
���)� &/ x �� P1(X̃n)

hΓ� � !�����*��� 8� ��� ����*���� ���� ���� *���)
��� �&�&�&!� A-�# !&��� h̃n�
6&8 7� ��������) ��� �!������ ��F*���� 8� ��� ���� ��� !&����# ���

E3
2,2(h̃n) �� &7�����# /�&� ��� )�&*! H2

(
Γ, π2

(
X̃n, h̃n

))
7� ��5��) ���

F*&����� #������ ��� *�#�� ��� ����&� &/ H0
(
Γ, π1

(
X̃n, h̃n

))
8���� ��

��#*��# 7� ��� ����&� &/ H0
(
Γ, π1

(
X̃n, h̃n

))
&� π2

(
X̃n, h̃n

)
�

6&8 ��� �F*�������� ��&�&�!���� &/ !�&1)�&*!�{
π2

(
X̃n, h̃n

)}
−→

{
π2

(
Ỹn, fn(h̃n

)}
��#*��� �� ��&�&�!���� &/ !�&1)�&*!�{

H2
(
Γ, π2

(
X̃n, h̃n

))}
−→

{
H2
(
Γ, π2

(
Ỹn, fn

(
h̃n

)))}
.



��	 �	� �� ������

,�&� �&�&����� ���� 8� )�� ���� ��� �F*�������� ��&�&�!���� &/ !�&1
A���� )�&*!� {

π1

(
X̃n, h̃n

)}
−→

{
π1

(
Ỹn, fn(h̃n)

)}
��#*��� �� ��&�&�!���� &/ !�&1A���� )�&*!�{

H0
(
Γ, π1

(
X̃n, h̃n

))}
−→
{
H0
(
Γ, π1

(
Ỹn, fn(h̃n)

))}
.

$���� /�&� �&�&����� ���� 8� )�� ���� ��� ��#*��# ��! &/ !�&1!&����#1
���� {

E∞2,2

(
h̃n

)}
−→

{
E∞2,2

(
fn(h̃n

)}
�� �� ��&�&�!����� 6&8 /�&� ��� 2�*�A��#1O�� ��!� �!������ ��F*����
&/ ���� ��� ��� An �#���� � ���*��� �&��&� ���*��*�� *�#�� E∞2,2

(
h̃n

)
��# ��������� Bn *�#�� E∞2,2

(
fn(h̃n)

)
� ,�&� .���� ��	� 8� ���� )��

���� ��� ��#*��# ��! &/ !�&1����

{An} −→ {Bn}

�� �� ��&�&�!���� ��# ��#*��� �� ��&�&�!����

limAn
�−→ lim

n
Bn.

D� �&8 �&�� �& ��� !�&&/ &/ 3��&��� ��	�� ,�&� 3��&��� ���� ��#
 �&!&����&� ���	 8� ��� ���*�� ���� ��� ��� �!���� �� ��� #��)���� &/XI

��# YI ��� 217&*�#�#� 3�� 3��&��� 8��� ���� /&��&8 /�&� ��� /&��&8��)
�&�&�����:

	�����!�� 181/ ��� K 
�  ��#
�	 H��� �� XI = {Xα},YJ = {Yn}
�-� �
I���� �� ProHo

(
SetΔ

op

ΓK

)
���� ��� I �� J 	� �����
�� �� ��

��� XαQ� �� YαQ� 	� H����, �:�������, ��������� �� 2'
������� ���

f : XI −→ YJ 
�  #� ���� ���

f : XI −→ YI

�� � ���#�	����#� ����#� ��� XI(hA) = ∅� ���� � ���#��� (xν) ∈
XI(hA) �� 	����� 2���� �� ��� �#�� �� # ���#��� �� XI(hK)4 �� ��

���) �� f∗(xν) ∈ YI(A) �� 	������

�	��� ,�&�  �&!&����&� ���� 8� )�� ���� f ��#*��� ��&�&�!����� &/
����:

XI(hK)
�−→ YI(hK)



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ ���

��# ∏
ν

XI(hKν)
�−→
∏
ν

YI(hKν).

6&8 ����� XI(hA) ⊆
∏
ν XI(hKν) ��� ���*�� /&��&8��

� �*7�����&�� ����� ��# ����� 8� ���� #�A��# � /����� &/ &7���*���&�
���� ���� A� �&)����� ���& ��� #��)���

X(A)Zh �
� �� · · · �

� �� X(A)Zh,1 �
� �� X(A)Zh,0 �

� �� X(A)

X(K) �
� �� X(A)h

��

��

� � �� · · · �
� �� X(A)h,1 �

� ��
��

��

X(A)h,0
��

��

� �����&� ��	 8� 8��� �&���#�� ���&1#������&��� ���������< ��# ��&8
���� �� ���� ���� ���� ��� 8��5��� &7���*���&� ��� X(A)Z,0 �� �F*�� �&
X(K)� 3��� ��� 7� *��# �& ��&8 ���� /&� )������ X ��� �&�1��!������
&/ X(A)Z,0 �� �F*������� �& ��� �-������� &/ � "��&�� ��������� )�&������
�&������# �&�!&�����
� ��� ��-� ����� �����&�� 8� 8��� ������ ��� ��� ���� &/ ��� �7&��

&7���*���&� ���� �& ��� ��������� &����

=�. @��	��	� �, :	���	�� A���

���#������� 1810 ��� X 
�   �	� ��#������� �	���)� ���� ��	 ���	)

0 ≤ n ≤ ∞ ��� ��

X(A)h,n = X(A)Zh,n = X(K)

�	��� �&���#�� ��� ��!���&�����) X• −→ X 8���� X• �� ��� �&������
���!������ ������� Xn = X � 3��� P0(ZXX• ) �� � #������� ���!������ ���
8���� �� ��� ΓK �&#*�� /����� )�������# 7�X(K)� ,�&� ��� #�����������
&/ P0(ZXX•) ��# ��� /��� ����

X(K) ⊆ P0(ZXX•).

8� ��� ����

X(A)ZX•,0 = X(K).

6&8 �����

X(K) ⊆ X(A)h,n ⊆ X(A)Zh,n ⊆ X(A)ZX•,0 = X(K)



��
 �	� �� ������

8� )�� ����

X(K) = X(A)Zh,n = X(A)h,n

�� ��F*���#�

	�����!�� 1811 ��� X 
�   �	� ��#������� �	���)� ����

X(A)fin,h = X(A)fin,Zh = X(K).

�	��� ���#���� /�&�  �&!&����&� ���	 ��# ��� /��� ����

X(A)fin,h ⊆ X(A)fin,Zh ⊆ X(A)Zh.

	�����!�� 18�33 �� X = X1

∐
X2 ����

X(A)h,n = X1(A)
h,n
∐

X2(A)
h,n,

X(A)Zh,n = X1(A)
Zh,n

∐
X2(A)

Zh,n,

X(A)fin,h = X1(A)
fin,h

∐
X2(A)

fin,h,

X(A)fin,Zh = X1(A)
fin,Zh

∐
X2(A)

fin,Zh.

�	��� �&���#�� ��� &7��&*� ��!

X −→ Spec (K)
∐

Spec (K)

��# *�� /*���&������� �&)����� 8���  �&!&����&� ���	 ��# �&�&����� �����

	�����!�� 18�3� ��� X 
�  K'�	���)� ���� 
��� X(A)h,0 ��

X(A)Zh,0 ������� �:���) ��� ����� ������ -���� ��� ��  ΓK ���	�'

�� ��������� ��#�������

�	��� �)��� �&���#�� ��� ��! X −→ π0(X) 8���� π0(X) �� �&���#1
���# �� � ���& #������&��� K1�������� ,�&�  �&!&����&� ���	 8� ��� ����
�/ (xν) ∈ X(A)Zh,0 ���� (xν) ���� &� � ΓK ��������� �&������# �&�!&1
����� $���� �� 8��� 7� ��&*)� �& ��&8 ���� �/ X �� �&������# &��� K
���� X(A)h,0 = X(A)� 2*� ���� /&��&8� /�&� ��� /��� ���� 8��� X ��
�&������# &��� K ���� ��� ��� �!���� XU ��� �&������# ��# �&

XU ,0 = ∗ .



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ ���

3��� ����� ���� �� ���� ����<

lim
U

XU ,0(hK) = ∗

��# �& ��� �#���� !&���� ��� �� X(A)h,0�

	�����!�� 18�3� �� X ���� ��� ���  ΓK'���	��� ��������� ��#'

������ ����

X(A)fin,h = X(A)fin,Zh = X(A)h,n = X(A)Zh,n = ∅.

�	��� ���#���� /�&� �&�&����� ���
� ��# ��� /��� ����

X(A)h,n ⊆ X(A)0,h.

=�= �������	�� �� �	�	�� :�����

.�� K 7� � �*�7�� A��# ��# X � K1�������� =����� �����&�� T����� ��#
����� �� 8���� 8� ���� #�A��# /&� ���� n �8& &7���*���&� ����

X(K) ⊆ X(A)h,n ⊆ X(A)Zh,n ⊆ X(A).

� �����&� T��� 8� ���� !�&��# �&�&����� ���	 8���� ������ ���� /&�
���� n ≥ 2 &�� ���

X(A)h,n = X(A)h,2

��#

X(A)Zh,n = X(A)Zh,2.

� �&�&����� ���
�< 8� ���� #��������# X(A)h,0 ��# X(A)Zh,0< ��#
8� ��8 ���� ���� �&����� &��� ��/&�����&� �&���) /�&� ��� ���& #����1
��&��� ������ &/ �&������# �&�!&����� &/ X � � �� ����� ��/� �& �������
��� ���� X(A)h,n ��# X(A)Zh,n /&� n = 1, 2� � ���� �����&� 8� 8��� #���
8��� ��� n = 1 ���� ��# !�&�� ��� /&��&8��) ���&���< �&�������) ��� �&�1
���!&�#��) &7���*���&� ���� �& ��� &7���*���&� ���� &7�����# 7� #������
&��� ������� A���� )�&*!�:

�����" 18�3$ ��� K 
� H��� �� X  �#���� ��������� K'�	���)�

����

X(A)h,1 = X(A)fin,

X(A)Zh,1 = X(A)fin−ab.



��� �	� �� ������

3�� ���� &/ ���� �����&� 8��� 7� #��&��# �& ��� !�&&/ &/ 3��&��� ���
��
.�� *� 7�)�� 7� ����7������) �&�� �&����&�� � &�#�� �& *�#������# ���
A���� #������ &7���*���&�� 8� 8��� 7� �&���#����) �&��&��

f : Y −→ X

*�#�� A����K1)�&*!�G� D� 8��� ��8��� ���*�� ���� Y �� �&������# &���
K J���� ���� ��� )�&������ �&������# �&�!&����� /&�� � ���)�� "��&��
&�7��K< �� ���� �� �& �&�� &/ )��������� /&� #������ &7���*���&�� D��� 8�
#&�N� 8��� �& �!���/� ��� K1)�&*! G 8� 8��� ���!�� ��/�� �& f : Y −→ X

�� � 7���� ������� D� 8��� #��&�� 7�

Xf (A) ⊆ X(A)

J��� TTT�����K ��� ��� &/ �#���� !&���� 8���� �*����� #������ 7� Y < ����
��� ��� &/ �#���� !&���� 8���� ��/� �& �&�� K1�8��� &/ Y � � ���� �&����&�
X(A)fin �� &7�����# 7� �����������) Xf(A) &��� ��� A���� �&��&�� ��#
Xfin−ab �� &7�����# 7� �����������) X(A)f &��� ��� A���� �7����� �&��&���
3�� ������� &/ ��� �&������&� 7��8��� �&��&�� *�#�� A���� K1)�&*!�

��# ��� �������� ?���� �&�&�&!� ��!� �� )���� 7� �!!����) ��� j���
�&����*���&� �& ��� ?���� J�&�����)K ��! Y −→ X � L�� ���� &7����� �
��!���&�����) Y̌• )���� 7�

Y̌n =

n+1︷ ︸︸ ︷
Y ×X ...×X Y .

.�� *� �&8 ������� ��� ���!������ ΓK1��� NY̌ J��� ��A����&� ����K�
D� ���� � ���*��� ��&�&�!���� J&��� KK

n+1︷ ︸︸ ︷
Y ×X ...×X Y ∼= Y ×Gn

��# �&

(NY̌ )n = π0/K(Y̌n) ∼= π0/K(Y )×Gn.

D� ���� &7����� ���� 8� ��� �#����/� NY̌ 8��� ��� ����� &/ � �������
)�&*!&�# Y:

(�7������ 18�3) .�� G 7� � A���� K1)�&*! ��# f : Y −→ X � �&��&�
*�#�� G� D� #�A�� ��� )�&*!&�# Y �& 7� ��� )�&*!&�# 8�&�� &7G����
��� ��

Ob(Y) = π0/K(Y )

��# 8�&�� �&�!���� ���� ���

Hom(C1, C2) = {g ∈ G|gC1 = C2}



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ ���

/&� ���� C1, C2 ∈ π0/K(Y )�

� �� ���� �& ����/� ����:

��""! 18�3*

NY̌ = N(Y).

6&8 ��������) �)��� ��A����&� ���� 8� ��� 8����

XY̌ ,1 = P1(Ex
∞(NY̌ )) = P1(Ex

∞(N(Y)).

6&8 �� �� � 8��� 5�&8� ���*�� �� �&�&�&!� ���&�� ���� ����� Y �� �
�&������# )�&*!&�# ��� ����� N(G) �� � �&������# O�� ���!������ ���
��# /&� ���� C ∈ Ob(Y) &�� ���

πn(N(Y), C) =
{
HomY(C,C) n = 1

0 n > 1
J∗K

� !�����*��� ���� ����� ���� ��� ��!

NY̌ −→ P1(Ex
∞(NY̌ )) = XY̌ ,1

�� � �&��� 8��5 �F*�������� &/ ���!������ ΓK1����< �& 8� ��� �&���#�� NY̌

�� � �&#�� /&� XY̌ ,1� � !�����*��� 8� ���� ��&�&�!����� &/ ����

NY̌ (hK)
�−→ XY̌ ,1(hK),

NY̌ (hA)
�−→ XY̌ ,1(hA).

J∗∗K

D� �&���#�� ��� K1)�&*! G �� ��� A���� )�&*! G(K) 8��� �� ����&�
&/ ΓK &� ��� D� ���� �&���#�� ��� ����#��# �&#�� /&� BG �� ��� �����
&/ ��� )�&*!&�# BG 8��� &�� &7G��� ��# �&�!���� ��� G� D� ���� � ΓK
����&� &� ���� )�&*!&�# ��# �& �� ����&� &/ ΓK &� &*� �&#�� /&� BG�
D� ���� �� �F*�������� ��! &/ )�&*!&�#�

Y −→ BG

��#*��# 7� ��� ���*��� ����*��&� Hom(C1, C2) ⊆ G� 3��� )�&*!&�# ��!
��#*��� � ��!

cY : NY̌ −→ BG.

3�� �&�!*����&� (∗) ��� ��� /&��&8��) �&�&����� #�����7��) ��� 7����1
�&� &/ ��� ��! cY :

	�����!�� 18�3- ��� G 
�  H���� K'�	��� �� f : Y −→ X  ��	��	

����	 G� �� Y �� ���������	��� ��������� ���� ��� #�

cY : NY̌ −→ BG



��� �	� �� ������

�� � ������
���� �� �������  ���	� ������H�����

π1 (NY̌ , ∗) ∼= G.

�� Y �� ��� ���#��	����) ��������� ���� ��� #� cY -��� ����� ������ �

�#
������ �� ��� ����� �� ����#���� �	�����

D� �&8 �&�� �& ��� ���� ����� 8���� �&������ ��� #������ &7���*�1
��&� )���� 7� Y ��# ��� �&�&�&!� &7���*���&� )���� 7� ��� ��!���&�1
����) Y̌ :

���#������� 18�3/ ��� X 
�  K'�	���) �� f : Y −→ X  ��	��	

����	  H���� K'�	��� G� ����

X(A)Y̌ ,1 ⊆ X(A)f .

��, ��	���	#�	�, Y �� ��������� ���	 K ����

X(A)Y̌ ,1 = X(A)f .

�	��� � ���� �&#�� BG ��� � ���)�� �����- )����) �� � ���*��� 7���
!&��� !�������# 7� ΓK � 4���� BG �� ���& 7&*�#�# 8� ��� *�� ���� 7���
!&��� �& �&�!*��

BG(hK) = π0
(
BGhΓK

)
��� ��� �!������ ��F*���� &/ ����� 4���� BG �� �&������# ��# π1 �� ���
&��� �&�1������� �&�&�&!� )�&*! ��� �!������ ��F*���� �&���!��� ��# 8�
&7���� �� ��&�&�!����

BG(hK)
�−→ H1(K,G).

.�� *� ��� �& ��5� ���� �#����A����&� �&�� �-!������ .�� Λ�̃ΓK 7� ��
&!�� �&���� �*7)�&*! ��# #�A�� H = ΓK/Λ� 3��� ��� ���!������ ���
EH ��� 7� �������# �� ��� ����� &/ ��� )�&*!&�# EH 8�&�� &7G���� ���
H ��# 8�&�� �&�!���� ���� ��� ��� ���)���&��� 6&8 �*!!&�� ���� &*�
�&�&�&!� A-�# !&��� �� )���� 7� � ��!

F : EH −→ BG

8���� �� ��#*��# 7� � ��! &/ )�&*!&�#�

F : EH −→ BG.

D� ��� �#����/� H 8��� ��� *��&� &/ ���)���&��

∪σ∈HHomEH(1, σ).

3��� F ��!� ���� ��� �& ��� �&�!���� ��� /�&� ��� ���)�� &7G��� &/ BG



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ ���

�& �����/ 8���� ��� 7� �#����A�# 8��� G� 3�� &7�����# ��! u : H −→ G

)���� ��� #�����# 11�&����� �� H1(K,G)�
6&�� ���� ����� F �� H1�F*�������� �� �� �&�!������ #��������# 7�

u� / &�� *��� ���� #����������&� �� &�#�� �& 8���� ��� �&�#���&� ����
F ���!���� �&�!&����&� �� ����� &/ u &�� 8��� A�# �-����� ��� /�������
11�&����� �&�#���&��
6&8 ������ ��� ��! cY #�A��# �7&��� 2� (∗∗) 8� )�� � ��! J8����

8� #��&�� 7� ��� ���� ����K

cY : XY̌ ,1(hK) −→ BG(hK) = H1(K,G).

D��� �&�� /*����� �7*�� &/ �&����&�< 8� 8��� ���� ��� �#���� �����&� &/
���� ��! 7� ��� ���� ����:

cY : XY̌ ,1(hA) −→ BG(hA) = H1(A, G).

��""! 18�30 ��� p ∈ X(K) 
�  ����� ��

h(p) ∈ X (hK)

��� ��		��������� ��#����) H:�� ������ ����

cY (h(p)) ∈ H1(K,G)

�� ��� ���#��� -���� �����H�� ��� G'��	��	 Yp = f−1(p)� ��#��	�) ��

p ∈ X(A) �� � ����� ����� ���� cY (h(p)) �����H�� ��� ����� G'��	��	

f−1(p)�

�	��� D� 8��� !�&�� ��� ����� /&�K� 3�� !�&&/ &/ ��� �#���� �����&� ��
�&�!������ ����&)&*�� ,�&� /*���&������� �� �� ��&*)� �& !�&�� ��� �����
/&� X = p ��# Y = Yp�
� ���� ���� Y �� ��� )�&*!&�# 8�&�� &7G���� ��� �� � !�����!�� �&�&)�1

�&*� G1��� ������A�# 7� �� ������� α ∈ H1(K,G) ��# ����� �� � *��F*�
�&�!���� 7��8��� ��� �8& &7G�����
.�� y0 ∈ Y 7� �� ��7������ 7��� !&��� ��# ��� H 7� � 7�) ��&*)� A����

F*&����� &/ ΓK �*�� ���� ��� ����&� &/ ΓK &� 7&�� G ��# Y < �� 8��� ��
��� ������� α< /���&� ���&*)� H � � ���� ���� 8� ��� ��!������ α 7� �
11�&����� u : H −→ G J#��&��# 7� σ −→ uσK �*�� ����

σ(y0) = uσ(y0)

/&� ����� σ ∈ H �
6&8 ����� ��� �������� �� Y #&�N� ���� �*�&�&�!����� 8� ��� ����

NY̌ ��# ����� XY̌ ,1 ��� �&�������7�� ��# �& XY̌ ,1(hK) = ∗� 3��� �����



��� �	� �� ������

���� �/ 8� �&����*�� ��� �&������ ������� �� XY̌ (hK) J&�NY̌ (hK)K ����
�� ��� �& �&����#� 8��� h(p)�
3�� �&�&�&!� A-�# !&��� 8���� 8� 8��� �&����*�� �� ��� &�� )���� 7�

��� �F*�������� ��! &/ )�&*!&�#�

ϕ : EH −→ Y

8���� ���#� ��� &7G��� σ ∈ H �& ��� &7G��� σy0 ∈ Y J����� ��� ���
�&�!���� ���� ��� ���)���&�� ����� �� �& !�&7��� �& �&����*�� �*�� �
��!K� D� ���� ���# �& �&�!&�� ��� ��! ϕ 8��� ��� )�&*!&�# ��!
Y −→ BG ��# �&���#�� ��� &7�����# ��!

ψ : EH −→ BG.

� &�#�� �& A�# ��� �&����!&�#��) ������� �� H1(K,G) 8� ���# �& ����5
�& 8���� �&�!���� ψ ���#� ��� *��F*� �&�!���� /�&� 1 �& σ ∈ H � 6&8
ϕ ���#� ���� �&�!���� �& ��� *��F*� �&�!���� /�&� y0 �& σy0� 4����

σy0 = uσ(y0),

8� ��� ���� ψ ���#� ���� �&�!���� �& ��� �&�!���� uσ ∈ G� 3��� A������
��� !�&&/ &/ ��� ������

D� ��� �&8 ���#� �& A���� ��� !�&&/ &/  �&!&����&� ���
�� .�� (xν) ∈
X(A)Y̌ 7� �� �#���� !&���� 3��� ��� �&�&�&!� A-�# !&��� h((xν)) ∈
XY̌ ,1(hA) �� ����&��� 8���� ����� ���� ��� �#���� �&�&�&�&)� �����

cY (h(xν )) ∈ H1(A, G)

�� ����&��� �� 8���� 2� .���� ���
	 ��� �&��&� ��!� &/ ��� A7�� &��� (xν)
�� ����&��� ��# �& ����� �-���� � K1�8��� &/ Y �*�� ���� (xν) ��/�� �& ���
3��� ����� ���� (xν) ∈ X(A)f ��# �&

X(A)Y̌ ,1 ⊆ X(A)f .

6&8 ���*�� Y �� �&������# &��� K ��# ��� (xν) ∈ X(A)f 7� � !&���
�*������) #������ 7� Y � � ���� ���� ��� )�&*!&�# Y ��� &��� &�� &7G���
��# �& ��� ��!

Y −→ BG

�� �� ���"��#��"� 3��� ����� ���� ��� ��!

NY̌ −→ BG

�� �� ��&�&�!���� ��# 7� (∗∗)< ��� ��!�

XY̌ ,1(hK) −→ BG(hK)



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ ���

��#

XY̌ ,1(hA) −→ BG(hA)

��� 7�G����&�� &/ ����� 2� .���� ���
	 8� )�� ���� cY (h(xν )) ∈ BG(hA)
�� ����&��� ��# �& h(xν) ∈ XY̌ ,1(hA) �� ����&��� �� 8���� $���� �� ����
����

X(A)Y̌ ,1 = X(A)f

��# 8� ��� #&���

D� ��� �&8 ���#� �& !�&�� 3��&��� ���
��

�	��� �� /�.;> 4���� X(A)h,1 ⊆ X Y̌ ,1(A) /&� ����� A���� �&��&� Y 8�
����#������ &7���� /�&�  �&!&����&� ���
� ����

Xh,1(A) ⊆ X(A)fin.

� ������� ��)*����� 8&�5� /&�XZh,1: �/ f : Y −→ X �� � A���� !����!�
�&��&� ���� ��� ��!

NY̌ −→ ZNY̌

��#*��� � 8��5 �F*��������

NY̌ −→ P1((ZNY̌ )
1)

8���� (ZNY̌ )
1 #��&��� ��� �&������# �&�!&���� &/ ZNY̌ )���� 7�

1 ∈ π0(ZNY̌ )
∼= H0(NY̌ )

∼= Z.

3�� ���� ��&�&�!���� ���� �� ���&������ 3��� ��!���� ���� �� ���� ����

X(A)Y̌ ,1 = X(A)ZY̌ ,1 J∗ ∗ ∗K

��# ����� X(A)Zh,1 ⊆ X(A)ZY̌ ,1 8� )�� ����

X(A)Zh,1 ⊆ X(A)fin−ab.

� ����� ������� �& !�&�� ��� ������� ����*��&�< ���� �& ��&8 ����

X(A)fin ⊆ Xh,1(A),

X(A)fin−ab ⊆ X(A)Zh,1.

.�� (xν) ∈ X(A)fin 7� � !&���� D� ���# �& ��&8 ���� (xν) ∈ X(A)h,1�
L*� A��� ���! 8��� 7� �& ��&8 ���� (xν) ∈ X(A)Y̌ ,1 /&� ���� A���� �&��&�
f : Y −→ X �



��	 �	� �� ������

���#������� 18�31 �� ��� f : Y −→ X 
�  ��	��	 ����	  H����

K'�	��� G� ����

Xfin(A) ⊆ X(A)Y̌ ,1.

�� ��� f : Y −→ X 
�  ��	��	 ����	  H���� 
���� K'�	��� G� ����

Xfin−ab(A) ⊆ X(A)Y̌ ,1.

�	��� D� ����� 8��� ��� /&��&8��) �����:

��""! 18��3 ��� X,K 
� � 
��� �� ���#� ��� X(A)fin = ∅�
���

f : Y −→ X


�  ��	��	 ����	  H���� K'�	��� G� ���� ���	� ��  �-���

fα : Y α −→ X

���� ��� Y ��  ��������� ��#������ ��H��� ���	 K� �� ��� ���#��

������ ��� X(A)fin−ab = ∅ ���� ��� 	����� �� �	�� ��	 
���� G�

�	��� 6&�� ���� &��� K ����� �� �� ����*��&�

(Y 0, G0) −→ (Y ,G)

8���� �� � ��! &/ �&��&�� &��� X < 8���� Y 0 �� ��� �&������# �&�!&����
&/ Y � 4���� X(A)fin = ∅ 8� ���� /�&� .���� ��� &/ B4�&
�C ���� �����
�-���� � ��!

(Y ′, G′) −→ (Y 0, G0)

8���� (Y ′, G′) �� � )�&���������� �&������# �&��&� &���X � 2� �&�!&���)
8� )�� � ��!

(Y ′, G′) −→ (Y ,G).

6&8 7� .���� ��� &/ B4�&
�C ����� �-���� �� α ∈ H1(K,G) /&� 8����
����� �� � ��!

(Y ′, G′) −→ (Y α, Gα).

4���� (Y ′, G′) �� )�&���������� �&������# ��# #�A��# &��� K ��� ����
�� ��*� /&� ��� ���)�� 3�� �7����� �����&� �� ��������

6&8 ���*�� ���� (xν) ∈ X(A)fin ��# ��� f : Y −→ X 7� � �&��&�
*�#�� � A���� K1)�&*! G� 4���� X(A)fin = ∅ 8� )�� /�&� .���� ����

���� ����� �-���� � �8���

fα : Y α −→ X



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ ���

�*�� ���� Y α ��� � ΓK1��������� �&������# �&�!&����� .�� Y α0 ⊆ Y α

7� ���� �&������# �&�!&���� ��# �&���#�� �� �� �&��&� &��� X *�#�� ���
���7����� Gα0 ⊆ Gα� 6&8 7� ����*����&� (∗) �7&�� ��� �F*�������� ��!

XY̌ α
0 ,1

−→ XY̌ α,1

�� � 8��5 �F*��������� �!!����)  �&!&����&� ���
� �& ��� �&��&� fα0 :

Y α0 −→ X 8� ���� )��

X Y̌ α,1(A) = X Y̌ α
0 ,1(A) = Xfα

0 (A)

��# ����� (xν) ∈ X(A)fin ⊆ Xfα
0 (A) 8� )�� ����

(xν) ∈ X Y̌ α,1(A).

D� ���# �& ��&8 ���� (xν) ∈ X Y̌ ,1(A)< �& 8� 8��� ���# �& 7� �7�� �&
;*�#&; ��� �8����
.�� H 7� � 7�) ��&*)� A���� F*&����� &/ ΓK �*�� ���� ��� ����&� &/

ΓK &� G �� 8��� �� ��� ������� α /���&� ���&*)� H � � ���� ���� 8� ���
��!������ α 7� � 11�&����� u : H −→ G J#��&��# 7� σ −→ uσK �����/���)
��� �&����� �&�#���&�

uστ = σ(uτ )uσ

.�� L/K 7� � A���� "��&�� �-�����&� �&����!&�#��) �& H � .�� fα :

Y α −→ X 7� ��� �&����!&�#��) �8��� 7� α 8���� �� � A���� �&��&� *�#��
Gα� .��

XL −→ X

7� �� �� ��A����&� ��	�� 6&�� ���� ���� �� � H1�&��&��
6&8 �&���#�� ��� �&��&�� J&��� XK

YL = Y ×X XL,

Y αL = Y α ×X XL,

��# ��� ���*��� !�&G����&��

YL −→ Y,

Y αL −→ Y α.

6&�� ���� ����� ��!� ��#*�� K1��&�&�!���� /�&� ���� K1�&������#
�&�!&���� �� ����� #&���� �& ��� ���)�� $���� /�&� (∗) �7&�� 8� ���
���� ���� ��#*�� 8��5 �F*���������

NY̌L
−→ NY̌ ,



��
 �	� �� ������

NY̌ α
L
−→ NY̌ α .

��""! 18��� ���	� �:���� � ���#�	����# �� 1��� ����	���� ���	 X

Tα : YL −→ Y αL .

�	��� �/��� ��&&���) �� �#����A����&� &/ π0(XL) 8��� H �� �� ��&*)�
�& �&����*�� �� ��&�&�!����

Tα : H × Y −→ H × Y = H × Y α

8���� �&��*��� 8��� ��� ����&� &/ ΓK J�&�� ���� ��� ����&� �� #�>�����
&� 7&�� ��#��K� D� ����� #�A��

Tα(τ, y) =
(
τ, u−1τ y

)
.

6&8 �&�� ���� ��#��#

σ(Tα(τ, y)) = σ
(
τ, u−1τ y

)
=
(
στ, σ

(
u−1τ y

))
=(

στ, u−1σ σ
(
u−1τ
)
σ(y)

)
=
(
στ, u−1στ σ(y)

)
=

Tα(στ, σ(y)) = Tα(σ(τ, y)).

3��� A������ ��� !�&&/ &/ ��� ������

6&8 /�&� .���� ����� �� /&��&8� ����

X Y̌ ,1(A) = X Y̌L,1(A) = X Y̌ α
L ,1(A) = X Y̌ α,1(A)

��# �& (xν) ∈ X Y̌ ,1(A) �� ��F*���#�

.�� *� �&8 ���*�� �& ��� !�&&/ &/ 3��&��� ���
�� .�� U −→ X 7� �
��!���&�����)� D� ���# �& ��&8 ���� (xν) ∈ X(A)U ,1� D� 8��� ��F*���
��� /&��&8��) #�A����&�:

(�7������ 18��� .�� X = X ⊗K K ��# ��� f : Υ −→ X 7� � �&��&�
*�#�� � A���� )�&*! G #�A��# &��� K� D� ��� ���� (f,Υ, G) �� .!����
���!��!�� �/ /&� ���� σ ∈ ΓK ��� G1�&��&� fσ : Υσ −→ X �� ��&�&�!���
�& ��� G1�&��&� f : Υ −→ X &��� K�

3�� /&��&8��) ����� 8��� ��5� ��� ��*���� ���! ���7���) *� �& �!!��
��/&�����&� &� �&��&�� �& ��� )������ ��!���&�����)�:

��""! 18��$ ��� K 
�  H��� �� X  ���#��	����) ��������� K'

�	���)� ��� U• −→ X 
�  �)��	����	��� �� G = π1(XU )� E� -���

������ 
) Gab ��� 	����	���	���� �� G� ����



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ ���

�� ���	� �:����  ���#��	����) ��������� G'��	��	

f : Υ −→ X

��  #� �� �)��	����	����

γ : U• −→ Y̌•

-���� ������� ��� �������)

G = π1 (XU ,1)
�−→ π1

(
XΥ̌,1

)
= G

-��	� ��� ��� ������H����� �� 
) !�	���	) /�.;3�

�� ���	� �:���  �:����  ���#��	����) ��������� Gab'��	��	

f : Υ −→ X

��  #� �� �)��	����	����

γ : U• −→ Y̌•.

-���� ������� ��� 
����� ����

G = π1 (XU ,1) −→ π1
(
XΥ̌,1

)
= Gab

%�	���	#�	� �� 
��� ���� ��� ��	��	 f : Υ −→ X �� 
� ���� �� 
�

�	���� ���	��	���

�	��� 2� ��� #���*���&� �� �*7�����&� TT����� 8� ��� ���*����� �&���#��
��� !*��7��5 &/ Un �& ��� )������ !&��� &/ X �� � A���� ΓK(X)1��� 8����
8� #��&�� 7� Ũn J��� ��A����&� ���
K� 2� ���������&� 8� 8��� ���& �&���#��
Ũn �� � ΓK(X)1����
D� #��&�� 7�

StabΓK(X)

(
Ũ0

)
= {H1, ..., Ht}

��� ��� &/ ���7������� �� ΓK(X) &/ ��� !&���� &/ Ũ0�
� &�#�� �& !�&�� !��� 1< �&���#�� ��� )�&*!

E = 〈H1, ..., Ht〉 ,

��� E �� ��� )�&*! )�������# ����#� ΓK(X) 7� ��� ��� )�&*!� ��

StabΓK(X)

(
Ũ0

)
� 4���� ��� ��� StabΓK(X)

(
Ũ0

)
�� ��������� *�#�� �&�1

G*)���&� 7� �������� /�&� ΓK(X) 8� ��� ���� E �� ���*���� �&���� ��
ΓK(X) J��# �& �� !�����*��� �&���� �� ΓK(X)K�

4���� Ũ0 �� � A���� ��� ���� Hi ��� A���� ��#�- �� ΓK(X) 8���� �����



��� �	� �� ������

���� E ��� A���� ��#�- �� ΓK(X) �� 8���� .�� F/K(X) 7� ��� A���� A��#
�-�����&� ���� �&����!&�#� �& E�
6&8 /&� ���� i ��� K(X) ⊆ Fi 7� ��� A��# �-�����&� �&����!&�#��) �&

Hi� 3��� Fi �� *�����A�# &��� ��� ���)� &/ ��� �&�!&���� &/ Ũ0 �&���1
�!&�#��) �& ��� ΓK(X)1&�7�� �&�������) i� 4���� U0 −→ X �� �*�G������
��# ����� F ⊆ Fi /&� ����� i 8� ��� ���� F �� *�����A�# &� X� 3�*� E
�&������ ��� 5����� &/ ��� �*�G������ ��!

ρ : ΓK(X) −→ π1(X)

��# ��� �&���� �*7)�&*! ρ(E) � π1(X) �&����!&�#� �& � )�&����������
�&������# �&��&�

φ : Υ −→ X

*�#�� ��� )�&*! π1(X)/ρ(E)� 6&8 /�&� �&�&����� ���� ��# .���� ����
8� ��� ���� π1(X)/ρ(E) ∼= G� 2� �&����*���&�< 8� ���� � ��! ΓK(X)

����

γ : Ũ0 −→ Υ̃,

8���� ��#*��� � ��!

U0 −→ Υ,

��# �& � ��!

U• −→ Υ̌

��#*��� ��� �#����A����&�

G = π1 (XU ) −→ π1 (XY̌ ) = G.

� &�#�� �& !�&�� !��� 2 �&���#�� ��� )�&*! E ⊆ E′ ⊆ StabΓK(X)

(
Ũ0

)
)�������# 7� E ��# ��� �&��*���&� �*7)�&*! &/ StabΓK(X)

(
Ũ0

)
� 3���

E′ �� �)��� �&���� �� ΓK(X)� 3�� ���)� ρ(E′) ⊆ π1(X) �&����!&�#� �&
� A���� "��&�� �&���

φ′ : Υ′ −→ X

*�#�� ��� )�&*! π1(X)/ρ(E′) ∼= Gab� �� �7&�� 8� )�� � ��! &/ ��!��1
�&�����)�

U• −→ Υ̌

8���� ���� ���� ��#*��� ��� �7����������&�

G = π1 (NU ) −→ π1 (NY̌ ) = Gab.



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ ���

6&�� ���� ����� 7&�� ρ(E), ρ(E′) ⊆ π1(X) ��� ��������� �& �&�G*)���&�
7� �������� &/ π1(X) 8� )�� ���� �� 7&�� ����� Υ �� "��&�� ����������

6&8 ��� U −→ X 7� � ��!���&�����) 8��� π1(U) = G ��# ��� f :

Υ −→ X 7� � )�&���������� �&������# G1�&��&� 8���� �#���� � ��!

U −→ Υ̌

��#*���) ��� �#������ &� /*�#������� )�&*!��
6&8 ����� �-���� � ���)� ��&*)� A���� "��&�� �-�����&� L/K �*�� ����

8� ��� !*� �� L1)�&*! ���*��*�� &� G ��# �� L1������� ���*��*�� &� Υ

��5��) f : Υ −→ X ���& � G1�&��&� #�A��# &��� L� 4���� Υ 8�� "��&��
��������� 8� ��� ���*�� ���� L �� 7�) ��&*)� �& ���� Υ �� ��&�&�!���
&��� L �& ��� ��� "��&�� �&�G*)�����
2� ;�����)��); &���Gal(L/K) = {σ1, ..., σn} J8���� n = |Gal(L/K)|K

8� &7���� � ��! &/ ��!���&�����)� &��� K )���� 7�

U −→ Υσ1 ×X ...×X Υσn = R
L/K
/X (Υ)

8���� RL/K/X �� ��� D��� ���������&� &/ ������� &��� X � .�� *� #��&��

Y = R
L/K
/X (Υ)� 6&8 Y �� � �&��&� *�#�� ��� A���� K1)�&*!

RL/K(G) = Gσ1 × ...×Gσn .

,*������&�� ����� Υ 8�� "��&�� ��������� 8� )�� ����

Y ⊗K L ∼=
n︷ ︸︸ ︷

Υ×X ...×X Υ ∼= Υ×Gn−1

8���� ��� ��� ��&�&�!����� ��� &��� L� � !�����*��� 8� ���� � #��)&���
��7�##��) &/ Υ �� Y ⊗K L 8�&�� ���)� �� � )�&������ �&������# �&�1
!&���� J#�A��# &��� LK� 3�� ���7����� &/ ���� �&������# �&�!&���� ��
��� #��)&��� �*7)�&*! &/ Gn< 8���� �� ��&�&�!��� �& G J�� L1)�&*!�K�
2� &*� �������� �7&�� 8� )�� ���� ��� ��!

π0/L(Υ̌) −→ π0/L(Y̌ )

�� � 8��5 �F*��������� 3��� ����� ���� ��� ��!

XU ,1 −→ XY̌ ,1

�� � 8��5 �F*��������< ��# �&

X(A)U ,1 = X(A)Y̌ ,1.

4���� (xν) ∈ X(A)Y̌ ,1 7�  �&!&����&� ���
� 8� )�� ���� (xν ) ∈ X(A)U ,1

��# 8� ��� #&���



��� �	� �� ������

3��� A������ !��� 1 &/ ���
�� ,&� !��� 2 8� ���# �& ��&8 ���� �/
(xν) ∈ X(A)fin−ab ���� (xν) ∈ X(A)ZU ,1� ����) ��� ���&�# !��� &/
.���� ����� ����� �-���� � �&���� A��# �-�����&� K ⊆ L ��# � Gab1
�&��&� f : Υ −→ X 8���� �#���� � ��!

U −→ Υ̌

��#*���) ��� �7����������&� &� /*�#������� )�&*!�� �)��� 8� ��� ��&&��
� ���)� ��&*)� A���� "��&�� �-�����&� L/K �*�� ���� G,Υ ��# ��� ��!
U −→ Υ̌ ��� ��� #�A��# &��� L � .�� Y = R

L/K
/X (Υ)� 3��� �� �7&�� 8�

)�� � ��! #�A��# &��� K

U −→ Y̌

��# 8� 5�&8 ���� ��� #��)&��� ��! ��#*��� � ���*��� ��&�&�!����

π1 (NΥ̌)
�−→ π1 (NY̌ ) .

$���� ��� ��!

NU −→ NY̌

��#*��� ��� �7����������&� &� ��� ����� &/ /*�#������� )�&*!� ��# �����
�� ��&�&�!���� &� A��� �&�&�&)� )�&*!�� 3��� ����� ���� ��� ��!

P1 (ZNU ) −→ P1 (ZNY̌ )

�� � 8��5 �F*�������� ��# �&

X(A)ZU ,1 = X(A)ZY̌ ,1.

2� (∗ ∗ ∗) �7&�� 8� ��� ����

X(A)ZY̌ ,1 = X(A)Y̌ ,1

��# ����� (xν) ∈ X(A)Y̌ ,1 7� ���
� 8� )�� ����

(xν) ∈ X(A)ZU ,1

�� ���#�#� 3��� A������ ��� !�&&/ &/ 3��&��� ���
��

��"!�9 18��) L�� ��)�� 8&�#�� 8��� ��� �&�� &/ �&���������� �� ��
��� !�&&/ &/ 3��&��� ���
�� 3& ��� ���� &�� ��&*�# �&���#�� ��� ����

X = Spec (K)
∐

Spec (K).

2�  �&!&����&� ���	 8� 5�&8 ����

X(A)Zh,1 = X(A)h,1 = X(K).



/G ��#����) �
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L� ��� &���� ���#< 8��� K ��� � �&�!��- !���� ����

X(A)fin−ab = X(A)fin = X(K).

�#��# �/ (xν), (x′ν) ∈ X(A) ��� �8& �#���� !&���� ���� #�>�� &��� �� �
�&�!��- �&&�#����� ���� (xν) ∈ X(A)fin �/ ��# &��� �/ (x′ν) ∈ X(A)fin<
��# ��������� /&� X(A)fin−ab�
3��� ��< �&8����< ��� &��� /�*�� �� ��� #�����# �F*����� &/ X(A)fin ��#

X(K)� � /���< �� B4�&
�C 4�&�� )���� � !�&&/ &/ ���� �F*����� J.����
���
 �� B4�&
�CK� $&8���� ���� !�&&/ �� ���&��&*� ��# ��� ���&� 7��&���
� !�&7��� �-����� �� ��� �&�!��- !������
3& �&���*#�< 8��� &�� �)�&��� ��� �&�!��- !����� J&� �/ K �� �&�����

����K &�� ��� 8����

X(A)h,1 = X(A)fin

��#

X(A)Zh,1 = X(A)fin−ab

���� 8��� X �� �&� �&������#�

3�� /&��&8��) �&�&����� �� &��)������ #*� �& $����� ��# 4��- J*�!*71
�����# 8&�5K ��# �� ��&���� ������# �& .���� 5.7 �� B4�&
�C:

	�����!�� 18��* ��� K �� X  �#���� ���#��	����) ��������� �'

	���) ���	 K� ��

X(A)fin = ∅

���� ��� ���	� �:�� ��5�����

1 −→ π1(X) −→ π1(X) −→ ΓK −→ 1

�������

�	��� 4����

X(A)h,1 = X(A)fin = ∅

8� 5�&8 ���� Ét/K
1
(X)(hK) �� �&�1��!�� ��*� 8� )�� ��� ����� /�&�

.���� ��	��



��� �	� �� ������

=�
2 ��� 3#�	������� �, ��� ?������� *������	��
��� ��� '������8��	� *������	��

� ���� �����&� 8� ����� !�&�� �& /&��&8��) ���&���:

�����" 18��- ��� 2 ≤ n ≤ ∞ �� ��� X 
�  �#���� ���
	��

�	���) ���	  ��#
�	 H��� K� ����

X(A)Zh,n ⊆ X(A)Br.

�� X �� ��� ��������� ����

X(A)Zh,n = X(A)Br.

� ��)�� &/ �&�&����� ���	 �� �� ��&*)� �& !�&�� 3��&��� ����� /&� ���
�!���A� 2 ≤ n ≤ ∞� � !�����*��� 8� ��� ���*�� ���� n �� �&�� A-�#
�*�7�� 3 < n < ∞� 3�� ���#�� ��� ��!���� n 8��� 4 �����8���� �/ ��
&� ��� �& !�������
� ��)�� &/ �&�&����� ���� 8� ��� ���� �� &�#�� �& *�#������#

X(A)Zh,n

8� A��� ���# �& *�#������# ��� ���� Pn(ZXU )(hA) ��# Pn(ZXU )(hK)

/&� ���� ��!���&�����) U � 6&�� ���� Pn(ZXU ) �� �&� &��� � ���!������
ΓK1��� 7*� ���& � ���!������ ΓK1�&#*�� ���� � ���!������ &7G��� �� ���
����)&�� ModΓK &/ ΓK �&#*����
3�� ����)&�� ModΓK �� �7������ �� ��!&����� �&&� &/ �&�&�&!� ���1

&�� �� ��� �&�#1O�� �&����!&�#���� 8���� ���&8� &�� �& ��#*�� ��� ��*#�
&/ ��� �&�&�&!� ���&�� &/ ���!������ &7G���� �� �� �7����� ����)&�� A
�& �&�&�&)���� ��)�7�� &/ �&�!��-�� &��� A�

@��D�� #�� E��� %	� ������������

(�7������ 18��/ .�� A 7� �� �7����� ����)&��� D� #��&�� 7� CA
��� ����)&�� &/ �&�!��-�� &��� A 8��� � #�>�������� &/ #�)��� −1� D�
#��&�� 7� C≥0A ��� ����)&�� &/ �&�!��-�� 8���� ��� 7&*�#�# 7��&8 7�
#������&� 0 J���� �&�!��-�� C• �*�� ���� Ci = 0 /&� i < 0K�

(�7������ 18��0 .�� A 7� �� �7����� ����)&��� / X �� � ���!������
&7G��� �� A 8� #��&�� 7� X ∈ C≥0A ��� �&�!��- &��� A )���� 7�

Xn = Xn

8��� ��� #�>�������� d =
∑

i(−1)idi�



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ ���

���#������� 18��1 2��� "���'F� !�		����������4 ��� A 
� �


���� �����	)� ��� �����	) AΔop

�� ��#������ �
I���� �� A �� �5���'

���� �� ��� �����	) C≥0A� ��	����	 ��	 ���	) �-� ��#������ A �
I����

��� ��

[X,Y] ∼= [X,Y]

-��	� ��� H	�� ������� ��#������ ��#����) �� ��� ������ ���� ��#�'

���)�

�	��� 4�� B�&��	C� 3�� !�&&/ ����� *��� � ���)���� #�>����� /*���&�
�����# ��� 0&&�� �&�!��-< 7*� ���� /*���&� �� ���*����� ����� �F*���1
���� �& ��� /*���&� • J�����# ��� *��&�������# �&�!��- �� [�&��	]K�

��"!�9 18��3 3�� /*���&� • �#���� � ��)�� �#G&���

• : C≥0A −→ AΔop

8���� �� ��� ;�&�&�&!� �������; ����

X
�−→ (X), ∀ X ∈ AΔop

,

(Y)
�−→ Y, ∀ Y ∈ C≥0A.

� !�����*��� /&� ����� X ∈ CA,Y ∈ AΔop

&�� ��� �� ��&�&�!���� &/
����

[X,Y] ∼= [X,Y]

8���� ��� A��� #��&��� ���!������ �&�&�&!� ��# ��� ���&�# ����� �&�&1
�&!��

��"!�9 18��� � ��� ���� 8���� A �� ��� ����)&�� &/ �7����� )�&*!�
���� ��� �&�#1O�� �&����!&�#���� ��!����� �&�&�&!� )�&*!� 8��� �&1
�&�&)� )�&*!�< ���

Hn(X) ∼= πn(X), ∀ X ∈ AΔop

.

@��D�� .�����(�
 #���� C� ���������

� &�#�� �& �&����*� ��&�) ���� ���� 8� 8&*�# ��5� �& *�� �  &����5&�1
��5� �&����*���&� /&� �&�!��-�� 8���� ���&8� *� �& ��*����� �&�&�&)�
)�&*!�� 3��� �&����*���&� �� ���*���� F*��� ���!��� ���� ���  &�����5&�
!���� /*���&� /&� �!�����
.�� C ∈ CA 7� � �&�!��-� D� #��&�� 7� P+

n (C) ��� �&�!��-

... −→ 0 −→ Cn/d(Cn+1) −→ Cn−1 −→ Cn−2 −→ ...



��	 �	� �� ������

6&�� ���� Hi(P
+
i (C)) = 0 /&� i > n ��# ����� �� � ���*��� ��! C −→

P+
n (C) 8���� ��#*��� ��&�&�!�����

Hi(C)
�−→ Hi(P

+
n (C))

/&� i ≤ n� 3�� /*���&� C 	→ P+
n (C) /�&� )������ �&�!��-�� �& �&�!��-��

7&*�#�# /�&� �7&�� 7� #������&� n �� ��/� �#G&��� �& ��� ����*��&� /*��1
�&��

(�7������ 18��� ����&)&*��� �& ��A����&� ���� 8� ����� #�A��

�� � �&�!��- C ∈ CModΓ 8��� 7� �����# 7���� �/ Hi(C) �� A���� /&� ���
i ∈ Z�

�� � �&�!��- C ∈ CModΓ 8��� 7� �����# ������� �/ ����� �-���� ��
N > 0 �*�� ����

Ci = 0

/&� |i| > N �
�� � �&�!��- C ∈ CModΓ 8��� 7� �����# ��������� �/ ��� ����&� &/ Γ
&� C /���&�� ���&*)� � A���� F*&������

3�� O��1�&�# �&����!&�#���� ���&8� *� �& ��*#� ��� �&�!��- Pn(ZXU )
������# &/ ��� �!��� Pn(ZXU )� 6&�� ���� ����� Pn(ZXU ) �� 7&*�#�# ���
�&�&�&)� )�&*!� &/ Pn(ZXU ) ��� ���&�� ��8��� ���&� $&8���� ��� �&�1
!��- Pn(ZXU ) �����/ 8��� �&� ����������� 7� 7&*�#�#�
4���� �� 8��� 7� �&�������� /&� *� �& 8&�5 &��� 8��� 7&*�#�# �&�1

!��-��< 8� 8&*�# ��5� �& A�# � 7&*�#�# �&�!��- C �*�� ���� Pn(ZXU )
�� ���*����� 8��5�� �F*������� �& C �� ��� �&��� �&#�� ���*��*��� 3��
�&�!��- C ��� 7� ��5�� �& 7� P+

n (ZNU ) J��� ��A����&� ����K�

��""! 18��$ ��� U −→ X 
�  �)��	����	 �� n ∈ N, ���� P+
n (ZNU )

�� ���	��) -���) �5������� �� Pn(ZXU ) �� ��� ���� #���� ��	����	�

�� SetΔ
op

ΓK
�

�	��� D� !�&�� ���� ���&��� 7� 8�����) � ���*��� ��)1��) &/ 8��51
�F*��������

Pn(ZXU )−→ (Pn(ZXU ))−→P+
n (Pn(ZXU ))←−P+

n (ZXU )←−P+
n (ZNU ).

6&�� ���� �� ���8 &/ .���� ����� 8� )�� ���*��� 7�G����&�� &/ �����

Pn(ZXU )(hK) = P+
n (ZNU )(hK),

Pn(ZXU )(hA) = P+
n (ZNU )(hA).



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ ���

@��D�� )*�����������* 	�� )������* C���� .�����

� ���8 &/ &*� #���*���&� �& /�� 8� ��� ���� �� &�#�� �& *�#������# ���
�&�&�&)���� &7���*���&� 8� ��&*�# *�#������# ��� ������&� 7��8��� ���
��� P+

n (ZNU )(hK) ��# ��� ��� P+
n (ZNU )(hA)�

.�� C ∈ CbModΓK 7� � 7&*�#�# �&�!��-� 3��� C �� � ��������
7&*�#�# ���!������ ΓK1���� 2� 3��&��� ���� 8� ���� )��

C(hK) = π0

(
C
hΓK
)
= colim

Λ�̃ΓK

[
E(ΓK/Λ), C

]
SetΔ

op

ΓK

= colim
Λ�̃ΓK

[
ZE(ΓK/Λ), C

]
ModΔop

ΓK

= colim
Λ�̃ΓK

[
ZE(ΓK/Λ), C

]
C≥0 ModΓK

= H0(ΓK , C) = H0(K,C),

J�K

8����

Hi(K,C) = colim
Λ�̃ΓK

[
ZE(ΓK/Λ), C

]i
C≥0 ModΓK

�� ��� "��&�� ��!���&�&�&�&)� &/ ��� C�
D� 8&*�# ��5� �& ���� �� ����&)&*� ��!���&�&�&�&)� �&*����!���

/&� ��� �#���� �&�&�&�&!� A-�# !&����� 3��� ��� 7� &7�����# ��� ���
/&��&8��) ���*��� #�A����&�:

(�7������ 18��) .�� C 7� � 7&*�#�# �&�!��- &/ ΓK1�&#*���� D�
#�A�� ��� !����� �#�����"����� &/ C �& 7�

Hi (A, C) = lim
−→
T

∏
ν∈T

Hi(Kν , C)×
∏
ν �∈T

Hi
(
Γurν , C

Iν
)

8���� T �*�� &��� ��� A���� �*7���� &/ S�

����) ��� �&��&� &/ �#���� ��!���&�&�&�&)� 8� )�� ��� /&��&8��) ���1
�&)*� �& �F*����� J�K:

C(hA) = H0(A, C).

6&�� ���� �#���� ��!���&�&�&�&)�< ��5� "��&�� ��!���&�&�&�&)�< �����1
/&��� ��&�� �-��� ��F*����� �& �&�) �-��� ��F*�����:

��""! 18��* ���

0 −→ A −→ B −→ C −→ 0


�  ���	� �:�� ��5����� �� �:������� 
������ ��#���:�� �� CbModΓK �



�	
 �	� �� ������

���� ���	� ��  ���	� ���� �:�� ��5�����

. . .−→ Hi−1(A, C)−→ Hi(A, A)−→ Hi(A, B)−→ Hi(A, C)

−→ Hi+1(A, A)−→ . . .

�	���  �&#*��� ��# A�����# #����� ������ ��� �-����

@��D�$ .��� �� ��� �	�� #�����

3��� �����&� 8��� 7� #��&��# �& ��� !�&&/ &/ 3��&��� ������ �� �����&��#
�7&�� 8� A- �� 3 < n <∞ ��# !�&�� ��� ���&��� /&� n� .�� (xν) ∈ X(A)
7� �� �#���� !&���� 2� ��� #���*���&� �7&�� 8� ��� ���� (xν) ∈ X(A)Zh,n

�/ ��# &��� �/ /&� ����� ��!���&�����) U −→ X ��� �&����!&�#��) �#����
��!���&�&�&�&)� �����

h((xν )) ∈ Pn(ZXU )(hA) = P+
n (ZNU )(hA) = H0(A, P+

n (ZNU ))

�� ����&���� ���� ���� �� ��� ���)� &/ ��� ��!

loc : H0(K,P+
n (ZNU )) −→ H0(A, P+

n (ZNU )).

L� ��� &���� ���#< ��� 2��*�� ��� �� #�A��# ��� !�����)� 8��� ��������
�� H2

ét(X,Gm)� 3�� ���� ��)��#���� &/ ��� !�&&/ &/ ����� 8��� 7� �& ��&8
���� ��� 2��*�� !�����) ���*���� /���&�� ���&*)� ��� ��!

X(A) −→ lim
−→
U

H0(A, P+
n (ZNU ))

���< #�!��#� &��� &� ��� �&����� &/ �#���� �&�&�&�&)� ������� &/ (xν)�
,���� 8� 8��� ���# �&�� ������&�&)��
.�� X/K 7� �� ��)�7���� ������� &��� K 8��� t : X −→ SpecK ���

���*��*�� ��!� "���� � "��&�� �&#*�� A 8� ��� �&���#�� �� �� �� ?����
����/ &��� Spec (K)� D� #��&�� 7� t∗A ��� !*��7��5 &/ ���� ����/ /�&�
Spec (K) �& X �
3�� ����/ t∗A ��� 7� #�����7�# �&�� �&�������� �� /&��&8�: �� ���&������

�& �� ?���� ��! V −→ X ��� )�&*! &/ ΓK �F*�������� ��!� /�&� ���
ΓK1��� π0/K(V ) �& A� D� ��/�� �& t∗A �� ��� ����/ &/ �&����� �&������
��!� �& A�
L*� A��� ���! �&8��#� !�&���) 3��&��� ����� 8��� 7� �& #�����7�

��� 2��*�� ��� ��� !�����) 8��� �������� �� H2(X, t∗Gm) ������ ����



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ �	�

H2
ét(X,Gm)� � &�#�� �& #& ���� 8� �&���#�� ��� �&��*������ #��)���

X(A) × H2
ét(X,Gm) �� Q/Z

X(A) × H2
ét(X, t

∗Gm)

i∗

��

�� Q/Z

8���� �� 7&�� ����� ��� !�����) �� #�A��# 7�

((xν), u) 	→
∑
ν

inv(x∗νu)

8���

inv : H2
ét(Spec (Kν), x

∗
νt
∗Gm) = H2

ét(Spec (Kν),Gm)
�−→ Q/Z

7���) ��� ���*��� ��&�&�!���� &/ ����� A��# ���&��� D� ��/�� �& ���
!�����) &/ ��� ���&�# �&8 �� ��� �&�����1�&������ 2��*�� !�����)� D�
����� ���� ��� ��/� 5����� &/ ��� 2��*�� !�����) �� �F*�� �& ��� ��/� 5�����
&/ ��� �&�����1�&������ 2��*�� !�����)� 3��� 8��� /&��&8 ����#������ /�&�
��� /&��&8��) �����:

��""! 18��- ��� X 
�  �#���� �	���)� ���� ��� #�

i∗ : H
2
ét(X, t

∗Gm) −→ H2
ét(X,Gm),

�� ��	I�������

�	��� 4���� X �� � ��&&�� ������� H2
ét(X,Gm) �� �&���&� )�&*! J��)� 7�

B.��
	C �&�&����� �������K� $���� �� 8��� 7� ��&*)� �& !�&�� �*�G��������
&� �&���&� ��������� .�� 1 ≤ k ∈ N 7� � ���*��� �*�7�� ��# �&���#��
��� ��! &/ ��&�� O*���� ��F*�����

0 �� t∗μk �� t∗Gm

��

×k �� t∗Gm

��

�� 0

0 �� t∗μk �� Gm
×k �� Gm �� 0 .

D� )�� �� ��#*��# ��! &/ �&�) �-��� ��F*�����

... �� H2
ét(X, t

∗μk) �� H2
ét(X, t

∗Gm)

��

×k �� H2
ét(X, t

∗Gm)

��

�� ...

... �� H2
ét(X, t

∗μk) �� H2
ét(X,Gm)

×k �� H2
ét(X,Gm) �� ...



�	� �	� �� ������

��#*���) � �&��*������ �F*���

H2
ét(X, t

∗μk) �� �� H2
ét(X, t

∗Gm)[k]

i∗
��

H2
ét(X, t

∗μk) �� �� H2
ét(X,Gm)[k]

8��� ��� �8& �&���&���� ��!� 7���) �*�G������� 3��� ����� ���� ��� ��!

i∗ : H
2
ét(X, t

∗Gm)[k] −→ H2
ét(X,Gm)[k]

�� �*�G������ �� 8���� 3��� A������ ��� !�&&/ &/ ��� .�����

,�&� .���� ����� 8� ��� ���� 8� ��� #�����7� ��� 2��*�� ��� �F*��1
������� �� ��� ��/� 5����� &/ ��� �&�����1�&������ 2��*�� !�����)< ���� ��
��� ��� &/ ��� �#���� !&���� 8���� ��� &���&)&��� �& ��� ��� �������� ��
H2
ét(X, t

∗Gm)�
D� �&8 8��� �& ��&8 ���� ��� �&�����1�&������ 2��*�� !�����) #�!��#�

&��� &� J��� �&����� &/K ��� �#���� �&�&�&�&)� ������� &/ (xν)� ,&� ����
8� 8��� ���# ��� /&��&8��) �8& ����#��# #�A����&��:

(�7������ 18��/ .�� C• ��# D• 7� �8& �&�!��-�� &/ ΓK1�&#*����
D� #�A�� ��� �&�!��- &/ ΓK1�&#*��� Hom(C•, D•) �� /&��&8�:

Hom(C•, D•)n =
∏

j−i=n
HomAb(Ci, Dj)

8��� ��� #�>�������� )���� 7�

∂f = ∂D ◦ f + (−1)nf ◦ ∂C .

3�� ΓK ����&� &� HomAb(Ci, Dj) �� )���� 7�

σ(f)(c) = σ(f(σ−1(c))).

(�7������ 18��0 .�� K 7� � A��# ��# Γ = ΓK � �&���#�� Gm �� �
�&�!��- �&���������# �� #�)��� ���& �*�� ���� Gm0 = Gm(K) = K

∗
�

D� #��&�� 7� Ĉ ��� ��!!��) �&�!��- Hom(C,Gm) ��# ��/�� �& �� ��
��� ��!� ��"#���� � !�����*��� &�� ���

Ĉn = HomAb

(
C−n,K

∗)
.

6&8 ��� 5�� ������� �� ��� !�&&/ &/ 3��&��� ����� 8��� 7� �& #�����7�
��� �&�����1�&������ 2��*�� !�����) ��� ��� �#���� �&�&�&�&)� ������� &/
��� �#���� !&���� 6&�� ���� 8� ���� � ���*��� !�����)

H0(A, P+
n (ZNU )) × H2

(
K, ̂P+

n (ZNU )
)

�� Q/Z



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ �	�

8���� �� #�A��# �� /&��&8�� "����

x ∈ H0(A, P+
n (ZNU )), y ∈ H2

(
K, ̂P+

n (ZNU )
)
,

8� )& &��� ��� !����� ν &/ K< !�&G��� x �& H0(Kν , P
+
n (ZNU )) ��# ��������

y �& H2
(
Kν ,

̂P+
n (ZNU )

)
� D� ���� !��� *���) ��� �*! !�&#*�� J�&�� ����

��� �&�!��-�� ���� ��� 7&*�#�#K �& )�� �� ������� ��

H2(Kν ,Gm) = H2(Kν ,Gm)
inv∼= Q/Z

���� �� �� ��� 2��*��10���� !�����) 8� �*� *! ��� ���������� �� ��� ���
!����� �& )�� ��� !�����) (x, y) ∈ Q/Z� 6&�� ���� ����� ��� �&�&�&�1

&)� ����� y �� ����&��� ��� ���������&�� �& H2
(
Kν ,

̂P+
n (ZNU )

)
��� ���&��

��8��� *�����A�#< ����� ���&�� ��8��� ���&< �& ��� �*�����&� �� 8���1
#�A��#� D� 8��� ��/�� �& ���� !�����) �� ��� �*!1!�&#*�� !�����)� 3��
/&��&8��) ���&��� �&������ ���� �*! !�&#*�� !�����) 8��� ��� �&�����
�&������ 2��*��10���� !�����):

���#������� 18��1 ��� U −→ X 
�  �)��	����	���� ���� ���	� �:����

 ��##������ ���	#

X(A)

h

��

× H2
ét(X, t

∗Gm) �� Q/Z

H0(A, P+
n (ZNU )) × H2

(
K, ̂P+

n (ZNU )
)ψU

��

���� Q/Z

���	� �� U , -��	� ��� ����	 	�- �� ��� �����) ������� (	��	'����

��	��� �� ��� ��-�	 	�- �� ��� ���'�	����� ��	���� %�	���	 #�	� ���

#�� ΨU ������ � ������
����G

lim
−→
U

H2
(
ΓK ,

̂P+
n (ZNU )

)
−→ H2

ét(X, t
∗Gm).

2�/&�� 8� �&�� �& ��� !�&&/ &/  �&!&����&� ����� ��� *� �-!���� �&8
�� ��!���� 3��&��� ������ ,���� &/ ��� 8� ��� ����  �&!&����&� ����� ��1
!���� ���� �� �#���� !&��� �� �� ��� 2��*�� ��� �/ ��# &��� �/ ��� ���)� ��

H0(A, P+
n (ZNU )) �� &���&)&��� �& ��� ��� �������� ��H2

(
ΓK ,

̂P+
n (ZNU )

)
�

,�&� ��� $����12��*��16&����� 3��&��� �� ����� A��# ���&�� �� /&�1
�&8� ���� �/ �� ������� �� H0(A, P+

n (ZNU )) �� ����&��� ���� �� �� &���&)1

&��� �& ����� ������� �� H2(K, ̂P+
n (ZNU )) � 3��� )���� *� ��� A��� !���

&/ ��� 3��&��� �����< ���� ����

X(A)Zh ⊆ X(A)Br.



�	� �	� �� ������

6&8 ���*�� ���� &*� ������� X �� �&������#� 3��� C = P+
n (ZNU )

�����A�� ��� /&��&8��) !�&!������:

�� � �� �-��������
�� � �� 7&*�#�#�
�� � �� 7&*�#�# 7��&8 7� #������&� 0�
�� H0(C) = H0(NU ) = Z�
�� Hi(C) �� A���� /&� i > 0�

,�&� !�&!���� 3 8� ���� � ���*��� ��! C −→ Z 8���� ��#*��� � ��!

π : H0(A, C) −→ H0(A,Z).

3��� /&� ����� (xν) ∈ X(A) 8� ���� ����

hZU ,n((xν)) ∈ H0(A, C)

�� �� ������� 8���� �� ��!!�# 7� π �& ��� �������

(1, 1, ..., 1) ∈
∏
ν

Z ∼= H0(A,Z)

8���� �� ������� ����&���� 4���� H3
(
K, Ẑ

)
= H3

(
K,K

∗)
= 0 8� )��

/�&� 3��&��� ����� ���� hZU ,n((xν)) �� ����&��� �/ ��# &��� �/ �� �� &�1

��&)&��� �& ��� ��� �������� �� H2
(
ΓK ,

̂P+
n (ZNU )

)
�

��"!�9 18�$3 L�� ��)�� 8&�#�� 8��� �� ��� �&�� &/ ��� �&����������
&/ X �� ��� !�&&/ &/ 3��&��� ������ 3�� ���*���&� ���� �� ���� �������
�& ���� &/ =����5 ������ �)��� 7�  �&!&����&� ���	 8� ������ ���� �/
X = Spec (K)

∐
Spec (K) ����

X(A)Zh = X(K).

L� ��� &���� ���# �/ K �� �&� �&����� ���� ����

X(A)Br = X(K).

�� �� ��� ���� &/ =����5 �����< ��� /�*�� ���� �� ��� 7�����&� &/ ���
�&�!��- !������ �#��# ����� BrC = 0 ��� !�����)

X(A)× BrX −→ Q/Z

�� �&� �>����# 7� ��� �&�!��- �&&�#������ 4�������� �& ��� ���� �� =�1
���5 ����� ���� �� ��� &��� /�*��< ���� �/ X �� �&� )�&���������� �&������#



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ �	�

7*� 8� �)�&�� ��� �&�!��- !����� J&� �/ K �� �&����� ����K 8� ��� ����� �!1
!�� 3��&��� ����� J�����M = H0 (NU) �� ��8��� � !���*����&� �&#*��

8� ���� H3
(
K, M̂

)
= 0K ��# )�� ����

X(A)Zh = X(A)Br.

D� 8��� �&8 A���� ���� �����&� 7� !�&���)  �&!&����&� �����:

�	��� �� �	��������� /�.9/ .�� Λ � ΓK 7� �� &!�� �&���� �*7)�&*!�
� ��� �&*��� &/ ��� !�&&/ 8� ����� �&���#�� ��� O�� �&�������7�� ���1
!������ ΓK1��� E(ΓK/Λ)� 6&�� ���� E(ΓK/Λ) ��� 7� �&���#���# �� �
��!���&�����) �� ��� ?���� ���� &/ SpecK�
D� 8��� ���� �&���#�� ��� !*��7��5 &/ E(ΓK/Λ) /�&� Spec (K) �& X

��� t : X −→ Spec (K) J��� TT����� /&� ��� #�A����&� &/ !*��7��5 &/
��!���&�����)�K� 6&�� ���� �/ E �� � ��!���&�����) &/ SpecK ���� �����
�� ��8��� � ���*��� ��! Nt∗E −→ E�
D� ����� 7� �&����*����) ��� ��!� ΨU ��# ��&8��) ���� ���� ��#*��

�� ��&�&�!����:

�����" 18�$� ��� K 
� � 	
��		) H��� -��� 
������ &���� �	���

ΓK �� X � ���
	�� �	���) ���	 K� ��� A 
�  ΓK'#����� ��

�������	 ��� 1��� ���� t∗A �� X �� �����) ������� #�� ���� A 2���

��H������ 
���4 �� ��� n > i+ 1� ���� ���	� �:��� ���	� #��

ΨU : Hi(K,Hom(P+
n (ZNU ), A)) −→ Hi

ét(X, t
∗A)

-���� ������ � ���#�	����#

lim
−→
U

Hi(K,Hom(P+
n (ZNU ), A))

�−→ Hi
ét(X, t

∗A)

-��	� A �� �������	�� �  ��#���: �������	��� � ���	�� 0�

�	��� 3& �&�!*�� ?���� �&�&�&�&)� 8� �&�� ����

Hi
ét(X, t

∗A) = ExtiX,ét(t
∗Z, t∗A).

D� ����� 7� �&�!*���) ��� ��/� ���# ��#�� 3�� ��!���&�����) U ��� 7�
*��# �& �&����*�� ��� �������

Pn(V) = t∗Z (V ×X Un)

8���� A� �� � ���&�*��&�

... −→ P2 −→ P1 −→ P0 −→ t∗Z



�	� �	� �� ������

&/ t∗Z� 3��� �� *�/&��*������ �&� � !�&G������ ���&�*��&� ��# �& ��� ��1
�*����) �&�&�&�&)� )�&*!�

Hi(Γ(P•)) = Hi
(
HomΓK (ZNU•, A)

)
=
[
ZNU , A

]i
ΓK

��� �&� �F*�� �& ��� ?���� �&�&�&�&)� )�&*!�� D� #&< �&8����< )�� �
��!

ΦU :
[
ZNU , A

]i
ΓK

= Hi(Γ(P•)) −→ Hi
ét(X, t

∗A)

��# 8� 5�&8 7� ���#���N� ��!���&�����) ���&��� /&� ?���� �&�&�&�&)�
JB4"��< +-!&�? �< �����J�KCK ���� 7� ��5��) ��� #����� ����� &��� ��� ?����
��!���&�����)� U 8� )�� �� ��&�&�!����

Φ : lim
−→
U
[ZNU , A]

i
ΓK

�−→ Hi
ét(X, t

∗A).

4���� n > i+ 1 8� ����

[ZNU , A]
i
ΓK

= [P+
n (ZNU ), A]

i
ΓK

�& 8� )�� � ������ &/ ��!�

ΦU : [P+
n (ZNU ), A]

i
ΓK

−→ Hi
ét(X, t

∗A)

��# �� ��� ����� ��� ��&�&�!����

Φ : lim
−→
U
[P+
n (ZNU ), A]

i
ΓK

�−→ Hi
ét(X, t

∗A).

4���� Hom(P+
n (ZNU ), A) �� 7&*�#�# 8� ��� �&�!*�� ��� ��!���&�&1

�&�&)� ��# )��:

Hi(K,Hom(P+
n (ZNU ), A)) = lim

−→
Λ�̃ΓK

[
ZE(ΓK/Λ),Hom(P+

n (ZNU ), A)
]i
ΓK

= lim
−→

Λ�̃ΓK

[
ZE(ΓK/Λ)⊗ P+

n (ZNU ), A
]i
ΓK

= lim
−→

Λ�̃ΓK

[
ZE(ΓK/Λ)⊗ ZNU , A

]i
ΓK

.

3�*� 8� )�� �� ��� �����

lim
−→
U

Hi(K,Hom(P+
n (ZNU ), A)) = lim

−→
U ,Λ

[
ZE(ΓK/Λ)⊗ ZNU , A

]i
ΓK

.

4& �� &�#�� �& !�&�� ��� ���&��� 8� 8��� �&����*�� � ���*��� �F*��������
7��8��� ��� /*���&��

X 	→
{
ZNU

}
U



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ �	�

��#

X 	→
{
ZE(ΓK/Λ)⊗ ZNU

}
U ,Λ

�� /*���&�� /�&� ��)�7���� ��������� &��� K �& ��� !�&1����)&�� &/
Ho(CModΓK )�
� &�#�� �& �&����*�� � �����/&�����&�

F :
{
ZE(ΓK/Λ)⊗ ZNU

}
U ,Λ

−→
{
ZNU

}
U

8� ���# �& !��5 J�&�!���7��K /&� ���� ?���� ��!���&�����) U �� ?����
��!���&�����) &/ X U ′< �� &!�� �&���� �*7)�&*! Λ�̃ΓK ��# � ��!

FU : ZE(ΓK/Λ)⊗ ZNU ′ −→ ZNU .

L*� ��&��� ���� �� ���!��� 3�5� U ′ = U ��# Λ = ΓK , E(ΓK/ΓK) = ∗�
3��� ��&&�� FU �& 7� ��� ���*��� ��!

FU : Z∗ ⊗ ZNU −→ ZNU .

3�� &���� #������&� �� �&�� ����5�� � &�#�� �& �&����*�� � �����/&�1
����&�

G :
{
ZNU

}
U −→

{
ZE(ΓK/Λ)⊗ ZNU

}
U ,Λ

8� ���# �& !��5 J�&�!���7��K /&� ���� ?���� ��!���&�����) U ��# �� &!��
�&���� �*7)�&*! Λ�̃ΓK �� ?���� ��!���&�����) U ′ ��# � ��!

GU ,Λ : ZNU ′ −→ ZE(ΓK/Λ)⊗ ZNU .

=����� ���� 8� #��&�� 7� t : X → SpecX ��� ���*��*�� ��!� D� ��&&��

U ′ = UΛ := t∗(E(ΓK/Λ))×X U .

3���� ��� ���*��� ��!�

NUΛ −→ Nt∗(E(ΓK/Λ)) ×NU −→ E(ΓK/Λ)×NU

8���� )��� � ��!

ZNUΛ −→ Z(E(ΓK/Λ)×NU).

2� �&�!&���) 8��� ��� ���-��#��1D������ ��! J8���� �� � �&�&�&!�
�F*�������� &/ �&�!��-�� 7� ��� O(����� 3��&���K:

Z(E(ΓK/Λ)×NU) −→ ZE(ΓK/Λ)⊗ ZNU ,

8� �&����*�� &*� ��!

GU ,Λ : ZNUΛ −→ ZE(ΓK/Λ)⊗ ZNU .



�		 �	� �� ������

3�� ��! F◦G �� ������� ��� �#������ J�� ��� ����)&��ProHo(CModΓK )K�
6&8 �&���#��

G ◦ F :
{
ZE(ΓK/Λ)⊗ ZNU

}
U ,Λ

−→
{
ZE(ΓK/Λ)⊗ ZNU

}
U ,Λ

.

3��� �� ��� !�&1��! ���� /&� ���� U ,Λ ��&&��� U ′ = UΛ< Λ′ = ΓK ��#
��� ��!

Z∗ ⊗ ZNUΛ −→ ZE(ΓK/Λ)⊗ ZNU

&7�����# �� �7&���
� &�#�� �& ��&8 ���� ���� !�&1��! ��!������� ��� �#������ ��

ProHo(CModΓK ) 8� 8��� ��&8 ���� ��� /&��&8��) #��)��� �&��*���
�� Ho(CModΓK ):

ZE(ΓK/Λ)⊗ ZNUΛ

r2

��
r1

��)))
)))

)))
)))

)

Z∗ ⊗ ZNUΛ
G◦F�� ZE(ΓK/Λ)⊗ ZNU

8���� r1, r2 ��� ��A������ ��!� 8���� ��� ��� ���*��*�� ��!� &/ &*� !�&1
&7G���� 3�� �8& ��!� G◦F ◦r1 ��# r2 7&�� /���&� ���&*)� ZE(ΓK/Λ)⊗
ZE(ΓK/Λ)⊗ ZNU ��

G ◦ F ◦ r1 = f1 ◦ (Id⊗G)

��#

r2 = f2 ◦ (Id⊗G)

8����

f1 = p⊗ Id⊗ Id : ZE(ΓK/Λ)⊗ ZE(ΓK/Λ)⊗ ZNU

−→ ZE(ΓK/Λ)⊗ ZNU ,

f2 = Id⊗ p⊗ Id : ZE(ΓK/Λ)⊗ ZE(ΓK/Λ)⊗ ZNU

−→ ZE(ΓK/Λ)⊗ ZNU ,

��# p : ZE(ΓK/Λ) −→ Z �� ��� ���*��� !�&G����&��
$���� �� �� ��&*)� �& !�&�� ���� ��� �F*���

ZE(ΓK/Λ)⊗ ZNUΛ
Id⊗G ��

Id⊗G
��

ZE(ΓK/Λ)⊗ ZE(ΓK/Λ)⊗ ZNU

f2

��
ZE(ΓK/Λ)⊗ ZE(ΓK/Λ)⊗ ZNU

f1 �� ZEGL ⊗ ZNU



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ �	�

�&��*��� *! �& �F*�������� �&�&�&!�< &� ���!�� ���� f1 ��# f2 ���
�F*���������� �&�&�&!�� �� ����� ��!��
.�� H = ΓK/Λ� 4���� ��� ����&� &/ ΓK &� ZE(ΓK/Λ) /���&�� ���&*)�

H �� �� ��&*)� �& ��&8 ����

p⊗ Id, Id⊗ p : ZEH ⊗ ZEH −→ ZEH

���H1�F*���������� �&�&�&!�� �� ����� ��!�� =����� ���� ZEH⊗ZEH ��
�F*���������� �&�&�&!� �F*������� �& Z(EH ×EH)� $���� �� �� ��&*)�
�& ��&8 ���� ��� �8& !�&G����&��

p1, p2 : EH ×EH −→ EH

��� �F*���������� �&�&�&!��� 6&�� ���� 7&�� EH ��# EH × EH ���
�&�������7�� /��� H1�!���� ��# �& ��� �F*�������� ��!!��) �!��� /�&�
EH×EH �& EH �� �&�&�&!� �F*������� �& EHhH 8���� �� �&�������7���
3��� ����� ���� p1 ��# p2 ��� H1�F*���������� �&�&�&!�� ��# 8� ���
#&�� J��� /��� ���� ���� �&�&�&!� ��� 7� #&�� ���!�������� ��� 7� ����
*���) ��� !�&G������ �&#�� ���*��*�� &� ���!������ H1����K�
6&8 ��� ��!�

ΨU : H2
(
ΓK ,

̂P+
n (ZNU )

)
−→ H2

ét(X, t
∗Gm)

��� &7�����# �� ��� �&�!&����&�

H2
(
ΓK ,

̂P+
n (ZNU )

)
= lim

−→
Λ�̃ΓK

[
ZE(ΓK/Λ)⊗ ZNU ,Gm

]2
ΓK

G∗U−→ lim
−→
Λ�̃Γ

[
ZNUΛ ,Gm

]2
ΓK

ΦU∗−→ H2
ét(X, t

∗Gm).

J♣K

3��� �&���*#�� ��� !�&&/ &/ ������

��"!�9 18�$� 6&�� ���� /&� X = Spec (K) ��# ����� ��!���&�����)
U −→ Spec (K) 8� ���� � F*���1��&�&�!����

Hom
(
P+
n (ZNU ), A

)
� Hom

(
P+
n (ZNX), A

)
= Hom(Z, A) = A

8���� X −→ X �� ��� ������� ��!���&�����)� 4*7����*���) U = X �� J♣K
&�� ���� ���� G∗U 7��&��� ��� �#������ ��# ΨU 7��&��� ��� ����#��#
�#����A����&�

Hi(K,A) = Hi(K,A)
�−→ Hi

ét(Spec (K), A).



��
 �	� �� ������

D� ����� �&8 A���� ��� !�&&/ &/  �&!&����&� ����� 7� ��&8��) ����
��� ��! ΨU ���#��� ��� #��)���

X(A)

��

× H2
ét(X, t

∗Gm) �� Q/Z

H0(A, P+
n (ZNU )) × H2

(
K, ̂P+

n (ZNU )
)ΨU

��

���� Q/Z

�&��*�������
4���� 7&�� !�����)� ��� #�A��# 7� �*����) ��� �&��� �&����7*��&�� ��

�� ��&*)� �& ��&8 ���� ��� #��)���

X(Kν)

��

× H2
ét(Xν , t

∗Gm) �� Q/Z

H0
(
Kν , P

+
n (ZNUν )

)
× H2

(
Kν,

̂P+
n (ZNUν )

)ΨUν ,n

��

���� Q/Z

�� �&��*������< 8���� Xν ,Uν ��� ��� 7��� ����)�� &/ X ��# U ���!��1
������ /�&� K �& Kν J�&�� ���� ���� 7��� ����)� #&���N� ����)� )�&���1
��� �&������# �&�!&����� �& NUν �� ���*���� ��� ���� ���!������ ��� ��
NUK�
4���� 7&�� �&8� &/ ��� #��)��� ��� /*���&���� �� Xν �� �� ��&*)� �&

!�&�� ��� �&��*�������� /&� ��� ���� Xν = Spec (Kν)� � ���� ����
P+
n (ZNUν ) �� F*���1��&�&�!��� �& Z �&���#���# �� � �&�!��- �&����1
�����# �� #�)��� 0 J/&� ��� ��!���&�����)� Uν −→ Spec (Kν)K ��# 8� )��
��� #��)���

{•}

��

× H2
ét(Spec (Kν), t

∗Gm) �� Q/Z

Z × H2 (Kν ,Gm)

ΨU

��

�� Q/Z

8���� ��� !&��� • �� ��!!�# �& 1 ∈ Z� 2*� ���� !�����) #��)��� ��
�&�!���7�� �� ���8 &/ =����5 ����� �& 8� ��� #&��� 3��� A������ ���
!�&&/ &/  �&!&����&� ������

@��D�+ .��� �� :�������� E�	���* /������

� ���� �����&� 8� 8��� !�&�� ��� ���� �*-������ ���*�� J3��&��� �����K
8���� 8� ���# �� &�#�� �& !�&�� ��� �F*�������� &/ ��� �&�&�&)����
��# 2��*��10���� &7���*���&�� J3��&��� �����K� D� 8��� ���# ����&*�



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ ���

)�����������&�� &/ ���*��� /�&� ��� ���&�� &/ ���������� #*����� &/ "��&��
�&#*��� J4�� B0��
�CK �& "��&�� �&�!��-��� 4������ ��# ������# ���*���
�!!��� �� B$4�
�C< B��
�7C ��# �� B'&�
�C�
.�� K 7� � �*�7�� A��# 8��� �7�&�*�� "��&�� )�&*! Γ� �&���#�� ���

"��&�� �&#*��

J = lim
−→
L/K

lim
−→
T

∏
ω∈T

L∗ω ×
∏
ω/∈T

O∗ω

8���� L �*�� &��� A���� �-�����&�� &/ K< T &��� A���� ���� &/ !����� &/
L ��# O∗ω ⊆ L∗ω �� ��� )�&*! &/ Oω1*����� 3���� �� � ���*��� ����*��&�

K
∗ ⊆ J

��# ��� F*&����� �� #��&��# 7�

C = J/K
∗
.

3�� �&#*�� C �� �����# � ��!�� ���"!����� ����) ��� %&��#� !�&#*��
&�� &7����� /&� ����� Γ1�&#*�� M � !�����)

H2−r(Γ,M)× ExtrΓ(M,C) −→ H2(Γ,C)
�−→ Q/Z

8���� �� ��� 7���� /&� ��� ���������� #*����� ���*����
D� 8&*�# ��5� �& )��������� ����� �&��&�� /�&� Γ1�&#*��� �& Γ1�&�!��-���

2� ��!�����) Ext 8��� ��� �-�����&� E xt �& ��� ����)&�� &/ 7&*�#�#
ΓK1�&�!��-�� ��# �&�&�&�&)� 8��� ��!���&�&�&�&)� &�� &7����� ����1
&)&*� !�����)�

H2−r(Γ, C)× E xtrΓ(C,C) −→ H2(Γ,C)
�−→ Q/Z

/&� ����� 7&*�#�# ΓK1�&�!��- C J8���� C �� �&���#���# �� � �&�!��-
�&���������# �� #�)��� 0K� 3���� !�����)� ��#*�� ��!�:

αrC : E xtrΓ(C,C) −→
(
H2−r(Γ, C))

)∗
=
(
H2−r(C))

)∗
.

3�� /&��&8��) �8& ������ )��������� �8& &/ ��� ���� ��!���� &/ ���
���&�� /�&� �&#*��� �& �&�!��-�� *�#�� ����&*� A�������� �&�#���&���

��""! 18�$$ ��� K 
�  H��� �� ��	���	�����  �	� �� ��� C 
�

� �:������� 
������ ��#���: ���� ��� Hn(C) �� H�����) ����	��� ��	

���	) n� ���� ���	� 	� ���	� ���#�	����#�

Hi(K,C) ∼= E xti
(
Ĉ,K

∗)
,

Hi(A, C) ∼= E xti
(
Ĉ, J
)
.

-��	� Ĉ ������� ��� ��	� ���
�� �� C, ��� "�H������ /�.9?�



��� �	� �� ������

�	��� ,&� C 8���� �� �&���������# �� #�)��� 0 J���� �� ���*���� � Γ1
�&#*��K ���� ����� �� !�&��# �� ��� B0��
�C .����� 4.12 ��# 14.3� L��
��� ���� !�&���# 7� ��#*���&� &� ��� ���)�� &/ C *���) ��� /��� ����
/&� 7&*�#�# �&�!��-�� 7&�� Hi(Γ, •) ��# Hi(A, •) �����/&�� ��&�� �-���
��F*����� �& �&�) �-��� ��F*����� J.���� �����K ��# �!!����) ��� 51
������

��""! 18�$) ��� K 
�  ��#
�	 H��� �� ��� C 
� � �:�������

��#���: 
������ 
���- 
) ��#������ 0 ���� ���

�� Hn(C) �� H���� ��	 �� n > 0�

�� H0(C) = 0

���� ��� #�

αr
Ĉ
: E xtr

(
Ĉ,C
)
−→ H2−r

(
K, Ĉ

)∗
�� � ���#�	����# ��	 ���	) r ≥ 0 �� �� ��	I������ ��	 r = −1�

�	��� D� 8��� ��� ���� � �&�!��- C ∈ C≥0 ModΓK �� n17&*�#�# �/
Ci = 0 /&� i > n� D� 8��� !�&�� ��� ����� /&� n17&*�#�# �&�!��-�� 7�
��#*���&� &� n�
,&� n = 1 8� )�� ���� Ĉ �� F*���1��&�&�!��� �& � �&�!��- &/ ��� /&��

ΣM /&� �&�� A���� "��&�� �&#*�� M � 3�� ����� ���� �� G*�� 3��&���
4.6 �� B0��
�C �/��� ��� �*���7�� #������&� ���/� J�&�� ���� 7&�� ��#�� ���
��������� �& F*���1��&�&�!����� 7��8��� 7&*�#�# �&�!��-��K�
6&8 ���*�� ���� ��� ����� �� ��*� /&� n17&*�#�# �&�!��-�� Jn ≥ 1K

��# ��� C 7� �� (n + 1)17&*�#�# �&�!��- �����/���) ��� ���*�!��&� &/
��� ������ �&���#�� ��� ��&�� �-��� ��F*����

0 −→ C〈1〉 −→ C −→ P+
1 (C) −→ 0.

4����

Hr
(
K, Ĉ〈1〉

)
= Hr−1

(
K, ̂Σ−1C〈1〉

)
,

E xtr
(
Ĉ〈1〉,C

)
= E xtr+1

(
̂Σ−1C〈1〉,C

)
,

��# ����� Σ−1C〈1〉 �� n17&*�#�# 8� )�� ���� ��� ����� �� ��*� /&� αrC〈1〉�
4���� P+

1 (C) �� 117&*�#�# ��� ����� �� ��*� /&� αrC〈1〉 �� 8���� D� ����
&7����� ��� ��! &/ �&�) �-��� ��F*�����:



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ ���

�� E xtr−1
(
P̂+
1 (C),C

)
��

αr−1

P
+
1 (C)

��

E xtr
(
Ĉ〈1〉,C

)
��

αr
C〈1〉

��

E xtr
(
Ĉ,C
)

αr
C

��

· · ·

��
(
H3−r(P̂+

1 (C)))
)∗

��
(
H2−r

(
Ĉ〈1〉

))∗
��
(
H2−r

(
Ĉ
))∗

· · ·

· · · �� E xtr
(
P̂+
1 (C),C

)
��

αr

P
+
1 (C)

��

E xtr+1
(
Ĉ〈1〉,C

)
αr+1

C〈1〉
��

��

· · · ��
(
H2−r

(
P̂+
1 (C)

))∗
��
(
H1−r

(
Ĉ〈1〉

))∗
��

,&� r ≥ 0 8� )�� /�&� ��� A�� ����� ���� αrC �� �� ��&�&�!���� J������
���� �� ��� A�� ����� �� �� ��&*)� �& ���*�� ��� ��/� �&�� ��! ��
�*�G������K� / r = −1 ���� �� ����&)&*� #��)��� ����� ��&8� ���� αrC
�� �*�G�������

6&8 ��� C 7� �� �-������� 7&*�#�# ΓK1�&�!��-� .��

p : H0(A, C) −→ H2
(
K, Ĉ

)∗
7� ��� �&�!&����&�

H0(A, C)
�−→ E xt0

(
Ĉ, J
)
−→ E xt0

(
Ĉ,C
) α0

Ĉ−→ H2
(
K, Ĉ

)∗
8���� ��� A��� ��&�&�!���� �� ��� &�� )���� �� .���� ������ 3��� p
��#*��� � !�����)

H0(A, C)×H2
(
K, Ĉ

)
−→ Q/Z.

��8��#��) ��� #�A����&�� &�� ��� ��� ���� ���� !�����) �� )���� 7� *���)
��� �*! !�&#*��

H0(Kν , C)×H2
(
Kν , Ĉ

)
−→ H2(Kν ,Gm) ∼= Q/Z

/&� ���� ν ��!������� ��# �*����) ��� ���*����
,&� &*� !*�!&��� 8� ���# �& *�#������# ��� �&������&� 7��8��� ���

��/� 5����� &/ ��� �*!1!�&#*�� !�����) J♣K ��# ��� �*7)�&*! &/ H0(A, C)
�&���) /�&� H0(K,C)� 3��� �� #&�� �� ��� /&��&8��) �����< *�#�� �&��
���*�!��&��< 8���� ��� ���)���� 8��5�� ���� ��&�� &/ .���� ����� J�����
���*�!��&�� 8��� 7� �����A�# �� ��� ����� 8� ��� ���������# ��K:



��� �	� �� ������

�����" 18�$* ��� C 
� � �:������� 
������ ΓK'��#���:, 
������


���- 
) ��#������ 0, ���� ���G

�� Hn(C) �� H���� ��	 �� n > 0�

�� ��� &���� #�����M = H0(C) ����H�� ��� �	���	�) ��� H3(K, M̂) =

0�

"����� 
) π : C −→ M ��� ���	� #�� !������	 ��� 2���'�:��4

��5�����

H0(K,C)
loc−→ H0(A, C)

p−→ H2
(
K, Ĉ

)∗
.

��� (xν) ∈ H0(A, C) 
� ���� ��� π∗((xν)) �� 	����� �� p((xν)) = 0�

���� (xν) �� 	�����, ���� �� �� ��� �#�� �� loc �

�	��� �&���#�� ��� /&��&8��) #��)��� 8��� ��� �8& ��##�� �&8� �-���

H0(K, C̃)
loc ��

∼=
��

H0(A, C̃)

∼=
��

E xt0
(
Ĉ,K

∗) loc ��

��

E xt0
(
Ĉ, J
)

��

�� E xt0
(
Ĉ,C
)

π̂∗
��

E xt0
(
M̂,K

∗) loc ��

∼=
��

E xt0
(
M̂, J

)
��

∼=
��

E xt0
(
M̂,C

)

H0(K,M)
loc �� H0(A,M)

8���� ��� ��&�&�!����� �� ��� #��)��� ��� ��&�� &/ .���� ������ D�
��� ����� �&���#�� (xν ) �� �� ������� &/ E xt0

(
Ĉ, J
)
8�&�� ���)� ��

E xt0
(
M̂, J

)
�&��� /�&� E xt0

(
M̂,K

∗)
� .�� β 7� ��� ���)� &/ (xν) ��

E xt0
(
Ĉ,C
)
� ,�&� ��� �-������� &/ ��� ��##�� �&8� 8� ��� ���� �� ��

��&*)� �& ��&8 β = 0�
,�&� �&��*�������� 8� )�� ����

π̂∗(β) = 0 ∈ E xt0
(
M̂,C

)
.

.�� C̃ = ker(π) ��# �&���#�� ��� �-��� ��F*���� &/ ΓK1�&�!��-��

0 −→ M̂ −→ Ĉ −→ ̂̃
C −→ 0.



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ ���

�&���#�� ��� /&��&8��) �&��*������ #��)��� 8��� �-��� �&�*���

H3
(
K, M̂

)∗
��

E xt0
(̂̃
C, J

)

��

�� E xt0
(̂̃
C,C

)
α0

C̃ ��

��

H2

(
K,
̂̃
C

)∗

��

E xt0
(
Ĉ, J
)

��

�� E xt0
(
Ĉ,C
)

π̂∗
��

α0
C �� H2

(
K, Ĉ

)∗

E xt0
(
M̂, J

)
�� E xt0

(
M̂,C

)
.

4���� π̂∗(β) = 0 8� )�� ���� ����� �� � γ ∈ E xt0
(̂̃
C,C

)
��!!��) �&

β� 3�� /��� ���� p(xν) = 0 ����� ���� α0
C(β) = 0� 4���� 8� ���*��

H3
(
K, M̂

)
= 0 8� )�� ���� α0

C̃
(γ) = 0� 2*� 7� .���� ����� ��� ��!

α0
C̃
�� �� ��&�&�!���� ��# �& γ = 0� 3��� ����� ���� β = 0 �� 8��� ��#

8� ��� #&���

=�

 ��� 3#�	������� �, ��� ?������� *������	��
��� ��� >���� '����� *������	��

3�� ���� ���*�� &/ ���� �����&� �� ��� /&��&8��) ���&���:

�����" 18�$- ��� K 
�  ��#
�	 H��� �� X  �#���� ���#��	�'

���) ��������� �	���) ���	 K� ���� ��� 1��� ��#����) �
��	������ ��

�5������� �� ��� 1���'(	��	 �
��	������ 2��� X/�>4, ����

X(A)fin,Br = X(A)h.

��"!�9 18�$/ / &�� 8���� �& &��� ��� �&�#���&� ���� X �� )�&���1
������� �&������# &�� �)��� /���� � ����� !�&7��� �� ��� �&�!��- !�����
&/ K J��� ���*���&� ���� �� �&�!������ ����&)&*� �& ��� &�� �� =����5�
����� ��# ����
K�

� ��� !�&&/ 8� 8��� *�� ��� �#�� &/ �!!����) &7���*���&�� �& A����
�&��&�� J��� ����� /&� ��� #�A����&�K� � !�����*��� 8� 8��� �!!�� ���



��� �	� �� ������

�"����� ����������� �& A���� �&��&��� 3��� 8��� !�*) ���& ��� !�&&/
7� 7���5��) �� ���& �8& !�&!&����&��:

��  �&!&����&� ����� 8��� ��&8 ���� /&� ��� ��&&�� ������� &��� K 8�
����

X(A)fin,Zh ⊆ X(A)h.

��  �&!&����&� ����� 8��� ��&8 ���� /&� ��� ��&&�� ������� &��� K 8�
����

X(A)h ⊆ X(A)fin,h.

D� ���� )��

X(A)fin,Zh ⊆ X(A)h ⊆ X(A)fin,h ⊆ X(A)fin,Zh

8���� ����� ����

X(A)fin,Zh = X(A)h.

3�� ���&��� 8��� ���� /&��&8 /�&� ��� /&��&8��) �����:

��""! 18�$0 ��� K 
�  ��#
�	 H��� �� X  ���#��	����) ���'

������ �#���� �	���) ���	 K� ����

X(A)fin,Br = X(A)fin,Zh.

�	��� 2� 3��&��� ����� ���� ����� �� ���&�� ����#����� 3�� &��� !&���
&�� 8&*�# ����/� �� ��� )�&������ �&���������� ���*� J�&�� ���� ����
��&*)� X �� )�&���������� �&������#< ���� �� �&� ��*� /&� ����� Y 8����
�� � �&��&� &��� XK� 2� =����5� �����< ����
 ��# ����� ��� &��� !�&7���
���� �� ��� �&�!��- !����� ��# ���� ��� 7� ������ ������#�

���#������� 18�$1 ��� K 
�  ��#
�	 H��� �� X  �#���� �	���)

���	 K� ����

X(A)fin,Zh ⊆ X(A)h.

�	��� ,�&� �&�&����� ���

 8� ��� ���*�� 8���&*� �&�� &/ )���������
���� X �� �&������# &��� K� 2*� �� ���� ���� 7&�� ���� ��� ��!�� *�����
X �� )�&���������� �&������# J�&�&����� ���
�K� $���� 8� ��� ���*��
���� X �� )�&���������� �&������#�
D� ����� !�&�� ��� !�&!&����&� 7� *���) ��� /&��&8��) �����

��""! 18�)3 ��� K 
�  H��� �� X  �#���� ���#��	����) ���'

������ �	���) ���	 K ���� ��� ��� ���	� �:�� ��5�����

1 −→ π1(X) −→ π1(X) −→ ΓK −→ 1



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ ���

�#���  ���������� �������� ���� ��	 ���	) �)��	����	��� U −→ X

���	� �:����  ���#��	����) ��������� ��	��	 f : Y −→ X ����	  H����

K'�	��� G ���� ��� Xf∗(U) �� ��#��) ����������

2�/&�� !�&���) .���� ����
 8� ����� �-!���� 8�� �� ��!���� ��� !�&!&1
����&�� .��

(xν) ∈ X(A)fin,Zh

7� �� �#���� !&���� 2� �&�&����� ���� �� �� ��&*)� �& !�&�� ���� /&� �����
U −→ X ��# ����� n 8� ����

(xν) ∈ X(A)U ,n.

6&8 �����

(xν) ∈ X(A)fin,Zh ⊆ X(A)fin

8� ���� ����

X(A)fin = ∅

��# 7� �&�&����� ����� ��� ��F*����

1 −→ π1(X) −→ π1(X) −→ ΓK −→ 1

�#���� � �&����*&*� �����&�� 6&8 7� .���� ����
 ����� �-���� � )�&1
���������� �&������# �&��&� f : Y −→ X *�#�� � A���� K1)�&*! G �*��
���� Xf∗(U) �� ���!�� �&������#� 4����

(xν) ∈ X(A)fin,Zh

����� �-���� �&�� �8��� fα : Y α −→ Xα &/ f ��# � !&��� (yν) ∈ Y α(A)Zh
�*�� ����

(xν) = fα((yν)).

6&8 8� ����

(yν) ∈ Y α(A)Zh ⊆ Y α(A)Z(f
α)∗(U),n,

7*� ����� X(fα)∗(U) J8���� �� ��&�&�!��� �& Xf∗(U) �� � ���!������ ���K
�� ���!�� �&������# 8� )�� /�&� �&�&����� ���� ����

(yν) ∈ Y α(A)(f
α)∗(U),n

�� 8����



��	 �	� �� ������

6&8 7� �&���#����) ��� �&��*������ #��)���

Y α(A)

fα

��

h �� X(fα)∗(U),n(hA)

��

X(fα)∗(U),n(hK)
loc

��

��
X(A)

h �� XU ,n(hA) XU ,n(hK)
loc

��

&�� ���� ����

(xν) = fα((yν)) ∈ X(A)U ,n

�� ���#�#�
D� ����� �&8 !�&�� .���� ����
�

�	��� .�� U −→ X 7� � ��!���&�����)� 2� ��� #���*���&� �� �*7�����&�
TT����� 8� ��� ���*����� �&���#�� ��� !*��7��5 &/ Un �& ��� )������ !&���
&/ X �� � A���� ΓK(X)1��� 8���� 8� #��&�� 7� Ũn J��� ��A����&� ���
K�
2� ���������&� 8� 8��� ���& �&���#�� Ũn �� � ΓK(X)1����
D� #��&�� 7�

StabΓK(X)
(U0) = {H1, ..., Ht}

��� ��� &/ ���7������� �� ΓK(X) &/ ��� !&���� &/ U0� �&���#�� ��� )�&*!

E = 〈H1, ..., Ht〉

)�������# 7� ��� ��� ���7�������� .�� F/K(X) 7� ��� A���� A��# �-�����&�
���� �&����!&�#� �& E�
L7������) .���� ����� ��# ��� !�&&/ 8� ��� ���� ����� �-���� � G1

�&��&�

f : Υ −→ X

�*�� ���� K(Υ) = F �
6&8 �&���#�� f∗U0� 2� !*����) 7��5 �& ��� )������ !&��� &/ Υ 8� )��

� ��� f̃∗U0 8��� �� ����&� &/ ΓK(Υ) = E� 6&�� ���� !*����) 7��5 ��
?���� �&�����) /�&� ��� )������ !&��� &/ X �& ��� )������ !&��� &/ Υ
�&����!&�#� �& ����������) ��� "��&�� ����&�� � &���� 8&�#� ��� ��� f̃∗U0

��� 7� ���*����� �#����A�# 8��� Ũ0 ��# ��� ����&� &/ E �� &7�����# 7�
����������) ��� ����&� &/ ΓK(X)�

3��� ����� ���� ��� ��� &/ ���7������� &/ ��� !&���� &/ f̃∗U0 ��

{H1 ∩ E, ..., Ht ∩ E} = {H1, ..., Hn}

�� E �&������ ��� ��� HiN�� � !�����*��� ��� ���7������ &/ f̃∗U0 �� E



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ ���

)������� E� 6&8 /�&� �&�&����� ���� ��# .���� ���� 8� )�� ���� Xf∗U
�� ��"#�� ����������
3& �&���*#�< �� �� ��&*)� �& ��&8 ���� 8� ��� A�# � K1/&�� &/ Υ�

4���� E �� �&���� �� ΓK(X) 8� )�� ���� ρ(E) �� �&���� �� π1(X)� $����
��� �&�����)

f : Υ −→ X

�� ��&�&�!��� &��� K �& ��� ��� �8����� 2� ����#��# ��)*����� 8� )��
���� ����� �-���� � K1/&�� /&� f �/ ��# &��� �/ ��� ��&�� �-��� ��F*����

1 −→ π1(X)/ρ(E) −→ π1(X)/ρ(E) −→ ΓK −→ 1

��� � �&����*&*� �����&�� 2*� ���� �� ��*� 7���*��

1 −→ π1(X) −→ π1(X) −→ ΓK −→ 1

��� � �&����*&*� �����&��

3��� A������ ��� !�&&/ &/ ������

D� �&8 �&�� �& ��� ���&�# !��� &/ ��� !�&&/ &/ 3��&��� �����<
������:

���#������� 18�)� ���K 
�  ��#
�	 H��� �� X  �#���� K'�	���)

���	 ����

X(A)h ⊆ X(A)fin,h.

�	��� .�5� �� ��� !�&&/ &/  �&!&����&� ����� 8� ��� ���*�� 8���&*�
�&�� &/ )��������� ���� X �� )�&���������� �&������#�
.�� (xν) ∈ X(A)h 7� � !&��� ��# f : Y −→ X � K1�&������# �&��&�

*�#�� � A���� K1)�&*! G� D� ���# �& ��&8 ���� ����� �-���� �� α ∈
H1(K,G) �*�� ���� ��� �&����!&�#��) �8���

fα : Y α −→ X

�����A��

(fα)−1((xν)) ∩ Y α(A)h = ∅.

��&&�� � ����&��� �&�&�&!� A-�# !&���

r ∈ X (hK)

�*�� ����

loc (r) = h((xν)).

=����� NY̌ &/ ��A����&� ���� ��# ��� #���*���&� !��&� �& ��# ����*#��)



�

 �	� �� ������

�&�&����� ���
� 8���� 8� ���� #�����7�#NY̌ �� ��� ����� &/ ��� )�&*!&�#
Y &/ #�A����&� ���
��
�&���F*����� 8� ���� #�A��# � ��! &/ ���!������ ΓK1����

cY : NY̌ −→ BG

��#*���) � ��! J#��&��# 7� ��� ���� ����K

cY : NY̌ (hK) −→ H1(K,G).

,&� ���� α ∈ H1(K,Gα)< 8� 8��� #��&�� 7�

cY α : NY̌ α(hK) −→ H1(K,Gα)

��� �&����!&�#��) ��! /&� ��� �8��� Y α� D� 8��� #��&�� 7�

b : X (hK) −→ NY̌ (hK),

bα : X (hK) −→ NY̌ α(hK).

��� ���*��� !�&G����&� ��!�
3�� ������)� &/ ��� !�&&/ 8��� 7� �� /&��&8��):

�� D� 8��� ��&8 ���� /&� ���� r ∈ X (hK) ����� �-���� �� α �*��

cY α(bα(r)) ∈ H1(K,Gα)

�� ��� ��*���� ��������
�� D� 8��� ��&8 ���� �/ cY α(bα(r)) �� ��*���� ��# loc (r) = h((xν))

����

(fα)−1((xν)) ∩ Y α(A)h = ∅.

���#������� 18�)� ��� f : Y −→ X 
�  ��	��	 ����	  H���� K'

�	��� G� ��� r ∈ X(hK) 
�  	����� ��#����) H:�� ������ ���� ���	�

�:���� � α ∈ H1(K,G) ���� ���

cY α(bα(r)) ∈ H1(K,Gα)

�� ��� ����	� ���#����

�	��� ,&� ���� α ∈ H1(K,G) 8� 8��� #��&�� 7�

τα : H1(K,G) −→ H1(K,Gα)

��� ������� &/ �8�����) 7� α J����� ���#��) [α] ∈ H1(K,G) �& ��� ��*����
������� �� H1(K,Gα)K� D� 8��� !�&�� ��� ���&��� 7� ��&8��) ���� /&�
���� α ∈ H1(K,G) &�� ���

cY α ◦ bα = τα ◦ cY ◦ b. J♥K



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ �
�

3��� �/ 8� ���!�� ��&&�� α = cY (b(r)) 8� 8��� )�� ���� cY α(bα(r)) ��
��� ��*���� �������� D� 8��� �&8 !�&���# �& !�&�� J♥K�
.�� α ∈ H1(K,Gα) 7� �� ������� ��# ��� H 7� � 7�) ��&*)� A����

F*&����� &/ ΓK �*�� ���� ��� ����&� &/ ΓK &� G ��# ��� ������� α /���&�
���&*)� H � 3��� 8� ��� ��!������ α 7� � 11�&�����

u : H −→ G.

.�� L/K 7� ��� A���� "��&�� �-�����&� �&����!&�#��) �& H � =����� ���
?���� ��!���&�����)

X̌L −→ X

/�&� ��A����&� ��	�� 2� ��&&���) �&�� �#����A����&� &/ ��� )�&������
�&������# �&�!&����� &/ XL 8��� H 8� &7���� �� ��&�&�!���� &/ ���1
!������ ΓK1����

d : NX̌L

�−→ EH.

�&���#�� ��� /&��&8��) ��!���&�����)� &��� X :

YL = Y ×X XL,

Y αL = Y α ×X XL.

� .���� ����� 8� ���� �&����*���# �� ��&�&�!���� ?���� �&�����)�
&��� X

Tα : YL
�−→ Y αL

��#*���) �� ��&�&�!���� &/ ���!������ ΓK1����

(Tα)∗ : NY̌L

�−→ NY̌ α
L
.

6&�� ���� &��� K ��� ������� YL #��&�!&��� �� ��� #��G&��� *��&� &/ |H |
�&!��� &/ Y � � �� ���� �&� ���# �& ��� ���� ��� !�&G����&��

YL −→ Y,

YL −→ XL,

��#*�� �� ��&�&�!���� &/ ���!������ ΓK1����

NY̌L

�−→ NY̌ ×NX̌L
.

4��������< 8� ���� � ���*��� ��&�&�!���� &/ ���!������ ΓK1����

NY̌ α
L

�−→ NY̌ α ×NX̌L
.

6&8 ��� #�����# �F*����� J♥K 8��� /&��&8 /�&� ��� /&��&8��) �����:



�
� �	� �� ������

��""! 18�)$ ���	� �:����  ΓK'�5���	��� ���#�	����# �� �	�������

Tα : EH × BG −→ EH × BGα

���� ���G

�� ��� �����-��� ���	# �� ��� �����	) ��#������ ΓK'��� ��##����G

NY̌

cY �� BG

NY̌L

� ��

� (Tα)∗
��

�������������
NY̌ ×NX̌L

��

cY×d �� BG×EH

N(Tα)

��

∼

��

NY̌ α
L

� ��

��**
***

***
**

NY̌ α ×NX̌L

��

cY α×d�� BGα ×EH

∼
��

NY̌ α

cY α �� BGα

-��	� �� ��� ��#	��� #�� 	� ������� �	�# ��� �	�I������� ��'

��	�
�� 
����

�� ��� 		�-� �� ��� 	���� ����#� �� ��� ���	# 
��� 	� -�� �5���'

������ �� ��� ������� 
�I������

τα : BG(hK) = H1(K,G) −→ H1(K,Gα) = BGα(hK)

��������� -��� ��� ����	�� �� �-������ 
) α�

�	��� D� 7�)�� 7� #�A���)

Tα : EH × BG −→ EH × BGα.

D� #�A�� Tα �& 7� ��� �#������ &� ��� &7G����� 6&8 .��

(τ, ∗), (σ, ∗) ∈ Ob(EH × BG) = EH × BGα.

L�� ��� ���*����� �#����/�

HomEH×BG((τ, ∗), (σ, ∗)) ∼= G,

HomEH×BGα((τ, ∗), (σ, ∗)) ∼= Gα.

$���� 8� ���# �& #�A�� � ��!

Tα(σ,τ) : G −→ Gα.



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ �
�

D� ����� ��5�

Tα(σ,τ)(g) = u−1τ guσ.

D� ����� �� �& ��� ���#�� �& ����/� ���� Tα �� ��#��# � ΓK1�F*��������
��&�&�!���� &/ )�&*!&�#��
6&8 &�� ��� ������ ����/� ��� �&��*�������� &/ #��)��� �� � �7&���

,&� !�&���) �< �&�� ���� ����� Tα �� �� ��&�&�!���� �& �� N(Tα)� 3�*�
����� EH �� �&�������7��< ��� ��� ��!� �� ��� ��)�� �&�*�� ��� 8��51
�F*���������� D� ����� �& ��� ���#�� �& ����/� ���� ��� ��!

τα : BG(hK) = H1(K,G) −→ H1(K,Gα) = BGα(hK)

�� ��#��# ��� ������� &/ �8�����) 7� α

3��� A������ ��� !�&&/ &/  �&!&����&� ������

D� �&8 �&�� �& ��� ���&�# !��� &/ ��� !�&&/ &/ �����:

���#������� 18�)) ��� α ∈ H1(K,G) 
� ���� ��� cY α(bα(r)) �� ���

����	� ���#���� ����

(fα)−1((xν)) ∩ Y α(A)h = ∅.

�	��� 6&�� ���� 8���&*� �&�� &/ )��������� 8� ��� ��!���� Y 7� Y α ��#
α 7� ��� ��*���� ��������
D� 8��� �& ��&8 ���� ����� �� � !&��� �� f−1((xν)) 8���� �� �&�&�&!�

����&���� ,&� ���� �� 8��� 7� ��&*)� �& ��&8 ���� ����� ��!���&�����) U
&/ Y ��# ����� n ≥ 1 ��� �*7��� &/ f−1((xν)) &/ !&���� 8���� ��� (U , n)1
�&�&�&!� ����&��� �� ���5�"#�� ��# ��"#!��� 3��� ��� ����#��#
�&�!������� ��)*���� ��&8� ����

f−1((xν)) ∩ Y (A)h = ∅.

,����< 8� 8��� ��&8 ���� �� �� ��&*)� �& !�&�� ���� &��� /&� ��!���&�1
����)� &/ � ������� /&���

��""! 18�)* ��� f : Y −→ X 
�  ��	��	 ����	  K'�	��� G� ���

U −→ Y 
�  �)��	����	���� ���� ���	� �:����  �)��	����	��� V −→ X

-���� �#���  #�

V −→ Y̌

�� �)��	����	���� ���	 X ��  #�

f∗(V) −→ U

�� �)��	����	���� ���	 Y �



�
� �	� �� ������

�	��� ,&� � g ∈ G 8� #��&�� 7� Ug ��� ��!���&�����) &7�����# /�&�
U 7� ��!�����) ���� ?���� ��!

Un −→ Y

8��� ��� �&�!&����&�

Un −→ Y
g−→ Y.

��A�� UG �& 7� ��� A7�� !�&#*��

UG =
∏
g∈G

Ug.

D� ���� � ���*��� ����&� &/ G &� UG 8���� �� /��� ��# �& 8� )�� �
��!���&�����)

UG/G −→ X

&/ X � � �� �&� ���# �& ����5 ����

UG = f∗
(
UG/G

)
.

6&8 ��5� ��� ��!���&�����)

V = UG/G×X Y̌

&/ X � 3��� &�� ��� � ���*��� ��! &��� X

V −→ Y̌

&7�����# 7� !�&G����&� ��# �����

f∗V = UG ×Y f∗Y̌

8� ���� ��� �&�!&����&� &/ ��!� &��� Y

f∗V −→ UG −→ U

8���� ��� ���� &�� �� &7�����# 7� !�&G�����) &� ��� �&&�#����� 8����
�&����!&�#� �& 1 ∈ G�

� ���8 &/ .���� ����� �� �� ��&*)� �& ��&8 ���� ��� ���

f−1((xν )) ∩ Y (A)f
∗V,n

�� �&�1��!�� ��# �&�!��� /&� ����� n ≥ 1 ��# ����� ��!���&�����)
V −→ X 8���� �#���� � ��!

φ : V −→ Y̌

&��� X � 4*�� ��!���&�����)� ���� ��� /&��&8��) *��/*� !�&!����



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ �
�

��""! 18�)- ��� f : Y −→ X 
�  ��	��	 ����	  K'�	��� G� ���

V −→ X 
�  �)��	����	��� �� ϕ : V −→ Y̌  #� �� �)��	����	�����

���

p : Nf∗V −→ NV


� ��� ���	� #�� ���� p ��  �	������� G'����	���� %�	���	#�	�, ���

��#��������

NV −→ NY̌
cY−→ BG

�� ��� ������)��� #� �� p�

�	��� D� ���� � ���*��� ����&� &/ G &� Nf∗V �*�� ���� NV �� ���
F*&������
6&8 �� �� �����&� T����� �� 8��� 7� ��&*)� �& ��&8 ���� Nf∗V A�� �� �

�&��*������ #��)���

Nf∗V
d ��

p

��

EG

��
NV �� BG

�*�� ���� d �� G1�F*��������� 4���� 8� ���� � ��! ϕ : V −→ Y̌ �� ��
��&*)� �& ��&8 ���� /&� V = Y̌ � 3��� �� #&�� 7� �-!����� �&�!*����&��
�&���#�� ��� �*)�����# /*���&� F −→ Id /�&� )�&*!&�#� �& )�&*!&�#�

#�A��# �� /&��&8�� / C �� � ����)&�� ���� ��� &7G���� &/ F (C) ��� !����
(X, f) 8���� X ∈ Ob(C) ��# f �� � �&�!���� �������) �� X � 3�� �&�1
!����� /�&� (X, f) �& (Y, g) ��� �&�!����� h : X −→ Y �� C �*�� ����
g ◦ h = f � 3�� ���*��� �����/&�����&� /�&� F �& Id ���#� (X, f) �& X �
6&8 ������ ��� )�&*!&�# Y &/ ��A����&� ���
� �*�� ���� NY̌

∼= N(Y)�
� �� ���� �� ���� ����A����&� �& ����5 ���� Nf∗Y̌ �� ��� ����� &/ ���
)�&*!&�# F (Y) ��# ���� EG �� ��� ����� &/ F (BG)� 3��� ��� �&��*1
������ #��)���

F (Y) ��

��

F (BG)

��
Y �� BG



�
� �	� �� ������

)���� ��� #�����# �&��*������ #��)���

Nf∗Y̌

��

�� EG

��
NY̌

�� BG

&/ ���!������ ����� � �� ��/� �& ��&8 ���� ��� ��! Nf∗Y̌ −→ EG �� G
�F*��������� 6&�� ���� �� 7&�� Y ��# BG 8� ���� ���*��� �#����A����&�

∪Y Hom(X,Y ) = G

��# ��� ����&� &/ G &� F (Y) ��# F (BG) �� )���� 7� �*���!������&�

g(X, f) = (X, gf).

$���� �� �� ����� ���� ��� ��! F (Y) −→ F (BG) �� G1�F*�������� ��# 8�
��� #&���

6&8 ��� V −→ X 7� � ��!���&�����) 8���� �#���� � ��! &/ ��!��1
�&�����)�

φ : V −→ Y̌

��# ��� n 7� � ���*��� �*�7��� D� ���# �& ��&8 ����

f−1((xν )) ∩ Y (A)f
∗V,n

�� �&�1��!�� ��# �&�!���� �� �7&�� 8� 8��� #��&�� 7�

p : Nf∗V −→ NV

��� ���*��� ��! 8���� 8� ���� ���� �� � !�����!�� G1�&��&�� D� 8���
#��&�� 7�

pK∗ : Nf∗V,n(hK) −→ NV,n(hK)

pA∗ : Nf∗V,n(hA) −→ NV,n(hA)

��� ��#*��# ��!��
D� ���� � �&��*������ #��)���

Y (A)

f

��

hf∗V,n �� Nf∗V,n(hA)

pA∗
��

X(A)
hV,n �� NV,n(hA) .



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ �
�

2� .���� ����� ��� ��F*����

Nf∗V,n −→ NV,n −→ Pn(BG) = BG

�� � !�����!�� G1A7����&� ��F*����� � !�����*��� ��� A��� ��! �� � �&����
�&�����) 8��� "��&�� )�&*! G(K)� $���� 7� .���� ���� ��� ��F*����

NhΓK

f∗V,n −→ NhΓK

V,n −→ BGhΓK J†K

�� � A7����&� ��F*�����
,�&� ��� �!������ ��F*���� ���� �&�!*��� ��� �&�&�&!� )�&*!� &/

BGhΓK 8� ��� ���� ��� �&������# �&�!&���� &/ ��� 7��� !&��� ���
��������) �&�&�&!� )�&*!� �� #������&� )������ ���� 1 ��# ���� ���
/*�#������� )�&*! ��

H0(ΓK , G) = GΓK

8���� 8� ���& #��&�� 7� G(K)� $���� ��� ������� �&������# �&�!&����
&/ BGhΓK �� � �&#�� /&� BG(K)�
6&8 /�&� ��� A7����&� J†K 8� )�� ��� /&��&8��) ��F*���� &/ ����a)�&*!�

J&7�����# �� ��� ���� &/ ��� �&�) �-��� ��F*���� �� �&�&�&!� )�&*!�K:

G(K)
δ−→ Nf∗V,n(hK)

pK∗−→ NV,n(hK)
cY ◦φ∗−→ H1(K,G)

8���� �� �-��� �� ��� /&��&8��) �����:

�� � !&��� v ∈ NV,n(hK) ��� 7� ��/��# �& Nf∗V,n(hK) �/ ��# &��� �/
cY (φ∗(v)) �� ��� ��*���� ��������

�� / v #&�� ��/� �& Nf∗V,n(hK) ���� G(K) ���� ������������ J����&*)�
�&� ����������� /����/*��� K &� f−1∗ (v)�

6&�� ���� 8� ��� #& ��� ���� /&� A ������# &/ K ��# )�� ��� /&��&8��)
#��)���:

G(K)
δK ��

loc

��

Nf∗V,n(hK)
pK∗ ��

loc

��

NV,n(hK)
cY ◦φ∗ ��

loc

��

H1(K,G)

loc

��
G(A)

δA �� Nf∗V,n(hA)
pA∗ �� NV,n(hA)

cY ◦φ∗ �� H1(A, G)

G(A) �� Y (A)

hf∗V,n

��

f �� X(A)

hV,n

��

�� H1(A, G) .

6&�� ���� .���� ���
	 )*�������� ���� ��� ���� �&8 A�� �&��*��������
���& ��� #��)���� D� �&8 !�&���# �& A���� ��� !�&&/ &/  �&!&����&�
������



�
	 �	� �� ������

.��

A = {v ∈ Nf∗V,n(hK)
∣∣loc (fK∗ (v)) = hV,n(xν)}.

D� 8��� �& ��&8 ���� �� �� �&�1��!�� ��# A����� .��

rV,n ∈ NV,n(hK)

7� ��� ���)� &/ r �� NV,n(hK)� 3�� ��! φ∗ ���#� rV,n �& ��� ���)� &/
r �� NY̌ ,n(hK) ��# ��*�

cY (φ∗(rV,n))

�� ��� ��*���� �������� 3��� ����� ���� ����� �-���� �

v ∈ Nf∗V,n(hK)

�*�� ����

pK∗ (v) = rV,n

��# �& 8� ���� ����

loc (pK∗ (v)) = loc (rV,n) = hV,n(xν)

��!����) ���� A = ∅�
L� ��� &���� ���# 7� .���� ���� ��� ��� &/ ��� �������� s ∈ NV,n(hK)

�*�� ���� loc (s) = hV,n(xν) �� A���� ��# ����� G(K) �� A���� �& �� A�
,�&� ��� �&�!������� &/ G(A) ��# ��� �&��*�������� &/ ��� #��)���

8� ��� ���� ��� �*7�!����

B =
(
pA∗
)−1

(hV,n(xν)) ⊆ Nf∗V,n(hA)

��#

f−1(xν) ⊆ Y (A)

��� �&�!��� ��# ���� ��� �&����*&*� ��! J��� .���� ���
K

hf∗V,n : Y (A) −→ Nf∗V,n(hA)

��������� �& � �&����*&*� ��!

hB : f−1(xν) −→ B

,�&� ��� �-������� &/ ��� �&8� 8� )�� ���� hB �� ���& ���<�������
6&8 /�&� �&��*�������� 8� ��� ����

loc (A) ⊆ B



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ �
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��# /*������&�� �/ (yν) �� �� f−1(xν) ���� hB((yν)) ∈ B �� ����&��� �/
��# &��� �/ hB((yν)) ∈ loc (A)� $���� 8� )�� ����

f−1((xν )) ∩ Y (A)f
∗V,n = h−1B (loc (A)).

6&8 ����� loc (A) �� �&�1��!�� ��# A���� ��# ����� hB �� �&����*&*�
��# �*�G������ 8� ���� ���� h−1B (loc (A)) �� �&�1��!�� ��# ��&��# �� ���
�&�!��� �!��� f−1((xν ))� $����

f−1((xν )) ∩ Y (A)f
∗V,n

�� �&�1��!�� ��# �&�!����

3��� �&�!����� ��� !�&&/ &/���

=�
� /���	���	��

� ���� �����&� 8� ����� !������ �&�� �!!������&�� &/ ��� ���&�� #����&!�#
�� ��� !�!���

�����" 18�)/ ��� K 
� ��#
�	 H��� �� X,Y �-� �#���� ���#��'

	����) ��������� K'�	������� ����

(X × Y )(A)fin,Br = X(A)fin,Br × Y (A)fin,Br.

�	��� .�� τ : K ↪→ C 7� �� ��7�##��)� 3��� �� �� 5�&8� ���� ��� !�&1
&7G��� Ét(X) �� ��&�&�!��� �& ��� !�&1A���� �&�!����&� &/ ��� �&!&�&)����
�!��� (X⊗τ C)(C)� 4���� !�&1A���� �&�!����&� �&��*��� 8��� !�&#*���
���� ����� ���� ��� ���*��� ��!

Ét(X × Y ) −→ Ét(X)× Ét(Y )

�� �� ��&�&�!����� =�������)  �&!&����&� ����< ��� ���*�� ���� /&��&8�
/�&� 3��&��� ��	��

�����" 18�)0 ��� K 
�  ��#
�	 H��� �� X  �#���� ���#��	�'

���) ��������� �	���) ���	 K� ����#� ��	���	 ���

πét2 (X) = 0,

����

X(A)fin = X(A)fin,Br.



��
 �	� �� ������

�	��� � ���� ���� ��� ��! Ét2(X) −→ Ét1(X) �� �� ��&�&�!���� ��

ProHo
(
SetΔ

op
)
� 2�  �&!&����&� ���� ��# 3��&��� ��	�< ���� �����

����

X(A)h,1 = X(A)h,2

2� 3��&���� ���
� k �����< ��# �&�&����� ���	 8� ���� ����

X(A)fin = X(A)h,1 = X(A)h,2 = X(A)h = X(A)fin,Br.

	�����!�� 18�)1 ��� K 
�  ��#
�	 H��� �� X  �#���� ���#��	�'

���) ��������� �	���	 �	���) ���	 K ���� ��� πét2 (X) = 0� ����

X(A)desc = X(A)fin.

	�����!�� 18�*3 ��� C 
�  �#���� ��	�� ���	 K, ����

C(A)fin = C(A)fin,Br.

�� C �� ��� �	�I������ ����

C(A)fin = C(A)desc.

�	��� / C ∼= P1 &��� K ����

C(A)fin = C(A) = C(A)Br = C(A)fin,Br.

L����8���< C �� )�&���������� �K(π, 1) ��# &�� ��� ����/� ���� π1(C(C))
�� )&&# �� ��� ����� &/ �����&� 6 &/ B�0���C� $����

πét2 (C) = 0

��# ���� ��� ���*��� /&��&8� /�&� 3��&��� ����	 ��# �&�&����� ������

6&8 ��� *� ������ ��� /&��&8��) #�A����&� J��� B�0���CK:

(�7������ 18�*� .�� X 7� � ������� &��� �� ��)�7�������� ��&��# A��#
K� .�� Ét(X) = {Xα}α∈I 7� ��� ?���� �&�&�&!� ��!�� 3��� 8� #�A��
��� ?���� �&�&�&)� !�&1)�&*!� &/ X �& 7�

H ét
i (X) = {Hi(Xα)}α∈I .

�����" 18�*� ��� X �� K 
� � 
���� �� H ét
2 (X) = 0 ����

X(A)Br = X(A)fin−ab.



/G ��#����) �
��	������� �� 	����� ������ ���

�	��� � ���� ���� 8� )�� /�&� ��	� ����

X(A)Zh,2 = X(A)Zh,1

��# �& ��� ���*�� /&��&8� /�&� 3��&��� �����< �&�&����� ���	 ��# 3��1
&��� ���
��

�����" 18�*$ ��� X �� K 
� � 
��� �� ���#� ��� πét1 (X) ��


���� �� ��� πét2 (X) = 0 2���� X �� � 
���� �	���) �	 � ���
	��

��	��4� ����

X(A)fin−ab X(A)fin

X(A)Br X(A)fin,Br .

�	��� �!!����) 3��&��� ����	 ��# *���) ��� /��� ���� ��� /*�#�������
)�&*! �� �7����� &�� )���

X(A)fin−ab = X(A)fin = X(A)fin,Br

��# �& �� !�����*��� X(A)fin−ab = X(A)fin,Br� 6&�� ���� �� )������ &��
��� ����*��&��

X(A)fin,Br ⊆ X(A)Br ⊆ X(A)fin−ab

��# �& �� ���� ���� 7&�� ����*��&�� ��� �F*��������

�����" 18�*) ��� X �� K 
� � 
��� �� ���#� ��� πét1 (X) ��


���� �� ��� ��	�-�� #�

πét(X)2 −→ H ét
2 (X)

�� � ���#�	����#� ����

X(A)fin,Br = X(A)Br.

�	��� � ���� ���� 8� )�� /�&� ��	� ����

X(A)h,2 = X(A)Zh,2

��# �& ��� ���*�� /&��&8� /�&� 3��&��� �����< �&�&����� ���	 ��# 3��1
&��� ������
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