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Soit ' un espace vectoriel de dimension finie n, sur le corps R des nombres réels, ou sur le corps C des
nombres complexes. Notons plus généralement K le corps R ou C.

1 Vecteurs

Une base de E est un ensemble {ej,eo,...,e,} de n vecteurs linéairement indépendants. Le vecteur
n
v = ), v;e; sera représenté par le vecteur colonne
i=1
U1
U2
v =
Un

On désigne par v; ou v(7) la i-éme composante du vecteur v, et par v et v* les vecteurs lignes suivants
t E3 — —
v :('Ul V9 Un)7 v :(Ul Uy vn)
ol @ est le nombre complexe conjugué du nombre a.

Définition 1.1 — Le vecteur ligne v? est le vecteur transposé du vecteur colonne v.



— Le vecteur ligne v* est le vecteur adjoint du vecteur colonne v.

Définition 1.2 L’application (e, ) : E x E — K définie par

n
u,v) =u'v =viu= Z vy, si K=R
i=1

n
<u,'v>=u*.'v='v*.u=<'v,u>=Zuﬁvi, si K=C
i=1

est appelée produit scalaire euclidien si K = R, hermitien si K = C. Pour rappeler la dimension de [’espace,

on écrit
(u,v) = (u,v),

Dans la suite de cette section, on considére £ = R™ muni du produit scalaire euclidien, ou £ = C™ muni du
produit scalaire hermitien.

Définition 1.3 o Deuz vecteurs u € E et v € E sont orthogonaur si {u,v) = 0.
o Un vecteur v € E est orthogonal a une partie U de E si Yu e U, {u,v) =0. On notev 1L U.
o Un ensemble de vecteurs {v1,vs,...,v;} de Uespace E est dit orthonormal si

(v, v5) = 85, V(i, 4) € [1, k]

ot 0;5 est le symbole de Kronecker : 6;; = { (1) Z; z ;;’

Définition 1.4 Le vecteur nul est représenté par la lettre 0, ou 0 lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.

Définition 1.5 Soit u € F non nul. On définit l’opérateur de projection suru par

w,v)

proj, (v) = u u>u, YveE.

Propriété 1.1 (Procédé de Gram-Schmidt) Soit {vi}ie[[l n] une base de E. On construit successivement
les vecteurs u;

1—1
3 uk?”l .
- ZproJuk v;) = v; — Z < > ug, Vie[l,n].
k=1

<u7<?7u >

Ils forment une base orthogonale de E.
U;

En posant z; = \/ﬁ’ Vi e [1,n], on obtient une base orthonormale {2:},.[, , de E.

2 Matrices

2.1 Généralités

Soit K = R ou K = C. Une matrice & m lignes et n colonnes est appelée matrice de type (m,n), et on note
M, o (K) Tespace vectoriel sur le corps K formé par les matrices de type (m,n) a éléments dans K.
Une matrice A € M,,, ,(K) d’éléments a; ; € K est notée

A=

(@i ) 1<icm, 1<j<n

le premier indice ¢ correspond aux lignes et le second j aux colonnes. On désigne aussi par (A); ; ou A(Z, 5)

l’élément de la ™ ligne et de la 5™ colonne.

Définition 2.1 (voir TD)
o Soit une matrice A € My, ,(R), on note A* € M,, ,,,(R) la matrice transposée de la matrice A, définie
de fagon unique par (A%); ; = a;;, 1 <i<m, 1<j<n, cequi équivaut a

(Au,v), = (u,A%) , VueR", YoeR™



o Soit une matrice A € My, ,(C), on note A* € M, ,,,(C) la matrice adjointe de la matrice A, définie
de fagon unique par (A*); ; = a;,;, 1 <i<m, 1 <j<n, ce qui équivaut &

Aw,v),, = (u,A*v), , VueC", YveC™.

Définition 2.2 La matrice nulle de M, ,,(K) est représentée par Oy, ou O lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.
Sim = n on note aussi Q,, cette matrice.

Définition 2.3 Si A e M,, ,(K) et Be M,, ,(K), leur somme A+ B e M,, ,(K) est définie par

(A + [B)iﬂ' =a;; + b@j, Vi e ﬂl,mﬂ, Vje [l,nﬂ.
Définition 2.4 Si A € M,,, ,(K), sa multiplication par un scalaire o € K est la matrice aA € M, ,(K)
définie par

(aA)i)j = aa; j, Vi e ﬂl,mﬂ, V_j € [[l,nﬂ.
Définition 2.5 Si A e M,, ,(K) et B e M, ,,(K), leur produit AB € M,, ,,(K) est défini par
P
(AB);; = > aixbrj, Vie[l,m], ¥je[l,n].
k=1

Propriété 2.1 On a

t

(AB)" =B!At, (A+B)'=A'+B! (AY) =A, (eA)’=0A! YaeR (siK=R),
(AB)* = B*A*, (A +B)* = A* + B*, (A*)* = A, (aA)* =a@A*, YVaeC, (siK=C).

2.2 DMatrices carrées

Définition 2.6 Une matrice de type (n,n) est dite matrice carrée, ou matrice d’ordre n. On note
My (K) = Mnm(K)
l’ensemble des matrices carrées d’ordre n, & éléments dans le corps K.

Définition 2.7 On dit que deux matrices A, B € M,,(K) commutent si AB = BA.

Les matrices considérées jusqu'a la fin de ce chapitre sont dans M,,(R). ‘

Définition 2.8 Si A € M, (R) alors les éléments a;; = (A);; sont appelés éléments diagonauz et les
éléments a; ; = (A); j, 1 # j sont appelés éléments hors-diagonauz.

Définition 2.9 On appelle matrice identité de M, (R) la matrice dont les éléments diagonaux sont tous
égauz 4 1 et les éléments hors-diagonaux nuls. On la note 1 ou encore 1,, et on a

(Dij = 6ij, V(i,4) € [1,n]?,
ou d; ; est défini dans la Définition

Définition 2.10 Une matrice A € M,,(R) est inversible s’il existe une unique matrice de M, (R), notée A!
et appelée matrice inverse de la matrice A, telle que

AAT=ATA =T

Dans le cas contraire, on dit que la matrice A est singuliére ou non inversible.



Propriété 2.2 Soit Ae M,(R). On a
@9 = @,
(A = A

De plus, si et A e Mp(R) et B e M, (R) sont inversibles, alors leur produit AB est inversible et
(AB)”" = BA™

Définition 2.11 Une matrice A € M, (R) est
o symétrique si A = A?,
o orthogonale si AAt = A*A = 1. Alors A est inversible et A~" = A®
o A e M, (C) est unitaire si AA* = A*A = 1. Alors A est inversible et A= = A*.

Définition 2.12 Soit A € M,,(R) une matrice symétrique. On dit que A est définie positive si
(Au,u) > 0, Vu € R"\{0}.
Exercice 2.1 Soit n € N*. Considérons la matrice du probléme de Uélastique : Ap = (@i ;)1<ij<n € Mn(R)

définie par : a;; = 2, Vi€ [1,n], a;i401 = —1, Vie [1,n—1], a;,—1 = —1, Yie [2,n], a;; =0, Vi,j € [1,n]
avec |i — j| > 2, c’est-a-dire

2 -1 0 0
-1 2 -1
1
Ah = ﬁ 0 0
—1 2 —1
0 0 —1 2

1. Montrer que Ay est symétrique.

2. Montrer, par récurrence sur n (i.e. la taille de Ay), que
1 n—1
Apu,uy = 72 (uf + 2 (wip1 —ug)? + ui) , Vue R".
i=1

3. En déduire que Ay est symétrique définie positive.

Exercice 2.2 Soit A € M, (R) une matrice symétrique définie positive.
1. Montrer que les éléments diagonauzx de A sont strictement positifs.

2. Montrer que les sous matrices principales de A (voir la définition sont elles aussi symétriques et
définies positives.

Définition 2.13 La trace d’une matrice A = (a; j)1<i,j<n de My, (R) est définie par
n
tr (A) = Z Q-
i=1

Définition 2.14 Soit T, le groupe des permutations de l'ensemble {1,2,...,n}. A tout élément o € Ty,
on associe la matrice de permutation

Py = (dia(s) -
Remarque 2.3 Une matrice de permutation est orthogonale.

Définition 2.15 Le déterminant d’une matrice A = (a; j)1<i j<n de My (R) est défini par

det (A) = Z fop H A (5),j

€T Jj=1



04 e, désigne la signature de la permutation o. Pour calculer le déterminant de A, on wutilise la formule
suivante (loi de Laplace) : on note A;; € My_1(R) la matrice obtenue & partir de A en supprimant la ligne i et
la colonne j. On a alors le développement par rapport & la colonne j € [1,n] :

a1, sin=1,
det) =1y i 2.1
e Z(—l)ZJ’Jai,jdet(Aij)’ pour n > 1. (2.1)
-1

Notons que l'on a aussi le développement par rapport a la ligne i € [1,n] :
det(A) = Z(fl)i”ai,j det(A;;), pourn > 1.
j=1
Le terme (—1)"J det(A;;) est appelé le cofacteur de a; ;.
Propriété 2.4 Soient A € M, (R), Be M,(R), et A€ R. On a alors les relations suivantes
tr (AB) = tr(BA),

tr(A+B) = trA+trB,
det (AB) = det(A)det (B) = det (BA),
det(A*) = det(A),
det(MA) = A" det(A),
det(A™1) = ! st A est inversible.

det(A)’

Définition 2.16 Soit A € M, (R).
o On note Ker(A) = {v e R"” t.q. Av =0} le noyau de la matrice A.
o On note Im(A) = {v e R" t.q. Iw € R", v = Aw} l"image de A.

Définition 2.17 Soit A € M, (R). On dit que X € C est valeur propre de A s’il existe u € C"™ non nul tel que
Au = )u.

Le vecteur u est appelé vecteur propre associé a la valeur propre A.
Le couple (A, u) est appelé élément propre de A.

Définition 2.18 Soit A € M,,(R). Soit A € C une valeur propre de A. Le sous-espace
Ey={ueC": Au = lu} = Ker(A — AI)
est appelé sous-espace propre associé a la valeur propre .
Définition 2.19 Soit A € M,,(R). Le polynéome de degré n défini par
Pa(A) = det(A — AI)
est appelé polynéme caractéristique de la matrice A.
Propriété 2.5 Les racines complexes du polyndome caractéristique Py sont les valeurs propres de la matrice A :

A € C est une valeur propre de A <= det(A — A\I) = 0.

Propriété 2.6 Soit A e M, (R).
o La matrice A posséde n valeurs propres distinctes ou non (P est de degré n par rapport a A).
o Comme A est a coefficients réels, alors Pa(\) est a coefficients réels et les valeurs propres complexes sont
donc deux o deuzr conjuguées.
o Si A est symétrique, ses valeurs propres sont réelles.

Définition 2.20 Soit A € M, (R). On note \;, i € [1,n], lesvaleurs propres de A. Le spectre de A est défini par

Sp(A) = U {\i}



Définition 2.21 Le rayon spectral d’une matrice A € M,,(R) est le nombre = 0 défini par

A) = Ml
P(A) = max {|Al}
ot |\;| désigne le module de ;.

Soient A € M,,(R). On a alors les relations suivantes

p(A) = p(A"),
plah) = l|a|p(A), VaeR,
p(A*) = (p(A)*, VkeN.

Exercice 2.3 Soit A € M, (R) une matrice symétrique.
1. (a) Montrer que (Au,u) € R, Vu e C™.
(b) Soit A € C une valeur propre de A et x € C™ un vecteur propre de A associé a A. Déduire de (a) que
(Az,z) € R, puis que X € R.
2. On suppose que A est définie positive. Montrer que les valeurs propres de A sont strictement positives.
En déduire que A est inversible.

Définition 2.22 On appelle déterminant extrait d’ordre q (¢ > 1), celui de nimporte quelle matrice
d’ordre q obtenue a partir de A en éliminant n — q lignes et n — q colonnes.

Définition 2.23 Soit A € M, (R). Le rang de A est ’ordre mazimum des déterminants extraits non nuls de A.

On a alors les propriétés suivantes :

rg(A) = nombre maximum de vecteurs colonnes de A linéairement indépendants,
rg(A) = nombre maximum de vecteurs lignes de A linéairement indépendants,
rg(A) + dim(Ker(A)) =n,
rg(A) = rg(A"),

det(A) # 0 < A inversible <= Ker(A) = {0} < rg(A) =n.

2.3 Matrices particuliéres

Définition 2.24 On appelle sous-matrice d’une matrice donnée, la matrice obtenue en supprimant certaines
lignes et certaines colonnes. En particulier, la sous matrice principale d’ordre k de A est définie par

aip o Qik
A = : : , 1< k<n.

a1 - Gk

Définition 2.25 Une matrice carrée A € M, (R) est :
¢ diagonale si a; ; =0 pour i # j,
o triangulaire supérieure si a;; = 0 pour i > j,
o triangulaire inférieure si a; ; = 0 pour i < j,
o triangulaire si elle est triangulaire supérieure ou triangulaire inférieure.

Exercice 2.4 Soient A = (a;;) (i j)e[1,n]2 une matrice triangulaire supérieure de M, (R).
1. Quelle est la structure de la matrice At 2
2. Calculer det(A) (Indication : faire une récurrence sur la taille de la matrice A).
A quelle(s) condition(s) la matrice A est-elle inversible ¢

3. Déterminer les valeurs propres de A.

2.4 Lien entre le déterminant / la trace, et les valeurs propres d’une matrice

Théoréme 2.7 (admis) Soit A € M, (R). On a alors les relations suivantes

n

tr (A) = i Xip  det(A) =]

i=1

Pour la preuve de ce résultat, voir la section [5



3 Normes vectorielles et normes matricielles

Définition 3.1 Une norme sur V = R"™ est une application ||e| : V — R™ qui vérifie les propriétés suivantes
o |v] =0<=v=0,
o Jav] = [al o], Ya e R, VeV,
o |u+v| < |ul|+|v|, V(u,v) e V? (inégalité triangulaire).
Une norme sur V est également appelée norme vectorielle .

Les normes suivantes sont les plus couramment utilisées sur R™ :

n n 1/2
: 2
[oll, = > vil, vy = v, v)? = (Z |vi] > ; vy = max, |vil ,
i=1 i=1 €l

[v]|la = (A’U,’U)%, avec A € M,,, v e R", et A symétrique définie positive.

Théoréme 3.1 Inégalité de Cauchy-Schwarz.
Pour tout z,y € R, |<z,y)| < |lz|2llyl2- On a l’égalité si et seulement siy = ax pour un o € R.

Définition 3.2 Deuz normes |o| et ||o|" sur V, sont équivalentes s’il existe des constantes C > 0 et C' > 0
telles que
Clo| < |v| <C |v|" pour toutveV.

Remarque 3.2 Sur R™ toutes les normes sont équivalentes.

Définition 3.3 Une norme matricielle sur M,,(R) est une application |o| : M, (R) — Rt vérifiant
1. |Al =0« A=0,,
2. oAl = |o| |A], Va e R, VA € M, (R),
3. |A+B| <A+ B, V(A,B) e M,(R)? (inégalité triangulaire)
4. |AB| < |A[IB], V(A B) € My (R)

Théoréme 3.3 Etant donné une norme vectorielle ||o| sur R™, Uapplication |[o|, : My (R) — R* définie par

|
Il = sup 20— sup o] - sup, ],

TR
o o<1 fol=1

est une norme matricielle, appelée norme matricielle subordonnée (i la norme vectorielle donnée).
Par définition de ||All,, on a

lAv] < [lAl, o], Vo eR?,
Il = 1.

Théoréme 3.4 (admis) Soit A e M,(R). On a

def. |Av]
Al, = sup = a
1Al e o, e n]]2| il

Jal, < sup ||2 — /P (ATA) = /0 (AAT) = |AY],
ve;éc" 2

|Av||

def
IAl, =

- ZE[[I n] Z |alj|

v Hoc
5o

Remarque 3.5 1. Si une matrice A € My (R) est symétrique, alors on a [Al, = P(A).

2. Si une matrice A € M, (R) est orthogonale, alors on a |A], = 1.

Exercice 3.1 Montrer les théorémes[3.]] et [3.3, ainsi que la remarque [3.5]



Exercice 3.2 (Norme de Frobenius) On consideére Uapplication |e| - : My (R) — RT définie, pour AinM,,(R) par

1/2
lale=( X layl) " = VA, (3.1)
(4,9)=¢€[1,n]?
1. Montrer que |o| ; : My®) — R est une norme matricielle.

2. Calculer |L,| - ou L, est la matrice identité de M,,(C).

Théoréme 3.6 1. Soit A une matrice carrée quelconque et | - |s une norme matricielle subordonnée a la

norme vectorielle || - ||. Alors
P(A) < [|A]s- (3.2)

2. (admis) Etant donné une matrice A et un nombre € > 0, il existe au moins une norme matricielle
subordonnée | - |« (dépendant A et €), telle que

[Alle < P(A) +e. (3.3)

4 Suites de vecteurs et de matrices

Définition 4.1 (Convergence d’une suite de vecteurs) Soit E un espace vectoriel muni d’une norme ||e|.
On dit qu’une suite {v*)}1en d’éléments de E converge vers un élémentv € E, si

lim H'v(’“) —vH =0
k—o0

et on écrit

v = lim v®.
k—o0

Définition 4.2 (Convergence d’une suite de matrices) On dit qu’une suite de matrices {A(k)}keN, avec

AR e M, (R), converge vers A € M, (R) si :
lim |[A® —A| =0,
k—0
et on écrit
A= lim A®.

k—o0
Théoréme 4.1 Soit B e M, (R). Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. limg_, BF = 0,
2. limg_oo BF0 = 0 pour tout vecteur v € R",
3. p(B) < 1,

4. |B|ls <1 pour au moins une norme matricielle subordonnée | o ||s.

Exercice 4.1 Montrer le théoreme [{.1]

5 Complément : réduction des matrices

Définition 5.1 On dit que la matrice carrée A € M, (R) est diagonalisable sur R s’il existe une matrice
inversible P € M,,(R) telle que la matrice D = P~*AP € M,,(R) soit diagonale. Notons que dans ce cas

A =PDP !, (5.1)

Propriété 5.1 Dans le cas ot A € M, (R) est diagonalisable, c’est-a-dire de la forme , alors
— les €léments diagonauz de la matrice D sont les valeurs propres A1, Ao, ..., A\, de la matrice A,
— le j-éme vecteur colonne p; de la matrice P est un vecteur propre de A associé a la valeur propre \;,
pour j € [1,n].
En effet, soit D la matrice diagonale, dont les éléments diagonaux sont d;; = \;, i € [1,n]. On a

PIAP =D < AP =DP < Ap; = \;jp;, Vj € [1,7].

Une matrice A € M, (R) est diagonalisable si, et seulement si, il existe une base de R™ formée de vecteurs
propres de A.



On admettra les deux résultats suivants :

Théoréme 5.2 (Décomposition de Schur) (admis) Soit A € M, (C). Alors il existe une matrice uni-
taire U e M,,(C) telle que la matrice T = U'AU € M,,(C) soit triangulaire supérieure :

M o tig o tin
T—uvsav= |0
RE tn—l,n
0 0 An

Les valeurs propres de A sont les éléments diagonaux de T.

Théoréme 5.3 (admis) Soit A € M,,(R) une matrice dont toutes les valeurs propres sont réelles. Alors
il ewiste une matrice orthogonale Q € M., (R) telle que la matrice T = Q!AQ soit triangulaire supérieure :

Al otig 0 tin
T-quaQ=|% *
: : tn—l,n
0 --- 0 A,

Les valeurs propres de A sont les éléments diagonaux de T.

Corollaire 5.4 Soit A € M,,(R) une matrice symétrique. Alors il existe une matrice orthogonale Q telle
que la matrice D = Q*AQ soit diagonale :

M O - 0
p=qQag=| "

: . -0

0 - 0 A\,

La matrice A est donc diagonalisable sur R. La valeurs propres de A sont les éléments diagonauz de D, et les
vecteurs propres de A sont les vecteurs colonnes de Q. Ils forment une base orthonormale de R™.

Preuve. Comme A est symétrique, d’aprés 1’exercice question 1), les valeurs propres de A sont toutes
réelles. Alors, d’aprés le Théoréme on a T = Q'AQ, avec Q orthogonale et T triangulaire supérieure, dont
les éléments diagonaux sont les valeurs propres de A. La matrice A étant symétrique, on a aussi A = Af,
c’est-a-dire

T =Q'AQ =T = Q'A'Q = T".

T étant triangulaire, I’égalité T = T? implique que T est diagonale. m

Corollaire 5.5 Soit A € M,,(R). On a alors les relations suivantes

n

tr (A) = Z Aip o det(A) = [

i=1

Preuve. Si les toutes valeurs propres de A sont réelles, le résultat découle du Théoréme[5.3]et des propriétés[2.4]:

tr(A) = tr (QTQt) = tr (QtQT) =tr(T) = Z A (vu en TD pour la derniére égalité),
i=1
det(A) = det(QTQ") = det(Q'QT) = det(T) = H Ai  (vuen TD pour la derniére égalité).
i=1

Si A a des valeurs propres complexes, on utilise le Théoréme [
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