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Analyse numérique - TD1 - Corrigé
Algorithmique

Convention algorithmique (voir le cours) :
‚ la i-ème composante d’un tableau 1D ou vecteur v sera notée vpiq, et le premier indice est i “ 1.
‚ la composante pi, jq d’un tableau 2D ou matrice A sera notée Api, jq, et les indices commencent à i “ 1 et j “ 1.

Exercice 1

1. Ecrire la fonction SP permettant de calculer : y “
m
ÿ

i“1

ai

n
ź

j“1

bj sin
´2jπ

n
xi
¯

.

2. On veut calculer

I “
n
ź

k“0

”

αk

p
ÿ

i“0

cos
´ 2π

k ` i` 1
z
¯

` βk

q
ÿ

i“0

q
ź

j‰i

z ´ xj
xi ´ xj

ı

.

(a) Quelles sont les données minimales permettant de calculer I ?

(b) Ecrire en langage algorithmique la fonction CalculI permettant de calculer I.

Correction

1. Ici pour le problème soit bien posé, il faut préciser que les données sont : aaa P Rm, bbb P Rn, x P R, et que le résultat est

y P R, avec y “
m
ÿ

i“1

ai

n
ź

j“1

bj sin
´2jπ

n
xi
¯

.

Remarque 1. Notons que la dimension du vecteur aaa, c’est-à-dire m, peut-être traitée de deux façons :

(a) mise en paramètre d’entrée de la fonction SP ; dans ce cas toutes les données sont explicites mais un inconvénient est que
l’utilisateur de la fonction pourrait entrer une mauvaise valeur pourm ... l’algorithme devrait renvoyer un message d’erreur
dans ce cas, à l’utilisateur.

(b) mise de façon implicite, dans le paramètre d’entrée aaa ; en effet, dans la plupart des langages (MATLAB, Octave, Python,...),
lorsque l’on manipule des tableaux/vecteurs il est possible de récupérer leur dimension (même en C, si on utilise une
structure, la dimension étant alors un champ de cette structure). Cela permet de minimiser les paramètres d’entrée des
fonctions. Néanmoins il peut y avoir des problèmes (fortran par ex. ou langage C si aaa est de type double *).

Dans la suite on considère l’option (b) : on suppose que l’on dispose d’une fonction length, permettant de retourner la taille m
d’un vecteur aaa P Rm : mÐ lengthpaaaq.

Algorithm 1 Fonction SP : Etape 1

Données : aaa : vecteur de Rm
bbb : vecteur de Rn
x : réel

Résultat : y : réel

1: Fonction y Ð SP(aaa,bbb, x)
2: mÐ lengthpaaaq
3: nÐ lengthpbbbq
4: y Ð 0
5: Pour iÐ 1 à m faire
6: pÐ

śn
j“1 bj sinpp2jπ{nqx

iq

7: y Ð y ` apiq ˚ p
8: fin Pour
9: fin Fonction

ñ

Algorithm 2 Fonction SP : Etape 2

Données : aaa : vecteur de Rm
bbb : vecteur de Rn
x : réel

Résultat : y : réel

1: Fonction y Ð SP(aaa,bbb, x)
2: mÐ lengthpaaaq
3: nÐ lengthpbbbq
4: y Ð 0
5: Pour iÐ 1 à m faire
6: tÐ xˆi
7: pÐ 1
8: Pour j Ð 1 à n faire
9: pÐ p ˚ bpjq ˚ sinpp2 ˚ j ˚ π{nq ˚ tq
10: fin Pour
11: y Ð y ` apiq ˚ p
12: fin Pour
13: fin Fonction

Remarque 2. Dans l’algorithme 2, pour optimiser le coût de calcul, le terme xi est calculé avant la boucle sur j, car ce terme ne
dépend pas de j. On pourrait encore améliorer cela, en ajoutant “t Ð 1” entre les lignes 4 et 5, puis remplaçant la ligne 7 par
“tÐ x ˚ t”. Notons que dans ce cours, sans mention contraire, il n’est pas demandé d’optimiser les algorithmes.
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2. Les données minimales sont ααα “ pα0, ..., αnq P Rn`1, βββ “ pβ0, ..., βnq P Rn`1, xxx “ px0, ..., xqq P Rq`1, p P N et z P R.
Attention, il ne faut pas oublier de décaler les indices de 1 dans les vecteurs ou dans les boucles, de façon à ce que les indices
des tableaux commencent bien à 1. Dans l’algorithme ci-dessous on a fait le choix de décaler les indices des vecteurs de 1.
Ainsi on définit les tableaux 1D alphaalphaalpha, betabetabeta P Rn`1 et XXX P Rq`1 tels que alphapk ` 1q “ αk, betapk ` 1q “ βk @k P v0, nw,
et Xpj ` 1q “ xj @j P v0, qw.

Algorithm 3 Fonction CalculI : Etape 1

Données : alphaalphaalpha P Rn`1

betabetabeta P Rn`1

XXX P Rq`1

p : nombre entier, p ě 0
z : réel

Résultat : I : réel

1: Fonction I Ð CalculI(alphaalphaalpha,betabetabeta,XXX, p, z)
2: nÐ lengthpalphaalphaalphaq ´ 1
3: q Ð lengthpXXXq ´ 1
4: I Ð 1
5: Pour k Ð 0 à n faire
6: sÐ

řp
i“0 cosp

2π
k`i`1

zq

7: tÐ
řq
i“0

śq
j“0
j‰k

z´xj
xi´xj

8: I Ð I ˚ palphapk ` 1q ˚ s` betapk ` 1q ˚ tq
9: fin Pour
10: fin Fonction

ñ

Algorithm 4 Fonction CalculI : Etape 2

Données : alphaalphaalpha P Rn`1

betabetabeta P Rn`1

XXX P Rq`1

p : nombre entier, p ě 0
z : réel

Résultat : I : réel

1: Fonction I Ð CalculI(alphaalphaalpha,betabetabeta,XXX, p, z)
2: nÐ lengthpalphaalphaalphaq ´ 1
3: q Ð lengthpXXXq ´ 1
4: I Ð 1
5: Pour k Ð 0 à n faire
6: sÐ 0
7: Pour iÐ 0 à p faire
8: sÐ s` cosp2 ˚ π ˚ z{pk ` i` 1qq
9: fin Pour
10: tÐ 0
11: Pour iÐ 0 à q faire
12: r Ð

śq
j“0
j‰k

x´xj
xi´xj

13: tÐ t` r
14: fin Pour
15: I Ð I ˚ palphapk ` 1q ˚ s` betapk ` 1q ˚ tq
16: fin Pour
17: fin Fonction

ñ

Algorithm 5 Fonction CalculI : Etape 3

Données : alphaalphaalpha P Rn`1, tel que alphapk ` 1q “ αk, @k P v0, nw
betabetabeta P Rn`1, tel que betapk ` 1q “ βk @k P v0, nw
XXX P Rq`1, tel que Xpj ` 1q “ xj @j P v0, qw
p : nombre entier, p ě 0
z : réel

Résultat : I : réel

1: Fonction I Ð CalculI(alphaalphaalpha,betabetabeta,XXX, p, z)
2: nÐ lengthpalphaalphaalphaq ´ 1
3: q Ð lengthpXXXq ´ 1
4: I Ð 1
5: Pour k Ð 0 à n faire
6: sÐ 0
7: Pour iÐ 0 à p faire
8: sÐ s` cosp2 ˚ π ˚ z{pk ` i` 1qq
9: fin Pour
10: tÐ 0
11: Pour iÐ 0 à q faire
12: r Ð 1
13: Pour j Ð 0 à q (j ‰ k) faire
14: r Ð r ˚ pz ´ xpj ` 1qq{pxpi` 1q ´ xpj ` 1qq
15: fin Pour
16: tÐ t` r
17: fin Pour
18: I Ð I ˚ palphapk ` 1q ˚ s` betapk ` 1q ˚ tq
19: fin Pour
20: fin Fonction

Remarque 3. La ligne 13 en Matlab s’écrit for j=[0:k-1, k+1:q]. Les lignes 13 à 15 de l’algorithme ci-desssus peuvent
aussi être décomposées en une somme de 0 à k ´ 1 puis une somme de k ` 1 à n.
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Exercice 2

Ecrire une fonction DisReg générant une discrétisation régulière d’un intervalle ra, bs de R (a ă b) en n` 1 points.

Correction
La discrétisation régulière de ra, bs en n`1 points est définie par le vecteur xxx dont chaque composante xi représente un point
de la discrétisation :

xi “ a` ih, i P v0, nw, avec h “
b´ a

n
,

et est représentée sur la figure 1.

a “ x0 x1 x2 ¨ ¨ ¨ xn´1 xn “ b

FIGURE 1 – Discrétisation régulière de ra, bs en n` 1 points (notation mathématique)

Ici, comme dans l’exercice 1, il ne faut pas oublier de décaler les indices de 1 : on définit le tableau XXX P Rn`1 tel que
Xpiq “ xi´1 @i P v1, n` 1w, voir la Figure 2

x0 x1 x2 ¨ ¨ ¨ xn

Xp1q Xp2q Xp3q ¨ ¨ ¨ Xpn` 1q

FIGURE 2 – Correspondance entre la notation mathématique xi et la notation algorithmique Xpi` 1q

Notons que la fonction DisReg existe en MATLAB/Octave, sous le nom de “linspace” : xxxÐ linspacepa, b, n` 1q.

Algorithm 6 Fonction DisReg : calcule une discrétisation régulière d’un intervalle ra, bs de R

Données : a : nombre réel
b : nombre réel avec b ą a
n : entier , n ě 1 (le nombre d’intervalles)

Résultat : XXX P Rn`1 tel que Xpiq “ xi´1 “ a` pi´ 1qh, i P v1, n` 1w, avec h “ b´a
n
.

1: Fonction XXX Ð DisReg(a, b, n)
2: hÐ pb´ aq{n
3: Pour iÐ 1 à n` 1 faire
4: Xpiq Ð a` pi´ 1q ˚ h
5: fin Pour
6: fin Fonction

Exercice 3

On considère un système linéaire Axxx “ bbb, avec A PMnpRq inversible, et bbb P Rn donnés. L’unique solution de ce système est
xxx “ A´1bbb. Notons Li la i-ème ligne de ce système. On rappelle que si l’on remplace Li par une combinaison linéaire de Li

et d’une autre ligne Lk :
Li Ð Li ` αLk, avec α P R,

alors on obtient un système linéaire équivalent Ãxxx “ b̃bb, dont l’unique solution est encore xxx “ A´1bbb.
Écrire une fonction CombLigneSys qui remplace la i-ème ligne d’une matrice de A P MnpRq et d’un vecteur de bbb P Rn

par une combinaison linéaire de la i-ème ligne et de la k-ième ligne.

Correction

Algorithm 7 Fonction CombLignesSys :
combinaison linéaire Li Ð Li ` αLk, appliquée à une matrice et un vecteur

Données : A : matrice de MnpRq,
bbb : vecteur de Rn,
i, k : entiers, 1 ď i, k ď n
α : réel

Résultat : A et bbb modifiés , obtenus en remplaçant leur i-ème ligne Li, par Li ` αLk.

1: Fonction rA, bbbs Ð CombLignesSys(A, bbb, i, k, α)
2: nÐ lengthpbbbbbbbbbq
3: Pour j Ð 1 à n faire
4: Api, jq Ð Api, jq ` α ˚ Apk, jq
5: fin Pour
6: bbbpiq Ð bbbpiq ` α ˚ bbbpkq
7: fin Fonction

Notons qu’ici on retourne directement A et bbb modifiés, ce qui évite le stockage de Ã et b̃bb et surtout la recopie intégrale de la
matrice et du vecteur.
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Exercice 4

On considère un système linéaire Axxx “ bbb, avec A PMnpRq inversible, et bbb P Rn donnés. Si l’on permute la k-ème ligne Lk

avec la `-ème ligne L`, on retrouve le même système linéaire.
Écrire une fonction PermLignesSys qui permute deux lignes k et ` d’une matrice A de MnpRq et d’un vecteur de Rn,
avec k, ` P v1, nw, k ‰ `.

Correction

Algorithm 8 Fonction PermLignesSys : permute 2 lignes k et ` d’une matrice et d’un vecteur

Données : A : matrice de MnpRq,
bbb : vecteur de Rn,
k, ` : entiers, 1 ď k, ` ď n

Résultat : A et bbb modifiés

1: Fonction rA, bbbs Ð PermLignesSys(A, bbb, k, `)
2: nÐ lengthpbbbbbbbbbq
3: Pour j Ð 1 à n faire
4: tÐ Apk, jq, Apk, jq Ð Ap`, jq, Ap`, jq Ð t
5: fin Pour
6: tÐ bbbpkq, bbbpkq Ð bbbp`q, bbbp`q Ð t
7: fin Fonction

Notons qu’ici, comme pour la fonction CombLignesSys, on retourne directement A et bbb modifiés pour éviter la recopie
intégrale de la matrice et du vecteur.

Exercice 5

Soit T un triangle de sommets A,B et C. À par-
tir de ce triangle on peut construire un nouveau
triangle de sommets A1, B1 et C 1 vérifiant

ÝÝÑ
AA1 “ x

ÝÝÑ
AB

ÝÝÑ
BB1 “ x

ÝÝÑ
BC

ÝÝÑ
CC 1 “ x

ÝÑ
CA

avec x un réel strictement compris entre 0 et 1.

Écrire une fonction triangles permettant à partir des trois sommets A,B,C d’un triangle initial quelconque non réduit à
une droite ou un point, de représenter ce triangle ainsi que les n triangles obtenus par le processus de construction décrit
ci-dessus avec un x donné dans s0, 1r. On dispose pour celà de la fonction plot(rxA, xBs, ryA, yBs) permettant de tracer le
segment rA,Bs du plan avec A “ pxA, yAq et B “ pxB , yBq. Correction

On commence par écrire une fonction PlotTriangles qui trace un triangle, à partir de ses trois sommets, en utilisant la
fonction plot. Ensuite on écrit la fonction CalculPts qui calcule le nouveau point A1, B1, C 1 à partir de A,B,C. Enfin,
on écrit la fonction triangles qui utilise de façon itérative les fonctions PlotTriangles et CalculPts.

Algorithm 9 Fonction PlotTriangles : représentation graphique d’un triangle de sommets A,B et C

Données : A : vecteur de R2,
B : vecteur de R2,
C : vecteur de R2

1: Fonction PlotTriangles(A,B,C)
2: plot(rAp1q, Bp1qs, rAp2q, Bp2qs)
3: plot(rBp1q, Cp1qs, rBp2q, Cp2qs)
4: plot(rCp1q, Ap1qs, rCp2q, Ap2qs)
5: fin Fonction
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Algorithm 10 Fonction CalculPts : calcule les points
A1, B1, C 1 à partir des points A,B,C par le processus de
l’exercice 5

Données : A,B,C : vecteur de R2,
x : réel dans s0, 1r

Résultat : Ap,Bp,Cp : vecteurs de R2 modifiés

1: Fonction rAp,Bp,Cps Ð CalculPts(A,B,C, x)
2: Pour iÐ 1 à 2 faire
3: Appiq Ð Apiq ` x ˚ pBpiq ´Apiqq
4: Bppiq Ð Bpiq ` x ˚ pCpiq ´Bpiqq
5: Cppiq Ð Cpiq ` x ˚ pApiq ´ Cpiqq
6: fin Pour
7: fin Fonction

ñ

Algorithm 11 Fonction triangles : représente
graphiquement un triangle A,B,C ainsi que les
n triangles obtenus à partir de ce triangle, par le
processus de l’exercice 5
Données : A : vecteur de R2,

B : vecteur de R2,
C : vecteur de R2

x : réel dans s0, 1r
n : entier , n ě 1

1: Fonction triangles(A,B,C, x, n)
2: PlotTriangles(A,B,C)
3: Pour iÐ 1 à n faire
4: rA,B,Cs Ð CalculPts(A,B,C, x)
5: PlotTriangles(A,B,C)
6: fin Pour
7: fin Fonction

Voici deux exemples d’utilisation de cette fonction :

Remarque 4. Notons que dans l’algorithme 10, si en sortie on souhaite mettre rA,B,Cs, on aura quand même besoin d’utiliser
les variables temporaires Ap,Bp,Cp. En effet, si l’on remplace les lignes 3,4,5 de l’algorithme directement par

Apiq Ð Apiq ` x ˚ pBpiq ´Apiqq (1)
Bpiq Ð Bpiq ` x ˚ pCpiq ´Bpiqq (2)
Cpiq Ð Cpiq ` x ˚ pApiq ´ Cpiqq (3)

l’algorithme ne donnera pas le résultat demandé. Ceci est dû au fait que la ligne (1) ci-dessus modifie la valeur de Apiq et va
donner ainsi une mauvaise valeur de Apiq à la ligne (3) ci-dessus, lors du calcul de Cpiq. Pour que cela soit correct on ajoute, à
la suite des lignes 2 à 6, les lignes 7 à 11 ci-dessous :

1: Fonction rA,B,Cs Ð CALCULPTS(A,B,C, x)
2: Pour iÐ 1 à 2 faire
3: Appiq Ð Apiq ` x ˚ pBpiq ´Apiqq
4: Bppiq Ð Bpiq ` x ˚ pCpiq ´Bpiqq
5: Cppiq Ð Cpiq ` x ˚ pApiq ´ Cpiqq
6: fin Pour
7: Pour iÐ 1 à 2 faire
8: Apiq Ð Appiq
9: Bpiq Ð Bppiq

10: Cpiq Ð Cppiq
11: fin Pour
12: fin Fonction
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