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Analyse numérique - TD6 & TD 7 - Corrigé
Méthodes directes pour la résolution des systémes linéaires

1 Meéthode de Gauss et factorisation LU

Exercice 1 : un exemple

Soient «, 8,7 € R. On considére le systéme linéaire suivant d'inconnues x1, x2, 3 :

T, + 229 — 373 a
2x1 + 6x0 — by = ﬁ (N
T, — 229 + Tx3 v

1. Ecrire le systéme () sous la forme Az = b, avec A € M3(R), z € R3, et be R3, que I'on explicitera.
2. Est-ce que le systéme (I) admet une unique solution pour tout «, 8,7 € R?
3. Montrer que A admet une unique factorisation ILU.
Dans la suite on choisit « = 1, § = —1 et v = 2 et on va résoudre le systéme Az = b de plusieurs facons :
(a) Résoudre le systéme (I) par I'algorithme de Gauss sans pivot.
(b) Calculer la factorisation LU de A puis résoudre le systéme (I) en utilisant cette factorisation LU.
(c) Résoudre le systeme (I par I'algorithme de Gauss avec pivot partiel.
(d)

d) Calculer la factorisation LU de PA (ot PP est la matrice produit des matrices de permutations effectuées dans
I'algorithme de Gauss avec pivot partiel), puis résoudre le systéme (T)) en utilisant cette factorisation.

Correction

1. Ona
1 2 =3 T «
A=1[2 6 —5], z=|z], b=|7
1 -2 7 T3 ol

A et b étant les données, et £ € R? le vecteur inconnu.

2. On calcule det(A) = 24 # 0 donc A est inversible. Le systéme admet donc une unique solution : z = A~'b, Pour tout
b e R3, c'est-a-dire pour tout «, 3,7 € R.

3. On choisit « = 1, § = —1 et v = 2. Vérifions que A admet une unique factorisation LU. D'aprés le cours (ou I'exercice 3
ci-dessous), une condition suffisante est que les sous matrices principales de A sont inversibles. Ceci est bien le cas car :

det(Ay) = det(1) = 1 # 0, det(As) = det (; 2,) — 240, et det(Ag) = det(A) # 0.

3. (a) Le fait que A admet une (unique) factorisation LU revient a dire que I'on peut effectuer I'algorithme de Gauss sans
pivot. On regroupe A et b (en ajoutant b a droite de A) :

1 2 =3]1 . 1 2 =3|1 1 2 -3]1
2 6 5| -1 |fefa2t0 | 0 2 1 | =3 |p o slon| 002 1|3
1 —2 7|2 )Ll 0 —4 101 00 12|-5
AO —aA pO —p A p) AR b2

En posant U = A® et ¢ = b® on est ramené a résoudre le systéme triangulaire supérieur Uz = ¢, que |'on résout par
remontée :

.
12z3 -5 = permet de calculer z3 : z3 = —;

212 + @3 = 3 = permet de calculer x5 connaissant x3 : x5 = —%

T+ 22 —3z3 = 1 = permet de calculer 2y connaissant o, 3 : 7y = %



(b) Pour trouver la factorisation LU de A on reprend les étapes de I'algorithme de Gauss :

1 2 =3 — 1 2 -3 1 0 0 1 2 =3
2 6 =5 |LfeeLe=2%Li | O 2 1 = -2 1 0 2 6 =5
1 -2 7 )Rt 0 4 10 -1 0 1 1 -2 7
A:X(O) A?;) E?q) A(0)
1 2 -3 1 0 0 1 2 =3
£3<_£3_(_2)*£2 0 2 ]. - 0 ]. O 0 2 ].
0 12 0 2 1 0 —4 10
A® E®) A
1 0 0 1 0 O
Notons que E(1) est inversible, et (EM))~1 = | 2 1 0 |. De méme, E(? est inversible, et (E?)~1 = 0 1 0
1 0 1 0 -2 1

Ainsi, a la fin de la 1ére étape de la méthode de Gauss on a :
AD —EMA,
et a la fin de la 2éme étape on obtient :

U= A _E@AQ = g@ROA.
def

De I'égalité ci-dessus, on a
EPEVA =U «— A= (E@PED)" 'y
— A= ((]E(l))*l(E(Q))*l) U

— A=LU
1 00 1 0 0 1 0 0
avec]Ld:f:(E(l))_l(E(2))_1: 2 10 0 1 0 |=2 1 0
‘ 10 1 0 -2 1 1 -2 1

Notons que pour obtenir I il suffit de partir de la matrice identité I puis de recopier dans cette matrice, en les changeant de
signe, les coefficients utilisés a chaque opération élémentaire

100 1 0 0
010 |—[2 1 0
00 1 1 -2 1

I L = (EMW)~}(E®)~!

Si I'on souhaite directement trouver la factorisation ILU de A sans passer par les étapes de |'algorithme de Gauss, alors on

1 0 0 Uil U2 U3
cherche L = ley 1 0 JetU= 0 wsy w3 | telles que LU = A. Identifions les coefficients ligne par ligne :
631 632 1 0 0 us3s

Etape 1 : identification de la premiére ligne de LU = A :
uip =a1; =1, w2 =a2 =2, wuz=a3=-3.
Etape 2 : identification de la deuxiéme ligne de LU = A :

loruig = a1 =2 = flo =2,
loyuin +Uusp = age =6 = Uy =2,

lorurz +ugz = agz3 = —5 = w3 =1
Etape 2 : identification de la troisiéme ligne de LU = A :

lruny = a1 =1 = fl33 =1,
la1uin 4 laouge = agp = —2 = l39 = —2,

l31u13 + l30u03 +uzz = azz3 =7 = ugz = 12.



C'est cette méthode que |'on généralisera ci-dessous, dans |'exercice 2, pour écrire |'algorithme de calcul de la factorisation ILU
d'une matrice A de dimension quelconque.

Utilisons maintenant cette factorisation LU pour résoudre le systéme Az =b. On a
Az =b — LUz =b
— ly=0bpuisUz =y

On résout par descente Ly = b et on trouve y = (1,—3,—5)" (notons que y = ¢ de la question (a)). Puis on résout Uz =y
par remontée, et on trouve £ = (%, —31, —5)°

(c) Effectuons maintenant I'algorithme de Gauss avec pivot partiel. On commence par chercher dans la colonne 1 le plus grand
nombre en valeur absolue : ici 2 (3 la 2éme ligne) et on permute la 2éme ligne avec la lére :

1 2 =3]1 2 6 —5|-1
2 6 5|1 |01 2 -3]1
1 -2 7|2 1 -2 7|2

Ensuite on effectue la 1ére étape de la méthode de Gauss :

2 6 —5|-1 — 2 6 —-5|-1
1 2 3|1 |fcf3b| 0 -1 —3|3
1 =2 7|2 )bt g 5 1|5

On cherche maintenant dans la colonne 2 a partir de la ligne 2 le plus grand nombre en valeur absolue : ici -5 (3 la 3éme
ligne) et on permute la 3éme ligne avec la 2eme :

2 6 —-5|-1 2 6 —-5|-1
1| 3 — 19 | 5
0 =1 =313 Jgo| 0 -5 2|2
9 | 5 1| 3
0 =5 5|3 0 -1 —3]3
Puis on effectue la 2éme (et derniére) étape de la méthode de Gauss :
2 6 —-5|-1 2 6 -5 |-1
19 | 5 — 19 5
0 =5 2 | 2 |ecages 0 -5 ? |2
0 -1 —5| 35 0 0 —%]|1
2 6 -5 -1
Enposant U= | 0 =5 % etc = % on est ramené a résoudre le systéme triangulaire supérieur Uz = ¢, que
o o - 1
5

I'on résout par remontée. On retrouve alors = (%, f%, f%)t.

(d) Pour trouver la factorisation LU de PA on reprend les étapes de I'algorithme de Gauss avec pivot partiel :

1 2 =3 2 6 =5 0 1 0 1 2 =3
2 6 5 |por |1 2 =3 ]=(100 2 6 -5
1 -2 7 1 -2 7 0 0 1 1 -2 7
A=A©) P14 P A©)
— 2 6 -5 1 00 2 6 -5
LocLa=3bi 0 =1 —3 |=| -3 10 1 2 -3
Locfomzfi\ g 5 1 -1 01 1 -2 7
|
A EM P; A0
2 6 =5 1 0 0 2 6 -5
I 19 1
foozs | 05 % =00 1] 0 -1 —
1 19
0 -1 —3 0 1 0 0 -5 1
PoA) Pa A
2 6 =5 1 0 0 2 6 -5
- 19 19
Lo—La—(—1)%Lo -5 5 = 0O 1 0 0 -5 = —
o 0o -1 0 -+ 1 0 -1 -1
2 —
A2) E®) ]PZA(1>



1 0 0 1 0 0
Notons que E() est inversible, et (EV)~t = [ 3 1 0 | De méme, E? est inversible, et (E@)1=| 0 1 0

1 1

1 01 0 1

2 5

Ainsi, a la fin de la 1ére étape de la méthode de Gauss on a :
A —EOP A,
et a la fin de la 2éme étape on obtient :
U - A® — EOP,A0) - EOP,EVP,A
— U= (E@ED)(PyP,)A (car Py et EV) commutent)
De I'égalité ci-dessus, on a
(EPDEM)(PyP)A =T «— (PoPy)A = (EPEM)1D
— (PP1)A = (E)HED) )T

— PA =1LU
100 100 1 0 0
avec P = PoPy et L — = (EW)"/(E@)~1 = 5 1 0 01 0|=(3 10
EVACE RV

Notons que pour obtenir I et P il suffit de partir de la matrice identité I puis :

— pour obtenir L : de recopier dans I, en les changeant de signe, les coefficients utilisés a chaque opération élémentaire :

010|—]|2% 10
00 1 11

2 5
I L

— pour obtenir P : de faire, a partir de I, chaque permutation élémentaire :

0
0 £2<—>£1
1

—

10
O 0 La—Lo
0 1

o O
H oo R o
o = O

Py
on a alors PA = LU.

Utilisons maintenant cette factorisation PA = LU pour résoudre le systéme Az = b. On a, puisque P est inversible
Ar =b «— PAx =Pb «— LUz =Pb
< Ly =Pbpuis Uz =7y

On résout par descente Ly = Pb et on trouve y = (—1, %, 1)* (notons que ¥ = ¢ de la question (c)). Puis on résout Uz = g

" 2 =4
par remontée, et on trouve £ = (5, -5, —5)°

Exercice 2 : généralités
Soit A € M,,(R) une matrice inversible admettant une factorisation LU ot L est une matrice triangulaire inférieure a diagonale
unité et U est une matrice triangulaire supérieure.

1. Montrer que si la factorisation LU existe alors elle est unique.

2. Décrire une méthode permettant de calculer explicitement les coefficients des matrices IL et U.

3. (algo) Ecrire une fonction FACTLU permettant de calculer les matrices L et U. Quel est le coiit de cette méthode ?
(on évaluera le nombre d'opérations élémentaires)

4. Soit A € M,,(R) une matrice inversible. Est-il toujours possible de décomposer A sous la forme A = LU ou L est une
matrice triangulaire inférieure a diagonale unité et U est une matrice triangulaire supérieure ?



5. (algo) Soit A € M,,(R) une matrice inversible admettant une factorisation LU. Expliquer comment résoudre le systéme
Az = b en utilisant cette factorisation et écrire |'algorithme (fonction RESFACTLU) correspondant. Calculer le codt de
cet algorithme.

Correction

1. Supposons que la matrice A € M,,(R) vérifie
A =1,U; = LyUy, (2)

ou
- Uy e M, (R) et Uy € M,,(R) sont des matrices triangulaires supérieures,

- Ly e M,(R) et Ly € M,,(R) sont des matrices triangulaires inférieures a diagonale unité (leurs coefficients diagonaux
sont tous égaux a 1).

Nous allons montrer que IL; = Ly et U; = Us. Comme A est inversible, alors
det(A) = det(L1U;) = det(LL )det(U;) # 0.
Cela signifie donc que det(IL;) # 0 et det(U;) # 0, autrement dit que les matrices L; et Uy sont inversibles (on savait déja

en fait que IL; était inversible puisque det(IL;) = 1). De maniére similaire, on montre que L, et U, sont inversibles.

Ainsi, la seconde égalité de @) est équivalente a
(Lp) 'Ly = Ux(U1) ™" 3)

La matrice Ly est triangulaire inférieure a diagonale unité. Par conséquent, d'aprés I'exercice 4 du TD2, la matrice Ly "
est triangulaire inférieure a diagonale unité. Donc comme L, 'IL; est le produit de deux matrices triangulaires inférieures a
diagonale unité, le terme de gauche de I'égalité (B) est une matrice triangulaire inférieure a diagonale unité.

De maniére similaire, comme la matrice U; est triangulaire supérieure, son inverse (U;)~! est triangulaire supérieure. Donc,
le terme de droite de I'égalité (@) est une matrice triangulaire supérieure.

Ainsi, I'égalitée (@) implique que (ILy) 'L, triangulaire inférieure est égale a et Ua(U;) " triangulaire supérieure, donc ce sont
deux matrices diagonales identiques. De plus, (ILy) ~!LL; étant & diagonale unité, elle est égale a la matrice identité :

(Lp) 'Ly = Ua(Uy)~t =1,

ou de facon équivalente

Loy=0L; et U;=0U;.
Autrement dit, si A admet une factorisation LU (avec IL triangulaire inférieure a diagonale unité et U triangulaire inférieure),
alors cette factorisation est unique.

Remarque. Ce résultat repose de maniere essentielle sur le fait que 1L est a diagonale unité. Sans cette hypothese, il n’y a pas
unicité de la décomposition ILU.

2. On suppose que A admet une décomposition LU. L'objectif de cette question de calculer L et U.
On pose A = (aij) (i j)ef1,n)2 L = (Gi) i)efrngz U= (Wij) @ jyefin]? :

ay;] @iz - e Gip 1 0o .- 0 Uyl Uly e e Ui
a1 @G22 vt d2g oy 1 0 0 0 Uz Uyz ccc Usp
A= , L= , U=
0 : 0
apl  Ap2 - U App enl €n2 1 0 0 Unn
Comme L est triangulaire inférieure a diagonale unité, on sait que, pour tout i € [1,n]
bii=1 et ly, =0 Vk>1. @)
De maniére similaire, comme U est triangulaire supérieure, pour tout j € [1,n],
Uk = 0 Vk>j. 5)

Ainsi les inconnues du problémes sont :



- les nombres ¢;;,, pour tout i € [1,n] et pour tout k < i.

- les nombres uy;, pour tout j € [1,n] et pour tout k < j.

Comme A = LU, et en utilisant @ et (),

min(,j

n )
V(i,j) € [[l,n]}Q,aij = Z Eikukj = Z Zikukj. (6)
k=1 k=1

De plus, comme A est inversible, on a det(A) # 0, et ainsi I'égalité A = LU implique que det(LL) det(U) # 0 donc U est
inversible. Or det(U) = H?Zl uj; (car U est triangulaire supérieure), donc

uj; #0, Vje [1,n]. 7

La question est donc la suivante : comment utiliser la formule () pour touver un algorithme de calcul des inconnues ¢;;,
(1 € [1,n], k < i) et ug; (5 € [1,n], k < j)7 Pour déterminer ces coefficients, nous allons utiliser une identification des
coefficients de A = LU ligne par ligne :

Etape 1 : identification de la premiére ligne de A = LU

Nous allons voir que cette étape va nous permettre de calculer la premiére ligne de U (i.e les coefficient u;; pour tout
j€[1,n]) et la premiere ligne de L (il n'y a en fait rien a calculer puisque ¢1; = 1 et ¢1; = 0 sinon).

L'equation () pour i = 1 donne
1
a1j; = Z flkukj = 511U1j = U1y

k=1

car min(1,j) = 1 et ¢1; = 1. Ainsi, pour tout j € [1,n],
Uy = a1y (8)

ce qui nous permet de calculer la premiére ligne de U. A I'issue de cette premiére étape, la premiére ligne de L et la premiére
ligne de U sont intégralement déterminées.

Etape 2 : identification de la deuxiéme ligne de A = LU

Nous allons voir que cette étape va nous permettre de calculer la deuxiéme ligne de IL (i.e, le coefficient ¢2;) puis la deuxieme
ligne de U (i.e les coefficient us; pour tout j > 2).

L'equation () pour i = 2 donne
min(2,7)

agj = Z Lo &)
k=1

Nous discutons deux cas, suivant la valeur de min(2, j) :

a- j <2 (min(2,5) = j) : dans ce cas, j = 1, et on a ag; = f21u1;. Comme uy; a été calculé a la premiére étape, et
u11 # 0 d’apres ([7), on en déduit que
lyy = — (10

Uil
si bien que la deuxiéme ligne de 1L est maintenant déterminée.
b- j = 2 (min(2,j) = 2) : la formule @) devient as; = fa1u1; + l22us;, ou encore, puisque f2o = 1, pour tout j € [2,n],

U2j = Q25 — eglu“. (11)

Le terme de droite de I'equation précédente est connu intégralement : {51 a été calculé lors de I'étape 2-a ((I0)) et les
termes uy;, j = 2, sont connus depuis |'étape 1. La seconde ligne de U est maintenant complétement déterminée.

Remarque. Dans le processus d’identification ci dessus, il n’est pas possible d’intervertir les étapes 2-a et 2-b.



Etape i : identification de la ligne i de A = LU

Dans cette étape, nous allons calculer la ligne i de L (i.e, le coefficient ¢;;, j < i) (Etape i-a) puis la ligne i de U (i.e les
coefficient u;; pour tout j > i) (Etape i-b)).

Nous faisons I'hypothése que les étapes précédentes (étapes k pour k < i) ont permis de calculer les i — 1 premiéres lignes
de L et les i — 1 premiéres lignes de U. On rappelle que I'equation () donne

min(4,5)
Aj5 = Z &kukj. (12)
k=1
Nous discutons deux cas, suivant la valeur de min(i, j) :
a- j < (min(¢,j) = j) : L'équation (I2) devient
J
aij = Y Ligug;. (13)
k=1
On remarque que, comme k < j < 1, les nombres u; sont connus. Pour j = 1, nous obtenons alors a;; = f;;ui1 ce
qui nous permet de déterminer £;; par la formule
W
&1 _ 71
U1y
¢;1 étant déterminé, nous allons pouvoir déterminer ;5. En effet, I'équation (I3) pour j = 2 donne
a2 = Lipurz + Liguaz
Puisque les termes 1o et uo9 ont été calculés lors d'étapes précédentes et que /;1 vient d'étre calculé, la seule inconnue
de I'équation précédente est ¢;5. On obtient alors (puisque A est inversible et A = LU, ugs # 0)
aiz — liju12
&'2 = -
U22
On peut ainsi continuer a déterminer ¢;; de proche en proche pour tout j < i. En effet, supposons ¢;;, connu pour tout
k< j—1.D'apres (1) on a u;; # 0, Vj € [1,n]. On peut donc réécrire |'équation (I3) comme
j—1
aij — Y Lintug;
lj=—"  (Yi<i-1). (14)
Ujj
Le terme de droite de I'équation précédente est connu : en effet uy; est connu pour tout k& < i (donc en particulier
pour k < j). De méme, les termes ¢;;, sont connus, par conqéquent ¢;; est déterminé.
A l'issue de cette étape i-a, les coefficients £;; pour j < i sont déterminés.
b- j =i (min(i,j) = 4) : I'équation L’équation (I2) devient

i i—1
aij = Y Linurg = Y Ligugg + Lizuij, (15)
k=1 k=1
qui, comme /;; = 1 donne
i—1
wij = aij — Y bigury (V5 > ). (16)
k=1

Puisque les coefficients wuy; pour k < i — 1 ont été déterminés lors des étapes précédentes et que les coefficients £,
(k = i) sont connus depuis |'étape i-a, le terme de droite de (T6) est connu et I'équation (T6) permet de construire u;;
pour tout j = 1.

Algorithm 1 Fonction FACTLU : Calcule (en identifiant par lignes) les matrices IL et U de la factorisation LU d'une matrice A

Données : A : matrice de M,,(R) inversible et admettant une factorisation LU

Résultat : L : matrice de M,,(R) triangulaire inférieure a diagonale unité

U : matrice de M,,(R) trianguaire supérieure inversible

1: Fonction [L,U] « FacTLU(A)



2: n «— size(A, 1)

3: LTI, = matrice identité de M,,(R)
4: U0, = matrice nulle de M,,(R)
5: Pour i — 1 a n faire

6: Pour j — 1 ai—1 faire = Calcul de la ligne i de L (¢;5, j < 1) (formule (T4))
£ L(i,j) < A(,j)

8: Pour k — 1 a j — 1 faire

o L(i,j) < L(i,7) — L(i, k) = U(k, j)

10: fin Pour

1 L(i, ) < LG, /)/U(, )

12: fin Pour

13: Pour j < i a n faire = Calcul de la ligne i de U (u;j, j =) (formule (I6))
14: U(i,7) < A(Z,7)

15: Pour k — 1 ai— 1 faire

16: U(Z7]) <« U(Z7]) - L(Z7 k) * U(kaj)

17: fin Pour

18: fin Pour

19: fin Pour

20: fin Fonction

Remarque.
1. Une autre méthode est proposée en cours, pour calculer L et U. Elle consiste a calculer, a chaque étape 1, la i-éme ligne de

U et la i-éme colonne de L.

2. Dans le processus d’identification de ’étape i-a, il n’est pas possible d’intervertir les sous étapes : dans I’égalité (1), il
faut connaitre U;;, pour k < j — 1 pour pouvoir calculer {;;. Il faut donc commencer par calculer U;y, puis {5 et ainsi de
suite jusqu a {; ;1. Par contre, la définition (I6) de u;; ne fait pas appel & u;, pour k < j — 1. Les calculs (T6) peuvent
donc étre effectués en paralléle.

3. On aurait aussi pu identifier les équations (@) colonne par colonne.
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