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Chapitre 1

Introduction

1.1 Présentation du cours

1.2 Horaires

les jeudis 10h45-12h45 (cours), batiment SG, salle 2016
les vendredis 9h—11h (cours) et 11h—-13h (TD), batiment Buffon, salle 127A

1.3 Examen

mercredi le 23 octobre, 12h45-15h45, batiment Halle aux farines, salle 478F (examen écrit)

1.4 Devoir a la maison

Il y a des exercices a la fin de chaque chapitre.

1.5 Notes de cours

Mises a jour au fur et & mesure de 'avancement du cours. Je vous serais reconnaissant si vous aviez
la gentillesse de me signaler des erreurs, ainsi que des passages trop obscurs dans les preuves.



Chapitre 2

Convergence des séries de Fourier

2.1 Définition de la transformée de Fourier sur le cercle

Soit T := R/Z le cercle et .# (T) 'espace des mesures boréliennes complexes sur T, avec la norme
donnée par la variation totale. A toute fonction f € L!(T) on associe la mesure y € .# donnée par
u(dx) = f(x)dx. Par un abus de notation, on notera souvent cette mesure f .

Remarque 2.1. La notation |y —x| < & etc. pour x, y € T fait référence a la distance sur le cercle, donc
par exemple l'intervalle {|y —0.99| < 0.1} est égal a [0.89,1]U [0,0.09].

Pour tout u € #(T) on définit les coefficients de Fourier de u par

1
a(n) .= J e 27Xy (dx), pour tout n € Z.
0

On appelle la fonction fi : Z — C la transformée de Fourier de u. Dans le cas particulier u(dx) = f (x)dx
pour une certaine fonction intégrable f : T — C, on a

1
f(n) = J e M £ (x) dx, pour tout n € Z.
0

On appelle f (n) les coefficients de Fourier de la fonction f et f : Z — C sa transformée de Fourier. On
appelle les indices n les fréquences. On écrit parfois Z(u) :== 0, Z(f):=f, Z W) =u, 7 (f)=f.
On observe que & est un opérateur linéaire.

Exemple 2.2. Soit a,, € C pour n € Z et supposons qu’il existe N € N tel que a,, = 0 si |[n| > N. Soit

(] N

f(x):= Z a,e*™n* = Z a,e>™nx, (2.1)
n=—oQ n=—N
Alors pour tout n € Z
1 1 N N 1
f(n) — J e—Zmnxf(x)dx — J e 2minx Z ake2mkx dx = Z akJ eZTtl(k—n)x dx = a,
0 0 k=—N k=—N 0



donc dans ce cas

fl)= Z f(n)ezm’”‘, pour tout x € T. (2.2)

n=—o0
ol dans la derniére somme il n’y a qu'un nombre fini de termes non nuls.
On appelle les fonctions de la forme (2.1) les polynémes trigonométriques. On a donc démontré
'identité (2.2) pour f étant un polyndéme trignométrique. Il est naturel d’examiner la convergence de

la somme dans (2.2), que 'on appelle la série de Fourier de f, pour des fonctions plus générales. C’est
un des objectifs principaux de ce chapitre (et en partie du chapitre suivant).

2.2 Noyau de Dirichlet et noyau de Fejér

Soit u € #(T) et (i(n) ses coefficients de Fourier. Pour tout N € N, on calcule la somme partielle de
fnt : S ~ 2minx
sa série de Fourier Zn:—oo a(n)e :

N . N 1 ‘ ‘
(Syw)(x) = Z (i(n)e2™inx = Z (J e—2mnyu(dy)) p2minx
0

n=—N n=—N

1 N _ 1
:J ( Z ezmn(x_”),u(dy) :f Dy (x —y)u(dy),
0 0

n=—N
ou Dy(x) := ZZTY:_N e27inX est le noyau de Dirichlet.

Proposition 2.3. Le noyau de Dirichlet a les propriétés suivantes :

— DN(x):wsix¢ZetDN(x):2N+1six€Z,

sin(7x)

— fol Dy(x)dx =1,

— il existe une constante C > 0 telle que |Dy(x)| < Cmin(N, |x|™1), pour tout —% <x< % et N €N,
— il existe une constante C > 0 telle que C~ (1 +1ogN) < IDy I 1(ry < C(1 +logN) pour tout N,
— en particulier; la suite Sy & est non-bornée dans #(T),

— 5]; = X{n:|n|<N}» OU X4 est la fonction charactéristique de l'ensemble A.
Démonstration. Exercice. O

On verra que la divergence de la norme L! du noyau de Dirichlet conduit & des comportements
“pathologiques” des sommes Sy, f. Rappelons le résultat suivant du cours d’analyse fonctionnelle.

Théoréme 2.4 (Banach-Steinhaus). Soit E un espace de Banach, F un espace vectoriel et {T;};c;, T; : E —
F une famille d’applications linéaires continues. Si la famille {T;};c; n’est pas bornée dans £ (E;F), alors
il existe un Gs dense A C E tel que sup;; || T;a||p = o0 pour tout a € A.

Démonstration. Pour k € {1,2,...} posons

A= v e E:ITwllp > k).

iel



Il est clair que Ay est un ouvert. Si a € [, Ay, alors sup;¢; || T;allz = oo. I suffit donc de montrer que si
{T;},c; n’est pas bornée dans £ (E; F), alors A est dense pour tout k.
Soit B:={w €€ E : ||w||gp < 1}. Si A, n’est pas dense, alors il existe v, € E et r > 0 tels que

|T;(vg+rw)||p <k, pourtoutiel etw€B,
ce qui implique
2r||T;wllp < ||Ti(vo —rw)|| + || Ti(vo + rw)|lp < 2k, pourtouti el etw € B,
donce sup;¢; | Till ¢ (g:r) < % O
Proposition 2.5. Pour tout ensemble dénombrable X C T il existe une fonction f € C(T) telle que
Nsup |(Syf)(xp)| = o0, pour tout xo € X.
—00

Démonstration. Fixons x, € T et considérons la famille des applications linéaires Ty : C(T) — C,

1

TN(f) = (SNf)(XO) :J DN(XO —x)f(x)dx.

0

On voit que || Tyl ¢(c(m).c) = IPn(xo—)ll;1 — 00 quand N — 0. Par le Théoreme 2.4, il existe un G
dense A, C C(T) tel que

Sl}\llplTN(f)l = Sll\llpl(SNf)(XON =00,  pourtoutf €Ay.

Soit A:= ﬂxoexAx ,- C’est un ensemble G5 dense. Il suffit de prendre f € A. O

Fejér a remarqué que les sommes de Cesaro d’une série de Fourier se comportent mieux. On définit

N-1 1
(onp)(x) := 1% D (Su)(x) = f Ky (x —y)u(dy),
n=0 0

ou le noyau de Fejér Ky est défini par

1 N—-1
Ky(x) 1=~ > Dy ().
n=0

Proposition 2.6. Le noyau de Fejér a les propriétés suivantes :

, 2
— Ky()= %(SIH(NM)) six¢ZetKy(x)=Nsixe€Z,

sin(7x)

— fol Ky(x)dx =1,
— il existe C > 0 tel que 0 < Ky(x) < CN~* min(N2, |x|72), pour tout —3 < x < 3 and N €N,
— il existe C > 0 tel que 0 < |Ky,(x)| < C min(N?, |x|™2), pour tout — < x < 1 and N €N,

1

1
2
— il existe C > O tel que ||K,||,» < CN™7 et K, [l < CN2+ pourtoutl <r<ooetNEeN.

— Ky(n) = max(0,1— |n|/N).



Démonstration. Exercice. O
Rappelons que pour 0 < a < 1 I'espace des fonctions holderiennes C%%(T) est défini par la norme

)= F DI

I1f llcoa = fllLeo +1f o := lIfllLeo + sup o
x#£y |x_y|

Cet espace a un sous-espace fermé

coeH(T) := {f e Co*(T): lim sup &)= fGl = 0},

2=0% o< |x—y|<z |X_y|a

Par exemple, C%°(T) = L°°(T) et C*°*(T) = C(T).
Voici le premier exemple d’application du noyau de Féjer.

Proposition 2.7. Soit 0 < a < 1. Il existe C > 0 tel que pour tout f € C%*(T)
lonf —fllgee < CLfINT, pour tout N € {1,2,...}.

Démonstration. Pour tout x € Tet N >2ona

1 1
lonf(x)—f(x)| = U Ky(x=y)f(y)dy —f(x) f Ky(x=y)(f (y) = f(x))dy
0 0

SJ KN(x—y)If(x)—f(y)lderf Ky(x=y)If (x)—f(y)ldy
[x—y|<N—1

[x—y|=N—1

ent. |

|x—y|<N—1
N-1

Ix—ylady+CN‘1[f]af Ix —y[2|x —y|*dy
[x—y|[=N—1

2

r®dr+2CN7f], J r2tadr
N-1

= ZCN[f]aJ
0
—a—1 Nl—a _ 21—a

< 20N[f lo-— + 20N [ L — <G 1N

avec Cy := 26((1+a)_1+(1—a)_1). O
Corollaire 2.8. Soit 0 < a < 1. Il existe C > 0 tel que pour tout f € C%%(T)
ISy f — fllpoe < CLf1,N"%(1+1ogN), pour tout N € {1,2,...}.

Démonstration. Soit f € C%*(T), N € {1,2,...} et g := onf — f. Observons que Syonf = oy f, donc

Snf—f =(onf—f)—Sylonf —f) = g —Sxg. Par la Proposition 2.7, ||g|| e < C[f],N~*. Par
conséquent,

IS f = fllzee < NIgllzee +11Sngllzee < (1 + 1Dy llz)lIgllzee < CLf INT*(1 +1og N).



2.3 Convolutions

Rappelons quelques propriétés du produit de convolution sur T.

Définition 2.9. Soit u;, uy € A (T). On définit la convolution u, x u, € #(T) par

1
J f00) (g * pg)(dx) := f flx+y)(u1 ® uy)(dxdy), pour tout f € C(T). (2.3)
0 T2
Si uy(dx) = g;(x)dx avec g; € L}(T), on écrit g1 * Uy := Uy * Uy, et de méme si y,(dx) = g,(x). On
pose aussi g7 * go 1= U7 * Uo.

Proposition 2.10. La formule (2.3) définit une unique mesure u; * Uy € M (T). De plus, (U * Usy) *

ps = py x (Ug * p3), ty * o = Ug * 1, Uk O = et [l * tall g(ry < 1l g(mllzllg(ry pour tous
W1, U, Us, b € M(T), donc (M (T), ) est une algébre de Banach commutative avec 'élément neutre &,.

Démonstration. Pour tout f € C(T) on a

< I llpee lluall g llpall e

J flx+y)(uy ®uy)(dxdy)
']1"2

donc par le théoreme de représentation de Riesz (pour des mesures complexes) on obtient u; x uy €
M(T) et ||uq * psll g < llillglltall - La commutativité est immédiate. Pour vérifier 'associativité on
écrit, en utilisant le théoréme de Fubini,

1 1 1
J OO # pip) * 1s)(d) = J ( J f(x+Z)(u1*uz)(dx))u3(d2)
0 0 0
1
- f ( f(X+y+Z)(M1®uz)(dxdy))u3(d2)
0 T2

= J flx+y +2)(ug ® iy ® pz)(dxdydz),
’]1‘3

et il est clair que pour u; * (U * u3) le résutat sera le méme. Enfin, toujours par Fubini,

1 1 1 1
f £ * 50)(dx) = f ( f f(X+y)50(dy))u(dx)=J £Gu(dx).
0 0 0 0

O

Exemple 2.11. Les sommes partielles d'une série de Fourier, ainsi que leurs sommes de Cesaro peuvent
s’écrire comme des convolutions :

SnU = Dy * U, onu =Ky * u.

Pour z € T soit 7, 'opérateur de translation, c’est a dire
J fO) (T u)(dx) = J flx+2z)u(dx) pour tout u € #Z(T) et f € C(T).
T T

8



Proposition 2.12. Le produit de convolution est invariant par translations :

T % tg) = (T0q) % Ug,  pour tous puy, Uy € M et z €T.

Démonstration. Soit Ui,y € # et z € T. Soit 6, € #(T) la mesure de Dirac en %, c’est-a-dire
folf(x) 0,(dx) = f(z) pour tout f € C(T). Alors T,u = &, * U, car

1 1 1 1 1
f £, *w)(dx) = f f f(X+y)u(dx)5z(dy)=J ( f f(X+y)5z(dy))u(dx)
0 0 0 0 0

1 1
=J f(x +2z)u(dx) =f f ) (T u)(dx).
0 0
On en déduit que

T * o) = 65 % (Ug * o) = (65 % ) * pg = (To141) * Ua.

Proposition 2.13. Pour tout i, s € A (T) et tout n € Z, (g * tiz)(n) = f7 ()3 (n).

Démonstration. Par les définitions de la convolution et des coefficients de Fourier,

e = J

0

1
e—Zninx(‘ul % o) (dx) = f e—2m’n(x+y)(‘u1 ® Uy)(dxdy)

T2
1

= ( fo 1 e‘z’””xul(dx))uo e 2miny Mz(dJ’)) = (Mpz(n),

ol on applique Fubini pour passer de la premiére ligne a la deuxieme. O

Exemple 2.14. Pour tout u € #(T) et N € Z on obtient S/NT,L(n) = m(n)ﬁ(n) = Xin:nj<ny(Mi(n) et
Gy Bi(n) = Ky (n)i(n) = max(0, 1 — |n|/N)(n).

Lemme 2.15. Si f € LY(T) et u € #(T), alors f xu € LY(T), |If *wllpx < |If 52 llullg et

1
(f xw)(x) = f fOe—y)u(dy), pour (Lebesgue) presque tout x € T. 2.4
0

Démonstration. La fonction g(x,y) := f(x — y) est mesurable sur T? et

1 1 1
f ( f Ig(x,y)IdX)lul(dy)= f Ll lCdy) = 1F L el
0 0 0

Par le théoréme de Fubini, g € L1(1®u) et pour (Lebesgue) presque tout x on a g(x,-) € L'(u). De plus,
la fonction définie pour presque tout x € T par la formule ¢ (x) := f 01 f(x—y)u(dy) est mesurable et

vérifie ||l < l18llaew = If e llullz-
Pour terminer la preuve, il faut montrer que f * u = ¢. Soit h € C(T). Alors

1 1 1 1 1
f h(X)(f*u)(dX)=J ( f h(x+y)f(x)dx)u(dy)= f (J h(x)f(x—y)dX)u(dy)
0 0 0 0 0

1 1 1
=J ( J h(x)f(x—y)u(dy))dx= J h(x)$(x)dx,
0 0 0

9



ot on utilise Fubini pour la fonction (x, y) — h(x)f (x—y) et la mesure 1® u pour passer de la premiére
ligne a la deuxiéme. W

Rappelons le résultat général suivant.

Lemme 2.16 (Inégalité de Minkowski). Soit (X, u) et (Y, v) des espaces mesurables o-finis, F : X xY —
R, une fonction mesurable et soit 1 < p < q < 00. Alors

(L (LF(x’y)p“(dx))%”(dy))% < (L(LF(x,y)qv(dy))gu(dx))%.

1 . \ . \ \
Démonstration. En remplacant F par F? et en prenant la puissance p a droite et a gauche on se ramene
au cas p = 1, autrement dit il faut montrer que pour tout q > 1

(L(L F(X,J’)M(dx))qv(dy))% SL(L F(X,}’)qV(dy))%u(dx).

Soit ¢(y) := fXF(x,y),u(dx) € [0, 00], ce qui est bien défini pour v-presque tout y, ety : Y — R,
telle que || ||;¢/(,) < 1, ol ¢’ est I'exposant dual de q défini par ¢~* +(¢)™" = 1. Par Fubini,

J Y(y)e(y)v(dy) =J
Y

(J PO () (dy) = f (J PO,y () ¥(dy) Ju(do),

vy MJx x NJy

et on conclut en appliquant Holder a I'intégrale intérieure. O
Remarque 2.17. Souvent, on écrit I'inégalité de Minkowski sous la forme compacte suivante :

||F||L§(L§) < ||F||L§(L§), pourtout F: X xY »Cetl1 <p<q< oo.

Lemme 2.18. Le produit de convolution a les propriétés suivantes :

@ [If = pllpe < f e lluell_g> pour 1 < p < o0,
i) f *pllcoa < If llcoalltllg pour 0 < a <1,
(iii) si0<a<1letf € CO*(T)et uec #(T), alors f xu € CO*(T),
(iv) sil<p<oo, 1+4 =1, f € LP(T)et g € LP(T), alors f xg € C(T) et ||f #glle < I lzollgllyes
v) sil+ % = zl) + %, alors ||f * gllir < fllrellgllze  (Tinégalité de Young).
Démonstration. Pour montrer (i), on peut supposer sans perdre la généralité que f,u > 0, car |(f
w)(x)| < fol |f (x — y)llu|(dx). Si p < oo, on peut appliquer I'inégalité de Minkowski. Si p = oo, le
résultat est immédiat.

On procede a la preuve de (ii). On sait déja que ||f * p|lz < ||f ||z |ltt]l_z. On a aussi, pour tout
z€T,

17:(f * )= f xpllpeo = (vof = )k pillpee N Tof = fllpeollull g < 121%0f Jallutll g - (2.5)

Pour montrer (iii), il faut vérifier que f € C%**(T) implique

Jim (Il (f ) = f =) = 0,

10



ce qui est clair par (2.5).
La borne L dans (iv) est une conséquence directe de I'inégalité de Holder. Pour montrer que
f =g € C(T), on peut supposer par la symétrie que p < 0o, donc il existe une suite f, € C(T) telle que
lim,_, o0 [If —frllzr = 0. Alors f,,xg € C(T) par (iii) et lim,_, o ||/, g —f *gll;o0 =0, d/oncf*g € C(T).
Pour montrer (v), il suffit de vérifier que pour tous f € LP(T), g € LY(T) et h € L™ (T)

f fx=y)g(yh(x)dxdy < |If [zrlIgllLallllL-
T2

Sans perdre la généralité supposons que f,g,h > 0. Soit a, 3,y € [0,1] et a,b,c € [1,00] tels que
a '+ b1+ ¢t = 1. Posons F(x,y) := g(y)Ph(x)'7", G(x,y) := h(x)"f(x — y)'™® et H(x,y) :=
f(x—y)*g(y)P. Uinégalité de Holder implique

J flx=y)g(y)h(x)dxdy = f FGHdxdy < ||F|| elIGllps |HI|ge.
T2 T2
Par Fubini,

1F Il = lgll? ,lmll L,

Gl = IRIE, I

1_

H e = £ 11,

donc la preuve sera finie si on choisit a, b, ¢, a, 8,y de sorte que
Ca:b(l_a):pa aﬂzc(l—/})zq, byza(l—y):r’,

/
cequialasolutiona=p’,b=q,c=ra=%p=Jety=7r. O

Remarque 2.19. La preuve de (iii) implique que si f € C(T), alors le membre de droite de (2.4) est
continu en x, donc donne la version continue de la fonction f % u, a priori définie seulement presque
partout.

Définition 2.20. La suite ($y)y>; C #(T) est une approximation de l'identité si
(HD) fol &y (dx) =1 pour tout N,
(H2) supy fol |®y|(dx) < o0,
(H3) pour tout 6 > 0, limy_, o f|X|Z5 |®y|(dx) =0.
Exemple 2.21. Le noyau rectangulaire est donné par ®y(x) := N x{x|<(2n)-1}-
Exemple 2.22. Proposition 2.6 implique que la suite (Kj; ) est une approximation de I'identité. En effet,
(H2) résulte de (H1) et Ky = 0. Pour tout 6 > 0 on a

f |Ky (x)|dx Sf CN7Yx[2dx <2C6'N' -0 quand N — co.

|x|>6 |x|>6

Exemple 2.23. La suite (Dy) n’est pas une approximation de I'identité. Elle ne vérifie ni (H2) ni (H3).

Proposition 2.24. Soit (®y) une approximation de lidentité. Alors

11



(i) Sio<a<1letfeC%(T), alors limy_,eo ||®y * f — fllcoa =O.
(i) Si1<p<ooetfeLP(T), alors limy_,eo [|Py * f — fllzr =O.

(iii) Siu € #(T), alors &y * u — u quand N — o0, au sens de la convergence faible-*.

(iv) Si f € L°°(T), alors ®y * f — f quand N — 00, au sens de la convergence faible-*.

Démonstration. Soit d’abord f € C(T). Notons M := supy fol |®y|(dx). Pour tout x € T et 6 > 0 on

calcule

1
[(@n * f)(x) = f(x)] = J (f(x—=y) —f(X))<I>N(dy)‘
0

Sf If(x—y)—f(X)||<I>N|(dy)+J If (x—y)—f(x)l|®y|(dy)
ly|<é

ly|=6

<M sup [|Tyf —flle +2||f||L°°J |®nI(dy),
lyl<o ly|=&

ol la premiére égalité résulte de (H1) dans la Définition 2.20. En utilisant (H2) et 'uniforme continuité
de f, pour tout € > 0 il existe 6 > O tel que le premier terme est < %e pour tout N. Maintenant (H3)

implique que le deuxiéme terme est < %e si N est suffisamment grand, on a donc

[(@y * f)(x)—f()| <€, pour tout x € T et N suffisamment grand.

A présent, soit 0 < a < 1 et f € C**(T). On sait déja que limy_, oo ||y * f — fll; 0 = 0, donc il

faut montrer que pour tout € > 0 il existe N, = Ny(€) tel que pour tout N > Ny et 2 # 0

17(2n *f = f) = (Bn *f = Fllpe < €lz|*

Par la définition de C%%(T), il existe 5§, = 5,(€) tel que

€
21 <89 = |T.f = fll;0 < ——12]%,
1< 80 = llvef = fllie < s

ce qui implique
172(®n * f = F)=(®n * f = FllLee =10y * (Tof —F)=(7.f = llLes
S@A+M7.f = flipe < €zl

donc (2.6) est vrai pour |z| < §, et tout N € N.
Si |z| > &, alors pour N assez grand

17y % f =)= (Bn * f = llpoe S2/|Px # f = fllLeo < €67 < €lz]”.

Cela termine la preuve de (i).
Soit 1 < p < oo, f € LP(T) et € > 0. Soit g € C(T) telle que ||f —gll;» < m
(i), cela entraine, pour tout N € N,

IOy *f—fllr < 1Py xg—gllpr +1on x(f —8)—(f —lIL»
€

<||® — ot+(1+M)——.
oy * g —2gllL ( )2(1+M)
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Pour N suffisamment grand ||y * g — gl[;0 < %e, donc ||®y * f — flr < €.
Enfin, soit u € #(T) et f € C(T). Posons f(x) = f(—x) et fy(x):= (f*d)N)(—x). Alors fy € C(T),
limy 0 [Ify = fllzee =0 et

1 1
fn(x) :f f=x—y)ey(dy) Zf flx+ y)en(dy).
0 0

On calcule, en utilisant Fubini,

1 1 1
J f)(on *M)(dX)IJ f(X+}’)‘I’N(dJ’)H(dX)=J fN(X)M(dX)*J‘ f()u(dx),
0 T2 0 0

ce qui signifie précisément que ®, * u — u. La preuve de (iv) est analogue. O

Remarque 2.25. Si f € L°°(T), alors en général ® * f ne converge pas vers f dans L°°, et de méme
pour C%%*(T) avec 0 < a < 1.

2.4 Convergence des séries de Fourier dans L? et C%®

Corollaire 2.26. Soit X € {LP(T),C%*"(T)}, ott 1 < p < 00 et 0 < a < 1. Alors
lim |loyf —fllx =0, pour tout f € X.
N—oo

En particulier; 'ensemble des polynémes trigonométriques est dense dans X.
En autre, pour tout u € A (T), onyu — W au sens de la convergence faible-*.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la Proposition 2.24 avec &y = Ky . O
Remarque 2.27. La derniere affirmation implique que si u € #(T) et ti(n) = 0 pour tout n € Z, alors
u=0.

Remarque 2.28. Corollaire 2.26 pour X = L2(T) implique que {e,(x) := e?™"*} _, forme une base
orthonormée de L2(T). Par la théorie abstraite des espaces de Hilbert, on en déduit que

1 —
J F@)g(x)dx =" f(n)&(n), pour tout f,g € LX(T),
0

nez

autrement dit & est une isométrie L2(T) — [2(Z). En effet, f(n) = (e, f) sont les coordonnées de f
dans cette base.

Notons qu’on adopte (dans tout le cours) la convention que les produits scalaires sont antilinéaires
par rapport au premier argument et linéaires par rapport au deuxiéme argument.

Proposition 2.29. Soit X € {LP(T), C%*"(T)}, o1 1 < p < 0o et 0 < a < 1. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(D pour tout f €X, limy_,00 [ISvf — fllx =0,

(ii) pour tout f € X, supy ||Sxfllx < o0,

(iii) supy ISyl ey < 0.
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Démonstration. Pour montrer que (iii) implique (i), supposons que supy ||Sy|lxx =M < 00, soit f € X
et € > 0. Par Corollaire 2.26, il existe un polynéme trigonométrique g tel que ||f —g|ly < (1 + M) le.
Alors, pour N suffisamment grand,

ISnf = Flix <IISh(f = &llx + lISyg —gllx +1If —gllx <MA+M) e +0+(1+M) 'e=e.
11 est évident que (i) implique (ii), et (ii) implique (iii) par le théoréme de Banach-Steinhaus. O

Remarque 2.30. Le cas X = C%%(T) n’est pas pertinent, car C%**(T) est un sous-espace fermé de
C%%(T). Par conséquent, si limy_, oo [|Syf — f llco« = 0, alors automatiquement f € C%**(T). Concer-
nant le cas X = .#(T), on a vu dans la Proposition 2.3 que supy [|Sy6¢l|_, = 00, donc (par le théoréeme
de Banach-Steinhaus) Sy 6 ne converge pas dans . (T) méme au sens faible-*.

Remarque 2.31. On a déja traité le cas X = C(T) dans la Proposition 2.5. Un autre cas facile est
X = LY(T). En effet,

IS Il 2 (my:Lrcry) = limj\;upHDN * Kyl = ||IDy |l — o0.
(Au lieu de K, on aurait pu utiliser n'importe quelle approximation de I'identité.) On en déduit qu'’il
existe f € L(T) tel que limsupy, ||Syf — f ;1 > O.

On verra par la suite que dans le cas X = LP(T) la convergence a lieu (c’est immédiat pour p = 2
par la théorie générale des espaces de Hilbert séparables), alors que pour X = C%%"(T) en général non.

2.5 Régularité en termes des coefficients de Fourier

Le lien entre la régularité d’une fonction f et la décroissance de ses coefficients de Fourier s’explique
par le fait suivant, bien connu. Soit f € C'(T). Alors, pour tout n € Z,

(ZUN)n) = J

0

1 1

e 2N £/ (x)dx = 2m'nf e 2MX £(3)dx = 2minf (n). (2.7)
0
Proposition 2.32. Soit f € L!(T). Alors
() f € C°(T) si et seulement si |)?(n)| < Cy(1+|n))™ pour tout M eNet n € Z,
(i) f sétend comme une fonction analytique au voisinage de T si et seulement si il existe € > 0 tel que
If (n)| < ce™" pour tout n € N.
Démonstration. Si f € C°°(T), alors pour tout M € N on a (2nin)Mf(n) = (g(f(m)))(n) borné pour
n ez, donc |f(n)| < Cy(1+ n))™. ~
Pour l'inverse, 'Exercice 2.1 montre que |f(n)] < C(1 + |n])~® implique f € C!(T). Ensuite, on
procéde par récurrence : si |f(n)| < C(1 + |n)™ pour M > 4, alors f € C'(T), donc (2.7) implique
If/(n)| < C(1+ |n|)™™*!, donc f € CM¥~3(T), donc f € CM~2(T).
Concernant point (ii), si F(z) est analytique au voisinage de T, alors on a la série de Laurent

F(z)= Z a,z",

nez

qui converge pour z = re>™? et r € [(1+ €)™, 1 + €]. Cela implique f(n) =a, et |a,] < C(1+e) "
Inversement, si |f(n)| décroit exponentiellement, alors on définit la fonction holomorphe corres-
pondante par la série de Laurent ), _, f (n)z". O
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On va étudier ici plus en détail comment la régularité d’'une fonction f se traduit en comportement
de ses coefficients de Fourier.

Définition 2.33. Pour tout s € [0, oo[ I'espace de Sobolev H*(T) C L(T) est défini par la norme

£ 112 = IF O + D In>|F(n)[.

nez

On passe a I'étude de la régularité dans les espaces de Lebesgue et de Holder. On introduit le noyau
de de la Vallée Poussin :

Vy(x):=(e(—2N)+e(—N)+ 1+ e(N)+ e(2N))Ky(x).

Remarque 2.34. D’habitude, on appelle le noyau de de la Vallée Poussin un objet similaire mais pas
exactement le méme, (e(—N)+ 1+ e(N))Ky(x).

Lemme 2.35. Le noyau Vy(x) a les propriétés suivantes :
() Vy(n) =1 pour |n| < 2N, Vy(n) = 0 pour |n| > 3N et Vy(n) = SN—n pour 2N < |n| < 3N,
N N N N

(i) il existe C > O tel que |Vy(x)| < CN~!min(N?,|x|™2) et [Vy(x)] < C min(N?, |x|72) pour tout
NeNetxeT,

(iii) il existe C > 0 tel que ||Vy||;r < CN7T et Vel < CN%7 pourtout 1 <r<ooetN €N.
Lemme 2.36 (Inégalité de Bernstein). Il existe une constante C ayant la propriété suivante. Soit 1 < p <
q < o0 et f un polynéme trigonométrique tel que f (n) = 0 pour tout |n| > N. Alors

1

11
1flle <CNZallfllpe,  If e < CNIIfllLe-

Démonstration. L'idée consiste a écrire f = ¢ * f pour une fonction ¢ bien choisie, et utiliser I'inégalité
de Young (Lemme 2.18). Pour cela, il faut que g/b\ (n) = 1 pour |n| < N, mais on s’attend a ce que le
noyau de Dirichlet ne soit pas le bon choix, vu ses mauvaises propriétés. Il s’avére que le noyau de de
la Vallée Poussin convient pour cet objectif :

1 11
Ifllze = 1Va * Flle < WVl llf le < CNYFIF (e = CNP 72| || o,

ol l'avant derniére inégalité est une conséquence du Lemme 2.35.
La deuxiéme inégalité se démontre de maniere analogue :

£ e = NV £ Mo = ICV) * Flle < NVl llf e < CNIIF Il
O

Souvent, il est utile de décomposer une fonction en parties ayant les fréquences de la méme taille, a
une constante pres. Ce sera la base de la théorie de Littlewood-Paley, qu’on verra plus tard dans le cadre
des distributions sur R?. On introduira ici cette idée dans le cadre des fonctions (ou mesures) sur T.

Posons ¢g(x) :=Vi(x) =e(—2)+e(—1)+1+e(1)+e(2) et, pour j€{1,2,...}

¢ i(x) 1= Vy(x) — Voja (x), Piju:=¢;*u, Pof = ¢po* .
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Lemme 2.37. Pour j > 1 le noyau ¢; a les propriétés suivantes :
) q[/;j(n) =1 pour 3 x 27! <|n| < 2/F1, ql/;j(n) =0 pour |n| > 3 x 2/ et pour |n| < 2/,

(iD) [y ¢;(x)dx =0pour j=1,
(iti) il existe C > O tel que |¢;(x)| < C27/ min(2¥, x| ) pour tout j €N et x €T,

(iv) sup; [l¢;ll;1 < oo et sup; 2_j||¢J'.||L1 < oo.
Démonstration. Exercice. O

Corollaire 2.38. (i) Il existe une constante C > O telle que pour tout 1 < p <00, 0<a <1, X €
{LP(T), C%*(T)} et pour tout j € {0,1,2,...}

IPifllx < Cllfllx,  pourtout f €X. (2.8)
(ii) Si|j—k| =2, alors PP, =0.

Démonstration. La borne (2.8) est une conséquence du Lemme 2.18 (i) et (ii). Pour montrer (ii), soit
par exemple 0 < j < k—2 < 00. Alors ¢;(n) = 0si[n| = 3 x 2/ et ¢p(n) = 0si |n| < 2k, Comme
2k>3x 2/ pourtoutneZilya g/b\j(n)a;k(n) = 0, ce qui signifie P;P; = 0. O

Lemme 2.39. Pour tout s > 0 il existe C > 0 tel que pour tout u € #(T)
1 o0
Sl < 2522 1Pull, < Clulf.
j=0

Démonstration. Par Plancherel,

[eS) o0 >
S Rl = 3122 D 1GNP = D AP D 2716 ()
=0 j=0 nez nez j=0

Pour |n| < 2 la derniére somme est égale a 20|<7>\0(n)|2 = 1. Pour |n| > 2 elle est égale a

S GmPE= > 2|G P> D 1P [l

j=1 Ln|<2i<n| in|<2i<|n|

Lemme 2.40. Pour tout 0 < a < 1 il existe C > O tel que pour tout u € #(T)

1 .
EHM“CM < SL}PZNHP]'M“LW < Cllpllgoe-
j
En outre, si f € C%*(T), alors f € C%**(T) si et seulement si

lim 27%||P;f ||, = 0.
]—00
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Démonstration. Soit f € C%*(T). 1l est clair que ||¢g * f||ze0 < 5||f||z. Pour j > 1 on calcule

1 1
(@) f () = f ;N (x=y)—=f(x))dy S[f]af lo;(Ily|*dy
0 0

< C[f]a(Z_jJ =2 dy + 2 f |y|“dy) < Clf1a2™.
ly|=2-J lyl<2-i

Inversement, supposons que sup; 2/%||P; || s < 00. Ceciimplique un particulier que la somme ZOO p;
) Jj j Lee ) . ) pliq ) P q ; j=0 ]nu’
converge dans L°°, et en calculant les coefficients de Fourier a droite et & gauche on voit que

oo oo oo
u=Ff=2Pf €CT), Ifllzeo <D IPifllpeo < sup2'®|IPflpeo ) 27% < Csup2'®||Pyf | co.
=0 =0 L j=0 :
Soit h € [—%, %] etme{1,2,...} tel que 27™ > |h| > 271, Par I'inégalité triangulaire,
m o
Fc+R) = FEI < D IR +h) =B )OI +2 D (IPif oo
j=0 j=m+1
On estime le deuxiéme terme :
o oo
> P fllee < sup2||Pifllpe D 277% < Csup 21| f[lpe0 2™ < C sup 2%y [|eo ||,
j=m+1 L j=m+1 l l
Concernant la premiere somme, par 'inégalité de Bernstein on a
I(Pif Yl < C2NIPifllpee = |(Pif ) +R) = (Pif )(x)| < C2/27m27¢ sup 2% |IPyull oo,
ce qui permet de conclure car
m m
D 2fammpie = om " 9il-a) < gpmmpmi-a) < came < Clh|C.
j=0 j=0

Si f € C%*(T) et € > 0, alors, par le Corollaire 2.26, il existe un polyndme trigonométrique g :
T — C tel que ||f — gl|co« < €, ce qui implique

limsup2j“||ij||Loo < limsup2ja|IPjg||Loo +sup2j“||Pj(f —@)llzee <0+ C|lf —gllcoe < Ce.
j—00 j—00 j
Inversement, soit lim;_, 2ja||ij||Loo = 0 et e > 0. Posons g; := Zj;é Pif ethy:=f—g; =
Z;}:J P f. Par le Corollaire 2.38, si | <J —2, alors Pth; =0.Sil >J —1, alors
1Py llpoe S NIPP_1f N0 + IPP_1 f llpoo + IIPP_1f ll o0 < BCIIPflpe0 < 27",

si J est suffisamment grand. On a donc sup; 2!%||P;hy || < € si J est suffisamment grand, donc ||f —
gsllcoa < Ce. Par conséquent, f est une limite dans C%%(T) d’une suite de polynémes trigonométriques,
elle appartient donc a C%**(T). O
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Corollaire 2.41. Pour tout 1 > a > s > 0 on a linclusion C%*(T) c H*(T). Pour tout 0 < a < 1 on a
1
Vinclusion H*"2(T) c ¢%%(T).

Démonstration. En effet, sis < a et f € C%%(T), alors

oo oo

oo oo
D 2P N2, < 2% P f |2 < Zzzﬁz—zfast;p 1P = sup 1P I > 127@ S < ¢ f o

j=0 Jj=0 Jj=0 Jj=0
) .
Maintenant, soit 0 < a < 1 et f € H*"2(T). Par I'inégalité de Bernstein, IPifllLeo < c21 |P;f |12, donc

(o ]

sup 27%|P; f |l e < Csup2/22||f 2 < € D 22D p;£|12, )7,
J J j=0

D=

O

Remarque 2.42. Cette méthode, bien qu’assez puissante, ne permet pas de répondre a la question si
c%%(T) c H*(T).

2.6 Dimension supérieure et distributions sur T¢

Certains résultats se traduisent sans difficulté au cas des mesures et fonctions sur le tore T¢ = R4 /Zz?
pour d € {2,3,...}, ce que 'on présentera briévement dans cette section.

Pour n € Z% et x € T? on écrit e,(x) := e>™™*, Une fonction de la forme f = ZIHISN ane, est appelé
un polynéme trigonométrique.

Proposition 2.43. Lensemble des polynémes trigonométriques est un ensemble dense dans LP(T?) pour
1<p < oo, et dans C(T?).

Démonstration. Exercice 2.14. O
Corollaire 2.44. Lensemble {e, : n € Z} forme une base orthonormée de L>(T9). O

On introduit au passage le langage des distributions, souvent utile. En réalité on n’a que rarement
affaire 2 des distributions sur T¢ qui ne sont pas des mesures finies. Pourtant, traitons ce qui suit comme
un exercice, avant d’aborder les distributions sur RY. (Une théorie plus compléte a été présentée par
exemple dans le cours M1 de E Nier 'année derniére.)

Définition 2.45. Lespace de Schwartz sur le tore &(T%) = C°°(T9) est 'espace de Fréchet défini par
la famille des semi-normes

— Byl
pk(f) . Oéﬁlb%)ék”ax-f”L > k€{07 1327"'}'

Lespace des distributions sur le tore #/(T?) est I'espace dual de &(T%), c’est-a-dire I'espace des fonc-
tionnelles C-linéaires continues &(T¢) — C.

Définition 2.46. Les coefficients de Fourier d’une distribution ¢ sont définis par a (n) ;= ¢(e_,)-
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Par exemple, si ¢ € /(T et f = ZInISN a,e, est un polynéme trigonométrique, alors

$(F)= D a,pn).

|n|<N

On observe que pour tout ¢ € &/(T?) et tout n € Z4

3, d(1) = (3, §)e_p) = —(By e_y) = 2minp(e_,) = 2minp(n). (2.9)

Définition 2.47. Pour tout s € R on définit I'espace de Sobolev H*(T¢) ¢ &/(T¢) par

H(T) = {p € /(1) : 9112 = 1(0)2 + Y In|*|$(n)[* < 00 }.

nez

En particulier, comme (e,,),cz¢ est une base orthonormée de L%(T?), on a H(T?) = L3(T%). On
observe aussi que H*1(T¢) ¢ H*2(T%) sis; >s,. Si k € {0,1,2,...}, alors (2.9) implique que

HYTY) ={f € #'(T"): 8P f € L*(T9) pour tout |B| < k}.

Comme dans le cas uni-dimensionnel, on peut montrer que pour tout k € Nets > k + % on a
Pinclusion H5(T?) < ¢*(T?), donc la famille des normes H*(T?) pour s € R définit la topologie de
S (T9). 11 est clair que les polyndmes trigonométriques sont denses dans H*(T?) pour tout s € T¢, donc
on déduit qu’ils forment un ensemble dense dans & (T4).

Proposition 2.48. Pour tout ¢ € &'(T?) et s € R,

sup{|¢(f)l: £ € (T, IIf g < 1} = [I$ |y~ € [0, 00].

Démonstration. Par densité, il suffit de considérer f étant un polynéme trigonométrique, et dans ce cas
la conclusion résulte facilement de I'inégalité de Cauchy-Schwarz. O

Proposition 2.49. Pour tout s € R Uapplication ¢ — ((6¢, + |n|)s$(n))nezd, o g, =1sin=0ecet
Son = 0 si n # 0, est une isométrie H*(T4) — 12(Z9). En particulier, H*(T?) est un espace de Hilbert.

Démonstration. Pour ¢ € H*(T¢) on pose T(¢)(n) := |n|s$(n). C’est une injection, car T ¢ = 0 implique
a)\ (n) = 0 pour tout n € Z<¢, donc ¢(f) = 0 pour tout polynéme trigonométrique f, donc ¢(f) = 0 pour
tout f € &(T?) par densité. Par la définition de la norme H® on voit que ||Tf]l2 = ||f ||gs. Il reste &
montrer que T est une surjection. Pour cela, soit (a,),cz¢ € [*(Z%), et posons

o(f):= Z (6on+ |n|)_sanf(—n) pour tout polynome trigonométrique f.

nezd
Par Cauchy-Schwartz, cette application est continue H¥(T%) — C, donc aussi continue &(T¢) - C. O
Corollaire 2.50. Pour tout ¢ € &'(T9) il existe s € R tel que ¢ € H~*(T?).

Démonstration. Par la définition, il existe C;, C, et k tels que

P <C Ofglf?fk”aff“mo < Gllfllgs  pour tout f € (1),
ous>k+ %. Cela implique ¢ € H~*(T%). O
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Corollaire 2.51. Si ¢ € '(T?) et f € #(T%), alors $(f) = 3.,cpa P()f (—1).

Démonstration. La suite des polyndmes trigonométriques fy := ZIHISN f(n)e, converge vers f dans

F(T9), et on a vu déja que ¢(fy) = ZMSN a(n)f(—n). La derniere somme converge absolument
quand N — oo, O

Corollaire 2.52. Pour tout ¢ € &'(T9) il existe C et k tels que Ia;(n)l < ¢(n)* pour tout n € z4.
Réciproquement, pour toute suite (a,),ez¢ C C a croissance polynémiale, c’est-a-dire telle qu’il existe C et
k tels que |a,| < C(n)* pour tout n € Z4, il existe une unique distribution ¢ € &'(T9) telle que a;(n) =aq,
pour tout n € Z<. On note cette distribution ¢ = D inezd Anen.

Démonstration. Exercice. O

Définition 2.53. Si ¢ € /(T9) et ) € &#/(T™), alors on définit ¢ ® ) € &/(T¢*™) par la condition

(peP)f®g):=0(f)Y(g), ou(f®gN(x,y):=Ff(x)g(y),x €T yeT™

Remarque 2.54. Cela définit bien un unique élément de &’(T¢*™), car les fonctions test de la forme
f ® g engendrent en particulier tous les polynomes trigonométriques, donc un ensemble dense dans
S (T9*™). Des combinaisons linéaires de fonctions de la forme f ® g s’appellent des fonctions tensorielles.

Remarque 2.55. Directement par la définition, on trouve (¢7®\¢)((n1, ny)) = $ (nl)ﬂ)\(nz) pour tout
d m
n, €Z" etny €Z".

Définition 2.56. Soit ¢, € &/(T?). On définit ¢ x ) € &'(T¢) par la condition

(@ +9)(f) = (¢ ®Y)((x,y) = f(x +y)).

Remarque 2.57. Il est donc possible de définir la convolution de deux éléments de &’ (T9). Ce n'est
pas possible dans le cas de &/(T¢), comme on le rappellera dans le Chapitre 4.

Proposition 2.58. Pour tout ¢, € ' (T4 etnezlilya (m)(n) = ¢(n)Y(n). Pour ¢ € &'(T%)
fixe, Vopérateur K defini par Ky := ¢ %1 est continu &'(T4) - &#'(T9).

Démonstration. (¢x1p)(en) = ($&Y)(x, ¥) = enlx+y)) = (p@Y)(x, ¥) = e,(x)e,(¥)). On admetira
la continuité &/ (R?) — &/(R?). Elle repose sur le fait, qu'on peut montrer 4 'aide du théoréme de Baire,

que v, — 1) au sens &’(T%) implique qu’il existe N € N et C > 0 tels que |v,,(¢)] < C pour tout ¢
vérifiant py(¢) < 1. Cela implique que |1),,(n)| est borné par un polynéme en n (uniformément en
m). Ensuite, en utilisant les expansions en Fourier, on montre que (¢ * ¢ ,,)({) — (¢ *P)({) pour tout
¢ e (T9). O

Proposition 2.59. Pour tout ¢ € '(T?) Uopérateur de convolution Ky défini par Kgp 1= ¢ x 1 est

continu & (T9) — #(T%). En outre, (¢ x)(x) = ¢p(¥,), ott Y (¥) :=(x — y), pour tout 1 € &(T¢)
et x e R4,

Démonstration. On sait que |$ (n)| croit comme un polyndéme et |1:b\(n)| décroit plus vite que l'inverse
de tout polyndéme, donc |(¢ *)(n)| décroit plus vite que I'inverse de tout polyndéme. La continuité
F(T1) — & (T?) est laissée comme exercice.
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La formule {(x) := ¢ (v, ) définit une fonction continue. On calcule ses coefficients de Fourier :
()= f ¢ (1h,)e > dx = ¢( e dX) = ¢(e > ep(n) = $(n)p(n),
Td Td

donc ¢ = ¢ ). La deuxiéme intégrale est 'intégrale de Riemann d’une fonction continue T¢ — & (T9).
O

2.7 Noyau d’un opérateur et opérateurs invariants par translations (*)

A toute distribution K € &/(T¢*™) on peut associer 'opérateur Oy : &(T™) — /(T9) par la
relation Og(g)(f) := K(f ®g) pour tous f € &(T%) et g € (T™). On appelle K le noyau de 'opérateur
Ok. On voit facilement que si K € &(R4*™), alors

Ok(g)=x+w f K(x,y)g(y)dy,
Rm

donc on peut penser a K comme une “matrice” de 'opérateur O.

Proposition 2.60. Pour tout opérateur continu A : (T%) — &’(T™) il existe l'unique K € &'(T4*™) tel
que A= Og.

Démonstration. L'unicité est une conséquence du fait que la condition A(g)(f ) = K(f ® g) détermine les
coefficients de Fourier de K, K((n;,n,)) = K(e_,, ®e_,,) =A(e_,,)(e_,,) pour tout n; € 7% etn, € ZM.

Pour montrer Pexistence, il faut vérifier que siA : &(T?) — &#/(T™), alors cette suite est & croissance
polynomiale. Pour cela, on considére I'application

(T x #(T™) > (f, g) — A(g)(f) € C.

Par le théoréme de Baire, il existe M < 0o et des ensembles ouverts U; € &(T%) et U, € #(T™) tels
que |A(g)(f)] < M pour tout f € U; et g € U,. Cela implique qu'il existe k € N et € > 0 tels que
I1f Iz + 11gllx < € implique |A()(f)| < M, et on en déduit |A(e_y,)(e_, )| < C(1+ |nq ) (1 + |np)*
pour un certain C < 00. O

Size T et ¢ € 9'(T?), on définit la translation (7,¢)(f) := ¢ (x — f(x+2)). A toute distribution
K € &'(T%) on peut associer lopérateur de convolution Ty : (T?) — & (T9) défini par Ty f :=K « f.
Il s’avere que tout opérateur continu invariant par translations F(T?) - &/(T?) est de cette forme.

Théoréme 2.61. Soit T : &(T%) — &/(T9) un opérateur continu C-linéaire, invariant par translations.
Alors il existe K € '(T?) tel que

Tf=Kxf, pour tout f € &(T9).

Démonstration. De maniére équivalente, il faut montrer que (Te,)(e,,) = 0 si m # —n, ce qui est une
conséquence directe de l'invariance par translations. En effet, d'un c6té la linéarité de T implique

T(7,e,)(em) = € 2™ T (e,)(ep)-

D’un autre c6té, on obtient
(Tz(Ten))(em) = (Ten)(T—zem) = ezmmlzT(en)(em):
donc T(7,e,) = 7,(Te,) et n #—m = T(e,)(e;,) =O. O
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Remarque 2.62. En particulier, tout opérateur continu et invariant par translations #(T%) — &/(T¢)
est aussi continu &(T%) — &(T?) et se prolonge comme opérateur continu &’(T?) — &’(T9).

SiX,Y c &/(T?) deux espaces de Banach, il est naturel de se demander s’il est possible de caracté-
riser les distributions K pour lesquelles 'opérateur Ty est continu X — Y. C’est possible dans certains
cas. Sans surprise, le cas des espaces de Sobolev est le plus facile.

Proposition 2.63. Soit K € &'(T%) et 5,5, € R. Lopérateur Ty f =K x f est continu H*1(T%) — H%2(T4)
si, et seulement si, il existe C tel que |[K(n)| < C(1 + |n|)**™2 pour tout n € Z. Dans ce cas, il existe
M = M(sq,s5) tel que

]. _ = _ -~
77 SUP(L + )= K ()] < Tkl a2y SM51112>(1+|HI)52 K (n)l.
€

nez n

Démonstration. Exercice. O

Proposition 2.64. Soit K € &'(T%). Lopérateur Ty f =K « f est continu #(T?%) — 4 (T?) si, et seule-
ment si, K € 4 (T?). Dans ce cas, Tkl en, )y = IIKll_4-

Démonstration. On définit K := T . O
On termine avec le cas de 'espace L(T).

Proposition 2.65. Soit K € &'(T?). Lopérateur Ty f = Kxf est continu L'(T?) — L'(T?) si, et seulement
si, K € #(T?). Dans ce cas, I Tl ez oy = K|l z-

Démonstration. La preuve est une petite variation de la preuve précédente. On définit K comme une
limite faible-* de Tx®, pour une approximation de I'identité ®,. O

Remarque 2.66. Lensemble des opérateurs invariants par translations, continus LP(T¢) — LP(T%), est
appelé lUespace des multiplicateurs LP et noté //tp(Zd). C’est une algebre de Banach.
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2.8 Exercices

Exercice 2.1. Soit (a,) C C une suite telle que >, _,la,| < oo. Montrer qu’il existe une fonction
f € C(T) telle que f (n) = a,, pour tout n € Z. Montrer que si, de plus, >, ., [na,| < oo, alors f € cl(m.

Exercice 2.2. Démontrer la Proposition 2.3.

Exercice 2.3. Le but de cet exercice est de donner une preuve “directe” qu'’il existe une fonction f € C(T)
telle que

sup ISy f (0)] = o0.
(i) Montrer que pour tout [ € N il existe un polyndme trigonométrique f; et N; € N tels que
que p polyn g que J; l q
Ifillbee <1, 1(Sn SO = ISy fill oo = 3% 5.
(i) Montrer que pour tout [ € N il existe un polynome trigonométrique g; et N; € N tels que
que p polyn g que g; l q
gille <1, |(Sg,81)(0) = lISg; &1ll Lo = 5', g (n)=0pourn<O0.

(iii) Définir f(x) := Zzl 27le(M;x)g;(x), ot1 les nombres M, sont & choisir. Conclure.

Exercice 2.4. Démontrer une version plus forte de la Proposition 2.5 : pour tout ensemble dénombrable
X c T il existe A€ G5(T) et E € G5(C(T)) tels que X C A et supy |(Syf)(x)| = oo pour tout f € E et
x €A

Remarque 2.67. Par le théoréme de Carleson, pour tout f € L?(T) ona (Syf)(0) — f(0) pour presque
tout 8 € T (en fait, méme pour f € LP(T) avec p > 1; c’est le théoreme de Hunt). C’est un théoreme
difficile, qu’on ne verra pas dans ce cours.

Exercice 2.5. Démontrer la Proposition 2.6.

Exercice 2.6. Le but de cet exercice est d’étudier 'algébre de Wiener A(T).
(i) On définit A(T) c .#(T) comme l'espace des mesures u telles que ||u||, < oo, ou la norme
lully == 2.,z [B(n)|. Montrer que A(T) c C(T).
(ii) Montrer que si f, g € A(T), alors fg € A(T) et ||f glla < IfIIallglla-
(iii) Montrer que si f, g € L2(T), alors f x g € A(T).

Remarque 2.68. Dans le dernier exercice on démontre que A(T) est une algebre de Banach commuta-
tive avec l'unité 1. L’algebre de convolution et I'algébre de Wiener peuvent étre définies dans le cadre
général des groupes commutatifs localement compacts, et dans ce cadre ce sont des objets duaux.

Exercice 2.7. (M-S, Exercise 1.4) Soit (a,) € C une suite et pour N € N soit fy le polynéme trigono-
métrique défini par fN(n) := Ky(n)a,.. Montrer que la suite fy est bornée dans L! si, et seulement si,
il existe u € #(T) tel que u(n) = a, pour tout n € Z. Si 1 < p < o0, alors la suite fy converge dans
LP(T) si, et seulement si, il existe f € LP(T) tel que f(n) = q, pour tout n € Z. La suite fy converge
dans L° si, et seulement si, il existe f € C(T) tel que f(n) = a, pour tout n € Z. La suite fy est bornée
dans L°° si, et seulement si, il existe f € L°°(T) tel que f(n) = a, pour tout n € Z.

Exercice 2.8. (M-S, Exercise 1.6) Soit s > 0.
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(i) Montrer qu'’il existe C > 0 tel que ||Syf — fllz2 < CN7*||f ||gs pour tout f € H°(T) et N € N.
(ii) Montrer que, si f € H*(T), alors limy_,oo N*||Syf — fll;2 = 0.

Exercice 2.9. Démontrer les Lemmes 2.35 et 2.37.

Exercice 2.10. On définit par récurrence deux suites de polynémes trigonométriques P; et Q; en posant
Py(x) =Qp(x)=1et

Pj1(x) = Pj(x) +e2™2%Q;(x),
Qjy1(x) = Pj(x) _ezm'zfoj(x).

Montrer que Isj(n) €{-1,1} pour 0<n <2/ et ISj(n) =0 pour n ¢ [0,2/[, et que ||Pjl[ oo = 23,

Exercice 2.11. En utilisant le résultat de 'Exercice 2.10 et le Lemme 2.40, montrer qu’il existe une
1 —~
fonction f € C%27(T) telle que Y. _, |f (n)| = co.

Exercice 2.12. (M-S, Problem 1.5) Soit (a,)-2; € C une suite. Montrer que si Zle nla,|? < oo et
Zsi 1 a, est sommable au sens de Cesaro, alors Zﬁi 1 a, converge. Utiliser ce résultat pour montrer que

pour tout f € C(T)NH %(T), on a la convergence uniforme Sy f — f.

Exercice 2.13. Vérifier que la convolution de deux éléments de ./ (T¢) est un élément de .# (T9). Vé-
rifier que les Lemmes 2.15 et 2.18 restent valables en dimension supérieure. Définir une approximation
de Tidentité sur T? et démontrer un analogue de la Proposition 2.24 en dimension supérieure (il n’est
pas nécessaire de traiter le cas des espaces C%**(T?) pour 0 < a < 1).

Exercice 2.14. A l'aide du noyau de Féjer multi-dimensionnel Ky 4(x):= ]_[;1:1 Ky(x;), démontrer que

les polynémes trigonométriques forment un ensemble dense dans LP(T?) pour 1 < p < oo, et dans
c(T9).

Exercice 2.15. Démontrer le Corollaire 2.52.

Exercice 2.16. (M-S, Problem 1.6) Montrer que pour tout 0 < s < 1 il existe C = C(s) > 0 tel que pour
tout f € H*(T)

_ 2
Wi [ IO aray <ciri,

x| SI(T(x — y )1+

Exercice 2.17. Formuler et démontrer, a 'aide du noyau de de la Vallée Poussin multi-dimensionnel
Vya(x) := ]_[;.121 Vy(x;), des inégalités de Bernstein en dimension d. Eventuellement, essayer de for-
muler et démontrer des analogues des Lemmes 2.39 et 2.40.
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Chapitre 3

Fonctions harmoniques sur le disque;
transformée de Hilbert

3.1 Egalité de la moyenne, principe du maximum

Définition 3.1. Soit 2 ¢ R? ~ C un domaine (un ensemble ouvert et connexe). On appelle u € c%(Q)
(a valeurs réelles ou complexes) une fonction harmonique si

.— 92 2. —
Au:=0d u+ 8y u=0, pour tout (x,y) € Q.
Dans ce chapitre, on considére le plus souvent des fonctions harmoniques a valeurs réelles.

Proposition 3.2. Si w : Q — C est une fonction holomorphe, alors w : Q@ — R et Sw : Q — R sont des
fonctions harmoniques.

Démonstration. Soit w(x,y) = u(x,y)+iv(x,y). Alors les équations de Cauchy-Riemann d,u—3J,v =0
et dyu+ d,v =0 impliquent Au =0 et Av =0. O

Proposition 3.3. Si Q est simplement connexe, et u :  — R est une fonction harmonique, alors il existe
une fonction holomorphe w :  — C (unique a une constante imaginaire pres) telle que Rw = u.

Démonstration. On choisit z5 € Q2 et on pose
v(z) := J —u, dx +u, dy,
1

oll y est un chemin qui relie z, et z. Alors w(z) := u(z) + iv(z) € C2(Q) et vérifie les équations de
Cauchy-Riemann.

Siw; =u+iv; et wy = u+iv, sont des fonctions holomorphes, alors les équations de Cauchy-
Riemann impliquent J,(v; —v,) = 0 et J,(v; —v,) = 0. Comme 2 est connexe, on en déduit v; —v, =
const. O

Remarque 3.4. On observe que toute fonction harmonique a valeurs complexes est une somme d’une
fonction holomorphe et d’'une fonction anti-holomorphe. Cette décomposition est unique a une constante
pres, car les seules fonctions a la fois holomorphes et anti-holomorphes sont les fonctions constantes.
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OnnoteD:={zeC:|z| <1}

Théoréme 3.5 (Egalité de la moyenne). Soit u : 2 — R ou C une fonction harmonique. Alors pour tout
ze€Net0<r<dist(z,60)

; 1
u(z) = J u(z + re?™9)do = — u(x,y)dxdy.
T nr z+rD
Corollaire 3.6 (Principe du maximum). Si u : Q — R une fonction harmonique et il existe z €  tel que
u(x) = sup,eq u(2), alors u est une fonction constante.

3.2 Noyau de Poisson

Pour z € D on écrit z = re2m?

on écrira souvent F,.(0) = F(2).

=x+iy,avec0<r <1et8 eT. Pour une fonction F définie sur D

Définition 3.7. Pour 0 < r < 1 et 8 € T le noyau de Poisson est défini par la formule

1—r?
1—2rcos(2mO) +r2’

P.(0):=

Dans un exercice on trouvera que P,.(0) = Sﬁ(}%ﬁ) pour tout z € C, en particulier P,.(0) est une

fonction harmonique dans D, et que P,(n) = r" pour tout 0 < r <1letnez.

Proposition 3.8. Soit f : T — C un polynéme trigonométrique et F, := P, x f pour 0 < r < 1. Alors
F(z) = F,(0) est une fonction harmonique polynémiale qui vérifie F(z) = f(0) pour tout z = e>™9,

N

2min6
n=—n An€ .Pour0<r<1lona

Démonstration. Soit f(0) =,

N N

-1
F(z)=F.(0)= Z rinlg, e2mind = Zanz” + Z az",

n=—N n=0 n=—N
ce qui est un polyndme harmonique, en particulier se prolonge pour tout z € C. En posant z = e2™¢
dans la formule pour F(z) on trouve f(0). O

Lemme 3.9. La famille {P, }y<,<; est une approximation de lidentité, avec N remplacé par r et N — o0
parr—1".

Démonstration. Exercice. O

Lemme 3.10. Soit F : D — C une fonction harmonique. Alors F.; = P, x F, pour tout 0 < r,s < 1. En
particulier; pour tout 1 < p < o0 la fonction ]0,1[> r — ||F,||;» est croissante.

Démonstration. Fixonss €]0, 1[ et posons G, := P, xF,, H, := F,, pour 0 < r < 1. Alors G et H sont des
fonctions harmoniques, continues sur D, ayant les mémes valeurs au bord, donc G = H par le principe
de maximum. La deuxieme affirmation vient du fait que ||P,|[;1 = 1 pour tout r. O

Proposition 3.11. Soit f € &'(T) et F, := P, x f pour 0 < r < 1. Alors F(z) = F.(0) est une fonction
harmonique sur D et lim,_,;- F, = f dans &’(T). En outre, si G : D — C est une fonction harmonique telle
qu'il existe une suite r; — 1~ avec Gy, — f dans &'(T), alors G =F.
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Démonstration. Soit a, := f(n) pour n € Z. C’est une suite a croissance polynémiale. Pour 0 < r < 1
on a

00 —1
F(z)=F.(0)= Z ritlq, e2mind = Z az" + Z az",
nez n=0 n=—00

qui est une somme d'une fonction holomorphe et d’une fonction anti-holomorphe, donc une fonction
harmonique.
Sihe #(T), h(0) =D,y b, ™" alors, en utilisant le Corollaire 2.51,

F.(h) = Z ra, b_, — Zanb_n =f(h) quandr —1".

nez nez

Enfin, soit r; — 17 et G, — f ausens &'(T). Soit 0 <r <1,0 € Teth(¢):=P.(0—¢). Parle
Lemme 3.10,

G,(6) = lim G,, (6)= lim (P, G, )(0) = lim G, (h) = f(h) = (P, = £ )(0) = F,(0).
j—oo J j—ooo J jooo 1/

Remarque 3.12. Si f est une distribution réelle, alors F : D — R.

Remarque 3.13. Pour tout 0 < r < 1 les coefficients de Fourier de F, décroissent exponentiellement,
donc F, € &(T).

3.3 Probleme au bord

Proposition 3.8 montre que, si f est un polynéme trigonométrique, alors F(z) := (P, * f )(6) résout
le probléme au bord
AF =0 dans D et F=f sur 0D=T.

Proposition 3.11 affirme que P, % f est harmonique dans le disque ouvert D méme si f est seulement
une distribution, et P, % f converge vers f au sens des distributions quand r — 17. Il est naturel de
considérer la question de la convergence de P, x f vers f quand r — 1, pour f appartenant a différentes
classes fonctionnelles.

Définition 3.14. Pour 1 < p < oo on définit le “petit” espace de Hardy

h?(D) := {u :D — C : u harmonique et sup f lu(re?™9)P d6 < oo},
T

o<r<1

ulllye := sup [fu(re*™ )5,
o<r<1

Lemme 3.15. Pour tout u € h*(D) il existe 'unique u € #(T) tel que u, = P, % u pour tout 0 < r < 1.

Démonstration. Siu € h'(T), alors il existe une suite r; — 17 telle que U, = We #(T) au sens faible-*.
Par le Lemme 3.10, pour tout r < 1, Uy, = Py Quand r; — 17, la gauche converge uniformément
vers u, et la droite ponctuellement vers P, * u, d’ott u, = P, * U. O
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Théoréme 3.16. (i) Lapplication
M(T)> p— F.(0) := (P *u)(0) (3.1)

est une isométrie /4 (T) — h*(D). De plus, pour tout u € #(T), F, converge vers u au sens faible-*
quand r — 17 et lim, ;- [|F [l = llwll_g-

(ii) Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) u(de)=f(0)d6 avec f € L'(T),
(b) F, converge dans L'(T) quand r — 17,
(c) F, converge vers f dans L*(T) quand r — 1™
(iii) Pour 1 < p < oo lapplication (3.1) est une isométrie LP(T) — hP(D). Pour tout 1 < p < o0 et
f € LP(T), lim,_,;- ||F, — fllzp = 0. Si f € L°°(T), alors F, converge vers f au sens faible-* quand
r—1".
(iv) Les conditions suivantes sont équivalentes :
() u(dO)=f(6)do avec f € C(T),
(b) F s’étend comme une fonction continue sur D,

(c) F, converge uniformément quand r — 1™

Démonstration. La surjectivité est une conséquence du lemme précédent. Par le Lemme 3.10, on sait
que pour tout u € . (T)
tim [1F, i = sup [IF, 2 < llell (3.2)

o<r<1
ou la derniére inégalité provient du Lemme 2.15. Par la Proposition 2.24 (iii), on sait que F, — u au
sens faible-*, donc par la propriété de Fatou il y a égalité dans (3.2), ce qui montre (i).

Quant a (ii), notons que (a) implique (c) grace a la Proposition 2.24, et que (c) évidemment implique
(b). Si F, — g € LY(T), alors u = g, car on sait par (i) que F, — u au sens faible-*.

Sif € LP(T),1 < p < 00, alorsle Lemme 2.18 (i) et la Proposition 2.24 impliquent supy«, <1 ||F;|lz» =
lim, ;- ||F:|lzr = |If||1p, donc F € h?(D), et aussi que lim,_,;- ||F.—f ||, = 0. Inversement, si F € h?(D),
alors Fr]_ a une limite faible-* dans LP(T). En particulier F,J_ — f au sens faible-* dans .#(T), donc
u = f € LP(T). Le cas p = oo est similaire a (i).

Concernant (iv), il est plutét clair que (a) implique (b), car I'extension continue est donnée par
(3.1). Aussi, (b) implique (c). Enfin, (c) implique (a) car on pose f = lim,_,;- F,. O

Remarque 3.17. Notons que si u € h'(D) et u > 0, alors la mesure au bord correspondante u est
également positive, comme une limite faible-* d’une suite de fonctions positives. De plus, I'égalité de la
moyenne implique que |||ul||: = u(0).

3.4 Fonction maximale de Hardy-Littlewood

On s’intéressera maintenant a la question de la convergence presque partout P,xf — f quand r — 1.
On sait que toute fonction f € L}(T) est une limite dans L!(T) d’une suite de fonctions g,, € C(T). Pour
chaque n on a ||P, * g, — gnll;o quand r — 17, et pour chaque r < 1 on a ||P, * (f —g,)|lz~ — 0 quand
n — oo, mais la premiére limite n’est pas uniforme en n et la deuxieme ne l'est pas en r. L'objectif
est d’obtenir une sorte d’uniformité en r. On employera pour cela la fonction maximale de Hardy-
Littlewood.
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Définition 3.18. Pour tout u € .#(T) on définit

|ul(1)

(Mu)(9) = sup{ ;

:0 €ICT, I unintervalle ouvert}.

En particulier, si u(dx) = f(x)dx, on pose

(Mf)(O) :=sup {ﬁj If(p)lde : 0 €I CT, I un intervalle ouvert}.
I

Sans changer la valeur de (Mu)(60), il suffit de se restreindre aux intervalles ayant les extrémités
rationnelles, donc on voit que Mu est une fonction mesurable (en fait semi-continue inférieurement).
Plus précisément, pour chaque I =]q;,q,[ avec q;,q, € Q on pose

M )6) = 0 sifO¢l,
91,42 T % sifel.

, . . . e _ .
C’est une fonction semi-continue inférieurement, donc My = sup, .. Mq 1,q, 4 Aussi.

Bien évidemment, 'application y — M u n’est pas un opérateur linéaire, mais un opérateur dit sous-
linéaire, c’est a dire

M(u+v) <Mu+Mv ponctuellement, pour tous u, v € 4 (T).

Remarque 3.19. Dans la définition de la fonction maximale, certains auteurs préférent considérer les
intervalles de la forme I =]6 — €, 0 + €[ au lieu de tous les intervalles I contenant 6. Cela n’altérerait
qu’assez peu la théorie qui suivra.

On aura besoin du concept général suivant.

Définition 3.20. Soit (X, u) un espace mesurable et 1 < p < oo. On dit qu'une fonction mesurable
g : X — C appartient a 'espace LP-faible si

gll.00 = iulg (APu({x € X : |g(x)| > A})) < oo.

Par convention, on pose aussi ||g||cc.c0 := ||g]|; . On introduit la notation

mg(A) :=p{x : [g(x)| > A}.
C’est une fonction décroissante, continue a droite.

Remarque 3.21. Pour tout A > 0 on a l'inégalité de Markov

f |glPu(dx) = f |glPu(dx) = APm,(Q),
X {lgl>A}

donc ||g|l;peo < ||gllzr pour tout 1 < p < oo et g € LP(X).

Le lemme suivant relie les normes LP aux mesures des ensembles de niveau.
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Lemme 3.22. Pour toute fonction positive mesurable g : X — R,

J g(6)P do =J pAP Img (1) dA. (3.3)
X 0

Démonstration. Considérons '’ensemble mesurable
X xRy DA:={(x,A): g(x)> A}.

Soit y, sa fonction caractéristique. Par le théoréme de Fubini,

f PAP L, 1) A2 u(dx) = f (f PR, 1) 42 ()
XxR, 0

X

g(x)
= J (J pAP1 dk)u(dx) = J g(x)Pu(dx).
X 0 X

oo

D’un autre coté,

f PAPT y(x, A) dAp(dx) = f
XXRy

0

pAP _1( J xalx, l)u(dX)) da,
X

ce qui est égal au membre de droite de (3.3). O

Théoréme 3.23. La fonction maximale de Hardy-Littlewood a les propriétés suivantes :

@D Myl < 3llull g
(ii) pour to(ut)l < p < oo il existe une constante C, < oo telle que ||Mf|l;» < CplIf |l » pour tout
f e LP(T).

Démonstration. Soit u € #(T) et 0 < A < oo. Il faut montrer que [{8 : (Mu)(6) > A} < 3A7H|ull,.
Par la régularité de la mesure de Lebesgue, il suffit de vérifier que pour tout ensemble compact K C T
tel que (Mu)(0) > A pour tout 8 € K, on a |[K| < 3A7!||ul|_,. Par la définition de M, pour tout ¢ € K il
existe un intervalle ouvert I, C T tel que

f ul(d6) > AlL, .
Iy
On en extrait une famille fini I ,...,I . On va montrer qu’il existe une sous-famille

Ji=1xj—aj,xj+a[€{ly,,.... 1, }

d’intervalles disjoints tels que K C UJL.:1 Jxj—3a;, x;+3a;[ (cest la version “finie” du lemme de recouvre-
ment de Vitali). Pour cela, on définit ]x; —a;, x; +a;[ comme l'intervalle le plus long parmi Iy , ..., 4,
Ensuite, on enléve tous les intervalles contenus dans ]x; —3ay, x; +3a4[, et on continue par récurrence.

D’un coté, |[K| < 3 Z]L':1 2a;. D’un autre coté,

L L xj+aj
PRS2 NTCORIM
= =

xj—aj
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Pour montrer (ii), observons d’abord que
IMfllpeo < NIfllzeo

pour toute fonction bornée f. Soit f € L(T) et A:={(6,1) : A < 2| (0)|}. On va démontrer que pour

tout A >0 )

my(2) < %f 14(0,2)1(0)] 6. (3.4)
0

En effet, soit f; := ya(0,A)f(0) et f5(0) := (1 — x4(6,1))f(0). On a alors ||f5l 0« < A/2, donc
IMfallpeo < A/2, done
{Mf > A =H{M(f1 + f2) > AH < {Mfi+ Mfo > A < {Mfy > A/2} + [{Mfo > A/2}]
6

1
2 6
< X”MflllLL‘X’ +0< I”fl“Ll = XL 24(0,2)If(6)]d0,

ce qui prouve (3.4).
Si f € LP(T), alors le Lemme 3.22 nous permet de conclure que

1 e} (ee] 1
f (Mf)(6) do = f PAP Iy (A)dA < J plp_lgj xa(0,2)1f(6)]d6 dA
0 0 0

0

1 o3}
_ %[ s f (p— AP 2x,(6,1)dAd6O
0 0

p—1)
1 2[f ()l
LB O f (p— A2 do
p—1J, 0
6p (' _ 6p x 201 (!
=—L_ 1 jrolfenytdo == J f(0)IF do,
p—1Jo p—1 Jo
1
ce qui est 'inégalité désirée avec C, = 2(3p/(p - 1))". O

1 .
Remarque 3.24. Dans un exercice, on va améliorer la constante et obtenir C,, = %(Bp)l’ , ce qui n'est
certainement pas la constante optimale, mais a le petit avantage de converger vers la constante optimale
1 lorsque p — oo.

La méthode de démonstration de (ii) présentée ici s’appelle interpolation réelle, et on a démontré en
fait un cas particulier du théoréme d’interpolation de Marcinkiewicz.

3.5 Convergence presque partout

Définition 3.25. On dit qu'une approximation de l'identité (¢, )yen €st radialement bornée si

(H4) il existe une suite de fonctions ¥y paires et décroissantes, c’est-a-dire ¥y (6) < ¥y (¢) pour tous
0<¢p=<O< % et tout N, telle que supy |[¥y ;1 < 00 et [®y]| < ¥y pour tout N.

Le lemme suivant fournit un contrdle uniforme des convolutions, nécessaire pour échanger les li-
mites.
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Lemme 3.26. Si (®) est une suite de fonctions vérifiant (H4) et u € # (T), alors

sup |y * u(0)| < (sup ||\I'N||L1)(Mu)(9), pour presque tout 6 € T.
N N

Démonstration. On observe d’abord que pour presque tout 8 € T
@y % p(0)] < (W * |uD(6),
donc il suffit de montrer que pour tout ¥ € L!(T) paire et décroissant, et tout u positif on a
(T *uw)(0) < [|¥]|(Mu)(8), pour presque tout 6 € T. (3.5)

En remplacant ¥(a) par lim,,_,,- ¥(w) pour 0 < a < %, on peut supposer, sans perdre la généralité, que

¥ est continue a gauche sur ]0, %]. Soit v la mesure telle que v([a, 1/ 2]) = ¥(a) pour tout 0 < a < %

Par des arguments standard, cela détermine bien une unique mesure borélienne positive sur ]O, %]. En
utilisant le théoréeme de Fubini on trouve :

! 1 3 !
J W(Q—w)u(dw)=f M(dw)J X{|9—w|s¢}v(d¢)=J J X{0-w|<gii(dw) v(dg)
0 0 0 o Jo
SJ (Mu)(0)2¢ V(d¢)=2(MM)(9)f J X(o<z<¢ydZv(de)
0 o Jo

=2(M.u)(9)f f x{osqsmv(dqb)dé=2(MM)(9)J ¥(8)ddg,
0 0 0

ce qui prouve (3.5) et termine la preuve. O
Théoréme 3.27. Si (®y)5>, vérifie (H1)-(H4), alors pour tout f € L*(T)

Nlim (®y *f)(0)=f(6), pour presque tout 0 € T.
—00

Démonstration. 11 suffit de montrer que pour tout € > 0 I'ensemble {6 : limsupy_, o [(®y * f£)(6) —
f(0)]| = €} est de mesure de Lebesgue nulle. Si f = g+h ot g € C(T), alors limy _, . ||®N*g—gll 0 =0,
donc

{0 :limsup |(®y * f)(O)—f(O)| = e} ={0O : limsup|(®y xh)(0)—h(O)| = €}
N—-oo

N—oo

c{0: sup |[(&yxh)(B)|=¢€/2}U{0 :|h(B)| = €/2},
N—-oo

donc
. 2
{0 : lgrlsup [(2n * f)(0)—f(O)| = €} < g(ll SEP'(Q)N  h)|||1oo + IRl L1.00).

La Remarque 3.21 implique ||h||;1.00 < ||h]|;1. Par le Lemme 3.26,

| sup (@ *R)lllpree < (Sll\llp [y [l )IMAll 100 < 3(511\1[P [yl )Rl

Comme ||h||;1 peut étre rendu arbitrairement petit, la preuve est terminée. O
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Corollaire 3.28. Soit f € L(T) et F, := P, % f son extension harmonique sur . Alors lim,_,;- F,(0) =
f(8) pour Lebesgue presque tout 8 € T.

Démonstration. Le noyau P, est radial et décroissant, donc vérifie (H4). O

Remarque 3.29. Voir 'Exercice 3.5 pour un résultat plus fort sur la convergence non tangentielle.

Corollaire 3.30. Pour tout f € L*(T),
Jim (K f)(0) = f(6), lim (Vi x f)(0) = f(6),
—00 N—oo
pour presque tout 6 € T.

Démonstration. 11 suffit de vérifier que le noyau de Féjer et celui de de la Vallée Poussin satisfont (H4).
O

Remarque 3.31. Kolmogorov a montré qu’il existe f € L!(T) tel qu’il n’est pas vrai que (Dy * f)(60)
converge vers f(6) pour presque tout 6 € T. Carleson a montré que (Dy * f)(0) converge vers f(6)
pour presque tout @ € T si f € L?(T). Hunt a obtenu la méme conclusion pour f € LP(T) pour tout
p>1.

Lemme 3.32. Soit u € h*(D), u, = P, * u, et posons u*(0) := supg,; |u,(8)| pour tout 6 € T. (On
appelle u* la fonction maximale radiale de la fonction harmonique u.) Alors

(1) u*(0) < (Mu)(0) pour presque tout 6 €T,

@) e < 3lllulllp-

Démonstration. L'affirmation (ii) est une conséquence directe de (i) et du Théoréme 3.23. Comme les
noyaux P, sont positifs et décroissants, on obtient (i) par le Lemme 3.26. O

3.6 Transformée de Hilbert sur T

Siu : D — R est une fonction harmonique, alors on note # : D — R 'unique fonction harmonique
telle que ©(0) = 0 et u + it est holomorphe.

Si f un polynéme trigonométrique réel, f (6) = a, +Zg:1(an62“i”9 +a,e2""9) alors son extension
harmonique est

N
u(z) =ap+ Z(anz” +a,z") = (P, x £)(0), ol z = re2mif
n=1

donc on voit que

3 S < 2rsin(276)
i(z) = D (—ia,a" +iG,2") = (Q #£)(0), Q.(0):= —ig"+ » i7" =
n=1 =1

B 1—2rcos(2mO) + r2

(la derniéere formule sera vérifiée dans 'Exercice 3.1). La restriction au cercle unité,

N
g(e) — ﬁ(eZTEiQ) — Z(_ianeZﬂTiHQ + iane—Znine )’
n=1
est un polynoéme trigonométrique T — R qu’on appelle la transformée de Hilbert de f et on écritg =Hf .
On étend H sur 'ensemble des polyndmes trigonométriques a valeurs dans C en demandant que H soit
C-linéaire. Ensuite, on I’étend sur d’autres espaces par densité, ce qui conduit a la définition suivante.
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Définition 3.33. Pour toute distribution ¢ € &’(T) on définit sa transformée de Hilbert Hp € &#'(T)
par la condition

(He)(n) = —isgn(n)p(n),

ou sgn(n) =1 pour n > 0, sgn(0) = 0 et sgn(n) =—1 pour n < 0.

Sip € #'(T) et f € #(T), alors, en utilisant le Corollaire 2.51, on trouve

HP)F) =D (—D)sgn(m)§(n)f(—n) == > $(n)(—i) sgn(-n)f (—n) = —p (H ). (3.6)

nez nez

Proposition 3.34. Pour tout f € &’(T;C) et |z| <1

F(z):=((P, +iQ,)  f)(0) = (P, +(f +iHf))(0) = F(0)+2 > F(n)e",  pour tout || <1,

n=1
en particulier F : D — C est une fonction holomorphe.

Autrement dit, Hf est 'unique (a une constante pres) distribution telle que 'extension harmonique
de f +iHf sur D est une fonction holomorphe. Comme un sous-produit, on voit que Q,. * f = P, x(Hf)
pour tout f € &’(T), donc, par la Proposition 3.11, Q, * f — Hf quand r — 1~ dans la topologie
&' (T).

Démonstration de la Proposition 3.34. La suite a,, := f(n) est a croissance polyndmiale, donc la formule
G(z):=f(0)+2 ZSZ 1 f(n)z" définit une fonction holomorphe sur D. En comparant les coefficients de
Fourier on vérifie que les deux autres formules définissent la méme fonction. O

Proposition 3.35. Pour touts € R et f € H*(T), |Hf |lgs = IIf |l gs-
Démonstration. Cela résulte directement de la définition de la norme H?. O

On passe maintenant a la question de la continuité de la transformée de Hilbert dans L?(T) pour
1 < p < 00. La clé est d’obtenir des estimations dans I'espace L!-faible.

Proposition 3.36. Il existe C > 0 tel que pour tout u € h'(D) il y a ||i*||;1.0 < C|||ulllp1, autrement dit
pour tout A >0

— - C
{6 eT:u*(6)> A} =|{60 €T: sup [T, (0)>A}| < z|||u|||hl.
o<r<i1

Démonstration. D’abord, on explique comment réduire le probléme au cas u > 0. Soit p = uP —u® +
in® —iu™ la mesure au bord correspondante & u par le Théoréme 3.16 (i), _avec ,li,Ei) = 0 pour E
{1,2,3,4}. Soit u(2) := P, x«u(0), donc u = u® —u® + iu® —iu® et T = u® —u@ + ju®) — ju®.
On voit que

4
Y A
0eT: sup |u.(0)> A} c eT: sup |[uld (8)>—=}|.
k sup [7,(0)] > 23] :1|{ sup [0,(0)]> =

j

11 suffit donc, quitte a modifier la constante C, de traiter le cas u > 0. Comme u est harmonique, en
fait u(z) > 0 pour g € D. Soit F :=i(u+itu) =—u+iu, F: D — {z =x+1iy : y > 0} holomorphe. On va
montrer dans un instant que pour tout A > 0 il existe une fonction harmonique positive w;(z), définie
pour tout y > 0 et telle que
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— |x|> 2 = w(z)> 1,

, 2
— wy(iy) < 3.
Supposons que c’est vrai et considérons la fonction harmonique w; o F. On va appliquer le Lemme 3.32
(ii) a cette fonction. Observons d’abord que, voir Remarque 3.17,
2[llulll

llwa o Flllp = wj 0 F(0) = w;(iu(0)) = wa(illlullln) < o

Ensuite, si () > A, alors il existe 0 < r < 1 tel que |%,(0)| > A, ce qui implique, avec z = re?™,

w; oF(z) > %, donc (w; o F)*(0) > 1 autrement dit
~ 1
{9 eT:u*(0)> A} C {9 €T:(wyoF)(0)> 5},

on en déduirait donc que

L2||[eelllp

e N 1
{0 eT: i (0)>A}| < ‘{9 ET: (w0 F) (0)> 5}‘ <3x 2w 0 Flly < =5

Un choix possible pour la fonction w, est donné par

1 ydt .
wl(x,y) = ; LA m, aVeCAl = ]—OO,—A.[U]A,, OO[

iopn +—Y_ — L (l1_1 i i Lrivati
La fonction - — = zm(z z) est harmonique pour y > 0, donc w, aussi, par dérivation sous le

signe de I'intégrale. Par un calcul direct on vérifie que

oy 1 yde 2 y 2y
wy(iy)= ELA iy %arctan(i) < Py

et que si, par exemple, x > A, alors

(e ] o
) 1 ydt 1 ydt 1
wx+iy)>— — > — =—.
2 y) ”Jx (t—x)2+y2 n_fo t2+y2 2
0

Remarque 3.37. La fonction w; est 'extension harmonique de la fonction indicatrice de I'ensemble A;
sur le demi-plan y > 0, et %#yz est en fait le noyau de Poisson de ce demi-plan.

Corollaire 3.38. Il existe une constante C > 0 telle que pour tout f € L2(T)
IHSf [[pnee < ClIf Nl (3.7)
Démonstration. Rappelons que (3.7) signifie que
C
{6 €T |(HF)(O) > A}| < E||f||L1, pour tout A > 0.
Soit u, := P, x f et U sa fonction conjuguée, donc i, = Q, * f = P, x (Hf ). Comme on suppose f €
L*(T), on a Hf € L*(T) c L'(T), donc le Corollaire 3.28 implique lim,_,;-,(0) = (Hf)(6) pour

presque tout 6 € T. En particulier, |(Hf)(8)| < u*(6) pour presque tout 8 € T, et il suffit d’évoquer la
Proposition 3.36. O
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Corollaire 3.39. Pour tout 1 < p < 00 il existe C = C(p) tel que
WHf e < Cllf o, pour tout f € LP(T). (3.8)

Démonstration. On sait que ||[Hf |2 < ||fll;2 et ||Hf || 100 < C|If|l;1 pour tout f € L2(T). Par le Théo-
réme 3.49, voir I'Exercice 3.4, on obtient (3.8) pour tout f € L*(T) et 1 < p < 2. Si maintenant
f € LP(T), alors soit f;, € L2(T) une suite telle que limy_, o0 ||f — fill» = 0. Alors (3.8) implique que
Hf est une suite de Cauchy dans LP(T), donc il existe g € LP(T) tel que limy_, o ||[Hf — gll;p = O
et [1gllee = limy oo IH Skl < Climpoo lIfklle = ClIfllzp. Il reste & montrer que Hf = g comme
distributions, ce qui est vrai car, pour tout h € &(T), (3.6) donne

(HF)(R) =—f (HR) == lim fi(HR) = lim (Hfi)(R) = g(h).

Ensuite, soit 2 < p < 00, p’ €]1,2] I'exposant dual et f € LP(T) C L3(T). Pour tout g € L2(T) on a

1
f @(Hf)(e)de‘ = > &m)(—0)sgn(n)f (n)| = ‘—Z(—i)sgn(n)@(n)f(n)
0 nez nez
1
= J (Hg)(0)f (06| < [[Hgll I llze < Cligllor 1 110
0
ce qui implique Hf € LP(T) et (3.8). O

Théoreme 3.40. Pour tout 1 < p < oo la famille {Sy} est bornée dans £ (LP(T)).

Démonstration. Il suffit de montrer qu’il existe une constante C > 0, indépendente de N, telle que
ISy fll» < C pour tout polyndéme trigonométrique f tel que ||f ||, < 1.

On revient dans cette preuve aux notation du Chapitre 2, donc x désigne un élément de T. Pour un
polyndme trigonométrique g notons (P, g)(x) := Z:Zl g(n)e?™x_ Alors

e—27‘ci(N+1)xP+(62ﬂ:i(N+1)Xf) — Z ]c\(n)eZninx,

n>—N

e2niNxP+(e—2m'NXf): Z f(n)ezmnx,

n=N+1

et la différence des deux c’est exactement Sy f. La preuve sera donc fini si ||P,g||;, < %C pour tout
polyndme trigonométrique g tel que ||g]||;» < 1, ce qui est vrai car P, g = %iH g+ % g— %’g\(O). O

3.7 Représentation de la transformée de Hilbert comme convolution

Par la définition, la transformée de Hilbert H est un multiplicateur de Fourier, elle peut donc s’écrire
comme produit de convolution avec une distribution :

Hf =Qx*f, ol1 Q est caractérisé par Q(n) = —i sgn(n).

Peut-on écrire Q avec une formule explicite ? En regardant les coefficients de Fourier on voit que Q, — Q
au sens &/(T) quand r — 17, donc on est tenté d’écrire

Q(6) = lim Q,(0) = lim — 22T _ coy(np),

—1-1—2rcos(2m0) +r2
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mais comme cette fonction n’est pas intégrable, il n’est pas clair quelle est sa signification comme dis-
tribution. La réponse est qu'’il faut I'interpréter au sens de la valeur principale.

Lemme 3.41. Pour tout f € #(T)

Q)= llmf cot(rd)f (¢)de.
lp|>e

Démonstration. Ecrivons f(¢) = f(0) +sin(n¢)g(p) avec |||l oo < |If’|l 0. Alors

1
lirgJ cot(np)f(¢p)de =f cos(n¢)g(¢)de.
T Jigl>e 0

Pour calculer Q(f), on utilise le fait que Q(f) =lim,_,;- Q,.(f). Par la formule pour Q,, on trouve

! _ ! 2rsin(2m¢) sin(me)
JO Q,(#)f (#)d¢ —L o cos(ong) £ 3849

Par des identités trigonométriques, apres un peu de calcul, on obtient

[

quand r — 17, donc lim, ;- [, Q.(¢)f (¢)d¢ = [; cos(m)g(¢)dg. O
Corollaire 3.42. Soit Q. := y(jg|>¢} cOt(n0). Pour tout ¢ € &'(T)

2rsin(27t¢) sin(nt¢) '

1—2rcos(2m¢p) + r2

_cos(mj))‘ dé =f a—ry |cos(nd)|d¢p — O

o 1—2rcos(2m¢)+r2

liI(I)l+ Q.xp=Qx¢p=Ho au sens &'(T). (3.9

Démonstration. Comme corollaire de la preuve, on voit en fait que pour tout f €& (T)ettout e >0 on
a|Q.(f) < IIfll o, en particulier |Q (n)| < 27|n|. (En réalité, |Q (n)] < C avecC qui ne dépend ni de
n, ni de €, mais on n’en a pas besoin pour cette preuve.) Si f € &(T), alors la suite ¢(n) f ( n) décroit
plus vite que toute fonction rationnelle, donc

Qe *)f) = D . Q(Mp(mF (—n) > D AG(n)F (—n) = (Q* $)(f)-

nez nez

O

Une question naturelle est si on aurait pu démontrer les bornes L et L? sur la transformée de
Hilbert en se basant sur (3.9) au lieu d’exploiter le lien avec les fonctions harmoniques et holomorphes.
Il s’avere que C’est possible, on y reviendra.

Proposition 3.43. Pour tout 0 < a < 1 il existe C = C(a) tel que

1H fllcoe < ClIf [lco-

Démonstration. On la fera comme exercice quand on parlera de la théorie de Calderén-Zygmund. [
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3.8 Théoreme d’interpolation de Marcinkiewicz (*)

La démonstration du Théoréme 3.23 (ii) reposait sur une décomposition de la fonction f selon ses
ensembles de niveau. On présente dans cette section (facultative) un résultat plus général, ou cette
méme idée est exploitée. Voici notre objectif.

Théoreme 3.44. Soit (X, u) et (Y, v) deux espaces mesurables. Soit T une application qui a toute fonction
étagée dont le support est de mesure finie associe une fonction mesurable Y — C, et supposons qu’il existe
K > 0 tel que pour toutes fonctions étagées f et g

IT(f +g)| <I|Tf|+]|Tgl, presque partout. (3.10)

Soit 1 < p1,py < 09, q1 = Py, 42 = P2 et qq 7 qo. Pour tout 0 < 6 < 1 soit pg et qg les nombres définis

par les conditions
1 6 1-06 1 6 1-6
— = , —=—t :
Po D1 P2 do 1 dz
Supposons que ||T f || 5.0y S Ajll f Il vi(x), J € {0,1}. Alors pour tout 0 < 6 < 1 il existe Ag > O tel que

ITfllLee < Agllfllpee-

Il existe d’autres versions de ce théoréme, ainsi que plusieurs démonstrations (en utilisant notam-
ment les espaces de Lorentz dont on ne parlera pas dans ce cours). Celle qu'on verra ici peut étre trouvée
dans [7]. Notons que le cas p; = q; et p, = g, est plus simple que le cas général, on le traite dans
I’Exercice 3.4. La référence standard pour la théorie d’interpolation est [1]. Le premier chapitre de [3]
contient une présentation plus concise du sujet, et pourtant suffisante pour beaucoup d’applications.

(3.11)

Remarque 3.45. Le théoréme reste vrai si on remplace (3.10) par |T(f + g)| < K(|Tf|+ |Tg|) pour
une constante K < oo, mais le preuve qu’on donnera ici ne s’applique pas.

On a besoin d’'un peu de préparation. L'idée principale sera, tout comme dans la preuve du Théo-
reme 3.23 (ii), de décomposer une fonction donnée selon ses lignes de nivaux.

Lemme 3.46. Pour toute fonction positive mesurable g : X - R, et 1 <p < 00

1
(1-27)> 2"m (2" < f g(O)Pdo < (2P —1) > 2" m, (2",
0

nez nez

Démonstration. Par le Lemme 3.46,

2n+1

1 o)
JO g(0)Pdo = f pAPIm (M) dA =) pAPimg (1) dA.

0 nez J 2an
Clairement, mg(A) < m,(2") pour A € [2", 217 et mg(A) = my(2") pour A € [271 277, donc

2n+1

1
f g(O) do < > my(2") pAPTTdA= (2P —1) ) 2"Pmy(2")
0

nez 2n nez

et

1 an
f HOZEDY mg(z")f pAPT A= (1—277) > 2" m, (2").
0 on-1

nez nez
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Remarque 3.47. Ici et plus tard, on écrira A S B ¢'il existe une constante universelle (c’est-a-dire, qui ne
dépend d’aucune autre quantité considérée dans le probleme) telle que A < CB. De maniére analogue,
AZBsiA>CBetA~BsiASBetAZ B.OnécritA SPLPZ:W B etc. siA < CB avec C qui peut dépendre
des quantités py, po, .. ..

Démonstration du Théoréme 3.44. Traitons d’abord le cas q;,q, < 00. Par la symétrie on peut supposer
p1 < p,. Le cas particulier p; = p, est plus facile, on suppose donc que p; < p,. Soit f : X — C une
fonction mesurable. On écrit p = py et ¢ = qy. Sans perdre la généralité supposons que

D2®me2) =1 = ||fllp=, L (3.12)
nez
On la décompose selon ses lignes de nivaux :
f= ka = Z X2k<|f|<2c+1)f
kez kez

Notons que f; # 0 seulement pour un nombre fini d’indices k € Z pour une fonction étagée f .
Pour toutk€Zet0<A<ooona

a1
My (A) < AN T fillfy o < ARAT Sl S,y 20205 myp (29971

La1,%° —
De maniere similaire,
a2
— k kypy
mTfk(l) SAsz AT92292 mf(2 )pZ .
133 . . . o
On peut vérifier facilement que pour A < 2km f (2%)72 1a premiére estimation est plus intéressante, alors

2L -
que pour A > 2km f(2k)P2 la deuxiéme remporte.

Rappelons que notre but est d’obtenir une estimation sur ),
n,k € Z et pour tout n € Z

nez 2" mr¢(2"). Soit ¢, = 0 pour

ch,k <1 (3.13)

keZ
Comme |Tf| <>, |Tfil,ona

. _ a _ a2
myp(2") < > mpp (c2") Sanq, 2 min (62" 020K m, (25)m, (¢, 2" 2 2%k m, (29) ).
kez kez

Il reste a trouver des nombres c, i vérifiant (3.13) tels qu’on puisse borner

qn s n\—q; 9q:1k ko n\—qz 9qzk kype
> 20" min ((c, 2" 020K mp (2671 (¢, 2" 222K m e (2K)2). (3.14)
n,kez

Soit q;, := 2kpmf(2k). Par la normalisation (3.12) on a a; < 1, donc aZj/pj < a; pour j € {1,2}, donc

(3.14) < sup Y 29" min ((c, 2" 20 7P/P0aK (¢, ony20(p/p2)ask) (3.15)
keZ nez

Soit x; > 0> x, et @ € R tels que pj_1 =p '+ X; et qj_1 =q '+ ax; pour j € {1,2}. 1l est possible de
trouver x; et a grace aux conditions (3.11). Avec cette notation, (3.15) devient

(3.14) < sup Z min (¢, ) 209% KRB (¢ )920(aakp)x2 ),
k€Z ey
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On peut prendre par exemple ¢, ; = c27Plnae=kpl o4 0 < B < min(x;,—x,) et ¢ > O est choisi assez
petit pour que (3.13) soit vérifié.
Pour g; = 00 ou g, = oo la démonstration peut se faire de maniere analogue. O
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3.9 Exercices
Exercice 3.1. Soit 0 < r < 1, P, € &(T) défini par P.(0) := w&w, et Q, € &(T) défini par

Q,(0)= % Vérifier que P,(0) = (HZ) etQ,(0)= ,5(1+Z) pour z € D. Calculer P,(n) et

Q,(n) pour n € Z. Montrer que {P, }o<,<; est une approximation de I'identité, alors que {Q,}o<,<; ne
l'est pas.

Exercice 3.2. Démontrer I'égalité de la moyenne en calculant 2 Ir fqr u(z+re®*)do et en intégrant par
parties.

Remarque 3.48. Il y a une formule plus générale dite formule de Jensen :

J f(z+re2”19)d0 —flz)= JJ log |Af(w)dw
D(z;r)

ou dw est la mesure de Lebesgue en dimension 2 et D(z;r) := {w € C : |w—2| < r}. Vous pouvez la
démontrer si vous avez le temps, en utilisant I'identité de Green par exemple.

Exercice 3.3. Le but de cet exercice est de se familiariser avec la démonstration du Théoréme 3.23 en
essayant d’améliorer la constante C,.

(i) Soit0<A<oo,0<a<1etposonsA:={(0,A):ar<|f(0)|}. Montrer que

1
{Mf > 2} < ﬁj x4(0,2)1£(6)]d6.
0

Observer que pour a = 0 on retrouve (i) du Théoréme 3.23, alors qu’en prenant A > ||f ||~ et
A7 fllee < a <1 onobtient |[Mf]lge < ||f|lzco-

(ii) A l'aide du Lemme 3.22, en déduire que

1
f (Mf)(6)do < J If ()P db.
0

(p 1)(1 a)ar~!

1
(iii) Optimiser en a pour conclure la démonstration du Théoréme 3.23 (ii) avec C, = %(3p)5.

Exercice 3.4. Le but de 'exercice est de démontrer le cas particulier suivant du théoréme d’interpolation
de Marcinkiewicz.

Théoreme 3.49. Soit (X, u) et (Y, v) deux espaces mesurables, 1 < p; < p, < 00 et T une application
définie sur LP1(X)NLP2(X), a valeurs dans Uensemble des fonctions mesurables sur Y. Supposons qu'il existe
une constante K > 0 telle que

IT(f +2)| <K(T(f)|+|T(g)])  presque partout, pour tout f,g € LP1(X) N LP2(X),
et qu’il existe des constantes 0 < A;,A, < 00 telles que

ITUMppicory SAjlIflricxy,  pour tout j € {1,2} et f € LP1(X) N LP*(X).
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1_16 , 6
Alors pour tout 0 < 6 < let 5 ==+

ITUMerery <Alfllexy,  pour tout f € LP1(X) N LP2(X),
o, avec les conventions usuelles dans le cas p, = 00,
1
A=2k(—L— ¢ B _)Pal-0ag.
P—P1 P2—P
() Soit A := {(x,A) : A < §7|f(x)|}, o1 & > O sera choisi plus tard. Considérons d’abord le cas
p> < oo. En décomposant f = fi + fp, ol f1(x) := (1 — xa(x, A))f (x) et fo := yalx, A)f (x),
montrer que pour tout A > 0

2KA, 2K

AAZ ) J (1= zaCe, A)If () P2 u(dxc).
X

myg(0) < (52)" f 2406, MIF (P u(da) +
X

(ii) A laide du Lemme 3.22, en déduire que
2KA )P 1 2KA,)P2

e, < p( EAE Ly B sy,

p—p1 OP7P1 py—p

Choisir 6 de sorte que les deux termes entre les parenthéses soient égaux et conclure la preuve
dans le cas p, < ©0.

(iii) Dans le cas p, = oo, prendre & := (2KA,)™! et montrer que

2KA,

mrW) < (52" J 206, DI F (I p(d),
X

puis procéder comme dans (ii).
Remarque 3.50. Dans le cas p; =1 et p, = 2, cet exercice nous sert a démontrer le Corollaire 3.39.

Exercice 3.5. On va améliorer ici le Corollaire 3.28. Pour 0 < a < o0 et 6, € T on définit [,(6,) :=
{z =re?™0 eD: |0 -6, < all— r)} (Cest un cone avec un sommet en z = e2™%). On va démontrer
le résultat suivant.

Proposition 3.51. Soit f € L(T), F, := P, % f son extension harmonique sur D et 0 < o < 00. Alors

lim F(z)=f(6y), pour Lebesgue presque tout 6, € T.
r—1-, zel,(6y)

(i) Montrer qu'’il existe une constante A = A(a) telle que P.(¢p —p) < AP.(¢) si |[Y| < a(1—r).
(i) Montrer que supjg_g,|<q(1—r) [F(2)] < AMf)(6p).
(iii) Conclure comme dans la Section 3.5.
Exercice 3.6. Démontrer le théoreme de différentiation de Lebesgue :

Théoréme 3.52. Pour tout f € L'(T)
O+e€
lim — flp)de = f(6), pour presque tout 6 € T.
e—0t 2€ O—e
Ensuite, en reprenant la démonstration du Théoreme 3.27, montrer une version plus forte, notam-
ment que presque tout § € T est un point de Lebesgue de f :
O+e¢

1
lim — If(¢)—f(8)|de =0, pour presque tout 6 € T.
e—0+ 2€ O—e
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Chapitre 4

Transformée de Fourier dans R¢
et distributions tempérées

4.1 Rappels sur les mesures et les espaces de Lebesgue

On note ./ (R?) 'espace des mesures boréliennes complexes sur RY.

Définition 4.1. La transformée de Fourier de u € .4 (R?) est la fonction i : R — C définie par

ug) = f e 2 1 (dx), pour tout & € R,
Rd

On voit que ,GAest une fonction continue (convergence dominée) et ||ull;o < ||l 4. Si pu(dx) =
f(x)dx, on écrit f(&) au lieu de p(&).
Pour u € 4 (R?) et y € R? on définit (Tyu)(E) := u(E —y).

Proposition 4.2. Pour tout u € #(R?), y e R? et w € R?

TAE) = e 2 ERE),  pour tout & €RY,

e, (&) =M —w), pourtout & €RY, ot e, 1= e2TX

Définition 4.3. Pour f, g € L'(R?), on définit la convolution f % g par la formule

(f x2)(x):= f flx—y)g(y)dy, pour presque tout x € RY. 4.1

R4
Lemme 4.4. Le produit de convolution a les propriétés suivantes :
@ 1If *gllee < Ifliollglizs, pour 1 <p < oo, f € LR NLP(RY) et g € L'(RY),
(i) si f,g e LYRY), alors f/;<\g = f§,
(i) |If *gllcoe < IIfllcoellglips, pour 0 <a <1, f € LNRHNCOHRY) et g € L' (RY),
(iv) sil<p < oo, %ﬂ% =1, f e LR NLP(RY) et g € LY(RY) N LP'(RY), alors f * g € C(T) et
I1f * gllzee <N fllollglly
W sil+=+g fel'®)INLPRY et g € 'R N LIRY), alors [If  gllzr < If i ligllie
(Uinégalité de Young).
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Remarque 4.5. Enréalité, dans (i) il suffit de supposer f € LP(R?). De méme, dans (iii) on peut prendre
f e c%*(RrY), dans (iv) f € LP(RY) et g € LP (R?), et enfin dans (v) f € LP(RY) et g € LI(R?). On peut
montrer qu'a chaque fois la formule (4.1) a un sens pour presque tout x € RY.

Définition 4.6. La suite (®y)y2; C L'(RY) est une approximation de lidentité si

(HD) fRd &, (x)dx =1 pour tout N,

(H2) supy [p, [y (x)I(dx) < oo,

(H3) pour tout § > 0, limy_, oo f|X|Z5 |®x5(2)|(dx) =0.

Proposition 4.7. Soit (&) une approximation de Uidentité. Si1 < p < oo et f € LY(R?Y)n LP(R?), alors

limy o0 |®y % f — fllzr = 0. Si f € LY(RY) N Co(R?) (fonctions continues qui tendent vers 0 & linfini),
alors limy_, o0 ||®n * f — f o0 = 0.

4.2 Transformation de Fourier dans ’espace de Schwartz

Sia=(a,...,ay) € N est un multi-indice, alors on note sa longueur |a| := a; + ...+ ay. Pour
— d forin 0 . T4 aj asr 174 2Y¢ 5N
x = (xq,...,x7) € R® on écrit x* := l_[jzl x;’, et 0% = 1_[]:1 % €N supposant que la derniere
J

expression a un sens.

Définition 4.8. On définit I’espace de Schwartz
F(RY) :={¢p € C®°RLC) : x*3P¢p € L°(R?) pour tout a, f € N¢}.
On munit &(RY) d’une topologie définie par la famille des semi-normes

pn(9):= sup [x*3Pllpeo.

lal+Bl<N

Lespace topologique #(R?) est métrisable, par exemple par 5(¢, ) := D.noy %, donc la

topologie est complétement caractérisée par la convergence des suites. Pour ¢, ¢, € &(R?) on a

lim ¢, =¢ ausens ¥(RY) < lirro10pN(¢n —¢) =0 pour tout N € N.
n—

n—>oo

Proposition 4.9. Lespace &(R?) est complet (c’est donc un espace de Fréchet) et séparable. Lensemble
F(RY) est dense dans LP(RY) pour tout 1 < p < 00, ainsi que dans Co(R?) (Uespace des fonctions continues
RY — C qui tendent vers 0 quand |x| — 00). O
Exemple 4.10. Voici quelques exemples d’opérateurs linéaires continus & (R?) — & (R9) :
(i) Pour tout x, € R la translation © x, est définie par 7, (¢) :=x — ¢ (x — x).
(ii) Pour tout A > 0 la dilatation d, est définie par d;(¢) := x — ¢(x/A).
(iii) La réflexion est définie par ¢ := x — ¢(—x).

(iv) Plus généralement, si A est une matrice inversible d x d, alors I'application qui a ¢ associe ¢ oA
est un opérateur continu & (R?) - &(R).

(v) Pour tout a € N? Popérateur de la dérivation 8% associe & ¢ € (R?) la fonction 3%¢.
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(vi) On note 7(RY) I'ensemble des fonctions h € C°°(R?) telles que pour tout a € N9 il existe C,
et k, vérifiant |(8%h)(x)| < C,(1 + |x|)*« pour tout x € RY. Si h € F(R?), alors Popérateur de
multiplication qui a ¢ € &(R?) associe h¢ est continu &(RY) — & (R?).

Définition 4.11. Soit ¢ € &(R?). La transformée de Fourier de ¢, notée a)\ : R — C, est définie par
55\(5) = f e 2™ € (x)dx, pour tout & € R,
Rd

On pose F ¢ := $ et on appelle & la transformation de Fourier.

Proposition 4.12. La transformation de Fourier sur &(R?) a les propriétés suivantes :
D F(0%%)= (271:1')'“'5“(;5\, pour tout ¢ € F(R?) et a € N,
(ii) 3a<7>\= (—27ri)|“|9'(xaq’>), pour tout ¢ € S (RY) et a € N,
(i) F(t,,¢)= e—zmxo-ga’ pour tout ¢ € L (R?) et x, € RY,
(iv) F(e2™xep)= Tw(;ﬁ\, pour tout ¢ € F(RY) et w € RY,
v) ZF(d,¢)= Addqul/;, pour tout ¢ € L (RY) et A >0,
o) F(P) = (a;)v, pour tout ¢ € & (R?),
(i) F(¢p oA)=|det Al ¢ o (A1), pour tout ¢ € #(R?) et A une matrice inversible d x d.

Démonstration. Vérifions par exemple (vii). Pour tout £ € R? on a, avec le changement de variable
y =Ax,

F(¢ OA)(€)=f

R4

&2 3 (A(x)) dx = | det | f e WS p(y) dy = | detA F((AT)E).

R4

O

Si ¢, € F(RY), alors leur convolution est définie par la formule (qb xYP)(y) = fRd o(y —

x)p(x)dx. 1l est facile de vérifier que ¢ %1 € &(R?) et qu'on a les relations d) xY = ¢1,b (]51,[) qb *Q,b
%P xp) =(3¢) 1 etc.

Théoréme 4.13. (i) Lapplication & est un automorphisme de & (R%), d’inverse
Fh(x) = J e2™xCa(E) dE, pour tout x € R,
R4
(i) Pour tous ¢, € (R?) la formule de Plancherel est vraie :

f %J(é)d&f PGP dx.
R4 Rd

Démonstration. Voir des textes standard sur la transformation de Fourier ou [2]. Rappelons que la
preuve habituelle de (i) repose sur l'identité

m(g) =™ o T(E)=eTl oulL(x):=ede ™ R,

On trouve (T, * f)(x) = f]Rd e2nix~ge—ne2|£|2f(£) d& et on passe a la limite € — 0, en utilisant le fait que
I, est une approximation de I'identité. O
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Remarque 4.14. Souvent on définit la transformée de Fourier par (Z ¢)(&) = fRd e € (x)dx, ce qui

conduit & (F9)(x) = G [ga € EP(E)AE et [, PEIP(E)dE = (2m)* [, d(xIP(x) dux.

v

Remarque 4.15. Souvent on note ¢ la transormée de Fourier inverse de ¢. Dans ces notes, ¢ est
toujours la reflexion et Z 1¢ la transformée de Fourier inverse.

Remarque 4.16. Notons que pour tout ¢ € F(R?) on a & /(\a ) = ¢. En effet, on voit que pour tout
€ Z(RY), on a (F1p)(—x) = (F)(x), et on pose 1 = §.

4.3 Distributions tempérées

Définition 4.17. On note #'(R?) I'espace dual de &(R?), c’est & dire 'espace des applications C-
linéaires continues u : &(R?%) — C. Concernant la topologie, on se servira uniquement de la notion de
la convergence de suites :

u, — u au sens 'R < u,(¢) — u(¢) pour tout ¢ € F(RY).

On dit qu'un opérateur T : &'(R?) — &/(R?) est continu si u,, — u au sens &’'(R?) implique Tu,, — Tu
au sens &’ (R9).

Proposition 4.18. Pour tout u € &'(R?) il existe N € N et C > 0 tels que |u(¢)| < Cpy($) pour tout
¢ € S(RY).

Démonstration. Supposons le contraire. Alors pour tout N € N il existe ¢y € & (R?) tel que py (¢y) < %
et [u(¢y)| = 1. Cela signifie que ¢y — 0 dans (R?) mais u(¢y) + 0, donc u ¢ &'(R?). O

On a aussi un résultat de type Banach-Steinhaus :

Proposition 4.19. Si (u,) € &'(R%) une suite telle que supy |u,(¢)| < oo pour tout ¢ € &(R?), alors
il existe N € N et C > 0 tels que |u,(¢)| < Cpy(¢) pour tout n €N et ¢ € & (RY).

Démonstration. On omettra la preuve, qui repose sur le théoréme de Baire dans 'espace complet & (R?).
O

Exemple 4.20. Voici quelques exemples de distributions tempérées qu’on rencontre souvent.
() Sif €Ll (R?) etil existe k tel que (1 + |x|)7*f(x) € L' (RY), alors on définit Ty € '(R?) par

loc
la formule T;(¢) = f ga f (x)@(x)dx. Notons I'absence du conjugé complexe. Souvent on écrit f
au lieu de T¢. On a en particulier & (RY) ¢ &/(R?). On peut montrer que T =0ausens & "(RD)
implique f = 0 presque partout.
(ii) La distribution “delta de Dirac” en x, € R%, notée 5, est définie par 6, (¢) = ¢ (xo).
(iii) Plus généralement, a toute mesure complexe u € 4 (R?) on associe la distribution tempérée
T, € &'(R?) définie par la formule T,(¢)= f]Rd ¢ (x)u(dx). Souvent on écrit u au lieu de T),.

(iv) Aussi, toute mesure de Radon (positive) telle que pu(B(0,R)) < (1 + R)* définit une distribution
tempérée.
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(v) Un exemple d’'une distribution tempérée qui n’est pas une mesure est donnée par la valeur princi-
pale de %, notée V'p(%) et définie par

(VP(%))W’) = Eli>n(;1+f @ dx, pour tout ¢ € Z(R).

[x|>e

Définition 4.21. Pour tout opérateur continu T : & (R?) —» Z(R?) on définit un opérateur continu
Tt: #(RY) —» &/(RY) par la formule (Ttu)(¢p) = u(T¢).
Exemple 4.22. En utilisant ce principe, on peut définir plusieurs opérations sur les distributions.
(i) Pour tout x, € R? et u € #'(RY) on pose (Txou)(gi)) = u(T_XOqS).
(ii) Pour tout A > 0 et u € &’(RY) on pose (d,u)(¢) := Au(d;-1¢).
(iii) La reflexion de u € &'(RY) est définie par ii(¢) := u(¢p).
(iv) SiA est une matrice inversible, alors (uoA)(¢) :=|detA| L u(¢p 0cA™Y).
(v) Pour tout a € N9 on définit (9%u)(¢) := (—1)u(3%¢).
(vi) Sihe T(R?), alors on définit (hu)(¢) := u(h¢).
(vii) Pour tout u € '(RY), sa transformée de Fourier Zu = i € &'(R?) est définie par la condition
u(¢) :=u(e).
11 faut comprendre ces définitions de la maniere suivante. On sait que T_y, €St un opérateur continu
F(RY) - #(R?). On lui associe Popérateur (T_y) + ' (RY) - &/(R?). 11 est facile de vérifier que
(T_XO)tu = Ty usiue S (RY). Pour cette raison, on écrit Ty, au lieu de (T_xo)t, et de méme pour
les autres opérations. Pour la transformée de Fourier par exemple, soit f,¢ € & (RY), et g € ,S’;(Rd )
définie par la condition ¢ (&) = g(&). Alors ¢(&) = g(&), done g(x) = fRd e2MEX b (£)dE et g(x) =
fRd e 2mEX g (£)dE = p(x), et on obtient

f(¢)=f f(§)¢(<s)d5=f @f@d&f @f(X)dx=J P (x)f (x)dx = f ().
Rd Rd Rd Rd

Proposition 4.23. La transformation de Fourier & est un automorphisme de &'(R%).
Démonstration. C’est une conséquence du Théoréme 4.13. On a (Z~v)(yp) = v(ZF ). O

Proposition 4.24. La transformation de Fourier sur &#'(R%) a les propriétés suivantes :
() F(0%u) = (2mi)' e, pour tout u € '(RY) et a € N,
(i) 9°0 = (—2mi) F(x*w), pour tout u € ' (R?) et a € N,
(i) F(Ty,u)= e 2% pour tout u € &'(R?) et x, € RY,
(iv) F(e*™ ™ y) =11, pour tout u € &'(RY) et w € RY,
) Z(d,u) = Ad,~1, pour tout u € &'(RY) et A > 0,
i) Z (1) = (@), pour tout u € &'(RY),
i) F(uoA)=|det Al Mo (A1), pour tout u € &'(R?) et A une matrice inversible d x d.
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Démonstration. Toutes les propriétés sont obtenues facilement a partir des propriétés correspondantes
pour les fonctions test. Par exemple pour (vii), on a pour tout ¢ € &(R?)

(FoAN(@) = (uoA)N®) = |detA| u(@ 0A™) = u(|detA| ' § o A™) = u(F(¢p 0A")
= (¢ 0 A") = |detA| (@0 (A7) ().

Remarque 4.25. Siue &' (RY) et ¢ € #(RY), alors Z(0) = (@)(¢) = u(F () = u($) = u(¢).

Proposition 4.26. Si u € &'(R?) est une mesure, c’est-a-dire il existe u € #(R?) telle que, pour tout
¢ € (R, u(¢p) = f re ®(0)u(dx), alors le définition ci-dessus coincide avec la définition au début du
chapitre.

Démonstration. 11 faut vérifier que pour tout ¢ € &(R?) on a () = f ra B(ENP(E)dE. Par Fubini,

Jmawaag: ( J e—m‘xfu(dx))w(g)d&:J ( J e—zm'ﬁw(a)dg)u(d»«)
Rd R R4 Rd Rd
= J P)u(dx) = u(y) = ().
Rd

O

Définition 4.27. (i) Pour tout s € R on définit Uespace de Sobolev H*(R?) := {u € &'(RY) : ||ullys <
00}, ot [lullys := [I(1+|&[*)2T(E) 2
(ii) Pour touts < % on définit Uespace de Sobolev homogéne H*(R?) := {u € &'(RY) : |Jul| fs < 00}, oll

llullgs = EFTCE 2.

4.4 Convolutions de distributions tempérées

On aura besoin de savoir que les sommes de Riemann de l'intégrale définissant ¢ * 1) convergent
dans & (R%). Pour étre plus précis, pour tout m € N posons

Dy :=A{(x1,...,x4) : 2Mx; € Z et —2™ < x; <2™}.
Lemme 4.28. Soit ¢, € &(R?). Pour tout m € Z, soit

Cn(¥) =271 D" Py —xNp(x).

x€D,,

Alors lim,,,_, o0 {;y = ¢ %1 au sens & (R?).

Démonstration. 11 suffit de montrer que pour tout a € N on a lim,,_,co |Y*({n — ¢ * )|l o = 0. En
effet, 3P, est obtenu par la méme formule que ¢,,, avec ¢ remplacé par 3° ¢.

On écrit 0 <y < asi 0 < y; < a; pour tout j. On a la formule de Newton y“ = ZOSySa o, (y —
x)"x*77, donc il suffit de montrer que pour tout 0 <y < a

o Hz_md 2 (y—X)%(y—X)Xa_w(x)_J (y_x)%(y_x)xa_W(X)HLw =0
Rd

m— o0
xX€D,,
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En remplacant x¥ ¢ (x) par ¢ (x) et x* V¢ (x) par 3 (x), qui sont tout aussi bien des fonctions de classe
S (R?), on se raméne au cas y = a = 0, et il est clair que

'z—md Z qb(y—x)w(x)—f ¢(y—x)1/)(x)‘ <
R4

x€D,,

Plleo f ()] dx + VA2 (1§ [l oo V3l oo + [l oo [V bl o) — O
max |x;|>2m

Définition 4.29. Soit u € &'(R%) et ¢ € (R?). On définit la convolution u * ¢ par la formule

(W )x) = uly = dp(x —y)) = u(r, ).
Proposition 4.30. Si u € &'(R?) et ¢ € S (RY), alors ux p € T(R?) (pour rappel, cela SIgnlﬁe que ¢ est

une fonction a croissance polynémiale, ainsi que toutes ses dérivées). De plus, u * ¢ = ud) et Ux* qS = ud) au
sens &' (RY).

Démonstration. Notons d’abord que I'application x — 7 xci; est continue RY — &(R?), donc ux¢ est une
fonction continue. On va montrer que E/’xj(u* ¢)(x) = (ux (8xj¢))(x) pour tout x e R et j € {1,...,d}.

Par récurrence, cela prouvera que u ¢ € C°°(R?) et d*(u* ¢)(x) = (u* (d%¢))(x) pour tout x € R?
et o € N?. Fixons x et j. Pour tout h 0 on a

(u* @)(x +he;) — (ux¢p)(x)
h =u(y

= (B +he; =)= e ). (4.2)

Quand h — 0,y — = (qS(x +hej—y)—¢(x— y)) converge dans % (R?) vers y — 0, ¢)(x y), donc le
membre de gauche de (4.2) converge vers (u * d, qb)(x) quand h — 0.

Pour montrer que u * ¢ est a croissance polynémiale, il suffit, par la Proposition 4.18, de montrer
que pour tout N € N et ¢ € &(RY) il existe k € N et C > 0 tels que pN(qu§) < C(1 + |x])* pour tout
x € R%. Par la définition de la norme py et en utilisant I'inégalité |y [N < x|V + |y — x|V, cela est vrai
avec k =N. . .

On va montrer que u * ¢ = Ux a , la formule u* $ = u¢ étant la méme chose pour la transformation
de Fourier inverse. Soit ¢ € & (R?). Par les définitions,

Wk p(p) = (ux )W) = f u(t,)P(x)dx.
Rd

La fonction x — u(qug) est continue, a croissance polynomiale, et 1) € &(R?), donc u(qug)@b(x) est
une fonction continue a décroissance rapide, ce qui implique que

f u(r )P dx = lim 27 D u(r )0 = lim u(2 D (7. $1()).
R4

xX€D,, X€Dp,

Par le Lemme 4.28, cette limite est égale a

u($ x ) = u(F($rp)) = u(Pp) = (TP)(W).
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Remarque 4.31. On voit donc qu’a tout élément K € &’(R?) on peut associer un opérateur de convo-
lution Ty : &(R?) — F(R?), défini par Ty := K % ¢. Si X,Y sont deux espaces de Banach tels que
F(RY) c X, #(RY) dense dans X et Ty¢ € Y pour tout ¢ € & (R?), alors une question intéressante
est de savoir si on peut étendre Ty comme opérateur borné Ty : X — Y. Autrement dit, s’il existe une
constante C > 0 telle que ||Tx¢|ly < Cll¢|lx pour tout ¢ € (R?). Dans le cas du tore, on a abordé
cette question dans la Section 2.7*. Dans le cas de I'espace euclidien RY, des critéres similaires existent,
voir par exemple [3, Section 2.5].

Corollaire 4.32. Si v € &'(RY) est une distribution telle que v € 7 (R?), alors Uapplication qui & ¢ €
F(R?) associe v x ¢ € S (R?) est un opérateur continu de (R?) dans lui-méme.

Démonstration. C’est une conséquence du Théoreme 4.13 (i) combiné avec I'Exemple 4.10 (vi). O

Définition 4.33. Soit v € &'(RY) une distribution telle que ¥ € Z(R?Y) et u € &/(R?). On définit
usxv=vskuec . (RY) par la condition (uv)(¢) = u(Vv * ¢) pour tout ¢ € #(R?).

Remarque 4.34. La derniére condition définit bien un élément de &’(R%), car ¢ — V % ¢ est continu
F(RY) - F(R?Y), donc ¢ — u(V % ¢) est continu & (R?) — C.

Proposition 4.35. Si u,v € &'(RY) et v € T(R?), alors v = uv au sens &'(R?Y). Si u € &'(RY) et
veTRY), alors v =U V.

Démonstration. On montre la premiére affirmation, la deuxieme étant la méme que la premiére, mais
pour Z ! au lieu de #. On a

Lxv(9) = (uxv)(@) = u(V * $),

(@)(p) =0U(T) =u(F (79)) = w(F () * p),
ou la derniere égalité résulte de la Proposition 4.30. La Remarque 4.25 termine la preuve. O
Corollaire 4.36. Si v € &(R?), alors la Définition 4.33 coincide avec la Définition 4.29.
Démonstration. La transformée de Fourier de u * v dans les deux cas est la méme. O

Proposition 4.37. Si v € &'(R?) est & support compact, cest-d-dire il existe une boule By = {x € R? :
|x| <R} c RY telle que ¢ € #(R?) et ¢p(x) = 0 pour tout x € By implique v(¢) =0, alors v € T (R?).

Démonstration. Soit ¢ € &(RY) telle que Y(x) = 1 pour tout x € Bg. On a alors ¥v = v au sens
&'(R%), donc par la Proposition 4.30 ¥ = v =1 v € T (R?). O
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4.5 Exercices

Exercice 4.1. Démontrer I'inégalité de Bernstein suivante.

Lemme 4.38. Il existe une constante C = C(d) ayant la propriété suivante. Soit 1 < p < q < 00 et
f e #(RY) telle que f (&) = 0 pour tout |E| > R. Alors

1

dci-1
£ llie < CRAGTD|f I, IVFlle < CRIS Il

Indication : Soit y € COOO(Rd) telle que (&) =1 pour |&] < 1 et (&) =0 pour |[£| > 2, et pour tout
1

R > 0 notons yz(&) := x(&/R) et Vi := F 1 (yz). Montrer que || Vx|, < CRIO=7) et ||V, < CR, ol
C dépend du choix de la fonction y.

Exercice 4.2. Démontrer la formule de sommation de Poisson :

Z f(m)= Z f(n), pour tout f € (R?).

meZzd nezd
Indication : Considérer la fonction g € &(T¢) définie par g(x) := Dimegd f (¢ +m).
Exercice 4.3. On verra ici une démonstration des inégalités de Bernstein sur T¢ sans utiliser le noyau

de de la Vallée Poussin (il faut la comparer avec ’'Exercice 2.17).

(i) Soit ¥, xr et Vi les mémes objets que dans ’Exercice 4.1. Pour tout R > 0, soit Wy : T — C la
fonction définie par Wy(x) := Y. 54 Va(x +m). Montrer que Wx(n) = yz(n) pour tout R > 0 et
nez.

(i) Montrer que ||[Wg|l;- < CRI(-) et IVWgll;1 < CR.

(iii) Formuler et démontrer les inégalités de Bernstein sur T4,
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Chapitre 5

Théorie de Calderon-Zygmund
des intégrales singulieres

Rappelons que dans le Chapitre 3 on a examiné le lien entre les séries de Fourier et les fonctions
harmoniques sur I, ce qui a conduit en particulier aux bornes L5 et L? de la transformée de Hilbert.
On présentera dans ce chapitre des méthodes qui auraient permis d’aboutir aux méme conclusions
en partant de la représentation (3.9) comme produit de convolution, sans faire appel aux propriétés
des fonctions harmoniques et holomorphes. On considérera des opérateurs agissant sur des fonctions
définies sur I'espace euclidien RY. Des résultats similaires peuvent étre obtenus dans le cas du cercle T
ou du tore T<.

5.1 Noyaux de Calderéon-Zygmund

On va étudier des opérateurs de convolution dont le noyau a une singularité (non intégrable) en
origine, d’ot1 le nom “intégrales singulieres”.

Définition 5.1. On dit qu'une fonction mesurable K : R? \ {0} — C est un noyau de Calderdn-Zygmund
s’il existe une constante B > 0 telle que
(H1) |K(x)| <BJx|™¢, pour tout x € R\ {0},
d
(H2) f|x|>2|y| |K(x)—K(x —y)|dx < B, pour tout y € R¢,

H3) [

r<|x|<sK(x)dx =0, pourtout 0 <r <s < oQ.

La condition (H2) s’appelle la condition de Hormander. Il peut ne pas étre évident comment la vérifier
dans la pratique, c’est pourquoi il est utile de disposer de conditions suffisantes garantissant (H2).

Lemme 5.2. Si K : R? \ {0} — C une fonction dérivable qui vérifie
(H2) |VK(x)| < B|x|7471, pour tout x € RY \ {0},
d e
alors f|x|>2|y| |K(x)—K(x —y)|dx < CB pour tout y € R?, otz C = C(d).

Démonstration. Si (H2’) est vrai, alors pour tous x, y € RY tels que 2|y| < |x| on a, par le théoréme des
accroissements finis, |K(x)—K(x—y)| < B29*1|x|~4"1|y|. On conclut en intégrant par rapport a x. [J
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Définition 5.3. La valeur principale d’'un noyau de Calderén-Zygmund K est une distribution tempérée
définie par
(vp K)(f) := 1ir51+f K(x)f (x)dx, pour tout f € &(RY).
(g

|x|>e€

Pour montrer que cette formule définit effectivement un élément de &#’(R?), pour f € & (R?) écri-

vons f(x) = x(xj<13(x)f (0) + [x[g(x) + x{x|=13 (x)f (x), donc || gl < [Ifllpeo + IV lpo et g(x) =0
pour |x| > 1. Alors

lim J K(x)f (0)z < () dx = lim f(0) K(x)dx =0,
x|>e e

€—0 e<|x|<1
d’apres (H3),
lim+f K(x)|x|g(x)dx =f K(x)|x|g(x)dx,
|x|>€

€0 Ix|<1
et
1irg+f K(x) x{x=13 () f (x) dx =J K(x)f (x)dx.
N |x|>e€ |x|=1

On a donc
lim J K(x)f (x)dx =J K(x)|x|g(x)dx+f K(x)f (x)dx,
€20 Jxf>e Ix|<1 Ix|>1

et on voit que

< CB(lIfllgee + IV £ oo + [1f 112

e—0

lim+f K(x)f (x)dx
|x|>e€

Lemme 5.4. Si K est un noyau de Calderdn-Zygmund, alors ||\Z)T<||Loo < CB, ot C=C(d).

Démonstration. Pour 0 < r < s < 090, soit

m, (&) ::f e 2 EK (x) dx.
r<lx|<s

On va montrer que
sup  [Im,sll e <CB, (5.1)

0<r<s<oo

ol B est la constante dans (H1) et (H2), et C dépend uniquement de la dimension d.

Onfixe 0 < r <s < oo et & € RY. 11 faut vérifier que |m,s(£)| < CB. Supposons d’abord que
r < |&| < s (on va commenter plus tard les cas || < r et [£] = s). On estime séparément l'intégrale
sur {r < |x| < |£]7'} et lintégrale sur {|£|™' < |x| < s}. Dans la région |x| < |£|™! la phase “ne
varie pas beaucoup”, donc on peut s’attendre a ce que la condition d’annulation joue un role, ce qui est
effectivement le cas :
J e 2N E K (x)dx

r<lx|<[g[

f (e72mx¢ _ K (x)dx
r<|x|<|&|~1

< 2m|€| |x||K(x)|dx < CBIE] |x|74*1dx < CB.

r<lx|<|€[7 x|<[&|~
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Dans la région |£|7! < |x| < s, la condition (H2) joue les premiers violons. Lobservation cruciale est

que
. —omi _£ ).
f e 2K (x)dx = f e 2m(x+2'5‘2) gK(X + S 2 ) dx
e < x5 ] <s £t <lx<s 218

— —2mix-& g
=— e K| x+ dx
J|£|—1<|x|<s ( 2|5|2)

ce qui donne, apres une transformation élémentaire,

—2mix-§ < — —2mix-E _ 3
2J|E|*<|x|<s ) K(X " 2|€|2)dx fl<€|—1<|x|<s ) (K(X) K(X " 2|§|2))dx

+(J _J ) —2mixC K (x) dx.
gFi<il<s Jlgr<|—s5s |<s

€12

(5.2)

Avertissement : les formules qui suivent sont difficiles & comprendre si on ne fait pas de dessins. Affron-
tons d’abord la deuxiéme ligne, qui requiert juste (H1). En effet,

1

B(0.s =516 )\B(0, 316 < {16 < [x = 5] <5} < B(o.s + 5le )\ B0, 516),
B(0,5— S1E)\B(0, 211)  {Iel™ <Ixl <5} B(0,s + o1& ) \ B0, S g™,

De la relation de la théorie des ensembles (facile a vérifier) (A\B)\(C\D)c (A\C)U(D\B)ona
(B(0.s + 5ler™)\8(0. 516 )\ (B(o.s - 511 vB (0. S1e1 ) ) <
(B(0.5+ 51 )\B(0s— 31617) Ju(B(0. 216 vB (0, 51617) )

On vérifie facilement en utilisant (H1) que l'intégrale de |K(x)| sur chacun de ces deux régions c’estime
par CB.

Il reste la premiére ligne de (5.2). Ici, (H2) s’applique.

Dans le cas ot1 par exemple |£|™! < r, on peut écrire
le raisonnement ci-dessus. Cela termine la preuve de (5.1

Soit ¢ € 5/’(]Rd) On va montrer que |(Vp K)(qb)l = |(vp K)(¢)| < CB||¢||1. Par le theoreme de
représentation (L!)* = L°°, cela signifiera que vp WK e L*®(R?) et donnera la borne voulue sur vp vp K.
Par la définition de vp K on a

S<|x|<s = f|§|*1<|x|<s_f|§|*1<|x|<r et appliquer

|(vp K)()| =

sup
0<r<s<oo

f K(X)J e 2 E B (E)dE dx
r<|x|<s Rd
= sup

J P (&) K(x)e 27 du d&‘
O<r<s<oo Rd T'<|X|<S

< sup  [@llpallmygllee < CBllllLr

0<r<s<oo

lim f K(x)p(x)dx| <
|x|>e€

J K(x)$(x)dx
r<l|x|<s

< sup
O<r<s<oo
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Définition 5.5. Lopérateur de Calderén-Zygmund associé a K est défini par T f := (vp K) * f pour tout
f e #(RY), autrement dit

(TF)Cx) = ElggJ

lyl>e

K()f(x=y)dy = EliJgJ K(x—y)f(y)dy, pour f € #(R?).

Ix—y[>e
Exemple 5.6. Voici quelques opérateurs de Calderén-Zygmund.
(i) Soit K : R\ {0} — C donné par K(x) = ﬁ—lx 11 est clair que K vérifie les conditions (H1), (H2') et
(H3). L'opérateur de Calderén-Zygmund correspondant est la transformation de Hilbert sur R.
(ii) Soit d > 1. On définit K;(x) := x;/|x|?*!. Les opérateurs de Calderén-Zygmund associés, notés
R;, sont appelés les transformations de Riesz.

(iii) Pour d > 3 on définit
XX .. .
e sii# ],
Kij(x)= d kP L
TR S11=].
Les opérateurs de Calder6n-Zygmund assocés R;; sont les transformations de Riesz doubles. Leur
importance vient du fait que

CqR;j(Ad) = axl_aqus — %51-qu5, pour tout ¢ € F(RY) et 1<1i,j <d.

On le vérifiera dans ’Exercice 5.2.

Proposition 5.7. Si K est un noyau de Calderén-Zygmund, alors ||Tf||;2 < CB||f||;2 pour tout f €
F(RY), ott C =C(d) > 0.

Démonstration. Par la Proposition 4.30, pour tout f € &(R?) on a
ITF(E)l = vp K(E)F(E) < CBIF (),  pour tout £ € RY,

ou la derniere inégalité vient du Lemme 5.4. Par Plancherel, on obtient ||Tf||;2 < CB||f || 2. O

Définition 5.8. On définit l'opérateur de Calderén-Zygmund T : L?*(RY) — L2%(R?) comme I'unique
extension continue de Iopérateur T : & (RY) — L3(R?).

Lemme 5.9. Si f € Lfomp(]Rd) (Cest-d-dire f est une fonction dans L?(R?) dont le support est borné) et

xo & supp(f), alors T f est une fonction continue au voisinage de x et

(Tf)(xo)zf K(xo—y)f (y)dy.

Rd
Démonstration. Soit R > 0 tel que supp(f) € B(0,R) et r > 0 tel que B(xy,2r) Nsupp(f) = @. Posons
K := KX{T<|X|<|X0|+R+F}' Alors K € LZ(Rd), donc

(TH) = f RGx=y)f (1) dy
Rd

est une fonction continue bornée RY — C. Si f, € &(R?) avec supp(f) € B(0,R) \ B(x,,2r), alors on

voit que (Tf,)(x) = (Tf,)(x) pour tout x tel que |x, — x| < r. En prenant f, — f dans L*(R%) on

obtient (T f)(x) = (T f)(x) pour tout |x — x| < r, ce qui montre la continuité de Tf au voisinage de

Xo et que

K(xo—y)f (y)dy = f K(xo—y)f (y)dy.

Rd

(Tf)(x0) = (Tf)(xo) =J

Rd
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5.2 Estimations L!-faible et continuité dans L

Commencons par introduire la fonction maximale de Hardy-Littlewood sur RY.

Définition 5.10. Pour tout f € L. (R?) on définit

(Mf)(x) = Sup o Jlf(y)ldy,

x 1B

ol le supremum et pris sur 'ensemble des boules qui contiennent x. Par un argument similaire a celui
quon a vu dans le cas du cercle, on obtient que M f est une fonction mesurable.

Remarque 5.11. Si f ¢ L1 (]Rd) alors (M f)(x) = oo pour tout x € RY. 1l peut arriver que (M f)(x) =

oo pour tout x € RY, mémesi f € LlOC(Rd).

La démonstration du Théoréme 3.23 se généralise facilement et on obtient le résultat suivant.

Théoréme 5.12. La fonction maximale de Hardy-Littlewood a les propriétés suivantes :
@ [IMfllgreo <3%0fllps, pour tout f € L'(RY),

(i) pour tout)l < p < oo il existe une constante C, < oo telle que ||Mf||, < Cp|lfllz» pour tout
f e LP(T).

O

Le but principal de cette section est de montrer ce qui suit.

Proposition 5.13. Soit T : L?(RY) — L?(RY) un opérateur linéaire borné, IT|l g2y < B, tel que pour

toute fonction f € L Omp(]Rd ), c’est-a-dire une fonction dans L*(R?) dont le support est borné,

(TF)(x)= J K(x—=y)f(y)dy,  pour tout x ¢ supp(f),

Rd
ott K : R%\ {0} — C est une fonction mesurable localement bornée qui vérifie (H2). Alors ||Tf||j1.00 <
CB||f |1 pour tout f € LY(RY) N L2(RY), ot C = C(d).

Avant d’aborder la démonstration, on introduit un outil appelé la décomposition de Calderdn-Zygmund.
OnditqueQ C R? est un cube de taille 1 si |QA ]—[J 1Lx; +l]| = 0 pour un certain x = (x,...,Xx4) €
RY,

]’J

Lemme 5.14. Si f € L'(R%), alors pour presque tout x € RY

11msupldJ|f(J’) f(x)|dy =0,

ot le supremum est pris sur U'ensemble des cubes ouverts de taille | qui contiennent Xx.
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Démonstration. Il est bien de comparer ce lemme avec 'Exercice 3.6. Il suffit de montrer que pour tout
e > 0 l'ensemble {x € R? : lim sup;_,+ SUPqsy lld fQ If (¥)— f(x)|dy = €} est de mesure de Lebesgue

nulle. Soit f = g +h, o1 g € Co(R?). Alors

-0t Q>x

limsupsup - f FO)—F Iy
Q

1 1
<limsupsup —— Ig(y)—g(X)Idersupsup—df |h(y)—h(x)|dy
[—-0t Q>x l Q >0 Q>x l Q

1
<0+ |h(x)|+ sup l_df |h(y)|dy.
Q

1>0,Q3x

On observe que pour tout cube ouvert Q de taille [ qui contient x on a lld fQ |h(y¥)|dy < C(Mh)(x), ou

C = C(d). En effet, soit B la boule du méme centre que Q et du rayon %ﬁ, de sorte que x €Q C B et

J ()l dy < J ()l dy < % Ih()] dy < CMR)(x).

On a donc
lim sup sup -7 f If ()= F()ldy < [h()| + C(Mh)(x).
-0+ an
Comme ||h||;1 peut étre rendu arbitrairement petit, le Théoréme 5.12 (i) permet de conclure. O

Corollaire 5.15. Si f € L1(R?), alors pour presque tout x € R?

lim inf lnf —J If(NIdy = [f (x)], (5.3)

=0+

ol U'infimum est pris pour tous les cubes ouverts de taille | qui contiennent x.

Démonstration. Pour tout x,y € R% il ya |f (x)|—|f (¥)| < |f(x)—f(¥)|, donc par le lemme précédent
[FG)I—liminf inf - f £l dy =limsupsup f (f )= If ()Ddy <o.
-0+t o2 Q

O

Lemme 5.16. Soit f € LY(T?) et A > 0. Il existe une famille (dénombrable) de cubes disjoints B = {Q}
ayant les propriétés suivantes :

) A< ﬁlef(x)IdxSZd)\pourtothe A,

(i) |Uges Q| < 3lIf Il sif #0,
(i) si b=y xof et & :=f —b, alors ||g]l e < A.

Démonstration. Pour tout m € Z on définit une collection 2,, de cubes “dyadiques” de taille 2™ :

d
={[ [12"x;.2"(x; + D x; € 2}

j=1
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Pour tout Q; € Z;,, et Q3 € 2, 0naQ; CQy, Q; CQy 0uQ;NQy =40.
Prenons m, € Z tel que ||f||;1 < A2™°, donc

1 J If (x)]dx < A, pour tout Q € 9y, . (5.4)
al J,

Pour m = my, my—1,my—2, ..., on construit par récurrence des familles 98,, C 9,,, de maniére suivante.
— On pose BB, := 0.

— Supposons que %, est construit. Pour chaque cube Q € 2,,\ 4,,, on considére les cubes Qq, ..., Qo
D1 tels que Q, C Q. On décrete que Qi € AB,,,_; si, et seulement si, |Qlj ka If ()] dx > A.

On définit B := UmSmO A,,. On va montrer par récurrence que, pour tout m < my,

1 i

7L<—| If(x)]dx <24 siQe %,
Q

J IfGldx <A siQ €Dy \ By
lQ o

1
(e
Pour m = m c’est vrai, par (5.4). Pour montrer 'hérédité, on observe que, par la construction, Q € %,,_;
implique qu'il existe Q € 2\ 4,, tel que Q C Q. Par 'hypothése de récurrence on a é f@ If ()] dx <
A, done, comme |Q| = 279|Q|, ﬁ f 0 |f (x)|dx < 29A. Cela montre (i), et (ii) s'obtient facilement en
multipliant par |Q| I'inégalité de gauche dans (i) et en sommant pour tout Q € 4.

Pour montrer (iii), prenons x = (x1,...,Xx4) € R? \UQ6 4 Q tel que (5.3) est vrai, et tel que, pour tout
1<j<dettoutmez, 2 "x; ¢Z (la derniére condition signifie que x n’appartient au bord d’aucun
cube dans 2). Pour tout m < m,, il existe un cube ouvert Q € 9, \ %,, tel que x € Q. En particulier

ﬁ fQ If ()l dy < A, et la taille de Q tend vers 0 quand m — —oo. Alors (5.3) donne |f (x)| < A, ce qui
termine la preuve. W

Démonstration de la Proposition 5.13. En remplacant T par %T on peut supposer, sans perdre la géné-
ralité, que B = 1.
Soit A > 0. Il faut montrer que

PRI STEREEJ T

Soit & la famille de cubes donnée par le Lemme 5.16 pour cette valeur de A. Pour tout Q € £ soit
fo:i= )(Q(f — ﬁ fo(x)dx). On pose

fr= S fo=b=3 x(ﬁf fEdy,  fi=f-fo=g+ mﬁf fx)dx.
Q<A QeAB Q QB Q

En utilisant la linéarité de T, on écrit

[{xc  I(T )OI > AH < o = (T 1)) > A/2H + o = [(Tf2)(x) > A/2}].
Le premier terme est facile :

[0 ICT £ > A/2) < 2o ITAIZ, < 25l < 25l il
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et on observe que ||f; |l < |Ifllz1 et ||fillLee < 2924 (en effet, ||g]l e < A <292 et pour tout Q € & on
a | Jof () dx| < 292).

C’est dans l'estimation de |{x : [(T fy)(x)| > A/2}| que la condition de Hérmander (H2) joue un
réle. Pour tout Q € %, soit Q* le cube du méme centre, et de taille 2+/d x (taille de Q). Alors

U Q*| + ‘{x eRY\ U Q* : |(Tf)(x)| > A/z‘.

QeAB Q<R

o - [(Tf2)(x0)[ > A/2}| <

Le premier terme est < %ll flz: par le Lemme 5.16 (ii). On applique I'inégalité de Markov au deuxiéme
terme :

[ eri\ [ @7 1T > /2] < f (DO f (T )0l .
Rd \UQegy Q* R4 \Q*

Q<A Q<A

Fixons Q € 4. Pour tout x € R? \ Q* on a
(Tfo)(x) = J K(x—y)fo(y)dy = J (K(x —y)—K(x—yo))fo(y)dy,
RrRd R4

ol Y, est le centre du cube Q. La derniere inégalité est une conséquence du fait que fRd fo(y)dy =0.
Par Fubini, on a

J (T f)(x)ldx < J [fo(¥)l IK(x —y)—K(x — yo)ldxdy < Cllfolls,
Rd\Q* Rd Rd\Q*

olt la derniere inégalité vient de 'hypothése (H2). En effet, soit [ la taille de Q. Si y € Q, alors |y —yq| <
L. six e RI\Q", alors |x — gl 2 2vd x § > 2ly — yql. -

Remarque 5.17. Soulignons que seulement I’hypothése (H2) a été utilisée dans la preuve de la Propo-
sition 5.13.

Théoréme 5.18. Soit T : L*(R?) — L%(R?) un opérateur linéaire borné tel que pour toute fonction

fe chomp(IRd ), C’est-a-dire une fonction dans L*(R?) dont le support est borné,
(Tf)x)= J K(x—y)f(y)dy,  pour tout x ¢ supp(f), (5.5)
Rd

ott K : RY\ {0} — C est une fonction mesurable localement bornée qui vérifie (H2). Alors || Tf|l» <
CB||f||.» pour tout f € L2 (RY) N LP(RY), oit C = C(d, p).

Démonstration. Soit d’abord 1 < p < 2. La Proposition 5.13 et 'Exercice 3.4 donnent ||[Tf|[;, <
CBI||f ||I;» pour tout f € L'(RY) N L2(RY).

Si f € LP(RY) N L2(RY), alors on utilise un argument d’approximation standard. Soit f, € L'(R%) N
L2(RY) et |If, — fllpazz — O. Alors g := lim,_,oo Tf, existe dans LP(R?) N L2(R?). En particulier
g =lim,_,o Tf, = Tf, avec la limite prise au sens L%(R?), donc

ITfllze = lgllze < lim |ITfyllpe < CB lim [|fyllze = CBIIflle-
n—oo n—oo
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Soit maintenant 2 < p < 00. On va montrer que pour tout g € Lfomp(RZ) on a
(T*g)(x) = J K(—x+y)g(y)dy,  pour tout x ¢ supp(g). (5.6)
Rd

Supposonvs que Clest vrai et finissons la démonstration. Comme T* : L2(R?) — L?(R?) est un opérateur
borné et K vérifie (H2), la premiére partie de la preuve impliquera que || T*g||,,» < CBl|g||,» pour tout
g € LA(RY)NLP'(RY), ol p’ est lexposant dual de p, Cest-a-dire (p’) 14+p~! = 1.Si f € L2(RY)NLP(R?),
alors pour tout g € L2(R%) n LP'(RY)

f g()(TF)(x)dx
]Rd

f (T*g)()f (x)dx| < T gll o If I1r < CBIIG Lo 1f M1
Rd

donc par le théoréme de représentation (LP')* = LP on déduit Tf € LP(RY) et | TSl < CBIIf |-
I ne reste qu’a vérifier (5.6). Soit g € Lfomp(Rd), xo € R\ supp(g), R > 0 tel que supp(g) C

B(0,R) et r > 0 tel que B(xg,2r) Nsupp(g) = 0. Soit f € L*(R?) avec supp(f) C B(xg,r). La formule
(5.5) et la preuve du Lemme 5.9 montrent que Tf est une fonction continue sur supp(g). Soit K :=

X(r<|x|<R+r+x,}K- On a

f g0)(Tf)(x)dx = f g(x) f K(x—y)f(y)dydx=f @J K(x—y)f (y)dydx
R4 R4 Rd Rd R4

= f £ f K(—y +x))g(x)dxdy = J f(y)f K(—y +x)g(x)dxdy,
Rd R4 Rd Rd

autrement dit

f (T*g)(x)f (x)dx = f h(x)f (x)dx,
Rd Rd

pour tout f € L%(RY) telle que supp(f) C B(x,r), ol h est une fonction continue sur B(x,, ) définie
par h(x) := f]Rd K(—x+ y)g(y)dy pour tout x € B(xg,r). Mais cela implique (T*g)(x) = h(x) pour
tout x € B(x, ), en particulier (5.6) pour x = x. O

5.3 Continuité dans les espaces de Holder

Théoreme 5.19. Soit K un noyau de Calderén-Zygmund fort, c’est-a-dire qui vérifie (H1), (H2’) et (H3),
et soit 0 < a < 1. Pour toute fonction f € C**(R?) telle que supp(f) c B(0,1) c R%, posons

(TA)x) = lim f

ly|>e

Ky)f(x—y)dy = li%1+f K(x—y)f(y)dy, pour tout x e RY. (5.7)

lx—y|>e
Il existe C = C(d, &) tel que || Tf||coa < CB||f ||coa pour tout f € C>*(RY).

Remarque 5.20. 11 fait partie de la démonstration de montrer que (5.7) a un sens pour tout x € R? et
définit une fonction disons continue (a posteriori hélderienne).

Remarque 5.21. I’hypothese supp(f) € B(0, 1) pourrait étre affaiblie, mais on a besoin de supposer
une sorte de décroissance de |f (x)| quand |x| — oo.
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Démonstration. Sans restreindre la généralité, on peut supposer B = 1. Si |x| < 2, alors
f K(y)f(x—y)dy=f K(y)f(x—y)dy=f K(y)(f e —=y)—f(x))dy.
ly|>e 3>|y|>e 3>|yl>e

De l'estimation

J IKO)If (x=y)—f()ldy < [f]af Iy y|*dy < C(d, )[f Ia-
32|yl>e

ly|<3

on déduit que la limite € — 0 existe et |(Tf)(x)| < C[f ], pour tout |x| < 2. Si |x| > 2, alors

J K(y)f(x—y)dy=f K(y)f(x—y)dy,
ly|>e

ly[>1

et en vue du fait que |[K(y)| < 1 pour |y[| =1 ona |[(Tf)(x)| < [If [l < Cllflpee-
Soit maintenant x,x’ € R? et [x — x| = § < ﬁ. On estime |(Tf)(x) — (Tf)(x")| en divisant
I'intégration en deux régions :

f K(y)(f(x—y)—f(x’—y))dy=( f +J )K(y)(f(x—y)—f(x’—y))dy.
lyl>e ly|>36 35>|y|>e

En utilisant la condition (H3), la deuxiéme intégrale s’estime par

‘ J K(y)(f(x—y)—f(x)—f(x’—y)+f(x’))dy‘ < C[f]aJ lyI™ly|*dy < C[f1,6%
36=|yl>e

36=|yl>e

Pour la premiére intégrale, introduisons K := Xly|>3sK, de sorte que

f K x—y)—f(x'—y)dy = f KON (x—y)—f(x'—y)dy
ly|>36 d

R

= f (K(x—y)—K(&'—yNf(y)dy = f (K(x—y)—KO&' = yN(F (y)— f(x)dy.
R4 Rd

Si|x —y| <25 ou |x'—y| <25, alors K(x —y) = K(x’ —y) = 0. Mais |x —y| > 25 et |x' — y| >
26 implique en particulier |x’ — y| > %Ix — y|. Par le théoréme des accroissements finis, on a donc
IK(x—y)—K(x'—y)| < #, ce qui permet de conclure car

C[f]a5J Ix —y|* " dy < C[f],6%
[x—y|=26

Corollaire 5.22. (i) Pour tout 1 < p < oo il existe C = C(d, p) tel que

sup |0y, ullr < CpallAulls,  pourtoutu e F(RY).
1<i,j<d
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(i) Pour tout 0 < a < 1 il existe C = C(d, ) tel que

sup [0y, uly < CpqlAul,, pour tout u € (RY).
1<ij<d ’

Démonstration. Cela résulte directement du fait que les transformations de Riesz doubles sont des opé-
rateurs de Calderén-Zygmund forts. Dans le cas holderien, on n’utilise pas vraiment le Théoréme 5.19,
mais plutot la deuxiéme partie de la démonstration. Si f € Z(RY) et x,x’ € R? avec |x —x'| = §,
alors l'intégrale f e<|x|<35 s’estime exactement comme dans la preuve du Théoréme. Concernant l'autre
intégrale, on a, grace a la décroissance rapide de f,

f K(y)(f(x—y)—f(X’—y))dy=Rlirgof K (x=y)—f(x'=y)dy.
l¥|>36

R>|y|>36

Pour R fixe, on pose K := X{r=|y|>35}K, et le calcul dans la preuve du Théorme montre que

f K(J’)(f(X—J’)—f(X/—y))dy‘:
R>|y|>36

f KOf(x—y)—f(x'—y)dy| < C[f1,6%
Rd

Maintenant on passe a la limite R — oo. O
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5.4 Exercices

Exercice 5.1. Ecrire les détails de la preuve du Théoréme 5.12.
Exercice 5.2 (M-S, Exercise 7.4). On étudie dans cet exercice les transformées de Riesz doubles. Soit
d>3.
(i) Soit f € #(RY) et posons u(x) := C f}Rd lx — y|>~?f(y)dy, ott C = C(d) est une constante qu’il
faudra déterminer. Montrer que, avec le bon choix de C, u est une solution de ’équation

Au=f.

X;X; 1

(i) Soit toujours u(x) := C [ Ix —y[>4f (y)dy, et 1 <1i,j < d. Soit K;;(x) := ez a‘%ﬁ: ol
0;j=1sii=jetd;; =0sii# j. Montrer que

Oy, O u(x) = EJ

Kiij(x—=y)f(y)dy + %5ijf(x)>
R4

. v s - y s e s
ot il faut comprendre I'intégrale au sens de la valeur principale, c’est-a-dire lim, _, o+ f —yl>e Kij(x—

Y)f (y)dy, et C = C(d).
(iii) Vérifier que K;; est un noyau de Calderén-Zygmund fort.

Exercice 5.3 (M-S, Problem 7.3). On généralise ici le Théoreme 5.18 au cas des opérateurs qui ne sont
pas des opérateurs de convolution.

Soit T un opérateur borné L%(R?) — L%(R?) tel que, pour une certaine fonction localement bornée
K:RYxRI\ A — C, ot A :={x =y} est la diagonale dans R? x R, et pour tout f € L> _ (R?)

comp

(Tf)(X)=J K(x,y)f (y)dy, pour tout x ¢ supp(f).

Rd

Supposons aussi les conditions de Hérmander :
f |K(X:Y)_K(X:y/)|dXSA; pour tOUtJ’#J’IJ
{lx—y>2ly—y'l}
J- IK(x,y)—K(x',y)|dy <A, pour tout x # x’.
{lx—y[>2|x—x'[}

Alors || Tf||j1ee < CA|lf |2 pour tout f € LY(RY) N L2(RY), ot C = C(d). Aussi, pour tout 1 < p < 0o
il existe C = C(d, p) tel que || Tf||;» < CA|lf ||,» pour tout f € LP(R?) N L2(RY).
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Chapitre 6

Théorie de Littlewood-Paley

6.1 Théoreme de multiplicateurs de Mikhlin

A toute distribution Q € &/(R?) est associé un opérateur de convolution T, défini pour tout f €
F(RY) par Tf :=Qx f. Soit m := Z7HQ) € &'(R?). Alors 7/"? = mf pour tout f € #(R%), au sens
&'(R?). On appele T = T,, lopérateur de multiplication de Fourier correspondant au multiplicateur de
Fourier m. On dit aussi que m est le symbole de 'opérateur T = T,,.

Est-il possible d’avoir des conditions simples sur le symbole qui impliqueraient des propriétés essen-
tielles de I'opérateur correspondant, telles que, par exemple, la continuité entre deux espaces fonction-
nels? On montre ici un exemple de résultat de ce type.

Théoréme 6.1. Pour tout 1 < p < oo il existe C = C(d, p) ayant la propriété suivante. Soit m € C4+2(R4\
{0}) une fonction a valeurs complexes qui vérifie

|0Ym(&)| < BIE|TIM, pour tout |y] < d +2, £ e R?\ {0}. (6.1)
Soit T,, Uopérateur de multiplication de Fourier de symbole m. Alors

I Twfllr < CBlIflls,  pourtout f € #(RY).

Avant de démontrer ce théoréme, on introduit la décomposition dyadique de Uidentité.

Lemme 6.2. Il existe y, ¢ € C°(R?) des fonctions positives, sphériquement symétriques, telles que supp(p) C
{€:3 <Igl<2}, supp(y) C {E:[g] <2} et

x(§)+2<p(2_j§): 1, pour toutge]Rd, (6.2)
j=1

Z p(278)=1, pour tout £ € RY\ {0}. (6.3)
j=—o00

Pour chaque &, au plus deux termes dans les sommes ci-dessus sont non-nuls.

Démonstration. Soit 6 € C°°([0, oo[) une fonction décroissante telle que 6(r) = 1 pour r < 1 et
6(r) = 0 pour tout r > 2. Soit y(&) := O(|&]) et (&) := y(&) — x(2&). On voit que (&) = O si
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1€l <3, p(E)>0sis <[] <2etp(E)=0si|E|>2.Siy(E)#0, alors |£| < 2, donc pour j > 2 on a
|277E| < % et p(277£) =0, doncil y a au plus 2 termes non-nuls dans la somme (6.2). Soit 1 < j < k—2.
Si p(277E) #0, alors |277&] < 2, donc 27| < %, donc ¢(27%&) = 0, ce qui montre que, si y(&) =0,
alors il y aussi au plus 2 termes non-nuls dans la somme (6.2). Pour tout N € N on a

N N
D07 =) (7O -z @) = 12N~ x(®).

j=1 Jj=1

Pour £ € RY donné, on a y(27NV&) = 1 pour N suffisamment grand, donc on obtient (6.2).
La preuve de (6.3) est similaire. On voit que, si —00 < j < k—2 < 00, alors p(27/&) # 0 implique
©(27¥€) =0, donc il y a au plus 2 termes non-nuls dans la somme. On a

N N
D eI = D (27— x @78 = 2(@7VE) — 4 (2V18),
=N j=N

ce qui, pour £ € R? \ {0} donné, vaut 1 pour tout N suffisamment grand. O

La convention est qu’on fixe la fonction y pour chaque d, une fois pour toutes, et lorsque on dit
par exemple “une constante qui dépend de la dimension”, il est sous-entendu qu’elle peut dépendre du
choix de la fonction y. On introduit la notation

v;(&):= cp(2_j§), pour tout j €Z, £ € RY,
Il est utile de remarquer que
187 pjllLee = 271107 pll 0 < €277, ouC=C(d, ). (6.4)

Lemme 6.3. Supposons que m vérifie les conditions du Théoréme 6.1. Pour tout j € Z, soit m;(&) :=
@;(E)m(E) et K; := 9_1(m]-). Alors Zjez K; converge au sens C!, sur tout sous-ensemble compact de

R4\ {0}, vers une fonction K : R \ {0} — C qui vérifie

|K(x)| < CBlx|™, |VK(x)|< CBlx|™41, pour tout x € R4\ {0}.

Démonstration. 1l suffit de montrer que

Z IK;(x)] < CB|x|™, Z IVK;(x)| < CB|x|™471, pour tout x € R\ {0}.

= =
L'idée est de se servir de la Proposition 4.24 (i) et (ii). On observe pour cela que (6.5), (6.4) et la régle
de Leibniz impliquent

107m |l 00 < CB27W 187 (Exm)|lpee < CB277UMD pourtout 0< |y|<d+2, jeZ, 1 <k<d,
J k!
ce qui donne en intégrant

187 m;l;x < B2, 1187 (&m )|l x < cB2/4T (D),
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En prenant Z ! on en déduit que
Ix7K;ll oo < CB2IM X738, Kl oo < €B2I4IUNIED),
Fixons x € R\ {0}. Notons que |x|' < C max|,|— |x"|, donc les estimations ci-dessus donnent
IK;(x)| < CBlx['2/147D, | VK;(x)| < CBlx[T'2/HD pourtoutj€Z, 0<1<d+2.

On voit qu'il est intéressant de prendre [ = 0si 2/|x| <1 et =d +2 si 2/|x| > 1. Suivant cette logique,
on écrit

IK;(x)| < CB2Y, si 27|x| <1,  |K;(x)| < CBlx|™227%, si 2/|x| > 1,
et on prend la somme (en utilisant le principe “la somme d’une suite géométrique est comparable au
plus grand terme”) :

DK< > cB2t+ 7 CBlx|**227% < CBlx|™ + CBIx[~7|x[.

jez 2J <|x|1 272 |x| 1
De maniere similaire,

|VK;(x)] < CB2/*D si 2/|x| < 1, |VK;(x)] < CBlx|™72277, si 2/|x| > 1,
donc

DUVK )l > e+ N cBlx|+227 < CBlx| L + CBlx [T x|,

j€z 2/ <|x|1 2iz|x|1
O

Démonstration du Théoréme 6.1. Pour ¥ = 0, la condition 6.5 signifie que ||m|| - < B. Par la formule
de Plancherel, cela implique ||T,,,f ||;2 < BJ|f|l;2 pour tout f € &(R?). On note avec le méme symbole
T,, lextension de l'opérateur sur L2(R?). Il suffit de montrer que T = T,, vérifie la condition (5.5), ol
K la fonction donnée par le Lemme 6.3.

On fixe f € Lfomp(Rd), supp(f) < B(O,R). Soit KM := Z;V:_NKj et g™ .= KM« f. Soit Xg €
RY \ supp(f) et r > 0 tel que B(xq,2r) Nsupp(f) = 0. Soit ©:= {x € R? : r < |x| <R+ |xo| + r}. Dun
coté, pour tout x € B(xy, ) on a

g““(x):J K™M(x—y)f(y)dy = f K™M(x —y)f (y)dy
R Q (6.5)

- J K(x—y)f(y)dy = f K(x—y)f(y)dy,
Q Rd

ol la convergence est uniforme en x. D’un autre c6té,

N

gM(E)= > m(EF(E) = (128 — x @V ENM(ENF(E) - m(E)F(E), ausens L3(RY),

j=N

autrement dit, par Plancherel, g(N ) - Tf dans L2(R%). On obtient donc que (Tf)(x) est donné par
(6.5) au voisinage de x. O
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6.2 Décomposition de Littlewood-Paley

La décomposition dyadique de I'identité définie au début du chapitre peut étre vue comme une fa-
mille de multiplicateurs de Fourier. On appelle les opérateurs correspondants les projections de Littlewood-
Paley. On note

Sou:=F ' (xf), Piu:= " (¢;0), pour u € #'(RY), j € Z.

Cette définition a un sens, parce que y € ¥(RY) et ¢ ;€ & (RY) pour tout j € Z. Ce sont des opérateurs
de convolution par une fonction € &(R%). En particulier,

u, »uausens & (RY) = (Sou,)(x) = (Sou)(x) et (Pju,)(x) — (P;ju)(x), pour tout x € RY,

Remarque 6.4. Ces opérateurs ne sont pas des projections au sens de I’algébre linéaire, car Sg #S, et
2
P2 #P;.

Remarque 6.5. Notons pourtant que pour tout j € Z on a (Pj_; + P; + Pj1)P; = P;. En effet, cela
revier_lt a dire que (¢ +¢; +¢it1)¢; = Cela est vrai, car ¢;_1(&)+¢;(&)+¢;1(E) = y(2771E)—
2 (277+2E) =1 pour tout 2/ < |E] < 271,

Remarque 6.6. Beaucoup d’auteurs écrivent A; ou A j au lieu de P;.

Lemme 6.7. Pour tout f € L2(R?), f = Sof +>.
L?(RY). De plus,

oo o
=1 Pif = Zj:_oo P;f au sens de la convergence dans

1 o
SIF IR < S0 2+ 2P I < £ 122, 6.6)
j=1
1
SIFIE < D IR F I, < I 1 6.7)
JEZ

Démonstration. La premiere partie est laissée comme exercice, voir la fin de la preuve du Théoréeme 6.1.
Concernant la deuxiéme partie, par la formule de Plancherel,

o0 oo
ISof 112+ D IPifI7. = | IFEP(x(E) + D, 6;(E)*)dE.
L J L j
j=1 R j=1
Pour chaque £ € R?, au plus deux termes dans la somme y (£ )2+Z;:1 ¢;(& )? sont non nuls. En utilisant

le fait que %(a +b)? <a®+b?<(a+b)? onadonc

1 1

5 =3 (x@+D9,(0) < x@P+ 0,07 < (1 + 6,0 =1,
j=1

j=1 j=1

et on obtient (6.6) en appliquant de nouveau Plancherel.
La preuve de (6.7) est similaire. O

Remarque 6.8. Voir 'Exercice 6.2 pour une généralisation au cas des espaces de Sobolev.
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En changeant 'ordre de la sommation on peut écrire

DUIPFIR, = ZJ (P, ()| dx = J ISf ()2 dx = |IS£ 112,
Rd Rd

JEZ JjEZ

ol S est la fonction carrée de Littlewood-Paley définie par

) = (DI AHER). 6.8)
JEZ
Par I'estimation (6.7), on a donc
JIFIZ, < ISFI, < FI2,,  pour tout f € L2(RY), 69)

La définition (6.8) a un sens pour tout f € &’(R?) et définit une fonction mesurable Sf : R? —
[0,4+00]. Il est trés important de ne pas confondre S et Sy, qui n’ont pas grand chose a voir.

Remarque 6.9. Pour tout u,v € &'(R?) et x € R? on a (S(u+ v))(x) < (Su)(x) + (Sv)(x). Aussi, si
u, — u au sens &’(R?) et x € RY, alors (Pju,)(x) — (P;ju)(x) pour tout j € Z, donc par le lemme de
Fatou (Su)(x) < liminf,_, oo (Su, )(x).

On va montrer que les inégalités (6.9) se généralisent au cas LP.

6.3 Estimation L? de la fonction carrée

Théoréme 6.10. Pour tout 1 < p < oo il existe C = C(d, p) tel que

1
W llee < lISfllee < Cllflle,  pourtout f € LP(RY).

Pour démontrer ce théoréme, on a besoin du lemme suivant (qui permettra en fait d’appliquer le
théoreme sur les bornes LP des opérateurs de Calderén-Zygmund).

Lemme 6.11. Il existe B > 0 (qui dépend de d et du choix de la décomposition dyadique) tel que pour tout
x #O0et tout N €N

N N
(F 1+ D IF NI < Blx[™, [V(F )@+ Y IV(F T e)(x)| < Blx| ™,
j=1 j=1

N N
DT eI <BIx™, Y IVF o)) < Blx| 4

j=—N j==N

Démonstration. Comme Z 'y € #(R?), la premiére ligne est une conséquence de la deuxiéme. Pour
montrer 'estimation dans la deuxiéme ligne, on répete 'argument de la preuve du Lemme 6.3, pour
K;:=F ;. m

Remarque 6.12. Concernant les estimations de la premiere ligne dans I'énoncé du lemme, il est assez
facile de se convaincre qu’en fait la décroissance est plus rapide que toute fonction rationnelle quand
|x| — oo.
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Démonstration du Théoréme 6.10. Montrons d’abord Iinégalité a droite pour f € S (R?). 1l suffit de
montrer que pour tout N € N on a

et ensuite passer a la limite N — oo (théoréme de convergence monotone). Fixons donc N €N, x € R4
et soit a; := (P;f)(x) pour —N < j < N. Soit Q2 'ensemble des suites r_y,7_y1,. .., y_1,Ty a valeurs
dans {—1, 1}. Par I'inégalité de Khintchin, voir le Lemme 6.13 plus bas,

( > |(ij)(x)|2)% -( » o) <c2 | > an
=N =N

reQ j=—N

= C2 NS ‘(( ﬁ: riP;) f)(x)‘p = C2 N (POF ).

reqQ j=—N req

< ClIf I, (6.10)

Lp

( > |(ij)(x)|2)%

=N

P
2

?[:_N r;P; est continu LP(RY) — LP(RY), avec

la borne sur la norme IIP(r)Ilg(Lp) < C = C(d). Cest une conséquence du Lemme 6.11 et du Théo-
reme 5.18. On a donc

Lobservation essentielle est que I'opérateur P := >

f |(PDF))| dx < ClIfF I,
]Rd

ce qui implique, en prenant la somme en r € Q, (6.10).
On passe a I'inégalité 4 gauche. Soit g € &(R?). On procéde par dualité. Posons P; =P;_1+P;j+Pj,

et (§g)(x) = (Zjez |(§g)(x)|2)% < 3(Sg)(x). En utilisant la Remarque 6.5,

(f.g)= <ijf,g> =Z(ij,g) :Z<ij:(Pj—1 +Pj+Pj;1)g)

JEZ JEZ JEZ
= J D BA)F ) (x)dx < J (SF)(x)(Sg)(x) dx
R4 jez R4

< ISf 2o IS¢l < ClUSF llzollgll o

ce qui termine la preuve.
Sif ¢ S (RY), on prend f, — f dans LP(R?). En utilisant la Remarque 6.9, on peut montrer que
IISf —Sf,llz» = 0 quand n — oo. O

6.4 Inégalité de Khintchine (*)

Soit 2 :={—1,1}. On note r = (ry, ..., ry) les éléments de Q.

Lemme 6.13. Pour tout 1 < p < oo il existe C > 0 tel que pour tout N € N et toute suite (a, . ..,ay) € CY

N p N v N »
C_I(Z|aj|2)2 SZ_NZ‘Za]-rj SC(Zlaj|2)2. 6.11)
j=1 j=1

req j=1
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Avant de démontrer ce lemme, on en donnera une interprétation. Considérons 'ensemble des fonc-
tions u : Q — C. Soit u la mesure de comptage normalisée sur Q, c’est-a-dire u(A) = 27V |A| pour tout
AC Q. Pour 1< p < oo lespace LP(Q) est défini par la norme

lull?, = f u(r)Ppdr) =27 > u(r)P.
Q

req

Il est facile de voir que les fonctions e; : 2 — C définies pour 1 < j < N par ¢;(r) = r; vérifient

llejllz =1 et (ej,ex) = fQ ej(r)ex(r)u(dr) = 0si j # k. Soit ay,...,ay € Cetu(r) := Z;V:l a;r;, donc

N (oo s .
u=>y, j=1a;¢j. On peut réecrire (6.11) de maniere suivante :

CYull < llull < Cllully2,  ou C:=Cb. (6.12)

Comme u(2) = 1, on voit de cette écriture que I'inégalité a gauche est évidente pour p > 2 et celle a
droite pour p < 2.

Il n’y a évidemment aucune chance que les bornes (6.12) puissent étre vraies pour toute fonction
u : Q — C, avec une constante C qui ne dépend pas de N. Les fonctions de la forme Z;Vzl aje; sont tres
spéciales.

En réalité, il est facile de voir que les fonctions e, := [ | jea€j pour A C {1,2,...,N} forment une
base orthonormée de L%(£2). On les appelle les fonctions de Walsh. Une fonction générale u : Q — C peut
donc s’écrire comme u = ZAC{],...,N} ase,, ot ag € C pour tout A C {1,...,N}. Si on voit 2 comme le
groupe abélien Q = ZY , alors les fonctions de Walsh sont les caractéres, c’est-a-dire les homomorphismes
ijv — C*. Avec la multiplication de fonctions comme opération de groupe, les fonctions de Walsh
forment le groupe dual de ZY, qui s’avére isomorphe a lev . De ce point de vue, (as)acq1,.. n} est la
transformée de Fourier de la fonction u.

L'inégalité (6.12) dit que toutes les normes ||u||;, sont comparables, a la condition que a, = 0
pour tout A tel que |A| # 1. On peut voir facilement que cela reste vrai si on suppose seulement a, =
0 pour tout |A| > 2. L'inégalité (6.12) parait maintenant, peut-étre, moins surprenante. Elle affirme
I’équivalence des normes LP sous des hypothéses tres fortes sur la transformée de Fourier de u. On a
déja vu des résultats de ce type, notamment les inégalités de Bernstein.

Démonstration du Lemme 6.13. On commence par I'inégalité a droite. Comme on I’a observé ci-dessus,
les grandes valeurs de p sont intéressantes, donc on peut prendre p = 2k avec k € N. (Avertissement :
les formules qui suivent peuvent étre difficiles & digérer pour k général; il est utiles de prendre k = 2
ou k = 3 pour voir ce qui se passe.) On a alors

N

TNZ’%‘%‘ " Z_NZ(Zafrf)k(Za_frf)k

req’ j=1 reQ  j=1 =1

N
_ k! k! ai—p. oi+p;
__ =N E : E : J=PB; . FiTPj
=2 a!ﬂ!jzlai ajr; :

N N
ree Zj:l ajZijl Bj=k

—
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Seulement les termes ou a; + f3; est paire pour tout j peuvent étre non nuls. On a donc
N

N

2k k! k! w8,

2—NZ)Zajrj SZ_NZ Z _|El_[|af|aj+ﬂjrjj Bj

- al Pt
reQ j=1 req) 2;\1:1 ajzz;\f:l ﬁj=k,2|aj+/3j j=1

N N

-2 apllernsa(Xer),
j= j

N N —
D=1 4 =2=1 Bj=k 2la;+p; !

ol C; dépend seulement de k.
Pour montrer I'inégalité a gauche pour p = 1 (sans perdre la généralité), on écrit
ar;

N 9 N 4 N
2_NZ’Zajrj =2_NZ‘Zajrj ' il 3(2_NZ.Zajrj

reQ j=1 reQ) j=1 j=1 reQ j=1 reQ j=1

N
3

11 suffit maintenant d’appliquer l'inégalité déja démontrée pour p = 4.
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6.5 Exercices

Exercice 6.1. Construire une décomposition de Littlewood-Paley sur T¢ en utilisant la formule de som-
mation de Poisson au lieu du noyau de de la Vallée Poussin.

Exercice 6.2. (i) Montrer que pour tout s € R il existe C = C(d, s) tel que pour tout u € H*(R?)

oo
—1),112 2 2j 2 2
C lullzs < lISoullf, + E :2 PlPjull, < Cllully,
i=1

(ii) Montrer que pour tout s < % il existe C = C(d, s) tel que pour tout u € H*(R?)

CYul2, < 22||Pull2, < Cllul’,.
JEZ

Exercice 6.3. Montrer que pour tout 0 < a < 1 il existe C = C(d, a) tel que pour tout f € &(R%)

CHUIf llcow < 11Sof llzeo + sup 2%1IP;fl o0 < ClIf [l o

1<j<oo
Exercice 6.4. Le but est de démontrer I'inégalité suivante.

Théoréme 6.14 (Injection de Sobolev). Pour tout 0 < s < % il existe C = C(d,s) tel que pour tout
f e ZRY

S C Ts . = .
I 1le < ClIfllg oup =T

(i) En utilisant I'inégalité de Bernstein, montrer que pour tout j € Z on a ||P;f ||, < 27°||P; f|| 2.
(i) En prenant la norme [2 en j et en utilisant 'Exercice 6.2 (ii), en déduire que ||f|| po, <C If 1725
P>
ol B}? , est la norme de Besov homogene.
(iii) Appliquer I'inégalité de Minkowski, voir Lemme 2.16, pour montrer que ||f || po, < ¥l B, ol ng
p, p, 4
est la norme de Triebel-Lizorkin homogéne.

(iv) Conclure en évoquant le Théoréme 6.10.
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