DM écrit 4, corrigé.
Exercice 1. Montrer qu’il existe une constante C = C(d) ayant la propriété suivante. Soit 1 < p <
q<o00, R>0 et feS'(RY telle que supp(f) C Br (la boule de centre O et de rayon R). Alors
-1
1£lze < CR™ 2N flle, [V Sllze < CRIS1r.

En déduire que, sous les mémes hypothéses, pour tout o € N¢

11
10 Fllze < CHHIR R ZD) fp.
Remarque : Toutes les dérivées sont prises au sens S'. Par convention, ||f|r» = oo si f ¢ LP
(c’est-a-dire, si la distribution f ne peut pas étre identifiée a une fonction LP).
Indication : Soit y € C(RY) telle que x(£) = 1 pour |€] < 1 et x(€) = 0 pour |£| > 2, et pour
tout R > 0 notons xgr(&) := x(&/R) et Vg := F Y(xr). Montrer que |Vg|lrr < CRU=7) et
IVVR|r < CR, ou C dépend du choix de la fonction x. Ensuite, considérer Vg * f.
Solution. Soit V := F~1(x). On observe que
Vi(§) = RV (RY),

donc

VR Tz = R /Rd [V(RS)|"d€ = R(r—1d /]Rd [V (()]"d¢ < R(T_l)dHVH?j;olHVHLl < CR(r—l)d7

ce qui implique | Vg||z- < CR¥ -1/,
On suppose supp(f) C Bg, donc
Vef =xrf=F-(0—xnf=1

~ ~

(en effet, pour toute fonction test ¢ € S(R?), (1 — xr)f(#) = f((1 — xr)$) = 0). Autrement dit,
Vg * f = f. Par 'inégalité de Young, avec 1 —1/r =1/p—1/q,
[ £llze = 1Ve* fllzo < IValwrllflle < CRCTYD £,

Ensuite, on voit que VVz(€) = RITIVV(RE), et une intégration par un changement de variable
montre que ||VVg| 1 < CR. Par conséquent,

IVflle = IV(Ve % f)llir = [[(VVR) * flle < IVVRI 1] fllr < CR|| ] ze-

L’estimation sur 0% f s’obtient par récurrence par rapport a |a. O

Exercice 2. Montrer qu’il existe une constante C > 0 ayant la propriété suivante. Soit v > 0 et

o~

f € S'(R) telle que supp(f) N B, = 0. Alors pour tout 1 < p < oo

(%) I£llze < Cr=Hf | 2o,
ou f' € §'(R) est la dérivée de f.
Indication :
1
(i) Fizons m € C*°(R), une fonction telle que m(§) = 0 si |¢| < 3 et m(£) = it si [¢] > 2.
i

Montrer que /]R (Im(&)] + |m’(€)[?) d€ < oo.

(ii) Soit K := F~1(m). Montrer que /(1 + 23)|K(2)? dz < o0o. En déduire que K € L'(R).
R

(iii) Soit m,(&) == r~tm(¢/r) et K, := F~Y(m,). Montrer que | K| =77 K| 1.

(iv) Montrer (rigoureusement!) que K, x (f') = f. En déduire (x).
1



Solution. (i) On a m' € C®(R), m'(§) = 0 si [¢] < % et m/(€) = _ﬁ si |¢] > % Evidemment
f\g|§1(|m(§)|2 + |m/(€)[?) d¢ < 0o. On a aussi

1 1
2 1(ey|2
m(€)|? + [m! (€)[?) de = (—+—)dg<oo.
[ (m@r @i [ (e + m
(ii) Soit L(z) := zK(z) au sens des distributions. Par les propriétés de la transformation de

Fourier, on a —2miL = m’ € L2 (R), donc L € L?(R) par le théoréme de Plancherel. Par I'inégalité
de Cauchy-Schwarz,

1
[1g@las= [ A (IR a

dx 9 9
S/Ra?2+1/R(1+x)K(x) dz < oo.

(iii) Avec les notations du cours, on a, au sens S’'(R),
my =~ tdym, donc K, = f_l(mT) =rYrd 1 Fim=d. K.

Avec un changement de variable,

= ra)|de =t 1.
/R K, () da = /R K (rz)|d 1K

(iv) On a K, = m, € T(R), donc K, * (f) est bien défini au sens des distributions. En prenant
la transformée de Fourier, la relation f = K, * f’ est équivalente a
f=K.J' = 2xi¢m, .
Soit ¢ € S(R). Il faut vérifier que f(d)) = f(27ri§mr¢). Soit x € C°, x(&) = 1 pour |[{] < %7‘ et
x(€) = 0 pour [£] > r. On a donc

~ ~ ~

f@migm,¢) = f(2mi&xm,y@) + f(2mi(1 — x)m. ).
Comme supp(f) N B, =, on voit que f(ZWigxmrqS) =0= f(x¢) Aussi, 2mi&(1 — x)m, = (1 —x),

donc

~ ~ -~ ~

f@migmrg) = f(x@) + f((1 = x)o) = f().
On a ainsi montré que f = K, x (f').
Par I’inégalité de Young, pour tout 1 < p < oo on a

I£llze = 1K % (F)llze < WKl e < BN e I e,

ce qui prouve (x) avec C := || K||1.



