DM écrit, a rendre vendredi le 16 octobre.

Exercice 1. On étudie dans cet exercice la convergence des intégrales de Fourier dans LP pour
1<p<oo.

(i) La transformation de Hilbert H : S(R) — S'(R) est définie par la condition
HJ() = ~isen(©)](©)

Montrer, en calculant le noyau et en vérifiant directement les hypothéses, que H est un opé-
rateur de Calderon-Zygmund fort. (Vous pouvez, bien sir, utiliser les résultats des exercices
des DM précédents).

(ii) Soit my : R — C la fonction définie par my(§) = 1si £ > 0 et my(§) = 0si £ < 0. Pour
tout f € S(R) on pose Pyf = fﬁl(m+f). Montrer que pour tout 1 < p < oo il existe
une constante A = A(p) telle que ||Pyfllzr < A(p)| fllLe pour tout f € S(R). Donner deux
preuves différentes : une qui utilise la question précédente, et une autre qui évoque le théoréme
de Mikhlin.

(iii) Pour w € R soit m,, : R — C la fonction définie par m,(§) = 1 si £ > w et my(§) = 0 si
¢ < w. Pour tout f € S(R) on pose B, f := }"_l(mw]?). Montrer que si 1 < p < oo, alors
|Pufllze < A(p)||fllze pour tout w € R et f € S(R), oit A(p) est la méme constante que dans
(i).

(iv) Pour tout R > 0 et f € S(R), soit Sgf := f_l(X[_RyR]f), otl X[—g,g) est la fonction caracté-
ristique de U'intervalle fermé [— R, R]. Montrer que pour tout 1 < p < oo il existe une constante
C = C(p) telle que |Srfllr < C(p)||fllLr pour tout R € R et f € S(R).

(v) Fixons ¢ € C*(R), une fonction telle que ¢(§) = 1 si [£] < 3 et ¥(€) = 0 si [¢] > 1. Soit
Yr(€) == Y(E/R) et Kr := F~1(3r). Montrer que Kp est une approximation de I'identité
quand R — oc.

(vi) On définit Si : LP(R) — LP(R) comme l'unique extension continue sur LP(R) de I'opérateur
Sr défini ci-dessus sur S(R). Montrer que Sp(Kgr* f) = Kg* f pour tout R > 0 et f € LP(R).
Montrer que P}g}go |Srf — fllzr = 0, pour tout f € LP(R).

(vii) (question bonus) Montrer que pour tout 1 < p < oo il existe C' = C(p) tel que
|mllpr < Clm|lpv,  pour tout m: R — C,

ou ||m|ae := || Tml|lzr—1» est la norme dans l'espace des multiplicateurs LP et BV (R) est
I’espace des fonctions & variation bornée, c’est-a-dire
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Exercice 2. (plus difficile que I'Exercice 1.) Soit 0 < s < g et p= Montrer qu’il existe une

constate C' = C(d, s) telle que pour tout f € S(R?)
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(C’est l'inégalité de Sobolev raffinée de Chemin et Xu, ’97.)

Indication. Estimer my(f) de maniére suivante. Ecrire f = f, + f, ot f := > o b (basses

J<jo
fréquences) et fi, := 3. () P (hautes fréquences), avec jo = jo(A) qu’il faut choisir. Montrer
qu’il existe une constante A = A(d, s) telle que si 270(4/2=9) < )‘/(AHfHBS ), alors || fp|lpe < A/2.

Prendre le plus grand j qui vérifie cela et estimer |{z : |fn(z)| > A/2}| en utilisant I'inégalité de
Markov.



