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Instructions.

— Vous pouvez utiliser vos notes et d’autres documents imprimés. Il
est interdit d’utiliser des ordinateurs ou des téléphones portables.

— Écrivez vos solutions en utilisant des phrases complètes en langue
française. Essayez s’il vous plaît d’écrire lisiblement.

— Il y a 4 problèmes.
— Même si vous ne savez pas résoudre un des sous-problèmes, vous

pouvez l’utiliser dans la suite de l’exercice.
— Vous pouvez utiliser tout résultat énoncé dans le polycopié ou

dans les DM.
— On adopte la convention que la transformée de Fourier d’une fonc-

tion f ∈ S(Rd) est donnée par

(Ff)(ξ) = f̂(ξ) :=

∫
Rd

e−2πix·ξf(x) dx, pour tout ξ ∈ Rd.

On note F−1 la transformation de Fourier inverse, c’est-à-dire
F−1(f̂) = f pour tout f ∈ S(Rd).



Problème 1. (3 points) Soit d ∈ {1, 2, . . .}, 1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ ∞, 1 ≤
r1 ≤ r2 ≤ ∞, s1 ∈ R. Posons s2 := s1 − d(p−11 − p−12 ). Montrer qu’il
existe une constante C = C(d) telle que

‖f‖Bs2
p2,r2
≤ C‖f‖Bs1

p1,r1
, pour tout f ∈ S(Rd),

où ‖ · ‖Bs
p,r

est la norme de Besov non homogène.

Solution. Soit a0 := ‖S0f‖Lp1 , aj := 2js1‖Pjf‖Lp1 pour j ≥ 1, b0 :=
‖S0f‖Lp2 et bj := 2js2‖Pjf‖Lp2 pour j ≥ 1.

Comme supp(P̂jf) ⊂ B(0, 2j+1) et p2 ≥ p1, par l’inégalité de Bern-
stein on a
‖Pjf‖Lp2 ≤ C2jd(p

−1
1 −p

−1
2 )‖Pjf‖Lp1 , pour tout j ∈ {1, 2, . . .},

où C ne dépend que de la dimension. On remarque que js2 + jd(p−11 −
p−12 ) = js1, donc

2js2‖Pjf‖Lp2 ≤ C2js1‖Pjf‖Lp1 , pour tout j ∈ {1, 2, . . .},
autrement dit bj ≤ Caj. Également par l’inégalité de Bernstein, b0 ≤
Ca0. Ceci implique

b0 +
( ∞∑
j=1

br1j
) 1

r1 ≤ C
(
a0 +

( ∞∑
j=1

ar1j
) 1

r1

)
.

Mais puisque r2 ≥ r1, on a aussi( ∞∑
j=1

br2j
) 1

r2 ≤
( ∞∑
j=1

br1j
) 1

r1 ,

donc

‖f‖Bs2
p2,r2

= b0 +
( ∞∑
j=1

br2j
) 1

r2 ≤ C
(
a0 +

( ∞∑
j=1

ar1j
) 1

r1

)
= C‖f‖Bs1

p1,r1
.

�



Problème 2. (3 points)

(i) Vérifier que
∫ 1

2

− 1
2

e2πinξ dξ = 0, pour tout n ∈ Z \ {0}.

(ii) Trouver une fonction bornée continue γ : R→ R telle que supp(γ̂) ⊂
[−1

2
, 1
2
], γ(0) = 1 et γ(n) = 0 pour tout n ∈ Z \ {0}.

(iii) Soit (an)n∈Z une suite de nombres complexes telle que
∑∞

n=−∞ |an| <
∞. Montrer qu’il existe une fonction bornée continue f : R → C
telle que supp(f̂) ⊂ [−1

2
, 1
2
] et f(n) = an pour tout n ∈ Z.

Solution. (i) En effet,∫ 1
2

− 1
2

e2πinξ dξ =
1

2πin
[e2πinξ]

ξ= 1
2

ξ=− 1
2

=
1

2πin
(eπin − e−πin) = 0.

(ii) On peut observer que la formule dans (i) donne la transformée de
Fourier inverse de la fonction indicatrice de l’intervalle [−1

2
, 1
2
], calcu-

lée en n. Il suffira donc de poser γ := F−1(χ), où χ est la fonction
indicatrice de l’intervalle [−1

2
, 1
2
]. On calcule

γ(x) =

∫
R

e2πixξχ(ξ) dξ =
1

2πix
(eπix − e−πix) =

sin(πx)

πx
.

(iii) Posons
g(ξ) :=

∑
n∈Z

ane−2πinξχ(ξ).

La série converge dans L1(R), donc g ∈ L1(R). Aussi, supp(ĝ) ⊂
[−1

2
, 1
2
]. Soit f := F−1(g). C’est une fonction continue bornée, et

f =
∑
n∈Z

anF−1(e−2πinξχ),

avec la somme convergeant uniformément. Par la formule bien connue
du cours,

F−1(e−2πinξχ)(x) = F−1(χ)(x− n) = γ(x− n),

donc pour tout m ∈ Z

f(m) =
∑
n∈Z

anγ(m− n) = am.

�

Remarque. La formule f(x) =
∑

n∈Z f(n)γ(x−n) =
∑

n∈Z f(n) sin(π(x−n))
π(x−n)

s’appelle la formule de Shannon et permet de reconstruire un signal
continu f(x) à partir d’un échantillonnage f(n) pour n ∈ Z, sous la
condition que supp(f̂) ⊂ [−1

2
, 1
2
], voir par exemple l’article sur Wikipe-

dia “Théorème d’échantillonnage”.



Problème 3. (6 points)
Pour tout y > 0 on définit le noyau de Poisson Py par

Py(x) :=
y

π(x2 + y2)
, pour tout x ∈ R.

On peut vérifier, en utilisant le théorème des résidus par exemple, que
P̂y(ξ) = e−2πy|ξ| (vous n’avez pas besoin de le vérifier).
(i) Soit f ∈ S(R;R) et pour tout y > 0 posons uy := Py ∗ f . Montrer

que uy1+y2(x) = (Py2 ∗ uy1)(x) pour tout y1, y2 > 0 et x ∈ R.
(ii) Montrer que Py est une approximation de l’identité quand y → 0+.
(iii) Pour tout y > 0 on définit le noyau conjugué Qy par

Qy(x) :=
x

π(x2 + y2)
=
xPy(x)

y
, pour tout x ∈ R.

Montrer que Q̂y(ξ) = −i sgn(ξ)P̂y(ξ) (il suffit de donner l’idée de
la preuve).

(iv) Pour tout y > 0 posons vy := Qy∗f . Rappelons que la transformée
de Hilbert de f ∈ S(R) est définie par la condition

Ĥf(ξ) = −i sgn(ξ)f̂(ξ).

Vérifier que vy = Py ∗ (Hf). Montrer que

lim
y→0+

‖vy −Hf‖L∞ = 0.

(v) Soit Ω := {z = x + iy : y > 0}. Pour tout z ∈ Ω, posons
w(z) := uy(x) + ivy(x). Montrer que w : Ω → C est une fonc-
tion holomorphe.

Solution. (i) On observe que Py ∈ L1(R) pour tout y > 0, donc Py ∗ g
est bien défini pour tout g ∈ L2(R) et F(Py∗g) = P̂yĝ (pour le justifier,
il suffit d’approcher g par des fonctions test et passer à la limite).

On a donc

ûy1 = P̂y1 f̂ ∈ L1(R) ∩ L2(R),

ûy1+y2 = P̂y1+y2 f̂ ,

FPy2 ∗ uy1 = P̂y2ûy1 = P̂y2P̂y1 f̂ .

Il est clair que P̂y2P̂y1 = P̂y1+y2 , donc, en prenant les transformées de
Fourier inverses, uy1+y2 = Py2 ∗ uy1 .
(ii) Il est clair que Py(x) ≥ 0 pour tout x, et que

∫
R Py(x) dx = 1 (soit

par un calcul direct, soit en invoquant le fait que P̂y(0) = 1).



Soit δ > 0. On obtient∫
|x|≥δ

Py(x) dx =

∫
|x|≥δ

1

1 + (x/y)2
d(x/y) =

∫
|x|≥δ/y

dx

1 + x2
.

Pour δ fixe et y → 0+, ce nombre converge vers 0.
(iii) Grâce à la formule bien connue du cours, x̂Py(ξ) = i

2π
d
dξ
P̂y(ξ). En

calculant explicitement cette dérivée pour ξ > 0 et pour ξ < 0, on
obtient le résultat.
(iv) On observe queQy ∈ L2(R), doncQy∗f est bien défini et v̂y = Q̂yf̂ .
On a aussi Hf ∈ L2(R) et

F(Py ∗Hf)(ξ) = P̂y(ξ)Ĥf(ξ) = −i sgn(ξ)P̂y(ξ)f̂(ξ) = Q̂y(ξ)f̂(ξ).

En prenant F−1, on en déduit que vy = Py ∗ (Hf).
Comme Ĥf ∈ L1(R), on sait que Hf ∈ C0(R). Puisque Py est une

approximation de l’identité, on obtient
lim
y→0+

‖vy −Hf‖L∞ = lim
y→0+

‖Py ∗ (Hf)−Hf‖L∞ = 0.

(v) Soit Γ(z) := Py(x) + iQy(x), de sorte que

w(z) =

∫
R

Γ(z − x)f(x) dx.

Il suffit de vérifier que Γ est holomorphe, parce qu’on aura w′(z) =∫
R Γ′(z − x)f(x) dx au sens de la dérivation complexe. Mais

Γ(z) =
1

π

y + ix

x2 + y2
=

i

πz
.

�

Remarque. Nous avons trouvé dans cet exercice une interprétation
intéressante de la transformation de Hilbert : on prend une fonction
réelle f dans la classe de Schwartz, on l’étend comme fonction harmo-
nique sur le demi-plan supérieur, ensuite on trouve la partie imaginaire
pour former une fonction holomorphe, et enfin on prend la limite de
cette partie imaginaire sur l’axe réel. Ce qu’on obtient est précisément
Hf .



Problème 4. (8 points) Voici le résultat qu’il faut démontrer.

Proposition. Pour tout d ∈ {1, 2, . . .} il existe une constante C =
C(d) > 0 ayant la propriété suivante. Soit T : L2(Rd) → L2(Rd)
un opérateur linéraire vérifiant ‖T‖L2→L2 ≤ 1, et tel que pour toute
fonction f ∈ L2

comp(Rd), c’est-à-dire une fonction dans L2(Rd) dont le
support est borné,

(Tf)(x) =

∫
Rd

K(x− y)f(y) dy, pour tout x /∈ supp(f),

où K : Rd \ {0} → C est une fonction mesurable localement bornée qui
vérifie ∫

|x|>2|y|
|K(x)−K(x− y)| dx ≤ 1, pour tout y ∈ Rd.

Alors pour tout f ∈ L2
comp(Rd) ∩ L∞(Rd) il existe a ∈ C tel que∫

B

|(Tf)(x)− a| dx ≤ C‖f‖L∞ ,

où B ⊂ Rd est la boule unité de centre 0.
Pour d = 1, donner un exemple d’un opérateur T vérifiant les hy-

pothèses ci-dessus et d’une suite fn ∈ L2
comp(R) ∩ L∞(R) telle que

‖fn‖L∞ ≤ 1 et |an| → ∞, où an ∈ C vérifie∫ 1

−1
|(Tfn)(x)− an| dx ≤ C.

Indication. Soit χ(x) = 1 si |x| ≤ 2 et χ(x) = 0 si |x| > 2, c’est-à-dire
χ est la fonction caractéristique de la boule de centre 0 et de rayon 2.
Décomposer f = g + h = χf + (1− χ)f .

Solution. On décompose f = g + h, comme indiqué. Bien sûr, g et h
appartiennent à L2

comp(R)∩L∞(R). Par linéarité, Tf = Tg+Th, donc∫
B

|(Tf)(x)− a| dx ≤
∫
B

|(Tg)(x)| dx+

∫
B

|(Th)(x)− a| dx.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que ‖T‖L2→L2 ≤ 1 impliquent∫
B

|(Tg)(x)| dx ≤
√
|B| × ‖Tg‖L2 ≤

√
|B| × ‖g‖L2

≤
√
|B|
√
|B2| × ‖g‖L∞ ≤ C‖f‖L∞ .

Observons qu’on a utilisé le fait que g est à support dans une boule de
rayon 2 pour estimer la norme L2 de g par sa norme L∞.



On considère maintenant (Th)(x) pour |x| < 1. En particulier, x /∈
supp(h), donc

(Th)(x) =

∫
Rd

K(x− y)h(y) dy

=

∫
Rd

(K(x− y)−K(−y))h(y) dy +

∫
Rd

K(−y)h(y) dy.

Posons a :=
∫
Rd K(−y)h(y) dy ∈ C. L’intégrale a un sens parce que K

est une fonction bornée sur supp(h), par l’hypothèse. On obtient

|(Th)(x)− a| ≤
∫
Rd

|K(x− y)−K(−y)| × |h(y)| dy

≤ ‖f‖L∞
∫
|y|≥2
|K(x− y)−K(−y)| dy

≤ ‖f‖L∞
∫
|y|>2|x|

|K(x− y)−K(−y)| dy ≤ ‖f‖L∞ ,

où la dernière inégalité résulte directement de l’hypothèse sur K.
Concernant le contre-exemple, on considère la transformation de Hil-

bert (éventuellement multipliée par une constante strictement posi-
tive). On sait donc, d’après le cours, qu’il existe un opérateur T véri-
fiant toutes les hypothèses, avec K(x) = cx−1, c > 0. Prenons la suite
fn définie par fn(x) = 1 si 3 ≤ x ≤ n, fn(x) = −1 si −3 ≥ x ≥ −n, et
fn(x) = 0 pour toutes les autres valeurs de x ∈ R. On voit que

an = 2c

∫ n

3

x−1 dx = 2c× (log n− log 3)→∞, quand n→∞.

�

Remarque. Par le même raisonnement, on peut montrer que pour tout
f ∈ L2

comp(Rd) ∩ L∞(Rd) et toute boule B̃ il existe a = a(f, B̃) ∈ C tel
que

1

|B̃|

∫
B̃

|(Tf)(x)− a| dx ≤ C‖f‖L∞ ,

autrement dit ‖Tf‖BMO ≤ C‖f‖L∞.


