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Introduction

Présentation du cours

L'objectif de ce cours est de présenter quelques résultats classiques de I'analyse de Fourier dans
I'espace euclidien. Nous insisterons sur les aspects de la théorie qui trouvent des applications dans
I'étude des équations aux dérivées partielles (mais ces applications ne seront présentées que de maniére
rudimentaire).

Apreés quelques rappels sur la théorie des distributions et sur la transformation de Fourier, nous abor-
derons la théorie générale des intégrales singuliéres, c’est-a-dire la théorie des opérateurs de convolu-
tion avec un noyau singulier en origine. Puis, nous étudierons la décomposition de Littlewood-Paley
et en donnerons quelques applications simples en analyse fonctionnelle. Enfin, nous examinerons des
propriétés des restrictions de transformées de Fourier a des hypersurfaces. Nous verrons comment ces
idées permettent de décrire le caractére “dispersif” de '’équation de Schrédinger.

La majorité du cours sera consacrée aux estimations dans des espaces de Lebesgue autres que L2. La
principale utilité des estimations dans L? pour p # 2, souvent beaucoup plus difficiles que les estimations
correspondantes dans L2, provient des applications en étude de problémes non linéaires.

Contenu du cours

— Rappels sur la théorie des distributions et sur la transformation de Fourier.
— Principe d’incertitude, théoreme de Malgrange-Ehrenpreis.

— Théorie de Calderon-Zygmund des intégrales singuliéres.

— Théorie de Littlewood-Paley.

— Intégrales oscillantes, théoréme de Tomas-Stein, inégalités de Strichartz.

Horaires

Lundi 8h30-10h30 (cours) et 10h30-12h30 (TD), Sophie Germain — salle 2016
Vendredi 8h45-10h45, Sophie Germain — salle 1012



Examen

Devoir a la maison

Il y a des exercices a la fin de chaque chapitre. Il y aura cinq devoirs écrits, a rendre le vendredi. Les
DM représentent 10% de la note finale.

Notes de cours

Mises a jour au fur et a mesure de 'avancement du cours. N’hésitez pas a me signaler des erreurs,
ainsi que des passages trop obscurs dans les preuves.
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f(D)p :=F7I(f a ) multiplicateur de Fourier

(p@Y)(x,y):=d)Y(y) produit tensoriel

K, noyau de A

(f,g):= f]Rd F(x)g(x)dx produit scalaire

[A,B] :=AB—BA commutateur de deux opérateurs

Qcce domaine

lz| := vV Z;lzl |2;]~|2 longueur d’un vecteur complexe

w-g = Z;.izl wiz; produit scalaire dans C¢

Rez :=(Rezp,...,Rezy) partie réelle d'un vecteur complexe

Imgz :=(Imgy,...,Imzy) partie imaginaire d’'un vecteur complexe
Dw,r):={zeC®: |zj —w;| <r;} poly-disque de centre w et “multi-rayon” r
D,:={zeC?: |2;] <7} poly-disque de centre 0 et “multi-rayon” r

AC complémentaire de 'ensemble A

xa fonction indicatrice de 'ensemble A

supp(f) support, support essentiel (en fonction du contexte)
Q(xq,R) cube de centre x, et d’aréte de longueur R

Qr cube de centre 0 et d’aréte de longueur R

Q cube de centre 0 et d’aréte de longueur 1
Lfomp(Rd) fonctions L? dont le support essentiel est borné



Chapitre 1

Transformée de Fourier dans R¢
et distributions tempérées

La source bibliographique principale pour ce chapitre est [3, Chapter 2].

1.1 Transformation de Fourier dans ’espace de Schwartz

Sia=(ay,...,aq) € N est un multi- indice alors on note sa longueur la| :== a; +...+ ay. Pour
— d £ g [ 2 d a d 3% ¢
x = (xq,...,x4) € R® on écrit x* := ]—[J 1 ] ,et 9% = ]_[j 15, g , €N supposant que la derniere

expression a un sens.
Définition 1.1. On définit 'espace de Schwartz

F(RY) :={¢p € C®°RY;C) : x*3P ¢ € L°(R?) pour tout a, B € N¢}.
On munit & (R?) d’'une topologie définie par la famille des semi-normes

pna(@):= sup [Ix?0P ||
lal+pl<N

Si aucune confusion n’est possible, on écrit py au lieu de py 4.

Lespace topologique &(R?) est métrisable, par exemple par &(¢,)) := ZN —0 1% }f ;(((g) Jf’)), donc
la topologie est complétement caractérisée par la convergence des suites. Pour ¢, ¢, € S(R%) on a
I'équivalence

lim ¢, = ¢ ausens ¥(RY) < lirgopN(¢n —¢) =0 pour tout N € N.
n—

n—,oo

Proposition 1.2. Lespace &(R?) est complet (C’est donc un espace de Fréchet complexe) et séparable.
Lensemble & (R?) est dense dans LP(R?) pour tout 1 < p < oo, ainsi que dans Cy(R%) (Uespace des
fonctions continues R? — C qui tendent vers 0 quand |x| — 00). O
Exemple 1.3. Voici quelques exemples d’opérateurs linéaires continus & (R¢) — & (R9) :

(i) Pour tout x, € R? la translation T x, est définie par 7, (¢) :=x — @ (x —x).



(ii) Pour tout A > 0 la dilatation d, est définie par d;(¢) := x — ¢(x/A).
(iii) La réflexion est définie par d; = x> P(—x).

(iv) Plus généralement, si A est une matrice inversible d x d, alors I'application qui a ¢ associe ¢ oA
est un opérateur continu (R?) - &(RY).

(v) Pour tout a € N? Popérateur de la dérivation 8% associe & ¢ € & (R?) la fonction 8%¢.

(vi) On note 7(RY) I'ensemble des fonctions h € C°°(R?) telles que pour tout a € N¢ il existe C,
et k, vérifiant |(8%h)(x)| < C,(1 + |x|)*= pour tout x € RY. Si h € F(R?), alors Popérateur de
multiplication qui & ¢ € & (R?) associe h¢ est continu &(R?) — &(R9).

Définition 1.4. Soit ¢ € &(R?). La transformée de Fourier de ¢, notée a; : RY — C, est définie par
65\(5) = f e_zmx'icp(x)dx, pour tout & € RY.
Rd

On pose Z ¢ := $ et on appelle & la transformation de Fourier.

Notation. Dans ce chapitre, il sera parfois commode d’écrire e;(x) := e2™x¢ Clairement, e €T (RD)
pour tout & € RY.

Proposition 1.5. La transformation de Fourier sur & (R%) a les propriétés suivantes :
1) F@%)= (27'ci)|°‘|§“$, pour tout ¢ € &(R?) et a € N%,
(ii) 3“$= (—2n)lMZ (x*¢), pour tout ¢p € F(R?) et a € N,
(i) F(t,,¢)= e_xoql/;, pour tout ¢ € S (R?) et x, € RY,
(iv) F(eg,¢)= Tgoq[/;, pour tout ¢ € S(RY) et w € RY,
v) Z(d,¢)= Addqul/;, pour tout ¢ € L (RY) et A >0,
o) F($)=(¢), pour tout ¢ € #(R?),
(vii) F(poA)= |detA|_1$o (AN, pour tout ¢ € & (R?) et A une matrice inversible d x d.

Démonstration. Vérifions par exemple (vii). Pour tout £ € R? on a, avec le changement de variable
y =Ax,

7 (¢ °A)(§)=f

e 2XE B(A(x)) dx = | detA| f e 2T AN S (y)dy = derA[ (AT E).
R4

RrRd
O

Définition 1.6. Si ¢, € &(R?), alors leur convolution est définie par la formule
(¢ *¢)(y) :=f d(y —x)p(x)dx, pour tout y € RY,
R4

11 est facile de vérifier que ¢ * ¢ € F(R?) et quon a les relations m = q[/)\ﬂ)\, 51\/) = $ * 17)\,
U xy)=(0%¢p) x) etc.



Théoréme 1.7. (i) Lapplication F est un automorphisme de (R), d’inverse
Fp(x) = f e2™MxEq)(E)dE, pour tout x € R%.
Rd

(ii) Pour tous ¢,y € & (]Rd) la formule de Plancherel est vraie :

f BE)P(E)dE = f P(x)dx. (1.1)
]Rd Rd

Démonstration. Voir des textes standard sur la transformation de Fourier ou [2]. Rappelons que la
preuve habituelle de (i) repose sur I'identité

erhF(g) =P 5 T(5)=e kP onL(x) = el P,

On trouve (I, * f)(x) = f]Rd ezmxge—ne2|£|2]?(€) d& et on passe a la limite € — 0, en utilisant le fait que
I, est une approximation de I'identité. O

Remarque 1.8. Souvent on définit la transformée de Fourier par (F¢)(&) = f]Rd e ™€ p(x)dx, ce

qui conduit a (F 1) (x) = (2m) 4 [, e EP(E)dE et [, P(EWP(E)dE = (2m)¢ [, p(x)¥(x)dx. Un

autre choix fréquentest (F ¢ )(&) = (Zn)_% f]Rd e ™€ (x)dx, auquel cas (F 1P)(x) = (271)_% fRd e Eqp(E)dE
et [ PEIP(E)AE = [o, pONp(x)dx.

Remarque 1.9. Souvent on note ¢ la transormée de Fourier inverse de ¢. Dans ces notes, ¢ est toujours
la reflexion et #~'¢ la transformée de Fourier inverse.

Remarque 1.10. Notons que & ($ ) = ¢; pour tout ¢ € & (R?). En effet, on voit que pour tout ¥ €
F(RY), on a (F1)(—x) = (F)(x), et on pose Y = ¢.

1.2 Distributions tempérées

Définition 1.11. On note &*'(R?) I'espace dual de &(R?), c’est a dire I'espace des applications C-
linéaires continues u : &(RY) — C. Concernant la topologie, on se servira uniquement de la notion de
la convergence de suites :

u, »uausens ¥(RY) < u,(¢)— u(¢) pour tout ¢ € & (R?).

Remarque 1.12. Traditionnellement, on note {u, ) := u(¢) pour u € &'(R9) et ¢ € #(R?). Dans ce
chapitre, on privilégie la notation u(¢ ), mais plus tard on utilisera souvent la notation traditionnelle.

Proposition 1.13. Pour tout u € &'(R%) il existe N € N et C > 0 tels que |[u(¢)| < Cpy(¢) pour tout
¢ € S(RY).

Démonstration. Supposons le contraire. Alors pour tout N € N il existe ¢y € & (R?) tel que py (¢y) < %
et [u(¢y)| = 1. Cela signifie que ¢y — 0 dans #(R?) mais u(¢y) + 0, donc u ¢ &’'(R?). O

On a aussi un résultat de type Banach-Steinhaus :



Proposition 1.14. Si % c '(RY) une famille de distributions telle que sup,c,, |u(¢)| < oo pour tout
¢ € S(RY), alors il existe N € N et C > 0 tels que |[u(¢)| < Cpy(¢) pour tout u € U et ¢ € #(R?).

Démonstration. Pour tout m € {1,2,...}, soit
A, ={$p € SR : |u(¢)] < m pour tout u € %}.

Alors A,, € (RY) est un ensemble fermé. Par I'hypothese, U A = (RY), donc le théoréme de
Baire implique qu’il existe m tel que A, a I'intérieur non vide. Autrement dit, il existe ¢, € &(R?),
N eNete >0 tels que

pn(Pp—dp)<e = ¢EA,. (1.2)

Comme A,, est un ensemble symétrique par rapport a l'origine,

Pn(@+dp)<e = py(—d—Pg)<e = —¢Qp€A, = ¢PEA,. (1.3)

Soit ¢ € F(R?) et py(v) < €, et écrivons ¢ = %((1,[) + ¢g) + (Y — ¢g)). De (1.2) et (1.3) on déduit
que Y + ¢y €A, et Y — Py € A,,. Comme A, est un ensemble convexe, il s’ensuit que 1 € A,,, ce qui
prouve le résultat avec C := me L. O

Corollaire 1.15. Si u,, — ug dans &'(RY) et ¢,, — ¢o dans & (R?), alors u,(¢,) — uo(Po)-

Démonstration. Soit N et C tels que |u,(¢)| < Cpy(¢) pour tout n et ¢ € &(R?). Observons que

un(¢n) =up(Po) + (un —up)(Po) + un(y, — do)-

Comme lim,,_, o, pn(¢, — ¢o) = 0, il est clair que u, (¢, — ¢o) — 0. Mais aussi (u,, —ug)(¢o) — 0, par
la définition de la convergence dans &’ (R9). O

Exemple 1.16. Voici quelques exemples de distributions tempérées qu’on rencontre souvent.

(@ Sif e Llloc(]Rd) et il existe k tel que (1 + |x|)7*f(x) € L1 (RY), alors on définit Ty € &'(RY) par
la formule T (¢p) = f ra S (x)@(x)dx. Notons I'absence du conjugé complexe. Souvent on écrit f
au lieu de T;. On a en particulier & (RY) ¢ &/(R?). On peut montrer que Ty =0 ausens & "(RD)
implique f = 0 presque partout.

(i) La distribution “delta de Dirac” en x, € R%, notée & x,» €st définie par 6, (¢) = ¢(xo).

(iii) Plus généralement, & toute mesure complexe u € .#(R?) on associe la distribution tempérée
T, € &'(R?) définie par la formule T,(¢)= f re @(X)u(dx). Souvent on écrit u au lieu de T,.

(iv) Aussi, toute mesure de Radon (positive) telle que u(B(0,R)) < (1 +R)N définit une distribution
tempérée.

(v) Un exemple d’'une distribution tempérée qui n’est pas une mesure est donnée par la valeur princi-
pale de %, notée Vp(}() et définie par

(vp(%))(qﬁ) = elir(r)af d)ix) dx, pour tout ¢ € Z(R). (1.4)

|x|>€

Remarque 1.17. Dans (iii) et (iv), le théoréme de représentation de Riesz-Markov implique que I'ap-
plication u — T, est une injection, c’est-a-dire deux mesures différentes ne peuvent pas définir la méme
distribution.
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Définition 1.18. Pour tout opérateur continu T : &(R?) — #(R?) on définit un opérateur continu
Tt: #(RY) —» &/(RY) par la formule (Ttu)(¢p) = u(T¢).
Exemple 1.19. En utilisant ce principe, on peut définir plusieurs opérations sur les distributions.
(i) Pour tout x, € R? et u € &'(RY) on pose (Tx,w(@P) :=u(T_y @)

(ii) Pour tout A > 0 et u € &’(RY) on pose (d,u)(¢) := Au(d-1 ).

(iii) La reflexion de u € &'(RY) est définie par ii(¢) := u(¢p).

(iv) SiA est une matrice inversible, alors (uoA)(¢) := |detA| L u(¢p 0cA™Y).

(v) Pour tout a € N9 on définit (8%u)(¢) := (—1)u(3%¢).

(vi) Sihe T(R?), alors on définit (hu)(¢) := u(h¢).
(vii) Pour tout u € '(RY), sa transformée de Fourier Zu = i € &'(R?) est définie par la condition

u(¢) :=u(¢).

Il faut comprendre ces définitions de la maniere suivante. On sait que 7_, est un opérateur continu
F(RY) - #(R?). On lui associe Popérateur (T_y) + ' (RY) - &/(R?). 11 est facile de vérifier que
(T_XO)tu = Ty usiue S (RY). Pour cette raison, on écrit Ty, au lieu de (T_xo)t, et de méme pour
les autres opérations. Pour la tra@rmée de Fourier par exemple, soit f,$ € & (Rdiet g € ,S’;(Rd )
définie par la condition ¢ (&) = g(&). Alors ¢(&) = g(&), done g(x) = fRd e2MEX b (£)dE et g(x) =
fRd e 2MEX p(E)dE = Q/E(X), et on obtient

f(¢)=f f(§)¢(§)d£=f @f(é)d5=f @f(x)dx=J P (x)f (x)dx = f ().
Rd Rd Rd Rd

Proposition 1.20. La transformation de Fourier & est un automorphisme de &'(R%).
Démonstration. C’est une conséquence du Théoréme 1.7. On a (Z 'v)(y0) = v(Z ). O

Proposition 1.21. La transformation de Fourier sur &'(R%) a les propriétés suivantes :
() F(0%u) = (2mi) e, pour tout u € ' (RY) et a € N,
(i) 9°0 = (—2mi) ¥ F(x*w), pour tout u € ' (R?) et a € N,
(i) F(T,,u) =e_ U pour tout u € F'(RY) et x, € RY,
(iv) F(eg,u)=Tg U pourtoutu € F'(RY) et w € RY,
) Z(d,u) = Ad,~1, pour tout u € &'(RY) et A > 0,
i) Z(@1) = (@), pour tout u € &'(R?),
i) F(uoA)=|det Al T o (A1), pour tout u € ' (R?) et A une matrice inversible d x d.

Démonstration. Toutes les propriétés sont obtenues facilement a partir des propriétés correspondantes
pour les fonctions test. Par exemple pour (vii), on a pour tout ¢ € &(R%)

(F@oA))(¢) = (uoA)(P) = |detA | u(p 0 A™) = u(| detA[ § o A™) = u(F( 0A))
=i(¢ 0 AY) = |detA[ (@o (A" )($).

11



Remarque 1.22. Siue &' (R?Y) et ¢ € #(R?), alors (F0)(¢) = (@) (P) = u(F(P)) =u($) =u(¢).

Proposition 1.23. Si u € &'(R%) est une mesure complexe, c’est-d-dire il existe y € 4 (R?) telle que,
pour tout ¢ € L(RY), u(¢p) = f re @(X)u(dx), alors sa transformée de Fourier est une fonction continue
donnée par

u(g) = f e_2”ix'5,u(dx), pour tout £ € RY.
]Rd

Démonstration. 11 faut vérifier que pour tout 1 € &(R?) on a ti(x)) = f ra M(E)YP(E)dE. Par Fubini,

Jﬁ(a)w(s)d£= ( J e—zm%(dx))w(a)dazf ( f e—zm’cfw(é)da)u(dx)
R4 R4 Rd R R
= J P)u(dx) = u(y) = ().
]Rd

O

Définition 1.24. (i) Pour tout s € R on définit Uespace de Sobolev H*(R?) := {u € &'(R?) : ||ullys <
oo}, ott [[ullys := (1 + )2 T(&E) -
(ii) Pour touts < % on définit Uespace de Sobolev homogéne H*(R?) := {u € &'(R%) : |lullg: < 00}, ol

lullgs == NEFU(EI 2. _
Ce sont des espaces complets (pour H*(R?), voir I'Exercice 1.6 ; pour H*(R?), on y reviendra).
1.3 Convolutions de distributions tempérées

On aura besoin de savoir que les sommes de Riemann de l'intégrale définissant ¢ * 1) convergent
dans & (RY). Pour étre plus précis, pour tout m € N posons

Dy :={(21,...,2q) : 2"z, € Z et —2™ < z; <2™}.
Lemme 1.25. Soit ¢, € &(R?). Pour tout m € N, soit

Ln(y) =27 " (y —2)(2).

x€D,,
Alors lim,,,_, 00 {;y = ¢ %1 au sens & (R?).

Démonstration. 11 suffit de montrer que pour tout a € N on a lim,,_,c0 |Y*({n — ¢ * )|l o = 0. En
effet, 3P, est obtenu par la méme formule que ¢,,, avec ¢ remplacé par 3# ¢.

On écrit 0 < y < asi 0 < y; < a; pour tout j. On a la formule de Newton y“ = Zogysa o, (y —
x)"x*77, donc il suffit de montrer que pour tout 0 <y < a

lim HZ_md Z (y—Z)Y¢(y—Z)Za_Y¢(Z)_J (3’_X)Yd)(y_x)xa_yw(x)dXHLw =0
Rd

m— o0
z€D,,

12



En remplacant x¥ ¢ (x) par ¢ (x) et x* V¢ (x) par 3 (x), qui sont tout aussi bien des fonctions de classe
S (RY), on se raméne au cas y = a = 0. Il faut donc montrer que pour tout ¢, € S (R?) on a la
convergence

Jdim [z D gy —2n(e) - J By =0 =0,
z€D,, Rd

ce qu’on laisse au Lecteur. O

Définition 1.26. Soit u € &'(R%) et ¢ € &(R?). On définit la convolution u * ¢ par la formule

(¢ xu)(x) = (u* )(x) :=uly = p(x —y)) = u(r,$).

Proposition 1.27. Siue€ &'(RY) et ¢ € S (R?), alors ux ¢ € T(RY) (pour rappel, cela signifie que c’est
une fonction a croissance polynémiale, ainsi que toutes ses dérivées). De plus, u* ¢ =U¢ et U ¢ = u¢ au
sens &' (RY).

Démonstration. Notons d’abord que I'application x — Txd; est continue RY — &(R?), donc ux¢ est une

fonction continue. On va montrer que axj(u* ¢)(x)= (u*(aqub))(x) pour tout x e R¢ et j € {1,...,d}.

Par récurrence, cela prouvera que u* ¢ € C*°(R?) et d%(u* ¢)(x) = (u* (8%¢))(x) pour tout x € R?
et a € N?. Fixons x et j. Pour touth #0 on a

(ux@)(x +he;))—(uxp)(x)
- =

u(y = (90 +hey— 1) = p(x =), a5

Quand h —» 0,y — %(qﬁ(x +hej—y)—o¢(x —y)) converge dans % (R?) vers y — 8qub(x —y), doncle
membre de gauche de (1.5) converge vers (u 3qub)(x) quand h — 0.

Soit N € N donné par la Proposition 1.13. Par la définition de la norme py et en utilisant I'inégalité
lyIN S IxN + |y — x|V, il existe C > 0 tel que py(t,$) < C(1+ |x|)N pour tout x € R%. Cela montre
que u * ¢ est a croissance poly/nimiale.

On va enfin montrer que u * ¢ = U* ¢, la formule U * ¢ = u¢p étant la méme chose pour la transfor-
mation de Fourier inverse. Soit v € &(R%). Par les définitions,

@(w)z(uw)@):f

R

(T, d)P(x) dox.

La fonction x — u(7,¢) est continue, i croissance polynémiale, et 1) € &(R?), donc u(7, P )p(x) est
une fonction continue a décroissance rapide, ce qui implique que

f u(z $)Pl)dx = lim 27 D " u(z, $Px) = lim u(27 D (7, $3p(x))
R4 x€D,, X€D,,
Par le Lemme 1.25, cette limite est égale a
u(p ) = u(F () =u(pp) = [@P)()).
O
Corollaire 1.28. Si v € &'(RY) est une distribution telle que v € 7 (R?), alors Uapplication qui & ¢ €

F(R?) associe v x ¢ € F(R?) est un opérateur continu de & (R?) dans lui-méme.
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Démonstration. C’est une conséquence du Théoreme 1.7 (i) combiné avec 'Exemple 1.3 (vi). O

Définition 1.29. Soit v € &’(RY) une distribution telle que ¥ € Z(R?Y) et u € &/(R%). On définit
uxv=vskuec . (RY) par la condition (uv)(¢) = u(Vv * ¢) pour tout ¢ € ¥ (R?).

Remarque 1.30. La derniére condition définit bien un élément de #/(R?), car ¢ — V % ¢ est continu
S (R - F(R?), donc ¢ — u(V * ¢) est continu & (RY) — C.

Proposition 1.31. Si u,v € &'(RY) et v € F(R?), alors v = uv au sens &'(R?Y). Si u € &'(RY) et
veT(RY), aors v =T V.

Démonstration. On montre la premiere affirmation, la deuxieme étant la méme que la premiere, mais
pour Z ! aulieu de &#.Ona

@ (@) = W v)($) = ulV x $),

(@)($) = U(T¢) =u(F () = u(F (@) * ),
ou la derniere égalité résulte de la Proposition 1.27. La Remarque 1.22 termine la preuve. O
Corollaire 1.32. Si v € &(R%), alors la Définition 1.29 coincide avec la Définition 1.26.

Démonstration. La transformée de Fourier de u * v dans les deux cas est la méme. O
Définition 1.33. Soit f € /(R?). On définit lopérateur f (D) : ¥(RY) — &’(R?) par la formule
FD)p :=F (fP)=(F ' fx¢.

Si f € 7(RY), alors cet opérateur se prolonge un opérateur continu .&'(R%) — &/(R%), qu'on note
également f (D).
On appelle ces opérateurs les multiplicateurs de Fourier.

Remarque 1.34. Comme on le sait déj3, si f € &/(R?) et ¢ € #(R?), alors f(D)p € T(RY).
Exemple 1.35. Si f(&) =&}, on note f(D) = D;. On voit que 27tiD; = 8xj.

1.4 Transformées de Fourier des distributions a support compact

Soitu € &'(RY) a support dans By := {x € R? : |x| < R}. Par définition, cela signifie que ¢ € &(R?)
et ¢(x) = 0 pour tout x € By implique u(¢) = 0. Soit y € &(R?) telle que y(x) = 1 pour tout x € Bp.
On a alors yv = v au sens &’(R?), donc par la Proposition 1.27

G=7u=7+icTRY).

En particulier, la convolution d’'une distribution tempérée avec une distribution a support compact est
une distribution tempérée bien définie.
Soit £ € RY. En invoquant la Définition 1.26 et les propriétés de Z qu’on connait déja, on peut écrire

u@) =u(re(2)) =u(F (re(2))) =ule_: Z (7)) = ule_(F(x))) = ule_cx), (1.6)

un résultat qui ne devrait pas surprendre (comparons au cas ou u est une fonction lisse, voir aussi
Proposition 1.23).

Le reste de la Section 1.4 est facultatif et ne sera pas présenté en cours. La derniére formule
permet de définir @(&) pour tout £ € CY.
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Proposition 1.36. Si u € &'(R?) est & support dans By, alors ii est une fonction entiére, et il existe C > 0
et N € N tels que
[a(&)| < C(1 + |&|N)e?mRlmEl pour tout £ € C4. 1.7)

Démonstration. En utilisant le développement de la fonction exponentielle en série, pour tout & € C4
et x € R? on écrit

—omi)lalya
o 0= Y )

aeNd

On vérifie facilement que la série converge dans % (Ri), donc on obtient le développement en une série
absolument convergente

—omi)lalya
0= 0’ awmu L),
aeNd )

ce qui prouve que U est une fonction entiére, voir le chapitre suivant.
L'estimation (1.7) sera démontrée dans I'Exercice 1.17. O

Un résulat classique d’analyse harmonique affirme que le réciproque de la Proposition 1.36 est éga-
lement vrai.

Théoréme 1.37 (Paley-Wiener-Schwartz). Si F : C4 — C est une fonction entiére vérifiant (1.7), alors il
existe u € &'(R?) a support dans By tel que F =1i. O

1.5 Théoreme des noyaux

Dans ce cours, on s’intéressera aux propriétés de certaines applications linéaires entre deux espaces
fonctionnels. Il est important de savoir que de telles applications peuvent étre représentées par leur
noyaux. On introduit d’abord la notation suivante.

Définition 1.38. Pour ¢ € #(R?) et ¢ € #(R!), la fonction ¢ ® 1) € &(RI*!) est définie par

(p @Y)(x,y) :=p()Y(y), pour tout x € R? et y e R.

Proposition 1.39. Lensemble des fonctions tensorielles, c’est & dire de fonctions { € &(R*!) de la forme
m
(=989, ¢S RY), ;e SR,
j=1

est dense dans & (R4*1).
Démonstration. Voir Exercice 1.16 plus bas. O

Théoréme 1.40 (Théoréme des noyaux de Schwartz). Si T : (R?) — &/(R!) une application linéaire
continue, alors il existe lunique distribution Ky € &'(R4*), appelée le noyau de Uapplication T, telle que

(TH)(W) =Kr(p ®),  pourtout ¢ € #(RY) et € #(RY). (1.8)

Inversement, pour tout Ky € &'(R4™), la relation (1.8) définit une application linéaire continue T :
S(RY) - Z'(RY).
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Remarque 1.41. La continuité de T signifie, par définition, que ¢, — 0 dans la topologie % (R?)
implique T ¢, — 0 au sens &’(R?).

Démonstration. (d’apres les notes de cours de R. Melrose [5], facultatif)

Etape 0. L'unicité est une conséquence de la Proposition 1.39. La derniére affirmation est également
facile a démontrer.

Etape 1. Supposons d’abord que T se prolonge en une application continue T : H~4(R?) — H{(R!). En
particulier, x — T§, est une fonction bornée continue R? — H!(R!), donc on peut définir

Kr(x,y):=(T56,)(y), pour tout x € RY, y e R,

qui est une fonction bornée continue sur R4+,
Soit ¢ € #(RY) et ) € #(R!). Pour m € N, posons

G =271 " $(2)5,.

2€D,

Pour tout y € R!, on calcule

(Tom)) =271 7 ¢p()(T8,)(y) =27 > $(=)K1(z, 7).

2€D,, 2€Dy,

Dans 'Exercice 1.11, on montre que ¢, — ¢ dans H~¢(R?). Par conséquent, quand m — 00, le membre
de gauche converge vers (T ¢ )(y), et on voit assez facilement que le membre de droite converge vers
fIR{d Kr(x,¥)¢(x)dx. On en déduit que

(TP)y)= f Kr(x,y)¢(x)dx,  pourtout y € R!,
R4

ce qui prouve (1.8).

Etape 2. Soit T : (R?) — &’(R!) une application linéaire continue. On va montrer qu'il existe N et C

tels que

(T < Cpya(@)pni(),  pourtout ¢ € #(RY) et yp € #(RY).

En supposant le contraire, soit (¢,,, v',,) une suite telle que p,,(¢,,)) < n~ %, p,(3,,)) < nLet|(T$,)(),)| >
1. Mais ¢, — 0 dans #(R9) et la continuité de T impliquent T ¢,, — 0 dans &’(R!). Comme 2)s,, — 0
dans &#(R!), le Corollaire 1.15 donne (T ¢,,)(1),) — 0, donc une contradiction.

’ . n—M —M oN—M 24 s
Etape 3. Soit B := (1+ D, |*)"z(1+|y[*) 2 T(1 + [x[*)"2(1 + |D,|*)" %, ou M € N est un nombre a
choisir, pour que B se prolonge en une application continue H ¢(R¢) — H!(R!). Lexistence de M est
une conséquence de I'étape 2, voir 'Exercice 1.8. On obtient donc, d’aprés I'étape 1, l'existence d’une
distribution K € &'(R%*) telle que, pour tout ¢ € #(R?) et ¢ € #(R!)

(A+1D, Py 21+ 1y 2T+ xP) 2 (1 + D)7 ¢ ) () = Ky(op @ 9).

D’apres 'Exercice 1.4, on réécrit cela de maniére suivante :

(TA+1xP) 21+ ID )2 ) (1 + IyPY 2 (1 + Dy )2 ) = Ky(d @),
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autrement dit

(T$)p) = K((1+ D E(A+ [x)Z ¢) @ (1 +ID, 1) (1 +yD) 2 ),
donc il suffit de définir

Kr(©) = Kp((1+ DD EA + 1xE (1 +1D, D F (1 + 1y %Q).

Les opérateurs invariants par translation ont une importance particuliere.

Définition 1.42. On dit qu'une application linéaire continue T : #(R?) — &/(R?) est un opérateur
invariant par translations si

T(Ty @)= Tx,(TP), pour tout ¢ € F(R) et Xg € RY,

Théoréme 1.43. Si T : S(RY) — ' (R?) un opérateur invariant par translations, alors il existe une
distribution v € &' (RY) telle que

T =vxo, pour tout ¢ € S (RY). (1.9)

Démonstration (esquisse, facultatif). Soit K = K; € &'(R??) le noyau de l'opérateur T. Pour tout
¢,y € S(R?) et x, € RY, 1a condition (1.9) implique

K(T (x5,x0)(@ ® ) = K((75, @) ® (7:,9)) = (T (756,075, ¥¥) = (756, TI(P))(5,¥)
= (T (T, Txy®N(WP) = (T P)(Y) = K($ ® ).

La Proposition 1.39 donne alors

K(T(xyx)0) =K(Z),  pour tout xo € R? et { € &'(R*?).
Considérons L := K oA, o A(x, y) = (x + y, y). On obtient

L(T(ox)¢) =L(Z),  pour tout xo € R et { € F'(R*).

D’aprés PExercice 1.14, en procédant par récurrence, il existe v € &/(R%) tel que L({) = v( f C(x,y) dy).
En manipulant bien les définitions, on peut vérifier que v est la distribution qui convient. O

En conclusion, les opérateurs invariants par translations sont précisément les multiplicateurs de
Fourier V(D). On les étudiera dans deux semaines.
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1.6 Exercices

Exercice 1.1. Soit (¢ )iez¢ une suite telle que |c;| < A(1 + |k[)Y. Montrer que D, ,q ¢x6x € F'(RY) et
calculer sa transformée de Fourier.

Exercice 1.2. (Grafakos, ex. 2.3.9) On dit qu'une distribution u € &#’(R?) est homogéne de degré y € C
si
dyu=2A"u, pour tout A > 0.

— Se convaincre que la définition est raisonnable.
— Montrer que 6, est homogene de degré —d.

— Montrer que, si u est homogéne de degré y et a € N, alors d%u est homogéne de degré y —|a.

Exercice 1.3. Montrer que la valeur principale de %, définie par la relation (1.4), est une distribution
tempérée sur R et calculer sa transformée de Fourier.

Exercice 1.4. Soit f € Z(R?) une fonction symétrique, c’est-a-dire f (&) = f(—&) pour tout £ € RY.
Montrer que (f(D)u)(¢) = u(f (D)¢) pour tout u € &’'(RY) et ¢ € #(R?).

Exercice 1.5. Montrer que Z est une isométrie L>(R?) — L%(R?).

Exercice 1.6. Montrer que si s;,s, € R, alors (14 |[D|?)"Z  est une isométrie H1(R?) — H%2(R?).
Montrer aussi que, pour toute distribution tempérée u,

lullg— = sup |u(¢)l.
Il <1

Exercice 1.7. Soit s > d/2. Montrer que H*(R?) ¢ Co(R?). Montrer que x — &, est une application
continue R? — H5(R?).

Exercice 1.8. Montrer que pour tous N, s il existe C et M tels que pour tout ¢ € &(R?)
\—M 2\—M
pn((1+1x2)"2A+ D)2 ¢) < Cll |l
Exercice 1.9. Soit u € &'(R%). Montrer qu'il existe M € N tel que (1 + IDIZ)_%(l + |x|2)_%u S CO(Rd).
Exercice 1.10. Soit f € L?(R?) & support dans Bg. Montrer que
10%F 12 < @rR)||f |2,  pour tout a € N%.
Exercice 1.11. Soit p € & (RY). Montrer que

mli_)ngo g—dm Z ¢(2)6, =09, au sens H-4(R?).
2€D,,

Exercice 1.12. (pas facile) Soit u € &'(R?) et supp u € {0}. Montrer qu’il existe N € N tel que

u= Z a,0%6, a, €C.

la|<N
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Exercice 1.13. (M-S, ex. 4.5) (pas facile) Soit 0 < a < d. Montrer que la transformée de Fourier de la
fonction |x|™* est égale a C(a,d)|E|* 1.

Exercice 1.14. (pas facile) Soit u € &/(R?) une distribution telle que 2, ,u = 0. Montrer qu'il existe

ve S (RI) telle que

u(¢p) = V(J qb(-,xd)dxd), pour tout ¢ € F(RD).

Dans les exercices suivants, on s’intéresse aux séries de Fourier.

Exercice 1.15. Démontrer la formule de sommation de Poisson :

Z f(m)= Z f(n), pour tout f € #(RY).

mezd nezd
Indication : Considérer la fonction g € C°°(T?) définie par g(x) := ZmEZd flx+m).

Exercice 1.16. Démontrer la Proposition 1.39. Commencer par montrer que les fonctions tensorielles
sont denses dans C;° (RD).

Le dernier exercice est facultatif.

Exercice 1.17. Terminer la démonstration de la Proposition 1.36.
Indication :Utiliser une fonction cut-off y telle que y(x) =1 pour |x| < R et y(x) = 0 pour |x| =
R+|&I7L
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1.7 Solutions de certains exercices

Exercice 1.5

La preuve repose sur la formule de Plancherel (1.1). Notons qu’on sait pour l'instant que (1.1) est
vrai pour les fonctions de la classe de Schwartz.

Soit f € L2(R?). En particulier, f € &’(R?), donc f est une distribution tempérée bien définie. On
va montrer que fe L*(RY) et IIfIILz =|If|l 2. Soit f, € #(R?) et lim,,_, o ||f — f, || ;2 = O. Par la formule
de Plancherel (1.1) appliquée a la fonction de Schwartz f,, — f,,

1fm = Fallze = 1F Fon = filliz = N fi = Fall 2-

Comme (f,) est une suite de Cauchy dans L?(R?), on en déduit que (fn) est une suite de Cauchy dans
L2(RY), ce > qui implique qu'il existe g € L%(RY) tel que lim,, o || f1—gll;2 = 0. En particulier, ||g||;> =
lim,,_, 00 ||fn||L2 =1lim,_, o ||fn||L2 ||f||L2 On a également f — g dans &’/(R?). Mais la continuité de
Z dans &'(RY) implique que fn — f dans &'(R?), donc f g € L*(RY).

Il faut encore montrer que & est une surjection L2 — L2, mais c’est évident car pour tout f € Lz(Rd)
ona Z(Z (f))=f, et la preuve ci-dessus montre que & ' f € L2,

Exercice 1.7

D’abord, on montre que s > d/2 et f € H*(R?) implique f e LY(RY) et ||f||L1 < C(d,)|If llgs. En
effet, il suffit d’appliquer l'inégalité de Cauchy-Schwarz comme suit :

f 1F(&)ldE = f (L+EP2QA+IEP2IFENE < T +1EPY2 M2l s
R4 Rd
et on trouve par un calcul élémentaire que ||(1 + |& 12~z 12 <00 Ssis> %.

On a donc f el (R etf=2 _1(]?). On en déduit (voir Proposition 1.23) que f est une fonction
continue et

f(x)= J e2MXEF(E)dE, pour tout x € R,
Rd

Cette relation implique en particulier ||f||;c < ||f|| 1 < C(d,s)|If llgs- Par le Lemme de Riemann-
Lebesgue, lim|y|_, o0 f(x) = 0. On a donc démontré que H*(RY) € Cy(RY).

On passe a la deuxieme partie de 'exercice. D’abord, pour tout x € R? la transformée de Fourier de
0, est donnée par 5. (&) =e27x¢ qui est une fonction bornée. Comme (1 + |£]? )_' € L?, on obtient
5, € H=(RY).

Il suffit de montrer que I'application x — &, est continue en x = 0, parce que 8, —0,, = T (6,_y,—
8¢), et T, est une isométrie de H —S(RY) (pourquoi?).

On calcule

16, = BollZ— = (1 +1EP)2# (5, — 8o)lIZ = J 1+ 1) 27 (5, — 50)I*dE
Rd
= J (1+[EP)le>™ex — 12 dE.
Rd
Par le théoréme de convergence dominée, lim, 4|6, — 6¢l|g-s = 0.
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Exercice 1.10

10%F 1,2 = 1Z(@%Pllz2 = ) |x¥f |2 < 2rR) | £ || 12,

ou la derniere inégalité vient du fait que supp f € B(0,R).

Exercice 1.12

Soit u € &/(R?) et supp(u) C {0}. Pour rappel, cela signifie que u(¢) = 0 pour tout ¢ € &(R?) qui
s’annule sur un voisinage de x = 0.
Etape 1. On montre qu'il existe M € N tel que %¢(0) = 0 pour tout |a| < M implique u(¢) = 0.
Comme u est une distribution tempérée, il existe C > 0 et N € N tels que

lu(¢)| < Cpy(¢p),  pour tout ¢ € #(RY).

En particulier, pour tout ¢ € C°°, a support dans la boule unité B,

lu(@)l < C sup 1187 || (1.10)
IBI<N

Soit maintenant M := N + 1 et ¢ € F(R?) vérifiant 8%¢(0) = 0 pour tout |a| < M. Soit
une fonction sphériquement symétrique (c’est-a-dire ne dépendant que de |x|), vérifiant 1) € C*°(R?),
supp(y) C B et (x) =1 si |x| < 2. Considérons la suite ¢, € Cg” (R?) définie par

Pn(x) := @ (x)(nx).

D’abord, on observe que u(¢,) = u(¢). En effet, ¢p,, — ¢ est une fonction de la classe de Schwartz qui
s’annule sur un voisinage de 0. Par conséquent, pour montrer que u(¢) = 0, il suffit de vérifier que
lim,,_, o0 u(¢,) = 0. Pour cela, il suffit de vérifier que lim,_, o [|0P ¢, |l = O pour tout |3| < N, et
invoquer (1.10) (parce qu’évidemment supp(¢, ) C B pour tout n > 1). Par la formule de Leibniz :

Y _ _ Bt sy IBI-Irl g _
$u(x) O;ﬁ TG W(nx)

Si |x| > n~!, alors I'expression ci-dessus vaut 0. Si |x| < n™!, alors la formule de Taylor donne, si n est
assez grand, |37 ¢ (x)| < |x|M~I"l < n"=M Dans tous les cas |8# ¢, (x)| < CnP™ < cnN™M < cn?
pour tout x € R?, ce qui implique ||8#¢ || .« — 0 quand n — co. On a terminé I'Etape 1.

Etape 2. Soit ¢ € &(R?), et posons

5= 9w 3 T

la|l<M
On voit que B“qg (0) = 0 pour tout |a] < M donc, d’aprées la premiére étape, u(¢~> ) = 0, ce qui prouve
que

up)=u®+ > 2O = 3 1,20,

la|l<M ’ lal<M

ol ¢, := (—1)u(px*) sont des nombres complexes. De maniére équivalente, u = ZlaISM €u9%6y,
cqfd.
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Exercice 1.13 (facultatif)

Etape 1. Notons s'abord que |x|~® est une fonction localement intégrable a croissance polynémiale,
donc elle définit une distribution tempérée. Soit u := Z(|x|™*) € &’(R%). On montre d’abord que u
est une fonction lisse en dehors de I'origine, c’est-a-dire si ¢ € (R?) est une fonction qui s’annule au
voisinage de & = 0, alors ¢pu € C°°(R?). Pour cela, écrivons

7% = p (o) lx |7 + (T = (x)) x| %,

ou 1 est la fonction cut-off de I'exercice précédent. Il est clair que & (4 (x)|x|™*) est une fonction lisse
(car Y (x)|x|~* est a support compact).

Par un calcul explicite, pour x # 0 on a Alx|™® = a(a + 2 —d)|x|™*2. On voit donc que A*((1 —
)|x|™*) est une fonction lisse qui décroit au moins comme |x|~*~2¢ quand |x| — co0. On en déduit
(je vous laisse les détails) que pour tout m € N il existe k € N tel que Z(AX((1 —)|x|™*)) € C™(RY).
Mais cela implique que Z((1—)|x|™) est une fonction C™ au voisinage de tout & # 0. Comme m est
arbitraire, on obtient que & ((1—14))|x|™%) est une fonction lisse sauf en & = 0. (En réalité, pour la suite
il suffirait de savoir que c’est une fonction continue en dehors de 0.)

Etape 2. u est une distribution sphériquement symétrique et homogéne de degré d — a, voir I'Exer-
cice 1.2. On peut en déduire que la fonction lisse qu’on a trouvé dans 'étape précédente est C|E|4~*
pour une constante C = C(a, d). En utilisant le résultat de 'Exercice 1.12, on obtient

u=ClE|"*+ > ¢;0P5,,

ol la derniere somme est finie. Je vous laisse le soin de vérifier, en choisissant judicieusement les fonc-
tions test, que cg = 0 pour tout f3.
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Chapitre 2

Le principe d’incertitude

Le Principe d’incertitude peut étre formulé ainsi :

11 est impossible qu'une fonction (ou distribution) et sa transformée de Fourier
soient toutes les deux concentrées dans une petite région de I'espace.

Dans ce chapitre, nous verrons quelques résulats classiques, étant des manifestations de ce principe.
D’autres exemples apparaitront tout au long de ce cours.

La principale source bibliographique pour ce chapitre est [6, Chapter 10]. Pour les fonction holo-
morphes a plusieurs variables, on pourra consulter [4, Chapter 2].

Notation. A partir de maintenant et toujours par la suite, pour deux fonctions complexes f, g € &(R%),
on notera

(f.g):= f f(x)g(x)dx,
Rd
avec le conjugué complexe sur le premier élément de la paire. On étend cette opération par densité sur

H(RY) x H(RY), H(RY) x HS(RY), LP' (RY) x LP(R?) etc.

2.1 Inégalité de Heisenberg

Commencons par 'exemple le plus célebre d’un résultat quantifiant ce principe.
Théoréme 2.1. Pour tout f € &(R?), xo, & € RY, linégalité suivante est vraie :
- d
[1Cc = x0)f lz2lI(E = Eo)f 2 = = IIf 117
4m

Démonstration. Sans perdre la généralité, supposons que xy = 0 et £, = 0. Par l'identité de Plancherel,
IEf 2 = |IDf || 2. Lidée clé de la preuve est d'utiliser la relation canonique de commutation

d d
N d
[x,D]f :=(xD—Dx)f = Z(ijj —Djx;)f = (2mi)™! Z(xjaxj — 0y, x;)f = _%f-
j=1 j=1
On obtient ) ) q
11 suffit maintenant d’utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz. O
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Remarque 2.2. Pour f € &(RY) donné, I'expression ||(x —x,)f |12 est une fonction quadratique de x,,
qui atteint son minimum pour

_ Jre XIF GO dx
[ralF(O)2dx

Xo

De méme pour &.

2.2 Fonctions holomorphes de plusieurs variables

Définition 2.3. Soit © ¢ C? un domaine, c’est-a-dire un ensemble ouvert et connexe. On dit qu'une
fonction f : Q — C est holomorphe si elle est continue et holomorphe par rapport a chacune des va-
riables.

On va montrer qu'une fonction holomorphe est analytique, c’est-a-dire donnée localement par une
série entiere.

Lemme 2.4. Soitr;>0pour 1< j<detD=D,:={z € ce . |2;| < r;} (on appelle D un poly-disque).
Soit f : D — C une fonction continue, holomorphe sur int(D). Alors pour tout z € int(D) la formule de
Cauchy est vrai :

f(z)= f f(re2™0 L rge?m0a) (1 — e 2Oy ) (1= e 2 0, 6. (2.1)
[0,1)¢

Démonstration. 1l suffit d’appliquer d fois la formule de Cauchy habituelle. O

Corollaire 2.5. Soit r € (0, 00)%, w € C4, D(w, r) le poly-disque de centre w et poly-rayonr, f : D(w,r) —
C une fonction continue, holomorphe sur int(D(w, r)). Alors

f(z)= Z 2% (w) (z—w)%, pour tout z € int(D(w, 1)),

al
aeNd
avec la somme qui converge absolument.

Démonstration. Sans restreindre la généralité, on peut supposer que w = 0.
L'idée est simplement de dévolopper en une série entiére tous les facteurs dans la formule de Cauchy :

oo

1 .
—n ,—2nmi6; n
= r:-'e igh.
—1_—2mi6; Z j j
1—rj e &SR —
Pour a € N4, soit
aq ::J f(re2m0 | rse?miba)maem2mial qg, (2.2)
(0,1
On obtient
flx)= Z a,z%, pour tout z € int(D), (2.3)
aeNd

avec une convergence absolue, voir Exercice 2.1.
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Par différentiation sous le signe d’intégrale dans (2.1), on a

—a: .
rj Je—Zmaj 0;

d a;!
0°f (z) = J flrie?0, e o[ [ —
[0,1]d i=1 (1 r

. de,
_ j—le—Zmﬂjzj)aj-b-l

en particulier a, = d*f(0)/a!. O

Lemme 2.6. Soit r; > 0, f holomorphe sur int(D) et |f(z)| < M pour tout z € int(D), alors pour tout

a € N? linégalité suivante est vraie :
[0%f(0)| < Malr™@.

Démonstration. Soit p < r. Les hypotheses du corollaire précédent sont vérifées sur le poly-disque D,
et (2.2) implique |a,| < Mp™%, donc |8%f(0)] < Ma!p~*. En faisant tendre p vers r, on obtient la
conclusion. O

Corollaire 2.7. Si Q c CY et f, :  — C une suite de fonctions holomorphes qui converge uniformément
sur tout ensemble compact vers une fonction f : Q — C, alors f est holomorphe.

Démonstration. Le dernier lemme implique que les dérivées des fonctions f,, convergent uniformément,
donc on peut passer a la limite dans les équations de Cauchy-Riemann. O

En particulier, une série entiére absolument convergente définit une fonction holomorphe.

Remarque 2.8. I'ensemble ol une série entiére a plusieurs variables converge peut étre compliqué, ce
n’est pas nécessairement un poly-disque !

Corollaire 2.9. (Théoréme de Montel) Soit  C C? et f, : Q — C une suite de fonctions holomorphes
telle que sup,, || f, |l eo(x) < ©© pour tout ensemble compact K C Q. Alors la suite f,, a une sous-suite qui
converge uniformément sur tout ensemble compact.

Démonstration. Par le dernier lemme, la suite est équicontinue sur tout ensemble compact, donc il suffit
d’appliquer le Théoreme d’Arzela-Ascoli. O

On sait qu'une fonction holomorphe d’une variable dont 'ensemble des zéros a un point d’accu-
mulation doit étre identiquement nulle. Notre but est de démontrer une propriété analogue pour les
fonctions holomorphes de plusieurs variables. I'exemple f(z;,%,) = 2, montre qu’il ne suffira plus de
supposer que 'ensemble des zéros ait un point d’adhérence.

Théoréme 2.10. Soit f : C! > Q — C une fonction holomorphe. Supposons qu'il existe un ensemble
Ac QnRY tel que f(2) = 0 pour tout z € Aet |A| > 0. Alors f(z) = 0 pour tout z € Q.

Avant de démontrer le théoréme, on a besoin du résultat suivant sur les polyndémes réels. (Ce n’est
pas exactement le résultat vu en cours le 14 septembre — voir plus bas la Proposition 2.12, qui est plus
forte.)

Proposition 2.11. Pour tout N € N il existe 0 < 8 < 1 ayant la propriété suivante. Soit p : R? - R un
polynéme non nul, de degré N. Il existe e, > 0, qui dépend de p, tel que pour tout x, € RY

I{x € B(xo,1) : [p(x)[ < eo}| < BIBI.
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Démonstration du Théoréme 2.10 en admettant Proposition 2.11. Soit B C Q le plus grand ensemble ou-
vert sur lequel f s’annule, c’est-a-dire la réunion de toutes les ouverts ayant cette propriété. Il faut
montrer que B = Q.

Etape 1. On montre que B # . Sans restreindre la généralité, supposons que 0 € A est un point de
densité de 'ensemble A. Pour rappel, cela signifie que

ANB
L ANB|
=0+ |B,]

Par le Corollaire 2.5, il existe ry > 0 tel que la fonction f se développe en série (2.3) dans le poly-disque
|2;] < ro. On va montrer que a, = 0 pour tout a € N4, donc f(z) = 0 pour tout |z| < ry, en particulier
0 €B.

Supposons le contraire, et soit N := min{|a| : a, # 0}. Posons p(z) := Z|a|=N a.z% et g(z) :=
f(2)—p(2). On voit que g(z) = Z|a|:N+1 2%g,(z), ou g, sont des fonctions holomorphes sur le poly-
disque, en particulier il existe C tel que

If () —p(z)| < CrVTL, pour tout z tel que |z;| < r. (2.4)
Par la Proposition 2.11, il existe €, > 0 et 3 > O tels que
{x eRY: |x;| <7 et|p(x)| = 2erV} > prV.
En prenant en compte l’estimation (2.4), on obtient, pour tout r assez petit,
{x eRY: lx;| <ret|f(x)= eorV} = prV,

en contradiction avec le fait que 0 est un point de densité de A.

Etape 2. Supposons que B # £2. Comme 2 est connexe, le bord dB de B dans © est non vide. Soit
w € 9B, et soit ry > 0 tel que f est holomorphe dans le poly-disque |z; —w;| < 3ry. 1l existe u € B tel
que |w; —u;| < rq. Mais alors f est holomorphe dans le poly-disque |z; —u;| < 2r;, donc se développe
en série entiére dans ce poly-disque. Comme f = 0 au voisinage de u, cette série entiere est nulle, ce qui
prouve que f(z) = 0 si |z; —u;| < 2ry. En particulier, f s'annule sur un voisinage de w, ce qui contredit
I'’hypothése w ¢ B. O

Démonstration de la Proposition 2.11. Etape 1. On démontre I'existence de 0 < 8 < 1 tel que pour tout
polyndéme de degre (au plus) N

[{x € B : 2p(x)| Srygglp(y)l}l < BIBl. (2.5)
L'espace vectoriel des polyndmes de degré au plus N est de dimension finie. L'expression max, g [p(y)|

définit une norme sur cette espace, tout comme I'expression max,cz(|p(y)| + [Vp(¥)I). Il existe donc
une constante C = C(N) telle que

max([p(y)l +|Vp(y)) < C(N)max|p(y)l, ~ pour tout p de degré <N.
S ye
Soit |p(¥o)| = max,cg [p(¥)l et |y — yol < (2C(N))7!. Par le théoréme des accroissements finis,
_ 1
()l > Ip(yo)l = RC(N) ' C(V)Ip(y1)l = 5 1P(o)l-
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Mais la mesure de I'ensemble y; € B : |y; — yol < (2C(N)) ™! est > %(ZC(N))_dIBl, ce qui montre (2.5)
avec f =1— %(2C(N))_d.

Etape 2. Soit p(x) = ZIaISN a,x% et ZIaIzN la,| > 0. Pour finir la démostration, il suffit de montrer
l'existence de € tel que

max |p(y)| = €y, pour tout x € RY.
Y€B(x,1)

Par 'argument de I'équivalence de normes, il existe C = C(N) tel que pour tout polynéme de degré N,
q(x) = ZIaISN byx®
> _1
max|q(y)| = C(N) Z |bal.

Posons €, := C(N)_leZN la,|. Soit x, € RY et q(x) := p(x — xo) = Daj<n bax®. Lobservation
cruciale est que b, = a,, si |a| = N. Par conséquent,

- > C(N)! b, |=e,.
yer;l&il)lp(y)l rygglq(y)l_ (N) |(MZZINI ol = €0

Une version alternative, qui est celle vue en cours le 14 septembre :

Proposition 2.12. Soit p : R — R un polynéme non nul. Pour tout € > 0 il existe § > 0, qui dépend de
p et €, tel que pour tout x, € RY

[{x €B(xo,1) : [p(x)| < 6}| <e.

Démonstration. Etape 1. Soit N € N le degré de p. On montre que pour tout € > 0 il existe ¢ > 0 tel
que pour tout polyndome de degré < N, q(x) = ZI aj<n DaX®, on a linégalité

‘{x €B:lq(x)|<c Z |ba|}‘ <e.

|a|<N

Supposons le contraire. Il existe alors une suite de polynémes q,,(x) = Zlal <N bnox* telle que Zlal N Dol =
1 pour tout n et
IX,:={x €B:|q,(x)| <n '} >e.

I existe une sous-suite ny telle que b, , — b, pour tout |a| < N. Soit q(x) := ZIaISN byx®etX :=
limsup X, = Npx>1 Ugsm Xp, - Soit x € X. Par la définition de X, il existe k arbitrairement grand tel que
X € X, . En passant a la limite dans I'inégalité g, (x)| < n; !, on obtient g(x) = 0. Lensemble X, étant
I'intersection d’une suite décroissante d’ensembles de mesure finie > €, est un ensemble de mesure > e.
Par récurrence par rapport au nombre des variables, on démontre qu'un polynéme non nul ne peut
pas s’annuler sur un ensemble de mesure positive (utiliser Fubini...). Alors, g = 0, en contradiction avec
le fait que <y [bol = 1.
Etape 2. Posons & := CZ|a|:N la,|. Soit x, € R? et g(x) := p(x —x) = ZIaISN b,x“. Observons que
b, = a, si |a| = N. 1l suffit d’appliquer I'estimation obtenue dans I’Etape 1. O

Preuve alternative du Théoréme 2.10. Par récurrence par rapport au nombre des variables.
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Soit D,, r = (r,1,...,7) C £ un poly-disque sur lequel une fonction holomorphe f s’annule sur un
sous-ensemble de D, NRY de mesure strictement positive. Alors f s’écrit de la maniére suivante :

f(z1,...,2)= Z fn(z15052,,)2™,
m=0

ott les fonctions f,, sont holomorphes dans le poly-disque D, c C*!. La fonction f,, est définie par sa
série entiere
Fulenseza) = D (%)
BenNd-1
Tout converge absolument : on effectue juste des réarrangement de sommes absolument convergentes.
Par le théoréme de Fubini, il existe un ensemble X ¢ D, N RY™! ¢ C*! de mesure strictement

positive, tel que pour tout (2y,...,%,_;) € X, la fonction z — f(zq,...,2,-1,2) sannule sur un sous-
ensemble de mesure R de mesure > 0, donc est identiquement nulle. Par 'hypothése de récurrence,
fm = 0 pour tout m. O

Pour nous, la principale utilité de la théorie développée ci-dessus réside dans le fait que les trans-
formées de Fourier de fonctions a support compact sont holomorphes. Rappelons d’abord la définition
du support essentiel d'une fonction.

Définition 2.13. — Soit f : RY — C une fonction mesurable et E un ensemble mesurable. On dit
que f est a support dans E si ygcf = 0 presque partout.

— On définit le support essentiel
esssupp(f) := ﬂ{E fermé : f a support dans E}.

Souvent, on écrit supp(f) au lieu de esssupp(f).

Proposition 2.14. Soit R > 0 et f € L*(RY) vérifiant suppf C Bg. La fonction f s’étend comme une
fonction entiére sur C? et vérifie

IF(E)] < CRZe2™RImEl| £| . (2.6)

ot C =C(d).
De méme, si f € L>(RY) et supp f C By, alors f s’étend comme une fonction entiére sur C¢ et vérifie

|f (x)| < CRE 2P RImxl) £l

Démonstration. La fonction f est donnée, comme on I’a vu dans la Section 1.4, voir (1.6), par
f&= f e 2N f (x) dox. (2.7)
Rd

(on peut aussi utiliser le fait qu’une fonction L? & support compact est intégrable et utiliser la Propo-
sition 1.23). La formule (2.7) a un sens pour tout & € CY. En dérivant sous le signe de lintégrale, ou
bien en développant I'exponentielle en série, on voit que la fonction f : €4 — C ainsi définie est une
fonction holomorphe.
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Pour & € C¢ donné, |e=27&x| < e27Imellx| (on a utilisé I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans RY),
donc
||e_2”i€'x||%z(BR) < f edrimellxl gy < J eAmRImEl gy < CRde4RIME]
Ix|<R Ix|<R
L'inégalité de Cauchy-Schwarz implique (2.6).
La deuxiéme affirmation résulte directement de la premiere, puisque & (f) =f. O

Corollaire 2.15. Si f € L2(R?) est & support compact, alors Uensemble {x : f (x) = 0} C RY est de mesure
de Lebesgue nulle.

Remarque 2.16. Il faut voir le dernier corollaire dans le contexte du principe d’incertitude : si I'im-
pulsion est de maniere siire dans une boule, alors pour tout ensemble de mesure positive il y a une
probabilité non nulle d’y trouver la particule. En particulier, une fonction L? et sa transformée de Fou-
rier ne peuvent pas étre toutes les deux a support compact. C’est vrai aussi pour les distributions, pour
la méme raison, voir Section 1.4.

Aussi, ce qui est peut-étre plus intéressant, il suffit de supposer que f est a décroissance exponen-
tielle, pour obtenir la méme conclusion (pourquoi?).

2.3 Solvabilité locale des EDP a coefficients constants

On a vu au début de la séance le 14 septembre la raison principale pour laquelle les opérateurs
invariants par translations sont les convolutions. Cela peut étre rendu rigoureux. On peut montrer ainsi
que tout opérateur continu (R?) — ’(R?) est donné par une convolution avec une distribution
tempérée, voir Théorme 1.43 dans la section facultative du premier chapitre.

Ainsi, tout opérateur linéaire continu T : #(R?) — &/(R%) est donné par ¢ — T, ¢ = ux¢ pour une
certaine distribution tempérée u. Quelles sont les distributions qui donnent lieu a des opérateurs locaux ?
Comme on I'a vu au premier chapitre, pour tout ¢ € (R?), la distribution ux ¢ est en fait une fonction
lisse. On dit que T est un opérateur local si (T ¢ )(0) ne dépend que d’un voisinage arbitrairement petit de
x = 0. Autrement dit, si ¢(x) = ¢,(x) sur un voisinage de x = 0 implique que (T ¢1)(0) = (T ¢,)(0).
Mais on sait que (u*¢)(0) = u(<]§), donc T, est un opérateur local si et seulement si u est a support dans
{0}. Dans ’Exercice 1.12, on a obtenu que dans ce cas u est une combinaison linéaire finie de dérivées
de &y. On en déduit facilement que 'opérateur T doit avoir la forme suivante :

(TP)x) =D cad(x),

autrement dit c’est un opérateur différentiel a coefficient constants.

Souvent on écrit un opérateur différentiel a coefficients constants comme T = p(D), ou p est un
polyndme a coefficients complexes.

Ces opérateurs sont inversibles localement (c’est-a-dire, dans des boules). Voici le résultat.

Théoréme 2.17 (Malgrange-Ehrenpreis). Soit Q ¢ RY un domaine borné et p un polynéme non nul. Il
existe un opérateur borné R : L>(R%) — L%(R?) tel que

p(D)Rf) =T, pour tout f € L3(RY)

dans Q au sens des distributions, c’est-a-dire

(f,¢)=(Rf,P(D)$),  pour tout ¢ € C5°(Q).
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Loutil principal pour démontrer ce théoreme sera le lemma suivant, qu’il faut voir comme une
manifestation du principe d’incertitude.

Lemme 2.18. Il existe une constante C = C(d) ayant la propriété suivante. Pour tout ensemble mesurable
S c R? tel que |S N B(xg,1)| < € pour tout x, € R%, et toute fonction f € L*(RY) telle que supp(f) € B

1flz2¢sy < CVellf |l (2.8)

Démonstration. On note Q(x,;R) le cube de centre x et de I'aréte de longueur R (on dit aussi de taille
R), c’est-a-dire
Q(xg;R) :={x € RY |(x —x¢);| <R/2 pour tout j € {1,...,d}}.

On écrit Qg := Q(O0;R) et Q := Q;. On utilisera cette notation aussi plus tard dans ce chapitre et le
suivant.

Soit ¢ une fonction lisse telle que Y (x) =1si x € Q et (x) =0 si x ¢ Q5. Soit N > %. En utilisant
I’Exercice 1.7, on peut écrire

[ llpee < CN =AYV (WP S)lI2,
ce qui implique
1f sy < Cell(1— AV @I

Par la Chain Rule, on obtient

=2 WA <C D) 112,

|Bl<2N

donc

1F 1 225ngy S CE D 18P F12aq,y-
IBl<2N

De la méme maniére, pour tout point entier x, € Z%, on a

2 2
1 I asnaugiy < €& D5 18P F I2aqeey 50
I=2N

En sommant par rapport a x, € Z<, on obtient

1f 2205y < Ce D 1O FI2,

IBI<2N
et 'Exercice 1.10 permet de conclure. O

Remarque 2.19. On peut réécrire (2.8) comme suit :
1 2gse) = (1= C2EIf 12
Si e < C2, on obtient I'inégalité
£ 1l < (1 =C2e) 21 ll2¢s0),s (2.9)

qui a la forme d’une inégalité d’observabilité : si on sait que la transformée de Fourier de f a le support
dans B, alors pour “connaitre” f sur tout RY, il suffit de “I'observer” seulement sur la partie S de RY.
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Démonstration du Théoréme 2.17. Sans perdre la généralité, supposons que 2 = B. On a la cruciale
estimation a priori :
IP(D)¢ll1> = cll$ll2,  pour tout ¢ € C5°(B). (2.10)

Pour la démontrer, prenons € < (2C)2, ot C est la constante dans (2.8). Soit § > 0 le nombre fourni
par la Proposition 2.12, et soit § := {£ € RY : |p(&)| < &}. Lensemble S vérifie donc les hypothéses du
Lemme 2.18.

Par Plancherel, (2.10) est équivalent a

I5E)dll2 = cligll2,  pour tout ¢ € CS°(B).

11 suffit maintenant d’écrire

1)@z = IP(E)DllL2isey = Sllpllzgsey =

215l

ol pour la derniere inégalité on utilise (2.9).
Soit f € L%(RY). On va définir Rf. Pour le faire, soit X ¢ L?(R?) l'espace fermé engendré par
{p(D)¢ : ¢ € C;°(B)}. On définit Rf € X par la condition
(Rf,p(D)¢) = (f,¢),  pour tout ¢ € C;°(B).

Il existe 'unique Rf € X qui le vérifie, car p(D)¢ — (f, ¢) est une fonctionnelle linéaire continue X — C
grace a I'estimation a priori (2.10). De plus ||[Rf |l;2 < ¢ }||f || 2, et on voit que R est linéaire. O
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2.4 Exercices

Exercice 2.1. — Soit R > 0 et b, une suite de nombres complexes telle que sup .y R71%|b,| < 0.
Montrer que la somme . aeNd ﬁap|°‘| converge absolument pour tout 0 < p <R.

— Montrer que la somme (2.3) converge absolument.
Exercice 2.2. Montrer que pour tout s > 0 lopérateur f — (1 + |x|2)_%(1 + |D|2)_%f est compact
L*(RY) — L%(RY). Autrement dit, si f,, est une suite bornée dans L%(R?), alors (1+|x[*)"2(1+|D|*)"2f,

a une sous-suite qui converge dans L%(R?).
Montrer que ni f — (1 + |x|?)"2f, ni f — (1 + |D|*)"2f n’est compact L>(R%) — L3(R?).

Exercice 2.3. Montrer le théoréme de Paley-Wiener en dimension 1.

Exercice 2.4. (facultatif) Rappelons la notion d’un opérateur de Hilbert-Schmidt. Soit H, H’ deux espaces
de Hilbert séparables. Soit ¢,,, ¢/ leur bases orthonormées. On dit que T : H — H' est un opérateur de
Hilbert-Schmidt si

ITIZ = Z pr T o)l

n,n’=

Soit X ¢ RY, Y c R! deux ensembles mesurables. Pour tout K; € L%(X x Y), on définit I'opérateur
T : L2(X) — L?(Y) par la formule

(TF)) =f Kr(x,y)f (x)dx.

X

Montrer que l'application K; — T définit une isométrie entre L?(X x Y) et I'espace des opérateurs de
Hilbert-Schmidt L?(X) — L%(Y).
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Chapitre 3

Théorie de Calderon-Zygmund
des intégrales singulieres

On a vu que les opérateurs de convolution apparaissent naturellement comme les opérateurs inva-
riants par translations. En analyse mathématique, il est important de pouvoir démontrer la continuité
des opérateurs qui nous intéressent entre différents espaces. Dans ce chapitre, nous verrons des résultats
permettant d’établir la continuité de certains opérateurs de convolution entre des espaces de Lebesgue
et de Holder.

3.1 Criteres classiques

Pour une distribution u € #/(R?), on considére I'opérateur T, : &(R?) — &’ (RY) donné par T, WP =
u* ¢. On donne quelques critéres classiques de continuité.
Rappelons le résultat général suivant.

Lemme 3.1 (Inégalité de Minkowski). Soit (X, u) et (Y, v) des espaces mesurables o-finis, F : X XY — R
une fonction mesurable et soit 1 < p < q < 00. Alors

(L (LF(x’y)p“(dx))%”(dy))% < (JX(LF(x,y)qv(dy))gu(dx))%.

1 . \ . \ \
Démonstration. En remplacant F par F? et en prenant la puissance p a droite et a gauche on se ramene
au cas p = 1, autrement dit il faut montrer que pour tout g > 1

( L( L F(x,y)u(dx))qv(dy))% < L( LF(X,}’)qV(dy))%M(dx).

Soit ¢(y) := fXF(x,y),u(dx) € [0, 00], ce qui est bien défini pour v-presque tout y, et : Y — R,
telle que |||l ¢'(,y) < 1, ol1 ¢’ est Pexposant dual de q défini par ¢~' + (¢)~" = 1. Par Fubini,

J Y(y)e(y)v(dy) =J
Y

Y

(f PO (i) | (dy) = J (J PO,y () ¥(dy) Ju(d),
X x NJy
et on conclut en appliquant Holder a I'intégrale intérieure. O
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Proposition 3.2. Le produit de convolution a les propriétés suivantes :
@ Nf % Plle <Pllzollfllzs, pour 1< p < 00, p € S(RY) et f € L'(RY),

@ |If ¥ @llcoe < lPllcocllfllLn, pour0<a<1, ¢ € (R et f € LI(RY),

(i) sil<p<oo, s+ =1,¢ LR et f € LP(R?), alors ¢ * flleo < 1Dlzollf 1l o,

(iv) sil +% = zl)"" (11, p € SR et f € LIRY), alors || * fllpr < lpllellfllpe (inégalité de Young).
Remarque 3.3. En reformulant le résultat, on peut dire que la convolution par une mesure finie est un
opérateur continu de LP dans lui-méme, et de C%* dans lui-méme. La convolution par une fonction dans
LP est un opérateur continu de L? dans Cy. La convolution par une fonction dans L7 est un opérateur

continu de L? dans L". Dans tous les cas, on étend l'opérateur en question par densité. Le résultat
coincide avec la définition de la convolution par la formule

(f xg)(x):= J flx—y)g(y)dy, pour presque tout x € RY,
Rd

Démonstration de la Proposition 3.2. Pour montrer (i), on peut supposer sans perdre la généralité que
¢,f =0, car|(¢p*f)x)| < fmd | (x — y)||f (x)|dx. Si p < oo, on peut appliquer I'inégalité de Min-
kowski. Si p = 00, le résultat est immédiat.

On procede a la preuve de (ii). Dans le contexte des espaces de Holder, on notera

61, i sup |2 =W
xX#y |x_.)/|a

>

donc [|pllcow = [Pllpe0 + [P 14

On sait déja que ||¢ * f |l oo < || lzoo|lf]lz1. On a aussi, pour tout z € RY,

17:(@ * f) = fllpeo = (T30 = @)% fllpeo S M To¢ = Pllpeollf 11 < |21*[p Jallf 11

L'inégalité (iii) est une conséquence directe de I'inégalité de Holder.
Pour montrer (iv), il suffit de vérifier que pour tous ¢ € #(R?), f € LI(R?) et ¢ € #(R?)

f ¢ (x=y)f P (x)dxdy <Pllzpllf lallepllp
R2d

Sans perdre la généralité supposons que ¢, f,y > 0. Soit a, 3,y € [0,1] et a,b,c € [1, o] tels que
a4+ b1+t =1.Posons F(x,y) := f(y)PyY()'™, G(x,y) := Pp(x) p(x —y)™* et H(x,y) :=
¢ (x —y)*f (y)'P. Linégalité de Holder implique

f ¢(x—y)f(y)¢(X)dxdy=f FGHdxdy <|IF|lLallGllps IH e
R2d RrR2d

Par Fubini,
IF e = AN I
1G5 = 1112, 11}
H e = el F I,
donc la preuve sera finie si on choisit a, b, ¢, a, 3,y de sorte que

ca=b(l-—a)=p, ap=c(1-P)=q,  by=all-y)=r,

q =
» ety 7. 0

cequialasolutiona=p’,b=q,c=ra=%2p= 7
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Définition 3.4. La suite (®y)52; C L'(RY) est une approximation de lidentité si
(HD) fRd ®y(x)dx =1 pour tout N,

(H2) supy [gq [y (x)I(dx) < o0,

(H3) pour tout 6 > 0, limy_, le|25 |®x(2)|(dx) =0.

Proposition 3.5. Soit (®y) une approximation de lidentité. Si 1 < p < oo et f € LP(R?), alors
limy o0 By * f — fllzo = 0. Si f € Co(RY), alors limy_, o0 @y  f — f 0 = 0.

Remarque 3.6. Il n’est pas vrai que f € C*(R?) implique limy_, oo ||®y * f — f|lca = O.

3.2 Fonction maximale de Hardy-Littlewood

Les fonctions maximales sont indispensable lorsqu’on étudie des problémes liés a la convergence
presque partout.

Définition 3.7. Pour tout f € L] (R?) on définit

1
(Mf)(x):= SBSEE

J If (y¥)ldy,
B

ol le supremum est pris sur 'ensemble des boules qui contiennent x.

Sans changer la valeur de (M f)(x), il suffit de se restreindre aux boules de centre et rayon ra-
tionnels, donc on voit que M f est une fonction mesurable (en fait semi-continue inférieurement). Plus
précisément, pour chaque boule B de centre et rayon rationnels on pose

0 i B,
(Mgf)(x):= {M six ¢

ix eB.
IB] six €B

C’est une fonction semi-continue inférieurement, donc M f = supg Mg f aussi.
Bien évidemment, 'application f — M f n’est pas un opérateur linéaire, mais un opérateur dit sous-
linéaire, c’est a dire

M(f +g)<Mf +Mg ponctuellement, pour tous f,g € L. (R%).

loc

Remarque 3.8. Si f ¢ L! (RY), alors (M f)(x) = oo pour tout x € R?. Il peut arriver que (Mf)(x) =

loc
d 4 . 1 (d
o0 pour tout x € R?, méme si f € L, (RY).

Remarque 3.9. Dans la définition de la fonction maximale, certains auteurs préférent considérer uni-
quement les boules de centre x, au lieu des boules contenant x. Cela n’altérerait qu’assez peu la théorie
qui suivra.

On aura besoin du concept général suivant.
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Définition 3.10. Soit (X, u) un espace mesurable et 1 < p < co. On dit qu'une fonction mesurable
g : X — C appartient a 'espace LP-faible si

18I pe0 = iﬂlg(lpu({x €X :1g(x)|>2})) < oo,

Par convention, on pose aussi ||g||;co.co := ||g]| . On introduit la notation

mg(A) :=p{x : [g(x)| > A}.
C’est une fonction décroissante, continue a droite.

Remarque 3.11. Pour tout A > 0 on a l'inégalité de Markov

f |glPu(dx) = J |glPu(dx) = APmg(),
X {lgl>2}

donc ||g|l;peo < ||gllzr pour tout 1 < p < oo et g € LP(X).
Le lemme suivant relie les normes LP aux mesures des ensembles de niveau.

Lemme 3.12. Pour toute fonction positive mesurable g : X — R,

J g(6)yde =J pkp_lmg(k)dk. (3.1)
X 0

Démonstration. Considérons '’ensemble mesurable
X xRy DA:={(x,A): g(x)>A}.

Soit y, sa fonction caractéristique. Par le théoréme de Fubini,

(J pxp'le(x,A)dA)u(dx)
0

X

g(x)
- f (J pAP A Jud) = f g ()P p(dx).
X 0 X

J PAP (e, A)dA p(dx) = J
XXRy

D’un autre coté,

oo

p/lp_l( J xa(x, A)u(dX)) da,
X

0

J APy, A) dAu(dx) = f
X xR,

ce qui est égal au membre de droite de (3.1). O

Théoréme 3.13. La fonction maximale de Hardy-Littlewood a les propriétés suivantes :
@ [IMfllg1eo <3%0fllp, pour tout f € L'(R),

(i) pour tout 1 < p < oo il existe une constante C = C(p,d) < oo telle que |Mf ||, < C||f|l;» pour
tout f € LP(R?).

O
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Démonstration. Soit f € LY(R?) et 0 < A < oo. Il faut montrer que |{x : (Mf)(x) > A} <347 f|I.1.
Par la régularité de la mesure de Lebesgue, il suffit de vérifier que pour tout ensemble compact K ¢ R¢
tel que (M f)(x) > A pour tout x € K, on a |[K| < 39A71||f||;1. Par la définition de M, pour tout y € K
il existe une boule ouverte B, C RY telle que

f |f (x)|dx > A|B,|.
B

y

On en extrait une famille finie B, ,...,B,, . On va montrer qu’il existe une sous-famille

{By,...,B.} = {B(x1,71),...,B(x;, 1)} C {By,,.--,By,}

de boules disjointes telles que K C UJL.ZlB(xj, 3r;) (Cest la version “finie” du lemme de recouvrement
de Vitali). Pour cela, on définit B(x;, r;) comme la boule la plus grande parmi By ,...,B, .Ensuite, on
enléve toutes les boules contenues dans B(x;, 3r;), et on continue par récurrence.

a L Al s
D’un c6té, |K| < 3¢ ijl IB(x;j,r;)|. D'un autre c6té,

Y

L L
DB, 1A < ZJ F (Ol dx < £l
j=1 j=1YB(xr))

Pour montrer (ii), observons d’abord que

IMfllpeo S If Il

pour toute fonction bornée f. Soit f € LP(R?) et A:= {(x, 1) : A < 2|f (x)|}. On va démontrer que pour
tout A>0
2 x 34

myp(A) < J xa(x, A)If (x)[dx. (3.2)
R4

En effet, soit f; := ya(x,A)f(x) et fo(x) := (1 — ya(x,A))f(x). On a alors ||f5|l;c < A/2, donc
IMfllpeo < 2/2, done

{Mf > A} = {M(f1 + f2) > A} < UM fy + Mf, > A} < [{Mf1 > A/2} + [{M f, > A/2}|

2 x 34 2 x 34
fillp = 2400, )| f ()| dx,
A A

2
< z||Mf1||L1:°° +0<

ce qui prouve (3.2).
Si f € LP(R?), alors le Lemme 3.12 nous permet de conclure que
o0

f (Mf)(x)pdx=J p)\p_lme(A)dlSJ pAP~
Rd 0

0

12 %34

J xa(x, D)1f (x)|dx dA
Rd

_2><3dp [

|f(X)|f (p— AP 2y,(x,A)dAdx
d 0

p—1 Jg
2 3d r 2|f ()l

=222 P r )l J (p— AP 2dAdx
P—1 Jga 0

2 x 34p x 2p~1

ap [
23R oI oD dx = —1f FEoFdx.
4 pP— R4

p—1 Jg

=
UJ

ce qui est I'inégalité désirée avec C, = Z(Sdp/(p - 1)) .
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La méthode de démonstration de (ii) présentée ici s’appelle interpolation réelle, et on a démontré en
fait un cas particulier du théoréme d’interpolation de Marcinkiewicz.

3.3 Noyaux de Calderdén-Zygmund

On va étudier des opérateurs de convolution dont le noyau a une singularité (non intégrable) en
origine, d’ot le nom “intégrales singulieres”. Les critéres, basés sur I'inégalité de Holder, de la Proposi-
tion 3.2 sont trop faibles dans des cas intéressants.

Définition 3.14. On dit qu'une fonction mesurable K : R?\ {0} — C est un noyau de Calderén-Zygmund
s'il existe une constante B > 0 telle que
(H1) |K(x)| < Blx|™%, pour tout x € R9\ {0},
d
(H2) f|x|>2|y| |K(x)—K(x —y)|dx < B, pour tout y € R¢,

(H3) [

r<|x|<sK(x)dx =0, pourtout 0 <r <s < oQ.

La condition (H2) s’appelle la condition de Hérmander. Il peut ne pas étre évident comment la vérifier
dans la pratique, c’est pourquoi il est utile de disposer de conditions suffisantes garantissant (H2).
Lemme 3.15. Si K : R?\ {0} — C une fonction dérivable qui vérifie
(H2) |VK(x)| < B|x|™%71, pour tout x € R% \ {0},
alors le|>2|y| |K(x)—K(x —y)|dx < CB pour tout y € RY, ot1 C = C(d).

Démonstration. Si (H2’) est vrai, alors pour tous x, y € RY tels que 2|y| < |x| on a, par le théoréme des
accroissements finis, |K(x)—K(x—y)| < B29"|x|74"1|y|. On conclut en intégrant par rapport a x. [J

Définition 3.16. La valeur principale d'un noyau de Calderén-Zygmund K est une distribution tempérée
définie par
(vp K)(f) := 1ir(r)1+f K(x)f (x)dx, pour tout f € & (RY).
€—>

|x|>e€

Pour montrer que cette formule définit effectivement un élément de &#/(R?), pour f € &(R?) écri-

vons f(x) = xxl<13(x)f (0) + [x]g(x) + x{jx=13(x)f (), donc [|gl oo < ||f[[gee + [V flLeo et g(x) =0
pour |x| = 1. Alors

lim J KGOS () ) (¥) dx = lim £(0) K(x)dx =0,
[x|>€e e

€0 e<|x|<1
d’apres (H3),
lim J K(x)Ix|g(x)dx = f K(x)lxlg(x)dx,
|x|>e

e Ix]<1
et
lirngJ K(x) xqx=13 () f (x) dx :f K(x)f (x)dx.
e |x|>e€ [x|=>1

On a donc

lirgl f K(x)f(x)dx = f K(x)|x|g(x)dx +J K(x)f (x)dx,
€20" Jix|>e Ix|<1 lx|>1
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et on voit que

< CB([If llee + 1V fllzee +11f 1121

lim+f K(x)f (x)dx
|x|>e

e—0

Lemme 3.17. Si K est un noyau de Calderdén-Zygmund, alors ||V/'PT<||L00 < CB, ot C =C(d).

Démonstration. Pour 0 < r <s < 00, soit

m, (&) ::J e 2 E K (x) dx.
r<|x|<s

On va montrer que
sup  [lmsll e« <CB, (3.3)

0<r<s<oo

ol B est la constante dans (H1) et (H2), et C dépend uniquement de la dimension d.

Onfixe 0 < r <s < oo et & € R%. Il faut vérifier que |m,s(£)| < CB. Supposons d’abord que
r < |&| < s (on va commenter plus tard les cas || < r et [E] = s). On estime séparément l'intégrale
sur {r < |x| < |&£|7'} et lintégrale sur {|£|™' < |x| < s}. Dans la région |x| < ||™! la phase “ne
varie pas beaucoup”, donc on peut s’attendre a ce que la condition d’annulation joue un role, ce qui est
effectivement le cas :
J e 2SR (x)dx

r<lx|<[g7t

f (e72mx¢ _ 1K (x)dx
r<lx|<[£[!

<2n|g| |x||K ()| dx < CBIE] lx["4*1dx < CB.

r<|x|<[g~ Ix|<|gl

Dans la région |&|7! < |x| < s, la condition (H2) joue les premiers violons. L’observation cruciale est

que
J e 2MXEK (x)dx = f e_zm(ﬁﬁ)'gK(X + < )dx
|§|*1<|x— £ ~<s

£ <lx|<s 251

2/¢|2

= —J e_Z”ix'gK(x + 3 2)dx,
€11 <Ix|<s 2[¢]

ce qui donne, apres une transformation élémentaire,

2 fl o e 2rie (x4 2é|2)dx _ fl o &2 (K(0) — K (x + zélz))dx

+ (f —J )e_2”ix'5K(x)dx.
Eri<ixl<s  Jigri<]x—g5s | <s

2/g12

3.4

Avertissement : les formules qui suivent sont difficiles & comprendre si on ne fait pas de dessins. Affron-
tons d’abord la deuxieme ligne, qui requiert juste (H1). En effet,

B(0.s =516 )\B(0. 316 < {16 < [x— 5] <5} < Bo.s + 5l )\ B(o.516),
B(0,5— 511 )\B(0,211")  {Iel ™! <Ixl <5} < B0, + 1)\ B0, 5 1),

39



De la relation de la théorie des ensembles (facile a vérifier) (A\B)\(C\D)Cc (A\C)u(D\B)ona
(B(0.s + 516 \8(0. 516 )\ (B(0s - 311 vB (0. S1e1 ) ) <
(B(0.s+ 51 )\B(0s— 31617) Ju(B(0. 216 ) vB (0, 51617) )

On vérifie facilement en utilisant (H1) que I'intégrale de |K(x)| sur chacun de ces deux régions s’estime
par CB.

Il reste la premiere ligne de (3.4). Ici, (H2) s’applique.

Dans le cas ot1 par exemple |£|™! < r, on peut écrire fr<|x|<s = f|5|_1<|x|<5—f|€|_1<|x|<r et appliquer
le raisonnement ci-dessus. Cela termine la preuve de (3.3

Soit ¢ € Y(Rd) On va montrer que |(vp K)((j))l = |(vp K)(¢)| < CB||¢||j1. Par le theoreme de
représentation (L!)* = L°°, cela signifiera que vp WK e L°°(RY) et donnera la borne voulue sur vp vp K.
Par la définition de vp K on a

|(vp K)($)| =

sup
0<r<s<oo

J K(X)J e 2T p(E)dE dx
r<|x|<s Rd
= sup

J ¢(€) K(x)e 27 dx dg ‘
0<r<s<oo | JRrd r<l|x|<s

< sup  |I@lipllmysllee < CBll@llLr.

0<r<s<oo

lim f K(x)p(x)dx| < f K(x)$(x)dx
[x|>€e r<|x|<s

< sup
0<r<s<oo

O

Définition 3.18. L'opérateur de Calderén-Zygmund associé a K est défini par Tf := (vp K) % f pour
tout f € & (R?), autrement dit

(Tf)(x):= e@gj

lyl>€

K(y)f (e —y)dy = lim J K(x—y)f(y)dy, pour f € #(R?).

lx—y|>€
Exemple 3.19. Voici quelques opérateurs de Calderén-Zygmund.

(i) Soit K : R\ {0} — C donné par K(x) = n—lx 11 est clair que K vérifie les conditions (H1), (H2") et
(H3). L'opérateur de Calderén-Zygmund correspondant est la transformation de Hilbert sur R.

(ii) Soit d > 1. On définit K;(x) := x;/|x|?*!. Les opérateurs de Calderén-Zygmund associés, notés
R;, sont appelés les transformations de Riesz.

(iii) Pour d > 3 on définit
XiX; .. .
e sii#J,
Kl](x)_ l; —d71x|? .. .
MT S11=].

Les opérateurs de Calder6n-Zygmund assocés R;; sont les transformations de Riesz doubles. Leur
importance vient du fait que

1
CqRij(Ap) = 8,0, ¢ — Eéiqub, pour tout ¢ € F(RY) et 1<1i,j<d.

On le vérifiera dans I'Exercice 3.4.
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Proposition 3.20. Si K est un noyau de Calderén-Zygmund, alors ||Tf||;2 < CB||f||;2 pour tout f €
Z(RY), ot C =C(d)> 0.

Démonstration. Par la Proposition 1.27, pour tout f € &(R?) on a

ITF (&) =pK(EF(E)I <CBIF(E),  pour tout £ €RY,
ou la derniere inégalité vient du Lemme 3.17. Par Plancherel, on obtient || T f ||;2 < CB||f || 2- O

Définition 3.21. On définit l'opérateur de Calderén-Zygmund T : L?(RY) — L?(R?) comme I'unique
extension continue de I'opérateur T : F(RY) - L2(RY).

Lemme 3.22. Si f € Lfomp(Rd) (cest-a-dire f est une fonction dans L>(R?) dont le support est borné) et

xq & supp(f), alors T f est une fonction continue au voisinage de x et

(Tf)(xo) = f K(xo—y)f (y)dy.
Rd

Démonstration. Soit R > 0 tel que supp(f) € B(0,R) et r > 0 tel que B(xy,2r) Nsupp(f) = @. Posons

K := KX {r <|x|<|x|+R+r}- AlOTS K € L*(R?), donc

(TF)(x) = f K(x—y)f(y)dy
Rd

est une fonction continue bornée R¢ — C. Si f, € &(R?) avec supp(f) € B(0,R) \ B(xo,2r), alors on

voit que (T f,)(x) = (T f,)(x) pour tout x tel que |x,—x| < r. En prenant f,, — f dans L%(R?) on obtient

(Tf)(x)=(Tf)(x) pour presque tout |x — x| < r, ce qui montre la continuité de Tf au voisinage de

X, et que

(Tf)(xo) = (Tf)(xo) =J

R4

K(xo—y)f () dy = f K(xo—y)f (y)dy.

Rd

3.4 Estimations L!-faible et continuité dans L?

Le but principal de cette section est de montrer ce qui suit.

Proposition 3.23. Soit T : L(RY) — L%(RY) un opérateur linéaire borné, IT|| (12 < B, tel que pour

toute fonction f € L>

d B g . 2rmd ,
COmp(R ), C’est-a-dire une fonction dans L“(R®) dont le support est borné,

(Tf)(x)= J K(x—y)f(y)dy,  pour tout x ¢ supp(f),

Rd

ott K : R%\ {0} — C est une fonction mesurable localement bornée qui vérifie (H2). Alors ||Tf||j1.00 <
CB||f |1 pour tout f € LY(RY) N L2(RY), ot C = C(d).

Avant d’aborder la démonstration, on introduit un outil appelé la décomposition de Calderdn-Zygmund.
On dit que Q ¢ R? est un cube de taille I si |QA n;lzl[xj, X; +l]| = 0 pour un certain x = (xq,...,Xq) €
R<.
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Lemme 3.24. Si f € LY(RY), alors pour presque tout x € R4

hmsup flf(y) f(x)ldy =0,

ot le supremum est pris sur Uensemble des cubes ouverts de taille | qui contiennent x.

Démonstration. Il est bien de comparer ce lemme avec 'Exercice 3.3. Il suffit de montrer que pour tout
€ > 0 'ensemble {x € R? : limsup,_, o+ SUPgsy lld fQ If(y)—f(x)|dy = €} est de mesure de Lebesgue

nulle. Soit f = g +h, ot g € Cy(R?). Alors

limsupsup - f FO)—Fldy
Q

[-0* Q>x

1 1
<limsupsup —— Ig(y)—g(X)Idy+SUPsup—df |h(y)—h(x)|dy
[—-0t Q>x l Q >0 Q>x l Q

1
<0+ |h(x)|+ sup l_df |h(y)|dy.
Q

[>0,Q5x

On observe que pour tout cube ouvert Q de taille [ qui contient x on a lld fQ |h(y)|dy < C(Mh)(x), ou

C = C(d). En effet, soit B la boule du méme centre que Q et du rayon %H, de sorte que x €Q C B et

1 f h(ldy < %J ()l dy < SD f ()l dy < C(MR)(x).
1 J, 1, 1Bl Jp

On a donc
lim sup sup 7 f If () —f)ldy < |h(x)[+ C(Mh)(x).
[—-0* an
Comme ||h||;1 peut étre rendu arbitrairement petit, le Théoréme 3.13 (i) permet de conclure. O

Corollaire 3.25. Si f € L'(R?), alors pour presque tout x € R%

lim inf lnf —f If(NIdy = [f(x)], (3.5)

=0+

ol U'infimum est pris pour tous les cubes ouverts de taille | qui contiennent x.

Démonstration. Pour tout x,y € R4 ilya |f (x)|—|f (¥)| < |f (x)—f(¥)|, donc par le lemme précédent

If(X)I—lilm(i)gf(iznflldf f(Y)ldy =limsupsup - f (1 (I =1f(y)Ddy 0.
- 3x Q -0+ Q3x

O

Lemme 3.26. Soit f € L'(T?) et A > 0. Il existe une famille (dénombrable) de cubes disjoints B = {Q}
ayant les propriétés suivantes :

) A< ﬁlef(x)Idx£2dlpourtoth€ 2,
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(i) [Uges@| < 2lIfllur si f #0,
(i) sib:=Dncp xof et &:=f —b, alors ||g][ e < A.

Démonstration. Pour tout m € Z on définit une collection 2,, de cubes “dyadiques” de taille 2™ :

d
Dy i= { 12Mx;, 2™ (xj + D[ x; € Z}.
i=1

J

Pour tout Q; € Z;,, et Q3 € 2y, 0naQ; CQz, Q; CQy 0uQ;NQy =0.
Prenons m, € Z tel que ||f||;1 < A2™0, donc

LJ If(x)|dx <A, pour tout Q € ,,, . (3.6)
Ql J, 0

Pour m = my, my—1,my—2, ..., on construit par récurrence des familles %,, C 2,, de maniére suivante.
— On pose B, := 0.

— Supposons que 4,, est construit. Pour chaque cube Q € 2,,\ 4,,, on consideére les cubes Q,,...,Qy €
9., tels que Q; C Q. On décrete que Q; € AB,,_; si, et seulement si, ﬁ ka If (x)]dx > A.

On définit B := UmSmO %.,- On va montrer par récurrence que, pour tout m < my,

1

1
A< — dx <291 i B —
Q JQIf(x)I x siQ € Ql

J [f()dx <A siQe P, \ B,
Q

Pour m = m c’est vrai, par (3.6). Pour montrer 'hérédité, on observe que, par la construction, Q € %,,_;
implique qu’il existe Qe 9\ B, tel que Q C Q. Par I’hypothese de récurrence on a ﬁ f@ If (x)]dx <
A, donc, comme |Q| = 27¢|q|, ﬁ f Q If (x)|dx < 29A. Cela montre (i), et (ii) s'obtient facilement en
multipliant par |Q| I'inégalité de gauche dans (i) et en sommant pour tout Q € 4.

Pour montrer (iii), prenons x = (x1,...,x4) € R \UQe . Q tel que (3.5) est vrai, et tel que, pour tout
1<j<dettoutm€eZ, 2 "x; ¢Z (la derniére condition signifie que x n’appartient au bord d’aucun
cube dans 2). Pour tout m < m, il existe un cube ouvert Q € 9,,, \ %,, tel que x € Q. En particulier

ﬁ fQ If (¥)]dy < A, et la taille de Q tend vers 0 quand m — —oo. Alors (3.5) donne |f (x)| < A, ce qui
termine la preuve. O

Démonstration de la Proposition 3.23. En remplacant T par %T on peut supposer, sans perdre la géné-
ralité, que B = 1.
Soit A > 0. Il faut montrer que

R TEHEST

Soit 48 la famille de cubes donnée par le Lemme 3.26 pour cette valeur de A. Pour tout Q € & soit
fqo = XQ(f — ﬁ fo(x)dx). On pose

for= D fa=b=>" xQﬁllLf(x)dx, h=f-fo=g+ ), xQﬁllLf(x)dx.

QeAB QeAB QeAB
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En utilisant la linéarité de T, on écrit

[{ox < [(T )G > AH < Hx = [(TF)C)] > A/2H + H{x = (T f2)(x)] > A/2}.

Le premier terme est facile :

o - (T )0 > A/2}| <

< AZIIThlle ”f1||L1||f1||L°°>

< Al < o

et on observe que ||f; |l < |IflIz1 et [|fillLee < 292 (en effet, ||g]l e < A < 292 et pour tout Q € & on
a |ﬁfo(x)dx} < 2.

C’est dans l'estimation de |{x : [(T fy)(x)| > A/2}| que la condition de Hérmander (H2) joue un
réle. Pour tout Q € %, soit Q* le cube du méme centre, et de taille 2+/d x (taille de Q). Alors

o - [(Tf2)(0)[ > A/2}| <

P freri | @ 1@ > 272

Qe Q<R

Le premier terme est < %ll f ;1 par le Lemme 3.26 (ii). On applique I'inégalité de Markov au deuxiéme
terme :

Q<A Qe%

[ e RN | @ 1T > 22| < f (OIS f (T o))l .
Rd \UQE% Q* R4 \Q*
Fixons Q € %. Pour tout x € R \ Q* on a
(Tf)(x) = J K(x—=y)fo(y)dy = f (K(x—y)—K(x—y)fo(y)dy,
RrRd R4

ol Y, est le centre du cube Q. La derniére inégalité est une conséquence du fait que fRd fo(y)dy =0.
Par Fubini, on a

J (T f) () dx < f [fo(¥)l IK(x —y)—K(x —yo)ldxdy < Cllfolls,
Rd\Q* Rd Rd\Q*

olt la derniere inégalité vient de ’hypothése (H2). En effet, soit [ la taille de Q. Si y € Q, alors |y —yq| <
%H.SixeRd\Q*, alors |x—yQ|22\/a><%>2|)’—J’Q|- O

Remarque 3.27. Soulignons que seulement I'’hypothese (H2) a été utilisée dans la preuve de la Propo-
sition 3.23.

Théoréme 3.28. Soit T : L3(RY) — L2(R?) un opérateur linéaire borné tel que pour toute fonction

fe chomp(Rd ), C’est-a-dire une fonction dans L*(R?) dont le support est borné,
(Tf)x)= J K(x—y)f(y)dy,  pour tout x ¢ supp(f), (3.7)
R4

ott K : R\ {0} — C est une fonction mesurable localement bornée qui vérifie (H2). Alors ||Tf|l» <
CB||f||.» pour tout f € L2 (RY) N LP(RY), oit C = C(d, p).
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Démonstration. Soit d’abord 1 < p < 2. La Proposition 3.23 et I'Exercice 3.2 donnent |[Tf|[;, <
CB||f|l.» pour tout f € LY(RY) N L2(RY).

Si f € LP(RY) N L2(RY), alors on utilise un argument d’approximation standard. Soit f, € L'(R%) N
L2(RY) et |If, = fllppnrz — O. Alors g := lim,_,o, Tf, existe dans LP(R?) n L2(R?). En particulier
g =lim,_,o Tf, = Tf, avec la limite prise au sens L%(R?), donc

ITflle = lIgllze < lim |ITfylle < CB lim ||fyllze = CBIIflle-
n—oo n—oo

Soit maintenant 2 < p < c0. On va montrer que pour tout g € Lfomp(]Rz) ona
(T7g)(x) = J K(—x+y)g(y)dy,  pour tout x & supp(g). (3.8)
Rd

Supposons que C’est vrai et finissons la démonstration. Comme T* : L%(R%) — L2(RY) est un opérateur
borné et K vérifie (H2), la premiére partie de la preuve impliquera que || T*g||,,» < CB||g||,» pour tout
g € L2(RYNLP (R?), o1 p’ est Pexposant dual de p, cest-a-dire (p’) 1+p L = 1.Si f € L2(R?)NLP(RY),
alors pour tout g € L2(R?) n LP'(RY)

J g()(TF)(x)dx
]Rd

f (T*g)()f (x)dx| < T gl If I1r < CBIIG Lo lf M1
Rd

donc par le théoreme de représentation (LP')* = L? on déduit Tf e LP(RY) et || Tf |l < CBIIf |l »-
I ne reste qu’a vérifier (3.8). Soit g € Lfomp(Rd), xo € R\ supp(g), R > 0 tel que supp(g) C

B(O,R) et r > 0 tel que B(xg,2r) Nsupp(g) = @. Soit f € L2(R?) avec supp(f) € B(x,,r). La formule
(3.7) et la preuve du Lemme 3.22 montrent que Tf est une fonction continue sur supp(g). Soit K :=

X(r<lx|<R+r+|x,}K- On a

J g()(Tf)(x)dx = J g(x) J K(x—y)f(y)dydx=J @J K(x—y)f (y)dydx
R4 R4 Rd R R4

= f £ J K(—y +x))g(x)dxdy = J f(y)J K(—y +x)g(x)dxdy,
Rd Rd R4 Rd

autrement dit

J (T*g)(x)f (x)dx = J h(x)f (x)dx,
R4 R4

pour tout f € L2(R?) telle que supp(f) € B(x,,r), oll h est une fonction continue sur B(x,, r) définie
par h(x) := f}Rd K(—x + y)g(y)dy pour tout x € B(xy,r). Mais cela implique (T*g)(x) = h(x) pour
tout x € B(x, ), en particulier (3.8) pour x = x. O

3.5 Continuité dans les espaces de Holder

Théoréme 3.29. Soit K un noyau de Calderén-Zygmund fort, c’est-a-dire qui veérifie (H1), (H2’) et (H3),
et soit 0 < a < 1. Pour toute fonction f € C%>*(R?) telle que supp(f) € B(0,1) c RY, posons

K(y)f(x—y)dy = 1in01+f K(x—y)f(y)dy, pourtoutx €eR?. (3.9)

Ix—y|>e

(TF)x) = lim f

lyl>e
1l existe C = C(d, &) tel que || T f ||co« < CBI|f ||co pour tout f € C%*(R?).
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Remarque 3.30. Il fait partie de la démonstration de montrer que (3.9) a un sens pour tout x € R? et
définit une fonction disons continue (a posteriori hélderienne).

Remarque 3.31. L’hypothese supp(f) C B(0,1) pourrait étre affaiblie, mais on a besoin de supposer
une sorte de décroissance de |f (x)| quand |x| — oo.

Démonstration. Sans restreindre la généralité, on peut supposer B = 1. Si |x| < 2, alors
f K(y)f(x—y)dy = f K(y)f(x—y)dy = f K()(f(x—y)—f(x))dy.
ly|>e 3>|y|>e 3>|y|>e
De l'estimation
f KIS (x—y)—f(x)ldy < [f]af ly[™yl*dy < €(d, &)[f -
3=|y|>e lyl<3
on déduit que la limite € — 0 existe et |(Tf )(x)| < C[f ], pour tout |x| < 2. Si |x| > 2, alors

J K(y)f(x—y)dy=J K(y)f(x—y)dy,
ly|>e

lyI>1

et en vue du fait que [K(y)| < 1pour|y|=1ona |[(TfC| Z|fllzr £ Cllfllzoo-
Soit maintenant x,x’ € R? et |[x — x| = § < ﬁ. On estime |(Tf)(x) — (Tf)(x")| en divisant
l'intégration en deux régions :

J K(y)(f(x—y)—f(x’—y))dy=( f +f )K(y)(f(x—y)—f(x’—y))dy.
ly|>e ly|>36 36=>|y|>e

En utilisant la condition (H3), la deuxiéme intégrale s’estime par

‘ f K(y)(f(x—y)—f(x)—f(x’—y)+f(X'))dy‘ < C[f]af lyI™ly|*dy < C[f1,6%
36=>|y|>e 3

6=|y|>e

Pour la premiére intégrale, introduisons K := Xly|>35K, de sorte que

J K))(f(x—y)—fx'=y))dy = J K (flx—y)—f(x'—y))dy
ly|>36 d

R
=f (I?(x—y)—l?(X’—y))f(y)dy=f (K(x—y) =K'= y)(F ()~ f(x))dy.
R4 Rd
Si|x —y| <28 ou |x'—y| < 28, alors K(x —y) = K(x’ — y) = 0. Mais |x —y| > 25 et |x' — y| >

26 implique en particulier |x’ — y| > %lx — y|. Par le théoréeme des accroissements finis, on a donc
K(x—y)—K(x'—y)| < bc_cy%, ce qui permet de conclure car

C[f]a5J x =y~ dy < C[f1,6%
[x—y|=26
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Corollaire 3.32. (i) Pour tout 1 < p < oo il existe C = C(d, p) tel que

sup |0y, ullLy < CpallAullp,  pourtoutu e S (RY).
1<i,j<d

(i) Pour tout 0 < a < 1 il existe C = C(d, ) tel que

sup [Exixju]a < CpalAulg, pour tout u € (RY).

1<i,j<d
Démonstration. Cela résulte directement du fait que les transformations de Riesz doubles sont des opé-
rateurs de Calderén-Zygmund forts. Dans le cas hélderien, on n’utilise pas vraiment le Théoréme 3.29,
mais plutdt la deuxiéme partie de la démonstration. Si f € S(R?) et x,x’ € R? avec |x — x| = §,
alors l'intégrale f s’estime exactement comme dans la preuve du Théoreme. Concernant autre

e<|x|<36
intégrale, on a, grace a la décroissance rapide de f,

f K(y)(f(x—y)—f(X’—y))dy=Rlirgof K (x=y)—f(x'=y)dy.
l¥|>36

R>|y|>36

Pour R fixe, on pose K := X{r=|y|>35}K, et le calcul dans la preuve du Théoreme montre que

f K(y)(f(x—y)—f(X’—y))dy‘= f K)(f(x—y)—f(x'—y))dy| < C[f1,6%
R>|y|>36 Rd

Maintenant on passe a la limite R — oo. O

3.6 Théoreme de Marcinkiewicz, intégration fractionnaire

Théoreme 3.33. (Marcinkiewicz, ca 1939) Soit (X, u) et (Y, v) deux espaces mesurables, 1 < p; < py <
09, q1 = D1, 92 = Po, G1 7 G et T une application définie sur LP1(X) N LP2(X), a valeurs dans Uensemble
des fonctions mesurables sur Y. Supposons qu’il existe une constante K > 0 telle que

IT(f +2)| <K(T(f)+|T(g)])  presque partout, pour tout f,g € LP1(X) N LP2(X),
et qu’il existe des constantes 0 < A;,A, < 00 telles que
ITU ooy SAjNfllrixy,  pour tout j € {1,2} et f € LPH(X) N LP2(X).

Alors pour tout 0 < 6 < 1,
1 1-6 06 1 1-6 6
Z = + =, = + — (3.10)
p b1 b2 q q1 q2

il existe 0 < A < oo tel que
ITU ey < Allfllexy,  pour tout f € LPY(X) N LP2(X).
O

On a démontré un cas particulier, le Théoreme 3.36. Le cas général peut étre traité par des méthodes
similaires, mais il est un peu plus compliqué et on préférera omettre la preuve, voir [3, Chapitre 1.4].
On donne une application importante.
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Théoreme 3.34. Soit 0 < a < d et posons

(Iof)(x) :=J lx—y|*f(y)dy,  pourtout f € #(R?).
Rd

Pour tous 1 < p < q < 00 tels que

Q| =
S| =
Al

il existe C = C(p,q,d) tel que
1afllza < Clif e, pour tout f € S (RY).
Démonstration. 1l suffit de montrer que

1afllza0e < ClIf s, pour tout f € &(RY).

En effet, on peut trouver 1 < p; < p < p, < 09, q; > p; Vvérifiant (3.10) et %j = zl)j — 3. Si on savait que
lIofll 55 < Cllfl;ri, alors le Théoréme de Marcinkiewicz impliquerait le résultat.

Il faut donc montrer que, pour tout A > 0,
[{x € RT 2 (I,f)(x) > A} < CA7If IS,
Soit R > 0. On décompose

(Iof)(x) =J

Ix—yl"“df(y)dy+J lx —y|*9f (y)dy.
lx—y|<R

[x—y|=R

On choisit R de sorte que l'inégalité de Holder garantisse que le 2éme terme soit < A/2. Ensuite, on
applique l'inégalité de Markov au premier terme. On laisse les détails en exercice. O

Il faut comparer le Théoréeme 3.33 avec le Théoréme de Riesz-Thorin suivant, qu’on admettra aussi
sans en donner une preuve, voir [3, Chapitre 1.3].

Théoréeme 3.35. (Riesz-Thorin, ca 1924) Soit (X, u) et (Y, v) deux espaces mesurables, 1 < p;,ps < 00,
0< 6 <1, qy,q, donnés (3.10), et T une application linéaire définie sur LP1(X) N LP2(X), a valeurs dans
U'ensemble des fonctions mesurables sur Y telle qu’il existe des constantes 0 < A;,A, < 00 telles que

ITfllzoiry SAjllf llesxy,  pour tout j € {1,2} et f € LP1(X) N LP2(X).

Alors
T fllsaery SATOASNf Ilexy,  pour tout f € LPH(X) N LP2(X).
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3.7 Exercices

Exercice 3.1. Définir la convolution de deux mesures complexes. Etudier ses propriétés.

Exercice 3.2. Le but de I'exercice est de démontrer le cas particulier suivant du théoreme d’interpolation
de Marcinkiewicz.

Théoreme 3.36. Soit (X, u) et (Y, v) deux espaces mesurables, 1 < p; < p, < 00 et T une application
définie sur LP1(X)N LP2(X), a valeurs dans Uensemble des fonctions mesurables sur Y. Supposons qu'’il existe
une constante K > 0 telle que

IT(f + )| <K(T)+IT(2)D) presque partout, pour tout f,g € LP1(X) N LP2(X),
et qu’il existe des constantes 0 < A;,A, < 00 telles que
NT(flppioory S AjlIfllpricxy,  pour tout j € {1,2} et f € LP1(X) N LP2(X).

116,96
Alors pour tout 0 < 6 <let;= ot

ITUNzery SANSf ey, pour tout f € LPY(X) N LP2(X),

ot, avec les conventions usuelles dans le cas p; = 00,

p P s
A=2K(——+ ——)7Al=040.
P—P1 P2—P
(i) Soit A := {(x,A) : A < §7|f(x)|}, o1 & > O sera choisi plus tard. Considérons d’abord le cas

p2 < 00. En décomposant f = f; + f, out f1(x) := (1 — yalx, 2))f (x) et fp := yalx, A)f (x),
montrer que pour tout A >0

2KA,; 2KA,

A

mrn (D) < (52 ) f 240, AIf (P ) + )"ZJ(1—xA(x,A)nf(anm(dx).
X X

(i) A laide du Lemme 3.12, en déduire que

(KA 1 (2KAy)

P Do—D p
TG, < (S s+ S 2 i

Choisir 6 de sorte que les deux termes entre les parenthéses soient égaux et conclure la preuve
dans le cas p, < ©0.

(iii) Dans le cas p, = 0o, prendre & := (2KA,)"! et montrer que

2KA
mT(f)(k) < ( !

)pl f x40, A)If GOIPru(dx),
X

puis procéder comme dans (ii).

Exercice 3.3. Démontrer le théoreme de différentiation de Lebesgue :
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Théoréme 3.37. Pour tout f € LY(R?)

f(y)dy = f(x), pour presque tout x € RY.
B(x,€)

lim
e—0+ ed |B|

Montrer une version plus forte, notamment que presque tout x € R? est un point de Lebesgue de f :

If(y)—f(x)|dy =0, pour presque tout x € R9.

lim
e—0+ ed |B| B(x,€)

Exercice 3.4 (M-S, Exercise 7.4). On étudie dans cet exercice les transformées de Riesz doubles. Soit
d=>3.
(i) Soit f € #(R?) et posons u(x) :=C f]Rd lx — y|*4f(y)dy, ot C = C(d) est une constante qu’il
faudra déterminer. Montrer que, avec le bon choix de C, u est une solution de ’équation
Au=f.
(ii) Soit toujours u(x) := CfRd Ix —y[* 4 f(y)dy, et 1 <i,j <d. Soit Kij(x) == g‘% — %61-]-#, ol
0;j=1sii=jetd;;=0sii# j. Montrer que

oy, axju(x) = EJ

1
Kij(x—y)f (y)dy + 56;;f (x),
R4 d
ot il faut comprendre I'intégrale au sens de la valeur principale, c’est-a-dire lim, _, o+ f —yl>e Kij(x—
¥)f (y)dy, et C = C(d).
(iii) Vérifier que K;; est un noyau de Calderén-Zygmund fort.

Exercice 3.5. Parfois on est amené a considérer des opérateurs qui ne sont pas invariants par transla-
tions. Un critere classique de continuité est donné par le test de Schur.

Soit (X, u) et (Y, v) deux espaces mesurés, et K : X x Y — C une fonction mesurable. Sous certaines
conditions on peut définir un opérateur intégral T donné par

(Tf)(x) = f K(x,y)f (y)v(dy).

Y
11 faut démontrer que
@ (Tl < supyey [4 IKGe, y)lu(dx) =: A,
(i) IT]lpeomrpe0 < SUPey [y IK(x,y)|¥(dy) =:B,
(D) T p=pe < Al/pgl/y’ pour tout 1 < p < 00,
() ITllpopee < ||K||L°°(XxY)-

Exercice 3.6 (M-S, Problem 7.3). On généralise ici le Théoreme 3.28 au cas des opérateurs qui ne sont
pas des opérateurs de convolution.

Soit T un opérateur borné L%(R?) — L%(R?) tel que, pour une certaine fonction localement bornée
K:RYIxRI\ A = C, ot A :={x = y} est la diagonale dans R? x R, et pour tout f € L> _ (R?)

comp

(Tf)(x)= f K(x,y)f(y)dy,  pour tout x & supp(f).

Rd
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Supposons aussi les conditions de Hérmander :
J |K(x,y)—K(x,y")dx <A, pour tout y # y’,
{lx=yl>2ly—y'I}
f IK(x,y)—K(x’,y)ldy <A, pour tout x # x’.
{lx—y[>2|x—x'[}

Alors || Tf||;1ee < CA|lf|l;: pour tout f € L'(RY) N L2(RY), ot C = C(d). Aussi, pour tout 1 < p < 00
il existe C = C(d, p) tel que || Tf||;» < CA|lf ||,» pour tout f € LP(RY) n L3(RY).
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Chapitre 4

Théorie de Littlewood-Paley

4.1 Théoréme de multiplicateurs de Mikhlin

A toute distribution Q € &/(R?) est associé un opérateur de convolution T, défini pour tout f €
F(RY) par Tf :=Qx f. Soit m := Z7HQ) € &'(R?). Alors 7/"? = mf pour tout f € #(R%), au sens
&'(R?). On appele T = T,, lopérateur de multiplication de Fourier correspondant au multiplicateur de
Fourier m. On dit aussi que m est le symbole de 'opérateur T = T,,.

Est-il possible d’avoir des conditions simples sur le symbole qui impliqueraient des propriétés essen-
tielles de I'opérateur correspondant, telles que, par exemple, la continuité entre deux espaces fonction-
nels? On montre ici un exemple de résultat de ce type.

Théoréme 4.1. Pour tout 1 < p < oo il existe C = C(d, p) ayant la propriété suivante. Soit m € C4T2(R%\
{0}) une fonction a valeurs complexes qui vérifie

107m(&)| < BIEIT,  pour tout |y| <d +2, £ eRY\ {0}. (4.1)
Soit T,, Uopérateur de multiplication de Fourier de symbole m. Alors
ITf lzo < CBIIflls,  pour tout f € &(R?).
Avant de démontrer ce théoréme, on introduit la décomposition dyadique de Uidentité.

Lemme 4.2. Il existe ¥, p € C°(R?) des fonctions positives, sphériquement symétriques, telles que supp(p) C
{€:5 <181 <2}, supp(y) c{&:[E] <2} et

)((5)+Z<p(2_j§)= 1, pour tout £ e RY, (4.2)
j=1

Z p(2778) =1, pour tout £ € R4\ {0}. (4.3)
j=—00

Pour chaque &, au plus deux termes dans les sommes ci-dessus sont non-nuls.

Démonstration. Soit 6 € C°°([0, co[) une fonction décroissante telle que 6(r) = 1 pour r < 1 et

6(r) = 0 pour tout r > 2. Soit y(&) := 6(|&]) et (&) := y(&) — x(2&). On voit que (&) = O si
gl < %, p(§)=>0si % <l|&|<2etp(E)=0si|E]=>2.Siy(E)#O0, alors || < 2, donc pour j > 2 on a
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|277E| < % et 9(277&) =0, doncil y a au plus 2 termes non-nuls dans la somme (4.2). Soit 1 < j < k—2.
Si p(277E)#0, alors [277E| < 2, donc |27¢E| < %, donc ¢(27%&) = 0, ce qui montre que, si (&) =0,
alors il y aussi au plus 2 termes non-nuls dans la somme (4.2). Pour tout N € Non a

N N
Dle@7E) =D (2278 — 1 (27M1E) = x 27V E) — 1 (&)

j=1 Jj=1

Pour £ € R? donné, on a y(27V&) = 1 pour N suffisamment grand, donc on obtient (4.2).
La preuve de (4.3) est similaire. On voit que, si —00 < j < k—2 < 00, alors p(27/&) # 0 implique
©(27%) =0, donc il y a au plus 2 termes non-nuls dans la somme. On a

N N
D@ = > (278 - @7 = x 2N E) - (2VH1E),
j=—N J=—N

ce qui, pour & € R? \ {0} donné, vaut 1 pour tout N suffisamment grand. O

La convention est qu’on fixe la fonction y pour chaque d, une fois pour toutes, et lorsque on dit
par exemple “une constante qui dépend de la dimension”, il est sous-entendu qu’elle peut dépendre du
choix de la fonction y. On introduit la notation

v;(&):= 0(2778), pour tout j € Z, £eRr?.
Il est utile de remarquer que
187 pjllee = 27107 pll 0 < €277, ouC=C(d, 7). (4.4)

Lemme 4.3. Supposons que m vérifie les conditions du Théoreme 4.1. Pour tout j € Z, soit m;(&) :=
¢;(E)m(E) et K; := ﬂ'_l(mj). Alors ZjeZ K; converge au sens C!, sur tout sous-ensemble compact de

R\ {0}, vers une fonction K : R \ {0} — C qui vérifie
|K(x)| < CBlx|™, |VK(x)|< CBlx|™4, pour tout x € R? \ {0}.
Démonstration. 1l suffit de montrer que

|K:(x)| < CB|x|™, |VK;(x)] < CB|x|™471, pour tout x € R\ {0}.
j j
jez jez

L'idée est de se servir de la Proposition 1.21 (i) et (ii). On observe pour cela que (4.1), (4.4) et la régle
de Leibniz impliquent

187 m;ll e < CB27M, 187 (&m0 < CB277WD pourtout 0< |y| <d+2, j€Z, 1<k <d,
ce qui donne en intégrant
197m;ll < CB24I, 187 (Em))llp < cB2TIID,
En prenant Z ! on en déduit que

Ix7K;ll oo < CB2IW )XY 8, Kl oo < CB2I4IUFIED),
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Fixons x € R? \ {0}. Notons que |x|' < C max;,._; |x?|, donc les estimations ci-dessus donnent
lrl=t
IK:(x)| < CBlx[T12/4D |VK;(x)| < CB|x[2/@+D pourtoutje€Z, 0<1<d+2.
j j

On voit qu'il est intéressant de prendre [ = 0 si 2/|x| < 1 et ] = d +2 si 2/|x| > 1. Suivant cette logique,
on écrit

IK;(x)| < CB2/4, si 27|x| < 1, IK;(x)| < CBlx|™47227%, si 2/|x| > 1,
et on prend la somme (en utilisant le principe “la somme d’une suite géométrique est comparable au
plus grand terme”) :

DK< > cB2t+ > CBlx|**227% < CBlx | + CBIx[~ (x|

JEZ 2i<|x|1 2i>|x|-1
De maniere similaire,

[VK;(x)| < B2/ s 2/]x| <1,  |VK;(x)| < CB|x[7227, si2/|x| > 1,
donc

DUVK < D) €B@ D+ N CBlx|¢227 < CBIx[™! + CBIx[ x|,

JEZ 2i<|x|1 27>|x|1
O

Démonstration du Théoréme 4.1. Pour y = 0, la condition 4.1 signifie que ||m|| - < B. Par la formule
de Plancherel, cela implique ||T,,,f ||;2 < BJ|f|l;2 pour tout f € &(R?). On note avec le méme symbole
T,, lextension de l'opérateur sur L2(R?). Il suffit de montrer que T = T,, vérifie la condition (3.7), ol
K la fonction donnée par le Lemme 4.3.

On fixe f € Lfomp(Rd), supp(f) < B(O,R). Soit KM := Z;V:_NKj et g™ .= KM« f. Soit Xg €
RY \ supp(f) et r > 0 tel que B(xg,2r) Nsupp(f) = 0. Soit ©:= {x € R? : r < |x| <R+ |xo| + r}. Dun
coté, pour tout x € B(xy,r) on a

gM(x) = f K(N)(x—y)f(y)dy=J K™ (x—y)f(y)dy
le

xyea (4.5)
—>f K(x—y)f(y)dy=f K(x—y)f(y)dy,
x—y€eQ Rd
ol la convergence est uniforme en x. D’un autre c6té,
N
gME@) = > miEF (&) = (@O — x @Y ENMEF(E) > m(E)F(E), au sens LA(RY),
j=—N

autrement dit, par Plancherel, g™) — Tf dans L%(R?). On obtient donc que (Tf)(x) est donné par
(4.5) au voisinage de x;. O
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4.2 Décomposition de Littlewood-Paley

La décomposition dyadique de I'identité définie au début du chapitre peut étre vue comme une fa-
mille de multiplicateurs de Fourier. On appelle les opérateurs correspondants les projections de Littlewood-
Paley. On note

Sout := 9_1()(]?), Pju:= 9_1(90]&), pour u € &'(RY), j € Z.
Cette définition a un sens, parce que y € &(R%) et ¢ ;i € & (RY) pour tout j € Z. Ce sont des opérateurs
de convolution par une fonction € #(R?). En particulier,
u, o uausens ¥ (RY) = (Sou,)(x) = (Sou)(x) et (Pju,)(x) — (Pju)(x), pour tout x € R%.

Remarque 4.4. Ces opérateurs ne sont pas des projections au sens de I’algébre linéaire, car Sg #8S, et
2
P2 #P;.

Remarque 4.5. Notons pourtant que pour tout j € Z on a (P;_; +P;+P;,;)P; = P;. En effet, cela revient

a dil’? que (pj_1 +¢; + <Pj_+1)£Pj = pj, ce qui est vrai, car ¢;_1(&) + ¢;(&) + p;1(&) = y(27771E) —
2(277%2E) =1 pour tout 277! < |E] < 27,

Remarque 4.6. Beaucoup d’auteurs écrivent A; ou A j au lieu de P;.
Proposition 4.7. Pour tout f € &'(R%), f =S,f + Zjo; P;f au sens de la convergence dans & "(RD).
Démonstration. On veut montrer que
N
Nli_)rréoSof +21:ij =f, au sens &’(R?).
iz

En prenant la transformée de Fourier & gauche et a droite, cela est équivalent a
N
lim yf +Z<pjf=f, au sens &’(R?).
N—-oo
j=1
On a la somme télescopique

N N
2@+ D00 =2+ >, (x@78)— x(2718)) = x278),

j=1 j=1
donc il faut vérifier que pour tout ¢ € &(R?)
Jim @I = Jim f(2 (27 )9) = £ ().

Mais il est assez clair que limy_, oo (27N )Y = 4 au sens &(R?). O

oo

Proposition 4.8. Pour tout f € L2(R%), f = Sof + Yo

dans L*(R%). De plus,

P.f = Z;:_Oo P;f au sens de la convergence

1 o0
SIFIZ < Sof 2 + 2 P F I < £ 1., (4.6)
j=1
1
SIFIE: < D IP Il < IF I (4.7)
jEZ
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Démonstration. La premiere partie est laissée comme exercice, voir la fin de la preuve du Théoreme 4.1.
Concernant la deuxiéme partie, par la formule de Plancherel,

ISof 12, + D IPFI12, = f FEP(2(E)?*+D ) ¢;(6)?)de.
j=1 R¢ j=1

Pour chaque & € RY, au plus deux termes dans la somme y (£)? +Z;:1 v;(& )? sont non nuls. En utilisant
le fait que 3(a+ b)? < a?+ b% < (a+ b)?, on a donc

1 1

= 21O+ D 61©) < 2P+ D0 < (1O + D 6,®) =1,
=1

j=1 Jj=1

et on obtient (4.6) en appliquant de nouveau Plancherel.
La preuve de (4.7) est similaire. O

Remarque 4.9. En général, il n’est pas vrai que, si f € &'(R%), alors f = Zfi_oo P;f au sens de la

convergence &' (R%). En effet, si supp(f) c {0}, alors Z;V:_N P.f =0 pour tout N € N.

4.3 Espaces de Sobolev, Besov et Holder

Rappelons que I'espace H*(R?) est défini comme le complété de & (R?Y) dans &’(R?) pour la norme

1f s == ( J (L+IEPYIF )P dE)”.
RrRd

On note %(R?) I'ensemble des fonctions test u € &(R?) telles que suppii € R \ {0}.

Définition 4.10. Pour tout s < % on définit Uespace de Sobolev homogéne H*(R?) comme le complété de
%(Rd) dans &'(R%) pour la norme

1F e = f EZIF ()P dE)".
Rd

Remarque 4.11. On peut montrer que H*(RY) est un espace de Hilbert si s < %, mais pour s > % la
méme définition donnerait un espace non complet.
Proposition 4.12. (i) Pour tout s € R il existe C = C(d, s) tel que pour tout f € H*(RY)
(e ]
CTUIFIZ < ISof 1% + D 2% P 112, < CIIF 1%
j=1

(ii) Pour tout s < % il existe C = C(d, s) tel que pour tout u € H*(R?)

CTUIFIZ, < D 2% P12, < CIIF I,

jez

Démonstration. O
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Proposition 4.13. Pour tout 0 < a < 1 il existe C = C(d, &) tel que pour tout f € &(R?)

CHIf ligoe < NISof llzeo + sup 2¥||1P;f I o0 < Cllf llcoe.

1<j<oo

Démonstration. Posons V, := Z !(y) et K; = 9“1(¢j). On a K;(x) = 24K y(27x). On observe que
|K;(x)] < C min(2%, 277 |x|~41).
Soit f € CO*(RY). 11 est clair que ||Vy * f||;c0 < C|If || . Pour j > 1 on calcule

|(Kj =+ £)(x)| =

J K;(y)(f (x —y)—f(x))dy
Rd

< [f]aj IK; (Il *dy
Rd

< C[f]a(Z_Jf =4t dy + zdfj |y|“dy) <Clfl,27%.
lyl=277 lyl<2—i

Inversement,
oo oo
£l < D IPf llpoo < sup2'[|Pfllyee D 277% < Csup 2P f |-
j=0 l j=0 L
Soithe R etme{1,2,...} tel que 27™ > |h| > 27™ 1. Par l'inégalité triangulaire,
m oo
FGc+h) = FEOI < D@ +R) =R O +2 D 1P F e

On estime le deuxiéme terme :

oo o0
> IP il < sup2 ([P fllpee D 27% < Csup21%||Pyf [l 2™ < Cstllpzl“||sz||Loo|h|“.

jemt l j=m+1 :
Concernant la premiere somme, par 'inégalité de Bernstein on a

I(Pif Yl < C2IPifllpee = |(Pf)(x +R) = (Pif )(x)| < C2727m27¢ sup 2\IP I,
ce qui permet de conclure car

m m
> 2fammpie = o " 9il-a) < gpmmpmi-a) < come < Clh|C,

j=0 j=0
O
Corollaire 4.14. Pour tout s > % il existe une constante C = C(d,s) telle que
Ifllcoa < Clifllys,  pout tout f € F(R?).
Démonstration. Par 'inégalité de Bernstein,
||ij||%w SZjdHijH%z, pour tout j € N.
0
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Définition 4.15 (Normes et espaces de Besov). Soits € R and p,r € [1,00].
(i) Pour toutu € %(Rd) on définit

1
lullg,:= (D527 IPull, )"
jez
On appelle || - || B la norme de Besov homogéne.

(ii) Pour tout u € &(R?) on définit

0 1
lallg, :=USof e + (D 27 IPyully, )"
=1

On appelle || - || B la norme de Besov non homogéne.

(iii) Les espaces de Besov sont définis comme d’habitude, et sont des espaces de Banach pour certains
choix de p, r,s. On préfére ne pas rentrer dans ces détails.

4.4 Estimation L? de la fonction carrée

En changeant 'ordre de la sommation on peut écrire
STIPFIR, = ZJ (PP dx = J £ ()P dx = ISF 112,
jez jez JRY Rd
ol S est la fonction carrée de Littlewood-Paley définie par
1
A = (D@ AHER)". (4.8)
JEZ

(11 est trés important de ne pas confondre S et Sy, qui n’ont pas grand chose a voir.) Par 'estimation

(4.7), on a donc
- 2 2 2(md
EIIfIILz <ISfl5.<fll{,  pour tout f € L*(R%). (4.9)

Remarque 4.16. La définition (4.8) a un sens pour tout f € &'(R?) et définit une fonction mesurable
Sf :R? = [0,+00]. Pour tout u,v € &'(R%) et x € R on a (S(u + v))(x) < (Su)(x) + (Sv)(x). Aussi,
si u, — u au sens &’'(RY) et x € R?, alors (Pju,)(x) — (P;u)(x) pour tout j € Z, donc par le lemme de
Fatou (Su)(x) < liminf,_, oo (Su,)(x).

Remarquablement, les inégalités (4.9) se généralisent au cas des espaces L*.

Théoréme 4.17. Pour tout 1 < p < oo il existe C = C(d, p) tel que

1
E”f”LP <ISfllzr < Cllflls,  pour tout f € LP(RY).

Pour démontrer ce théoréme, on a besoin du lemme suivant (qui permettra en fait d’appliquer le
théoreme sur les bornes LP des opérateurs de Calderén-Zygmund).
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Lemme 4.18. Il existe B > 0 (qui dépend de d et du choix de la décomposition dyadique) tel que pour tout
x #O0ettout N €N

N N
(FL0E)+ D I(F e < Blx[™, [V(F )@+ D IV(F o)) < Blx| ™,
j=1 j=1

N N
Do <BIx™, Y IVF o)) < Blx| 4

j=—N j==N

Démonstration. Comme F 'y € (R?), la premiére ligne est une conséquence de la deuxiéme. Pour
montrer 'estimation dans la deuxiéme ligne, on répete 'argument de la preuve du Lemme 4.3, pour
K] = 9—1 (p] O

Démonstration du Théoréme 4.17. Montrons d’abord I'inégalité a droite pour f € (R?). 1l suffit de
montrer que pour tout N € Non a

et ensuite passer  la limite N — oo (théoréme de convergence monotone). Fixons donc N € N, x € R¢
et soit a; := (P;f)(x) pour —N < j < N. Soit Q 'ensemble des suites r_y,7_y1,..., y—_1, Ty a valeurs
dans {—1, 1}. Par I'inégalité de Khintchine, voir le Lemme 4.20 plus bas,

< ClIf Iz, (4.10)
LpP

( > |(ij)(x)|2)%

j=N

N P N p N

2 2 P

(2 1Ener) =( 2 k) scz @S] S a,
j=—N j=—N reQ j=—N
N
J— p —
=Cc2 NN’ ](( > rjpj)f)(x)] = 2~V X (PO F) ).
req j=—N reqQ

L'observation essentielle est que I'opérateur p) .= Z;V:_N r;P; est continu L? (RY) — LP(RY), avec

la borne sur la norme ||P()| 2@y < C = C(d). Cest une conséquence du Lemme 4.18 et du Théo-
reme 3.28. On a donc

f |(PF))| dx < ClIfFIE,,
]Rd

ce qui implique, en prenant la somme en r € , (4.10).
On passe 4 I'inégalité & gauche. Soit g € &(R?). On procéde par dualité. Posons P; =P;_1+P;j+Pj,

et (Sg)(x) := (Z]EZ |(§g)(x)|2)% < 3(Sg)(x). En utilisant la Remarque 4.5,

(f.8)=(D Pif.g) =D (Pif.8) = D (Pif. (P + P+ Pj11)g)

jez jez jez
= f D PA)(F)(x) dx < f (SFI(x)(Eg)(x)dx
Rd jEZ Rd

< ISf o IS¢l < ClUSF o llgll o
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ce qui termine la preuve.
Si f ¢ #(RY), on prend f, — f dans LP(R?). En utilisant la Remarque 4.16, on peut montrer que
ISf —Sfullzp — 0 quand n — oo. O

Remarque 4.19. On a vu donc que les espace de Sobolev et les espaces de Holder sont des cas parti-
culiers des espaces de Besov. Si p # 2, alors LP n’est pas un espace de Besov. De méme les espaces de
Sobolev W*P(R?), WSP(RY). Ce sont des espaces de Triebel-Lizorkin. Pourtant, I'inégalité de Minkowski
implique par exemple que

Iflle < C(p, DIf 0,

4.5 Inégalité de Khintchine (facultatif)

Soit 2 := {—1,1}. On note r = (ry, ..., ry) les éléments de Q.

Lemme 4.20. Pour tout 1 < p < 00 il existe C > 0 tel que pour tout N € N et toute suite (ay, . ..,ay) € C¥

o (Z|a 2 %<2—NZ‘Z (im | )% (4.11)

j=1 reQ j=1 j=1

Avant de démontrer ce lemme, on en donnera une interprétation. Considérons 'ensemble des fonc-
tions u : Q — C. Soit u la mesure de comptage normalisée sur Q, c’est-a-dire u(A) = 27V |A| pour tout
AC Q. Pour 1< p < oo lespace LP(Q) est défini par la norme

llully, = J lu(r)Pu(dr) = 2"NZ lu(r)IP.
Q

req

Il est facile de voir que les fonctions e; : 2 — C définies pour 1 < j < N par e;(r) = r; vérifient

llejllz =1 et (ej,ex) = fQ ej(r)ek(r)u(dr) =0sij#k. Soit aj,...,ay € Cetu(r):= Ziv ,a;rj, donc
u= Z;V:l aje;. On peut réécrire (4.11) de maniere suivante :

~ ~ ~ 1

CHlullz < llullpy < Cllull, ot C:=Ck. (4.12)

Comme u(€2) = 1, on voit de cette écriture que I'inégalité a gauche est évidente pour p > 2 et celle a
droite pour p < 2.

Il n’y a évidemment aucune chance que les bornes (4.12) puissent étre vraies pour toute fonction
u: Q — C, avec une constante C qui ne dépend pas de N. Les fonctions de la forme Z aje; sont tres
spéciales.

En réalité, il est facile de voir que les fonctions e, := [ | jea€j pour A C {1,2,...,N} forment une

base orthonormée de L?(£2). On les appelle les fonctions de Walsh. Une fonction générale u :  — C peut
donc s’écrire comme u = ZAC{L...,N} asey, ot as € C pour tout A C {1,...,N}. Si on voit  comme le
groupe abélien Q = ZY, alors les fonctions de Walsh sont les caractéres, c’est-a-dire les homomorphismes
ZIZV — C*. Avec la multiplication de fonctions comme opération de groupe, les fonctions de Walsh
forment le groupe dual de ZIZV , qui s’avere isomorphe a ZIZV . De ce point de vue, (as)acq1,. n} est la
transformée de Fourier de la fonction u.

L'inégalité (4.12) dit que toutes les normes |[u||;, sont comparables, a la condition que ay, = 0
pour tout A tel que |A| # 1. On peut voir facilement que cela reste vrai si on suppose seulement a, =

.....
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0 pour tout |A| > 2. L'inégalité (4.12) parait maintenant, peut-étre, moins surprenante. Elle affirme
I’équivalence des normes LP sous des hypothéses tres fortes sur la transformée de Fourier de u. On a

déja vu des résultats de ce type, notamment les inégalités de Bernstein.

Démonstration du Lemme 4.20. On commence par I'inégalité a droite. Comme on I’a observé ci-dessus,
les grandes valeurs de p sont intéressantes, donc on peut prendre p = 2k avec k € N. (Avertissement :
les formules qui suivent peuvent étre difficiles a digérer pour k général; il est utiles de prendre k = 2

ou k = 3 pour voir ce qui se passe.) On a alors

TNZ’%‘%‘ " TNZ(iafrf)k(Za_frf)k

reQ) j=1 reQ  j=1 j=1

N
_ k! k! ai—p. oi+p;
_ NE: E: j=—Bj . FiTPj
=2 a! B! jzlaf ary

N N
ree Zj:l aj:ijl Bj=k

Seulement les termes ot a; + [3; est paire pour tout j peuvent étre non nuls. On a donc
N

- N k- k! k! p aB;
2 NZ’Z‘%’ <2V 2. ;Erllajlaﬁﬂlrj’ :

i— N N j=
reQ) j=1 reqQ Zj:l O‘j:Zj:1 ﬂj=k,2|aj+/5j j=1

KUK P e, AN
- B e sa(Sen).
j=1 j=1

N N
2jm1 @ =251 Bj=k, 2|a;+;

ol Cj dépend seulement de k.
Pour montrer I'inégalité a gauche pour p = 1 (sans perdre la généralité), on écrit
ar;

Z_NZ’ﬁ:aﬁj =2_N2‘iaﬂ‘j i % S(Z_NZ'iaﬂi

reQ j=1 reQ) j=1 j=1 reQ j=1 reQ j=1

11 suffit maintenant d’appliquer I'inégalité déja démontrée pour p = 4.
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4.6 Exercices

62



Chapitre 5

Restrictions des transformées de Fourier

5.1 Formulation du probleme

Soit S ¢ RY une hyper-surface de dimension d — 1, de mesure de Hausdorff finie et strictement
positive. Pour simplifier, on peut prendre S une hyper-surface lisse. Pour quelles valeurs 1 < p,q < 00
il existe une constante C = C(p,q, d) telle que

Ifllzacsy < Cllf lppmay, ~ pour tout f € #(R%)? (5.1)

Ici, il faut entendre qu’on considere la mesure de Hausdorff sur S, induite par le mesure de Lebesgue
sur RY.

Ce type de question s’est révélé extrémement important en analyse des équations aux dérivées par-
tielles, surtout non linéaires, mais on n’aura pas le temps de voir ces applications.

Observons d’abord que (5.1) est vrai si p = 1 et g est arbitraire. On peut en déduire facilement (en
utilisant I'inégalité de Holder) que pour tout g € [1,00] il existe py = po(q) € [1, o] tel que (5.1)
est vrai pour p < p, et faux pour p > p,. Il est facile de voir que py(q) < 2. En effet, il n’existe pas de
constante C telle que ||f||Lq(S) < CIIfIILz(Rd) pour tout fe L2(R).

Il s’avere qu’en général la réponse a la question si (5.1) est vrai pour un choix particulier des expo-
sants p et q, dépend fortement de la surface S, en particulier de la courbure. Dans le cas “plat”, on a le
résultat suivant.

Proposition 5.1. Si S est un sous-ensemble d’'un hyperplan de mesure finie et strictement positive, alors
po(1)=1.

Démonstration. Sans restreindre la généralité, on peut supposer que S C {(£/,&4) € R&TI xR =R? :
&4 = 0}, et que la mesure de 'ensemble SN{& : |&'] < %} est strictement positive. Soit y € C;°(R), avec
supp(y) c[—1,1] et ¥(n) =1 pour —% <n< % On note y(&) := x(|&€’|). Soit 6 > 0 et considérons la
fonction f telle que N N
fE)=f(&,80)=7(ENx(Ea/b).

Alors ”f“Ll(S) =|I%l.1(sy > 0 ne dépend pas de 6.

Soit g := Z7H¥), h:= Z71(y), hs(x) := 5h(5x), de sorte que f(x) = f(x’,x4) = g(xhs(xz).
On obtient

1—-1

If oy = gl pra1) sl o) = &7 P18 ll o wa-1) 1Al Lo w)-

Si p > 1, alors en prenant 6 — 0, on voit que (5.1) ne peut étre vrai pour aucune constante C. 0
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Dans la suite de ce chapitre, nous nous intéressons au cas de la sphére unité § = S¢~! ¢ R%. Nous
nous restreignons au cas ¢ = 2, qui est le plus facile. Nous allons prouver que p,(2) = 4/3 pour la
sphére unité en dimension d = 3.

5.2 Lexemple de Knapp

Une idée similaire mene a une contrainte sur le choix des exposants p et q dans le cas de la sphére.

Proposition 5.2. Soit S ¢ RY la sphére unité. Si (5.1) est vrai pour une certaine constante C, alors

/_ D (d+1)q
P=33Z"771 -

Démonstration. Le calcule est tres similaire au calcul précédent, en considérant la fonction f telle que

FELE) =7 /VE)x(E4—1)/5).

5.3 Formulation duale

Lemme 5.3. Soit S = S9! ¢ RY la sphére unité, 1 < p,q < 00 et C une constante. Soit o la mesure de
Hausdorff sur S. La condition (5.1) est équivalente a la condition

12 (g1 ray = 1F (€I ey < ClIgllors)y  pour tout g € #(RY). (5.2)

Démonstration. Supposons que (5.1) est vrai et soit g € (R?). Soit h := F(go) au sens des distribu-
tions. Alors pour tout f € &(R?) on a

h(f)=(go)f)=o(gf) = f F(©)g(&)a(dE) < 1fllLacs)lIg e sy < ClIF oy llglorcs)-
Rd

Cela implique h € LP (R?) et IRl ey < CllIgI L (s)-
Supposons maintenant que (5.2) est vrai, et soit f € &(R%). Alors pour tout g € &(R?) on a

f F(©)g(E)a(de) = (F(g))(f) < 1F ()l gy I 1o ey < Cligl o)l f o (eay.
Rd

Comme toute fonction lisse S — C s’étend comme une fonAction de la clisse F(RY), et l'ensemble des
fonctions lisses sur S est dense dans L7 (S), cela implique f € LI(S) et ||f || La¢s) < CIIf Il 1o (re)- O
La raison pour laquelle le cas g = 2 est le plus facile est la suivante.

Lemme 5.4. Si q =2, alors chacune des conditions (5.1) et (5.2) est équivalente a

If %« Z 70\l ey < C2Nflloqray,  pour tout f € F(RY). (5.3)
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Démonstration. Sion suppose (5.1) et (5.2), alors (5.3) s’obtient facilement en posant g = fdans (5.2).
Inversement, supposons (5.3), et soit f € (R%). On a

11225, = J HGRICEE J FEOF 0 = Fo)F) = FI2 ()
R4 Rd

=7 o)) = «Z )P < If +Z 7 ol @a)llf leeny < CHF 12, gay:

Remarque 5.5. Réduire les estimations (5.1) et (5.2) a I'inégalité (5.3) s’appelle “argument T T*”.

5.4 Théoreme de Tomas-Stein

Pour q = 2, 'exemple de Knapp montre que p’ > %, autrement dit p <

c’est aussi une condition suffisante.

2(d+1)

ros
715 - 1l sSavere que

Théoréme 5.6 (Tomas-Stein). I existe une constante C = C(d) telle que

I lz2e1y) < Clif lpparay, — pour tout f € F(RY),

\ . 2(d+1)
OUPg ‘= g3 -

Comme on l'avait observé, cela implique (5.1) pour g =2 et tout p < py.
On va démontrer une version plus faible.

Proposition 5.7 (Tomas-Stein, cas non-endpoint). Pour tout p < p, il existe une constante C = C(p,d)
telle que N
I llz2se1) < Cllfllioray, — pour tout f € #(RY),

On a besoin du lemme suivant.
d—1
Lemme 5.8. Il existe une constante C = C(d) > 0 telle que |Z o (x)| < C|x|” = pour tout x # 0.
Démonstration. 1l est possible de le déduire par la méthode de la phase stationnaire, qui sera présentee
dans le cours de Zerzeri. Mais il est possible également de le voir par un calcul explicite.
En effet, grace a la symétrie sphérique, il suffit de considérer x = (0,..., 0, x,). Avec le changement
de variable £; = cos 0, on arrive a

(Z71o)(x) =f

Rd

b
ez"i"dgdo-(dg) — |Sd_2| f e27'rixd cosG(Sine)d—Z de.
0

Cette intégrale peut s’exprimer par des fonctions de Bessel. En dimension d = 3 le calcul est particulie-
rement simple :

s 1 i (2 )
|S1|J e2nixd cos 6 sin@do = ZHJ eZnixdy dy — M
0 -1 X4
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Démonstration de la Proposition 5.7. On montre (5.3). Soit K := & ~1(0). Lidée consiste & écrire
oo oo
K=Ko+ Y K=K+ > ¢K,
j=1 j=1

X et ¢; ayant la méme signification que dans le chapitre précédent. Soulignons pourtant que leur role
n’est pas le méme, car ici nous les utilisons pour décomposer le noyau K dans I'espace physique, et non
pas dans I'espace des fréquences.

11 est clair que ||f * Koll;,» < C||f||;». Considérons j > 1. D’un c6té, on a la borne

IK; s f llz2 < IK;lleo I1£ Il

On remarque que ||I?J~||Lc><> = ||¢/>\]- *O||po0 = ||2dj$(2j')”Loo < C x 2/ (la derniére inégalité n’est pas
triviale, et laissée comme exercice). D’'un autre coté,

(d—

)
2 f Ml

Par l'interpolation (Marcinkiewicz ou Riesz-Thorin, les deux s’appliquent),

IK; # f llpeo < IKjllLeollf Il < € x 27

(d-1)j6

IK; * f I < € x 27070271 £ I,

ou 9 € [0,1] est défini par la condition zl) = % +60 = #. On obtient une série géométrique conver-

gente, parce que (comme il est facile de vérifier) p < 2(dd:31) implique 1 -0 < (d—21)9_ En prenant la
somme en j, on a ||K x f||;,» < C||f||;». En effet, on peut voir que K € Lp/(Rd) sip’ > Zgidjll), donc la
somme Kj * f + Zle K;  f converge dans LY (RY) vers K « f . O

Remarque 5.9. La premiére chose a essayer pour montrer (5.3) pourrait étre I'inégalité de Young, mais
il s’avére que cela n’aboutit pas a une solution.

Remarque 5.10. Si (5.2) est vrai, alors en particulier (en prenant g = 1), on doit avoir Z o € LP(RY).

On peut vérifier que c’est équivalent & p’ > %. La Conjecture de restriction affirme que cette condition,

avec la condition de Knapp p’ > q(jjll) , sont aussi suffisantes pour que (5.1) soit vrai. La conjecture reste

un probléme ouvert sid > 3 et q # 2.
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