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£h019ikrc 1. E_é?&ces de Fréchet

K_Pé.ffnikfor\ 1.2k X un espace vedorte| suwe C. 2&222)\
Une semi-norme est une «For\c,’CL’OY\, IO : X —> [O) ool )\ g ”* Norwal 3y
ajant les Proprt'é’cés suuvantes D, i)
1) P(\-H-v) s pl W+ pl v) Yu,v eX 1'\"{) | U'llx =0O& u=90
w)  p(Au)= (Al p(u) Ve, weX.

Soit X un espace vedonel sur C
el Pis> Pase-s  une swre de semi—normes
Delinition 2.0 dit Gue loo swite de semi-normes
( [33>3 est Sé")(},fq,ni’c st X we X\ g O}
il existe G N*  tel que ﬁ(u)>0.

a
%fnch’or\ z 50& 1’7| ) P2y~ une Suke Q&,mel
SéT)a,rC\n‘t{ de semi—normes. On dit (fu'ur\ Sv (X) ”'x) ESPG.CL V\,Orvwe;
ensemble U S X est ouvet st uelU i ewste alor U X et ouwvert
d“’ e N* & >0 +tels clue (PC\,\* Aer](,) Sl
{veX: Pj'(v—u)<g pour tOutj<5°}C\L. Nueld JF e=0 ‘\:C‘
(Proposih'or\.il. Lo. conditvon co—dessus dq-init {\l : ')\/_u“f < g < K.
une —tg\\oujs'z de Hauwsdorfl suc XK.
Exerdee |.  Démontrer  lo dernit iion- " 08 da-
Exercice |. montrer eruere proposition = S) Nl 0, U
/R‘o‘)ositforti La «fondc\'or\ d: X=X — [O/ oo
> 1 _piley) Hampdepit
/N — . J L
C[Q{-H'\le PCU' d(u)\l) = JZ\ 2J \+ P‘.(V-\,\) @ @

J
est une distance et ndut la “.’oroloT'e, dé{-‘ Pre/c,éde,mme.n{:. ’\-U 2



@é mons{ Hakvon (Posom d)O.bord

B — ALY
do(w) := fq 7 Trpo

On  montre que do G lea Proprt'étés swvantes
Y d(W=0 =D w=0
1) do(us V) € dolw) +do(V), VuveX
La rrre,muere T)m[)ne.’ce resulbe  directement du &ub

c1ue lee %O.xmuk. (ﬁ) est SéPCUCU\’Ce
/pour montrer u) 1L swﬁct de o crue

]Z.(uw) < Pl . ) (v) \fj'e(N*‘

| < PG'(U‘W) T4 Vi(“) \—&-?;(v) ’
L.a »{Longb'or\_ (‘l') \ = ’c e,st crovssante @(7 concave
powr t20. Tosons a:= fj(‘*)j bi=py(v),
on a dont /Pj'(u-H/) Sa+b et

-"-( (’i(uw)) < -{—(a-tb) = ‘(-CO«){- _(,(b)

Les PmPn'&é's i) et W) 1'mp1»‘({ueht X‘au“\emew\?
C‘ue. d et une distance-

| Pf&,wt Vérfage

Dd(u,v)f@ = u=V
O d(u,v) + d(v,w) 2> d (u,w)
W) O\ (U)V)’Q d(v/u)

d(wv) = d,(w-v)
W) @)} vvas pert que
Pil ) = piv - ), .
7 ) duv) =0
plv-w)=C Yy
= N=\Ww  (or
(ﬁ)ﬁ est &é?&,f&vd?e.

X | — i
l+t I+

F= g 4 (O oo

fr% aSls .

£(c)-£(0)
ac

)\
4'(a) s F©
d e t‘o,od—';,\ ce EO;OLB



Sott UCT X un  ensemble ouvert selon la (Dé{-. 3)

| 5v U w \ow )’
?/t uéu' SO‘:{ do ek £ CLON\Q{S (JQA‘ \0, @43. ) ' Oveft <o j)’e 3

Sans restreindre oo jénéral({:é , O peuk Supposer € < . il W owvert Pous la dist: d.
Sot veX el que d(uv) <27 ¢ . bovda pover
La dé%ﬁnih’or\ de la distance d L'm,[sh'(‘ue alors 1./\ lac bt d

MR (S IR Y . Yjew*.

29 |4+ py (V- rsquwb\
En Pa(,r’ttbul)fer ) N J S So on QA bowle
BY"Z) <« L 2-¢)p,(v-u) < €
TR B (2-e)pilo-w) < e,
donc PJ' (\/—u) < & (Pou\‘ ‘tout j < jo,
Ce clw {mpbiqua v el A{ns{) la 't'OPo‘oﬁfe
de lo @4»’r\£)cim 3 est moins ."-{nz gue
Lo Jcoro\oy’e wndurte per d. -
?our montrer qu)dle, est ausst 1)_[&11 {—t&_ )
il suhfit de prouver que Pour touk ueX, €>0 il exste ’
ja&l\l* ek >0 tels que S 29)0 <-Z':~/ der’s
{veX: pi(v-u)<e Vi< < tvex: dluv)<€]. 2 | pl-w Z |\
B IR A\ SN AR .
/POur C,EJQ) oL §uHif de P"cnc&v‘e joén\‘* {‘d(iu& 3,;-{_]21 /4/'?)‘(\1-\4) S"%\:H 2%
~)e o < T : ~
2 <Z€) et £<2€° :2’)°<%£'
I A i i
— <<
Z—- ZT -, (V=W c L— 2 &
<le
_% d Ne Oﬁéﬁ’m’i’ U QT VINLe



?u{sc‘ue X et un eipace métn'c‘ue, il et dar @ me A—C LQW\./VV\L i
Ce que 51 n(][\’en{? la corwe\-Senc,e de suwikes

et lo notlon  dlune swite de C(l,uduj-

| ) SV\,WOQ\O\—\A C‘ At
/(Alvv\, PS (Mv\' %) = v XGN *-

kl_emnwe, L \ln( swite (Un)r\_ d’élémer\tg de X N\ —> S
l)wrwerge vers w5 et seulement sy On NG weonber c1wz.,
¢ _+ _ ’ *
}\.{;\’f}; /Pi(u’\ u) e O D PDLL\' %Ou:t JeN . b% 0| (u“) u): O~
2) et une suite de Cau,«d\n $v et seulement s AR
¥e>0, jeN® NeN tel que St €>0 , |
PJ'(UM—UJ St powr fous m,n 2 N, Sovt 3’0 e (NX {c\ 24304%5.
Xl
\ | ‘ => = ] i (up-w) 1
2 CFJ)j CS:t une swite &e_ Rmu— hormes, Z ZJ |+ ( u.) = 2 £
alors  en  remplagant  p; o par Max Po J =] }'lun
< !
A -w) L
on Peu«t Suﬂlosel‘ sans restreindre o Séne/rdﬂ'e/ M g L\V\/\ J; ﬁ( — = O
w07 3’:' Z \'\'/P)(qp\‘\})

UR (ﬂ)& et une swle crossante I est - —due
FJ(U-) SPW (U-) f))our Tous ueX et je\“*.

:> o\(umu)ai 9 WM asse

?gposi’dom 2- Soit X un e4pace vedtorel, jmnd{ '
munt d]ur»e fY‘QWl\L Crossante de  semi~ Normes (‘){X' . M&,wd MO~ U Sy

Wae _\—oﬂh& Lndaure T @ X—=>C ot ontinue MW;: | ( (VI u) = O

51, et seulemen} si, il exite Se‘\\]* et CrO i

tels Gue \_ru‘ < Cﬂ(u) ) N ueX. 24 |/ch>]'[uw—u\) W Do
Pémonstration pour ]cowbj,
Soik T:X—C une ,-Yorme bnéaire  telle Clue
[Tl s Cpp(u) Y ueX, => va;\: /P1(uw—u):O/vﬁf
et it @Wn  une swibe qui converqe vers O. T “
T ) Z ) =xeruce




En particulier, ﬁ(““)__, O (Vorr Lecwme 1) \ ?Om— les eS0a e Nornwats
donc Ty —AO coutrement dit T et conbtinue ?&

en  u=0. LCL l.meCLﬂ\.'E 1mPl ‘\“e (i“e T et contihue- (X n " X 7 \/>
,nveﬂement $uwosons C'ue pour tout J € IN* T - y - C c,on%\wwe,
il  exste u EX +tel Ciue <__ JC /‘)Y‘Ghd $> 3 C \T \ < C \\M\\
\T“j|> j rily)- | C=4 \Lﬂ T &
Considerons  lao  swke V- jl(—'T ; N \:Le* i
{ j P\ ( r{»OV\C,“‘I(OV\VWU,Q_ A2 e \
Alors (v\ = ‘L 9 donc v, —>0 dans X Q—— r o Suabe ¥
SN RN 1 ) i e Ssamite X T
mans IT \/j ’ > _’1 et T nest (P(b Continye - ?

ﬁ' ( \/J)-—> o .
= Y Len*, ?L(\/O——bo.
pocce que  pi( Ji)< pyilv)

’_LLV\—-» O doewr X =2 Tu.—->0 .

U =D Clmt X = N— U =D

-> —r(\&v\,"\/\,) - ’ruv\,——'-ru —_> 0 SL, ’ (QJ% s jw
9\

=D ‘T\iw—"T\&~




g{m Soit X un espace veckoriel ,  muny
d)b\,ﬂﬁ Wlej\'e iduite (Pa,r' Une —F&mdle séPCU' ante
de semi—normes. On dit que X est un espa
de Frechet s X, vu omme un espace
me/i'n'ciue , est complet.

Bcemple_s_

|> St X et un espace de Banach , alos
y eAf QLLSSY uUn e/vl)am de trf c,ke;t"
B effek, L suffit de poser P,(u)z—z Nl
et ?J(U)=O *T)ouv touk J’ZZ
Q) Soit X :=CM L)eSPcu,e des swides de nombres
Q) ()
Com,PLexes u= (" ,) et posons
pi(w) 1= uY9
Montrons que X et un epace de Tréchet
Soit  (uo, u,, ) une  Swie de chd\3
dans X. pCLr le Le,mm |,
T)ou,r tout JoéN*) la swie (ug(g),un(i))'—') /
cst une swke de Ca,uu\\:j dants €, donc ke
Coh\lerae versS qu) e C .
Encore une f‘-ot's /i)(kr \e Lame ) W a— U dans K.




A 3 bo '
3) Soit C(ﬂZd) l’eslxue des ~for\d71'on$ continues 2“3 P (%OMW* rndes o

(O \Rd——> C et f‘)osons 7\/% - %C( ﬂed) 6/”? - de {gu.ul .
f)d'(u.):= 16«',\43' | u(x)\ , Dornzer  Comhmmss  Gute ta

Alors C(R?) est w espace de Tréchet.
‘Ll) Soit | < P €co. On clé-gﬁnit L.qOC(VR(i) comme

lespace  des J"»omh’ons mesurables w er—a([
+ellea Cim S |x.\(~>c)\"c\jt < oo Pour ‘touk

lwhi=swp  [wl2)].

K
'l< C VQ‘; C,om‘%&b‘t ( 295 SuP ‘fu(x)) St ‘)—; (/>),

x eK

\
Tosons s (W)= <§ \ u(’X)\Pch)/P :
|

x| SS

L—\e(: Crzd) est  alons un esPchz de TFréchet.

|
eThéo\'éme l. 50i’c X un e.sP(Lct de "F\'éche:t/ W/BOW\G(/L\-— S{_C(W\\MH |
dont la toPolo j{e ext  donnée Par une swie
L ™ 5l o BAPA R
Cro@Sa.n,’Ce de Semy — normes C\oj)j 5 Qi' Soit %" ( ) 'ilX\/% 1)
(—r"\')h. wne sSwte de eForme,s Lindaires Continues < CaneUa )
T X—=C el que GT,“‘>T\, sk 6\ et de. X
Sup | T u|l <@ , WueXx. L
L swp [ Thul| < AvAVI2AY
Alos il existte C>0 et je\N* tels que Cl ~F l n ) 43 )
Thou| < CPJ‘(U\) ) W nelN, WeR. aloms c n_l. ly <co
?e/ mon s’rra,t»'on L.CL Preuve e,s{: b(LSéc surs le "\:héor€me r‘t/P e X [
de Baire, et ressemble beo.ucau[) a la Preuve %> IT\“\ < Q”u\lx

habituelle du théoreme de Banath— Steinhaus. VV\,Q\‘U) weX .



Considérons  les ensembles

An = {uex * sup [Tau] smf, men*.

Tar l)h«\wothése/ “L\e)m* Am = X. FuUeX I weAm

Chaclue Am, €lant  une intessection d'ensembles

&ermés , est un ensemble .‘Zermé. — I W E Anm &>

Far  le théordme de Baire, il exste me N ‘—l:,u' cwv aelN

tel que Am et dlintérieur non vide. [ 15 T

IL ej’si'e donc weX, je[}\l* et €20 tels que ’-> AW\ + n A\M,W
jveX: pi(v-u)<ef < An. Puw ~={ &L \T\u\SM},

On  observe que A et convexe et s:)me/ tn‘c‘ue. YR =
P(Lr F&Pport a O, donc

Fd’(\/-u) g = ﬂ(u—v)a P4 ((Zu—V)—u)<e-.-> Zu-vEAmM ;&\M'w ,(_erwe/,
=2 v-2ueAn, Thw  de Ree

olor\c, '2‘_‘ (\I+ (\I-Zu))': V-u € Am, )

autrement  dit Pi (V-u,\<£ = V-—uct An S X OP’ W*“ﬂ“ LOWTL&{:
p(W)<e = weAn = sup [Taw|<m, et A e swle deeu
et on obltient Sup '—l',; u' < % P (v). 0 J(LM MR IVE \l\de)
olor D Au. ot 4 vt e
: vae .
// ﬁﬁ/ B / ijzu e A @MW NN
T /5 7 / Aadr pare que | Tou| =Tl
\

1. T Viuveh, = -\—(u+\/) € A
il Aoie orn que Talbleedl $1([TultfTod)



Chaloi-\:re Es?cues de _?ov\c‘hbns dtﬁémn’c\'ables

i . Le,S eﬁ[)&.uzs C‘l (Q)

Sok R CHZO‘ un  ensemble ouvest.  On /Pose

C(Q)=C°(Q) = {\UQ—AC ;- est  Continue sur Qj
C\(Q)’= {u= SR2—>C ; u admet des dénvées pastielles

d)ordre i) Continues sur Q}
1= {u:9—>¢: 5 A=), .., 4, %ﬁ;

et %Q:‘ € C(SD) }
“Hor réourrence , on T)e,u,t d&%{nir

exuste

C“(Q):{ugZ—aC) V{=|..~Cl) gc‘\ existe
ot %eck"(a)}
O pose CAR) = A C(Q).

k=0
Exeruse 4. Montrer que ) Pour tout ke Nu {w})
Ck(§2> est  un espace Vvectorel sur (.
e s, 5 w,ve C(Q), alos weCY(R).
Délinitin /Notobion  Un  mulbi=indice  est un &lément ole N,
0¢=(¢\).-~,oéd). On  pose
L=, + ... 4 oéd? (\onﬂuw‘- de o), *E (2’%)
Lt i= (D). (o) W!=213
= O L

x, X,

V2

il

S OL)Pe \t\]d) on ok
X2 P (BsoL S VYi=|,.,4 [5;5%'



Si oupe N' ot oL 2f, on definit
—(5 = (Ol\ -[5,)..,) 01,&-—{%)6‘“" et on ?om

d ) —t
(OPL) T p?%c-;s)! T E(? ) Ccoﬁfiic’)

Exercice 2. Soit ke N u {C/Oj) uE€ C"(SZ) )
Vs lsk et id-e{l,..., d} pour J'——-‘)---)L-
Pour M €E {' d} Poson s

oLy = d#{’ Do =m],

et seit ol:i= (W, ,-- oéd)eN
Montrer que
x || =L
% % 5%-2 L] -92;_% u  existe et est continue sur Q2

oL .
x  du existe et est continue sus Q

D 9 9 oL
% quc‘-‘_ ’_Q?tL_\ - 91i| w = 9 u,

Exerace 3. (erule de MQ\JtO\’\.)
Pour xelR? ot oe N , o pose <= x‘f'.-. x:fd
Mor\l’rer ﬂuﬁ) ?Ouf Tout 'x)je Iﬁ et Xe Nd)
(%+j)°L: ([5) ’ “'P
e
ou la somme ost étendue sur Uensemble de ous

les multy —windices (Be NA telS qU.e /; <ol .

Saan&frz S‘JW e

de

derveen Ferées



Exercise 4 Ctorn'\u\e de Leilom'z)
Soikt  u,ve Ck(sz) et olelN® avec |oL|§k.n

Alos D (uv) = PZoL (?) ('Bpu)(gd—pv) :
PBur ~ € re“) on  note "xl-"—' \si TZ'

A=)

4

laa.  norme  eudidienne de ~x.

Sv xelR? et T-CYQA) on  fose

d(x,F) = g -y,
\jeF
Lemme 1. Soit RLc \180' un  ensemble ouvert.
Pous  tout ‘s (= N*) soit

%d' = {xefed)' ]'xisd' el d(x,CQ)ZSL}.

Alors

i) VJEN*) KJ' est un sous— ensemble (,omPact de Q2

Q—t K] (et KJH )

W) ﬂ%“{* K, = Q
wi) 9 KeQ et un ensemble C.om")ac.t)
alos L exite \Se IN*  tel que Ke KJ'
emamgue Une suite de  sous—ensembles Compacts
de G2  vérhant les conditions i), W) et ait)
est aﬂ)n,léa une sute exhaustive de Com’[')d.CtS de Q.

Exerauce 5: Démontrer le Lemme 1. 3




Par lo swte, (Kj)j
exhaustwe de comPuts dé‘—t'm'e dans le Lemme A.

est tOuJ' ours  la swke

Qé{»\'nif\'on, (sem»'~ normes ek r\)sw&o— }soutes)
Soit keW et uelC'(R) Pur tout je N on pae

\Oolk (u) = Z Sup |’8°‘u(x)| :

lo | €k x ek

Pour kel}\l/ J'elN* et €>O/ on pose

\/&.k(g) t= {U.e CK(Q,) j Pdk (u_)< g}
(Pseu&o- boule de centre QO et de m.jon E).

fpé%fnt)cion (’T'o?oloii»'e sur C“(SZ.))

Soit keN et U< CH(R) On dt que U
et un ensemble  ouvet  dans CH(R) st

Pour tout we U iU ewste a’em* et €>0 el que

k . k
u + \/j(e)--— {u-\-v) \te\/d(g)} < . v
?Our montrer Clue cette condition dé«fl’f\it une ‘\:ul)o\o:j"e)

L 5uﬂ—(b comme on Va VU O

Gue low —E-Cbm\'\\z ( [?dt ) 1

e T,
Soit Séﬁavand,’e/ Ce c'w" est vras .

e

Rye
(Vd'k)1' et e farmnille

Se/l”)cz/ra/w‘be , Lverssamte

k .
= )M(OO)CO d 2 € \(3‘

= |u@)=o Vaxe i
)

e

'\,H-\/

{w, 19] Wu)<£§ u .



:D_é{i\'n()ci'or\, (‘[-0?0‘03& sur C°(S) )
St Uc Cw(.Q.)- On dit que W est un ensemble
owert dans C7(R) si pour tout ue U il exste

LEN J’G\N* et >0  +tels ciue

/

{ wev; ve c,”’(sz\n\/.‘(e)} < .
Kemarque La '\?OPolojte est de]fmte o par
Lo -fra,mnl\g c[.enombrcbuc de semi— normes (PJ>
‘ndexée Par jeN* et ke N. On et donc '\tou)ours

dans le  cadre  du Cha,{)il'r(’. I.

Exertice 68 Montrer que dest  la mowns fine 'kovolog\e,
s5ur CM(Q) telle C)ue Pour tout kLEN
L’ mJec:tton, C (Q)C— Ck(Q) est continue .

Tio‘oos\:hbn_ 60 it ICE \M Q’t (Uw\)“ une suite d }é[émen‘ts

de C"(Q) Les conditions suivantes sot €quivalentes

1) WUp—> w dans (C (SZ)) pour la {:o?ola 3 c't--—d&ssus
u) YV KcQ u)m()ag‘t et Y oLe \T\lo\ IS \02,|<k)
o u. — D%uw um—‘:ormemen’c sue K.

Vémonstration . Qa,p])elons que, Par le Lemme 4

du Cho.fitre T, U DU St et seulement s
Y}L"’;\; ij(u\r\‘ V) = O/ fPO\U‘ tout 5-
En rewplagant Uy par w -,

on ge mumene auw ws w=0.,

1w ) pyluw)eefe U



'f)‘=> ") Soit J tel que K < KJ' |
Alors  Lim f’;(un)z()-—Q U —>0 wafe sue KK

-S> | )

g[onc_ OALSSY  Sur Kf/ Pouv ‘\.'Ou’c OLG Nd fq \OL\Q k
w)=>1) K j et un  compact, donc
: &
/{/WV\. Pd (U\'\,B == O .

NS

ul
(Pro?osth'm Sott (Un).  une suie d%gments
de C”(SZ). les conditions suwvantes sont éc‘w’vc\len{'esi
i) Un—> U dans CW(SZ)) pour la JccPolone C—dessus,
n) YV Ke c,om‘mdt et o&éNd)
fad'um — Pu um‘{—orme’mcnt' sur K.

—Exercn.'c,e ; (.Dafmon\,'ref ce’c’Ce Pf‘oposﬂrion- m

eﬁ‘léoféﬂ’le \ (pour tout QC«VQO\ ouvert ek keh\]u{m})
C"(SB) est un espace de T téchet- [Zj

Avant de démontrer ce théoreme, rappelons
le {—aﬁ: suivant . ;’32@1)?&\ -
. . : \
J._@‘\_mi St (~‘-,L)\,L Uune swite de {—onct\ons C ((CL) b» (Bck ((O) ])) t/\])auz dun gmr\dg\b\v\

telle que ",'\\"’f‘— ek {{ —q uni{-ormément sur (a,b),
Ao / ke ol [ et ablen 1) =
Oll ~F et 9 sont des ‘,r,onch‘ons bornées Continues ) l/\dei C\vad" #‘M Hl & (O) ) C

alors "\)>€- CI ((O., b)) et ‘?);8 . l/ Civ\z (_T_':% GveC le worve |
Démonstration Soit ce€ (G.)b) et (D{PCquoAtEM:L ]Ur"mk ‘< Z SWP) l%(j)(l )) A
_T_,('x) P = —Y.(c,) 4 § Ca(lj)dj , Yxelab), }A)\f\ { jsk xe(9]
i ~ 3
On sait que -fa(fr)= —S—.\(C)Jr S{-@ (3)0\3, 15C k ot  dee U e/))?&“"

On en dédwit clue -f,,\(oc)—) ?‘:(x)/ donc .‘,=¥ a e %OU\/\_O.J«-



O\’l obtient «‘laulement une version en dimengon d -

Lemme Soit J:=(a,,b)x = (aq, by) < R?
et (-f-u)n' une swite de tonchions C'()) e que
s T O T —, wniformément  sur J,

ol T et gy sont des fonchions  bornées  continues,
alors  fe C'(j) et 91\,{—=C3£ -

Démmdration.  En  fiant  toukes les variabey
samf une et en aﬂ\l»'c‘uan* le  lemme S)réce’dw’c,
on  trouve c1u,c chg —‘- = 91- .

Corollaire  Sotk D= (@, b)x .. x (a4, by) = 1R, keN
et (fo)n une sute de fonctions C"(J) elle que
4 — Gy Mnidormément sur I,  Vaen! 4q W<k,

ou . Sont des eY—onc:Hons bornges (continues,
alors  £:= lim £, € CH(J) et T§ =g, Vllsk.

’Déhr\on&\-&{\’ot\, 'ee/ourreme Par raﬂ)or‘t C\L k
Pour k=4 et le dernier  lemme.

Soit kz2. On obhient, par \.)hj{)oﬂ»ém L°W¥\~ch de  Eumrtae
de réwrrcnce) 3\\' = Um ’B,Q “'m € Ck,‘ (3) OVWVC\V\EE o 91\' -9(-(\,

Comme (axg%:ﬁi 5, on  obtleat la Conclugion.
Vémonstration du  Théoeme 1.
Considérons d’abord le cas ke&N.
Sort (Un,)n, une suwite de C,CLu.c,h\j. \ Fisg T AL
Par le Lemme 4 du U\&‘)&re 1, on voit que 1 J
D% U est une swite de Co.udx:j > sup | 0% (wmmun)

‘%i u)&\c K.a
(Q0ur le  norme Sup Y wisk et J'GN*-- /

Levanue 4 =




On dédwt du  Corollare que, Pour tout \"GN*
il existe V; e C:( EJ) JCC\
D* W, —> ~a Vi und.  sur )%J. ,
On  déefinit  we Jonctlon v 2 —C
Par lo.  Condition V(%)= \/J'(T) st xE€ \OCG‘ :
Aloms v est bren dq-tndj veCCt (Q)
et U — v dans CE(RQ),

La_ preuve dans le cay Cm(g) est simidaire -



2. Tonctions de dasse Ck a sul)Port comPaCl,‘ =
Qé:finﬂ:lbn Soit we C(.Q) On va’[)?/\le le :&Lﬁb_i

de w  Lensemble

Supp & = RATF oo = {xe.Q;u(f:.)#o}z

Comme T est un -f—erme’ de nZ"‘) supp w
est  un ff—ermé de S2. Il est caractsiss par
T, € RN\ supu S %ER et >0 el que
[x-x.]<e = wuk)=0.
(Pio‘)osch'oa L ensemble  S2\ supp w est e Plus jm.nd
ouverl  Sur \u‘ue,l. low {—Onch'or\ W sot nulle |
_@émonsfrﬁ,’c(or\ Soit U un ouvert tel que
u(x) =0 four tout =eU, et soit x,eU.
Alors il existe £>0  tel que |x~x|<e==xeU
=D fu(’)t)=o/ donc x, & G2\ SUpp W
Cela 9ﬁm‘_]ife que Uc gl\wv‘) ",

4
/Déﬁni{n'or\ Soit KeS82 un C,omfa.dfj kel u g 09}.

On  note C; (Q)= {uE Ck(Q) 5 supp W& K,}
L’es[)c»ce des —fond,'t'ons Ck & suﬂ)ort indus  dans K -
('eefmcwa_bﬁ On vait que 0,2(9)—-' t@ CéCQ).

’.Def{-{ni’c{on ( semi— normes)
Si KcQ wmpat, keN ot ueC(Q),

on  pose Pe (W)= D~ sup | 9% (%)) -

)k




\?EZ')OS_LE\"O\‘\_DSi Ke Q LOmPac.t et keN, alox
Cé (R), muni de la nomme Pé)
et un espaLe de Banach .
2) Si Ke 82 wmpact; alows Ce(Q),
muny de  la F‘Z(;,m;‘\le des  semi— normes (Pé)k )
est  un espace de T réchet.
;Démons{'ra.hbrt l) C é (9) est  un sous— espace
-ferme’ de Ck(SE)) donc il sufhit de eribier
que 19'5 wduit  laa meme ’C'o’\ioloafe que la f{-&m\'\\t

des  semi— normes (P:)J :

Mais d'un t€, 1l et darr que ij(u)a PK"(u)
st ot tlqe Ke K.

Dun qutre €, ij(u) s pé () our buty,
Su Supp u € K .

2) o preuve eat  similaire j

et laissée  Comme exXerule -



(Qemewque, St keNv iw] el sl on posc, pour xe@d)
Tx)=ulx) st xe R & AG)=0 sv «¢S82,
alors Te Ck(ﬂzd). En Pro\oniea,n’c Par 2éro une fonction
de C:z (S?_)/ on obtient une fondhon de Cé (R?).

@éftnth’or\ Soit ke Nvu {C/D} On noe
Co"(Q\ -'={ué Ck(52>5 Suﬂ) w est un COMPMt de YQ"\
indus  dans S2 }
k k
On a dome C_ (Q)= N Ce ().
KcmoQ
Si k=2, on ack auws CI(Q)=D(XR).

A
On  Voit  immédictement que COk (S?.) st
un  espace veckorel .
Kemagque Dans la Littérature, on considere  souvent
C;‘“(Q} mun de  la n%q)ol@jit wnduckive

) 1 .|
mais nous nallons ’1)&5 le -Y—cw‘e Yol




5. A WP:»( mation fPCU‘ Convolution
IL rlest pos évident sv L’es[)o.ce Co (SZ)
Contient des eFonctton ¢  Qaubres Tue la ﬂ?on chon

1‘dm’cfﬁuement nulle. Pour examiner cette ciueg’c\’on ,

on  Commence par le  lemme suwant.

Lemme | Il existe  une _f—oncbbr\ ?6 C”(n@d)
telle que  supp ¢ = B(O1) ,

§(1)>O Vouv tout X JCC\ \’)C)d) et S Sy(jc)d;x: ]
R
'/Démm&'wm“' Soit "‘: — R d.é—gfm"e par

e e si >0
-Y'(t)——' { O si t<O.
Alors £ e c(R).
Sot ?('x) = {»( | — loclz).
On o ’?\' € CU’CVKd)) Supp ’SF' = B(01)
et ?(”C)>O /l')ouf toukt )cc‘ Ix)< ).
En{x’m 5 [Posons .‘ ()

N

o1 fe€ C§°(n€d) et {-6 L_:OC(KJ), on  pese

(§e8) = ) g tepsy ()
Observons que,  pour tut =€ YIZ“, ‘j'—” Cf(i'tj)

Q/S{‘ wne ﬂFOnCh'OY\ e o su])])or‘t Comr‘act)

donc L)L”n‘tefjrodg (*\ C.Oﬂ\lerae.



Lemme S Lgec C(RY) et fe Lu (RY),

alors C?(R®) ot
cf*{-lg (ot g) =%, W oleN?
@e m0ns{'l‘d’10l‘\.

1 $u‘-t de montrer que «k{»é(, (rgd>

et que O, (“{’*%) (93‘0% Vé{l) - df.
En &Het \me sxmplc réourtence {—Lmr& adory

Lo preuve.
Montrons d'abord que (.[79(-% GC(VRC‘)
Soit weR? et Gh unc suike g x>
St KeR 4 suppycB(OR)
Four 1 ossez 3rand)
swpp g (xn—-) < B(O, Relxl+1),
lime s l c‘?(oc“,-— \:o—- CP(’K-\j)) = O, donc

n—->cn \j & d

i [ (pef)(e) ~ (90| =

Do

L ‘L\m l ré; G(Xn-j)“ (-f(x—j»%(j\ ck\j )

= Un | § 0 (g gley) Hdy |

=27 g0 Relx\)
S V\Ll;\g S Ic‘f(xw-'j\-ﬁf("c'\j)\ \*(3“ (\3 = 0.

B(0RIxl41)



Montrons  maintenant que 9, ( % ) ()
existe et est éacdg a Z &\73 ﬁ—ﬁ—)(x)

Soik QJ = (0, .., 1,O- ) L ,Y—cmk véﬂ—f‘er que

, (Lf k{—)('x—k tel-) - (xf *—(-) (x)—’c(@xj c‘ﬂ U\-)(x)‘:o(ic)
ciucu\d +— Q.
On  observe que si 1H<|, adors

| (tf *%) (X’r Jcej> ~ (c[) *{—)(x)—t((aﬁ,q)**)(m)) -

éd (ke =)= glxmy)- €9, 9lay)) § L) dy |

= (m-k’t@* — @ '—)C@,(e (x-y) ) £(Qd
|%£W) (e g =)= x-9) - 35 10 9y
Tar loo a\lorm\»\.a e Tc\,j\or , Ccela Sestime /Pctr

£ osup |90 9@ IH9ldy = o(%)
B(O)R+xl+)

eemarqw( On dit gulune -‘)-ond,'tbn mesu roble
.‘. 1—'@‘}[-’)@ ?At o Suﬂ)ort Com?&(,t sl existe
Ke R C,om))ad‘, fcl {-(ac.)cO pour ?resc‘m tout
xe QNK. On voit Gue, sV + et o Suﬂ)orf
00( d)
Compact, alors C[)*% € C R
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