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Ifatpratiques

Horaires
* CM les mardis 8h30 - 11h45
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( trois séances à Villetaneuse
,
le reste sur Zoom) .

Examenle20 avril 2021 après- midi ( probablement)

DI
10% de la note finale .



Chapitre I. Espaces de Fréchet
--

Definition 1. Soit X un espace vectoriel sur E. Rappel
c- -

Une gironne est une fonction p :X→ [0,5L II. Mx norme si

ayant les propriétés suivantes : i) , ii)

i) pcui-vlsplul-plvlV-u.ve/ iïï) Hulk -0# u=0
ii) pou) - AI plu) thee

, "
EX .

Soit X un espace vectoriel sur 6

et p , , pas . . . une suite de semi - normes

Définition. On dit que
la suite de semi- normes

(p;); est séparante si HueXl { 03
il existe je N* tel que pjlu) > 0 .

Définition. Soit papa , _ . . une suite Rappel
séparante de semi- normes . On dit qu'un (X, Il .lk) espace normé,

ensemble UCX est ouvert si tu #U il existe alors UCX est ouvert

joe N
" et E>0 tels que ( par déf .) si

{ rex : pjlv- a) ce pour tout jsj. } CU . Huey J E > 0 tq

Ptpositienl La condition ci-dessus définit
/ { v://v-ullxe.ee } c U .

T.peune topologie de Hausdorff sur X.

Exercice. Démontrer la dernière proposition . pas jeudi
,

4

Proposition 2. La fonction d : XXX→ [0,à
--

Hausdorff :
[ Hdéfinie par dluit =
,

¥ ftp.cv-uJ ④ ⑨
H , Uz

est une distance et induit la topologie déf. précédemment .



Démonstration Posons d'abord Il faut vérifier :

docu) :÷ËÎÈ¥Ë .

(a) ii)d(up )⇒ ⇒ u=v

On montre que do a les propriétés suivantes : iildlusvl-dfywzdlu.no)
i) doc =D ⇒ ⇐0 iii) dlu , v) - dfyu)
ii) do ( ut v) Ç docu) + d. (v) , tu,veX
-

La première propriété résulte directement du fait d (↳v) = d. (re-w)
que

la famille (pj )j est séparante .
iii) est vrai parce quePour montrer ii) il suffit de voir que

± +
, vieux.

Pilum - pieu - relit

La fonction f- tt) : -¥ est croissante et concave
i ) d (UN ) - O ⇒

pour t>
0 . Posons aii-pg.lu), b pjlv), pjlv- re)-0 tfj

on a donc pjlutv) Eaxb et ⇒ ✓ =U car

f- ( pilums) eflaxb) E f- (a)+ flb) .lpjljestseparante.t.es
propriétés i) et ii) impliquent facilement É - t- ¥

que d est une distance .

t' ltk

ftp.fltt-I#pfl0)--0.5rgaEb.f(atbI-aflb7-sf-a-f0)
a

4 Il

f-
'(d) ç t'(c)

de Eb, atb] ce [ 0, a]



Soit UCX un ensemble ouvert selon la Déf ? f) Si U ouvert selon Déf 3et ne U . Soit j. et c donnés par la Déf - 3 .

Sans restreindre la généralité, on peut supposer EE l .
⇒ U ouvert

pour la dist.cl .

Soit vex tel que d Cuir ) < 2-"
"
E .

[
boule

pour
La définition de la distance d implique alors bedéstd .

¥ < 2-"
"

e
, tient .

pseudo-
En particulier, V-jsj.io on a boule

¥¥ etre ⇒ (2- e) p.lv -hee ,
V-U

donc pjcv- re) < E pour tout je j'o ,
ce qui implique veu .

Ainsi
,
la topologie

de la Définition 3 est moins fine-_ que
la topologie induite par d.

Pour montrer qu'elle est aussi pius fine ,
il suffit de prouver que pour tout net , à >

0 il existe

joe N'
+ et ce >0 tels que si 2% cte

,
alors

{ve# ÷ pjlv-ukcv-jej.be { ✓ EX : devise} . pique) a

p

?our cela
,
il suffit de prendre joe N* tel que % FÊTEËEZT

2-Je < tzê
,

et cet E .

= etzê .

ËÈTËËËËZ"~
<te

Rqtqee d ne définit une norme.



Puisque X est un espace métrique, il est clair ém de Lemme 1
ce que signifient la convergence

de suites -

1) Supposons que
et la notion d'une suite de Cauchy .

↳± Une suite Cualn d'éléments de X : tifos pj (un-u)
⇒ VJËEIN?

1) converge vers u si et seulement si On va montrer que
Linn pjlun - re ) = 0 , pour tout jeN

"
.

nos lin d (un , a)= 0 .
2) est une suite de Cauchy si et seulement si nus

HE>0
, j'EN * INOEIN tel que Soit ce >0 .

pj (un - un) s E pour tous mon > N. Soit je C- IN # tq 2
⇐EE .

Et

si Cpjlj est une suite de semi- normes
,

⇒ ¥Î , ¥ Ï(¥ -ÈE .

tp ru)alors en remplaçant pj par ¥ pu ,

on peut supposer sans restreindre la généralité Mais ¥ç ÏË ¥ P¥pÎ¥-uJ=Q
que Cpjj est une suite croissante c'est-à-dire
-)

p;ÜÜ€p, ( re) pour tous uex et JE
*

.

⇒ d ( un ,u)- E si nasser

Proposition . grand .

-

Soit X un espace vectoriel,
muni d'une famille croissante de semi- normes (p;); . Maintenant , si

Une forme linéaire T :X→ ¢ est continue Lim d ( un , u) = 0
nases

si
,
et seulement si, il existe JEN

" et c>0
⇒ ¥ pjlrln- u)

tels que ITulscpj.lu) , V-ue-X.gr ftp.un-T#cs 0 )

Démonstration pour tout j .

forme
"" 9" | ⇒ 1¥ pilunutoii .

et soit rendu une suite qui converge vers 0
.

2) Exercice .



En particulier, pjlun)→ 0 ( voir Lemme 1) | Pour les espaces normés :
donc Tun -50

,
autrement dit Test continue

Men u-0 . La linéarité implique que Test continue .
(X
,
ltllx )

,

alors

Inversement
, supposons que pour tout je N

" T : X→ ¢ continue

il existe ujex tel que g- je prend ⇒ 7C tq ITRRIECHUKX,Huit jpjluj ) . C=j HUEY .( ÷:"" ËI . ümx
,
← a::÷aàt""üÏ

mais /Tu;) > 1 et T n'est pas continue .

pilvj)-so .

tu -70 dans × ⇒ Tun→0 .

⇒ Y LENI prlvj)-0 .

Un-su dans × ⇒ un- u → 0 parce que prlvjnpjlvj)
⇒

⇒

" →| si grâce .



Définition Soit X un espace vectoriel
, muni Espace de Banach

d'une topologie induite par une famille séparante -

espace mé complet .de semi- normes
.

On dit que X est un espace
de Fréchet si X

,
vu comme un espace-

métrique, est complet .

Exemples
--

1) Si X est un espace de Banach
,
alors 2) Si fun), EX

X est aussi un espace de Fréchet .

un→ ri dans X
En effet, il suffit de poser p, lu)- Hulk

et pjlu) - O pour tout j > 2 . ⇒ Une"→ relit dans E-
2) Soit X := EN

"

l'espace des suites de nombres
-

complexes c- ( u
"}¥ . _ .) et posons

pj.lu) : - tu l pjfrim-un) =
Montrons que X est un espace de Fréchet .

= punit - until )Soit ( no , u , , _
. . ) une suite de Cauchy ,dans X. Par le Lemme 1

,

pour tout j'EN
*
,
la suite (viii. un", _ . .)

est une suite de Cauchy dans 1C
,
donc elle

converge vers u C- ¢ .

Encore une fois par le Lemme, Un→ U dans X.



3) Soit CCRD) l'espace des fonctions continues
← pas forcément bornées !

re : Rd→ ¢ et posons NB BEC d) esp . de fouet .

pjlu) : = sup lulx) ) .
bornées continues avec la

lxlçj nonne

Alors C. ( IRD ) est un espace de Fréchet .

4) Soit le peu . On définit Llodra) comme
HUMBË Elfe, Lula

) )
.

L'
espace

des fonctions mesurables u : Rd→ CI
.

telles que § lulxdlldxc.es pour tout

Kc Rd compact ( eçssyrplulxl si f- os) .

Posons pj (re) :'-(§, Iutxldx)
"

.

↳? (Rd ) est alors

•

un espace de Fréchet .

Théorème soit X un espace de Fréchet,
"
Banach- Steinhaus"

.

dont la topologie est donnée par une suite Rappel CX , Il .lk ) un espacecroissante de semi- normes Cpjlj , et soit -

(7)n une suite de formes linéaires continues
de Banach

,

Tn :X→ CI telles
que %), suite d'éléments de X*

snap Knut < os ,
* EX -

tqsypIT.nu/ccsV-ueX ,Alors il existe C >0 et j'EN
* tels que

ITnulscpj.lu) . VNENSUEX . alors
qyp MTN# < os

.

Démonstration La preuve est basée sur le théorème

de Baire
,
et ressemble beaucoup à la preuve ⇒ ITNUIECHUHX

habituelle du théorème de Banach- Steinhaus .
Un EIN

,
UEX .



Considérons les ensembles

Ann { UEX :

snap tnul En}, ment .

Par l' hypothèse, ¥
,*
Ami - X

. YUEX Im : UEAM

Chaque An , étant une intersection d'ensembles

fermés , est un ensemble fermé . C- UE Am#
Par le théorème de Boire

,
il existe me IN

* ITNUI En tnEIN
tel que Ann est d' intérieur non vide .

Il existe donc UEX
, j'EN

" et ce>0 tels que
⇒ Am- M Amir

{vex : pjlv-a) ce } c Ann . Amin- ÇUEX : tuteur} .

On observe que Ann est convexe et symétrique ¥ Tu continue ⇒
par rapport à 0 , donc

Amir fermé.pjfv-a) ce ⇒ pjlu-vt-pjlku-D-uke-2u.veAn

:÷±¥i÷" ËîïÊ court
pjlw) ce ⇒ we Am ⇒ sunptnwl Em , et #mtn une suite d'em

.

et on obtient sypIT.ru/sEpj(w) . a
fermé d' intérieur vide

,

alors U An est d' intérieur
✓-U vide

.

- -
--

- - --

up a*w¥
.

.

-

-

-

-

-
- quai clair parce que ttnuttntrilËË Ë

¥ autrui---



C-hapitre-IIEspaces-defonc-tinsdifferentiables-1.ws
espaces Ctr)
-

Soit S2 CIR" un ensemble ouvert
. On pose

((b)= (e) := { u :D- E ; u est continue sur R}
[

' (R) := { a :P→ E ; u admet des dérivées partielles
d'ordre 1

,
continues sur R }

{ u :D→¢ ; fiel , . . . , d , §÷.

existe

et ¥
,
c-CG) }

Par récurrence
,
on peut définir

[kfr2) :- fu : Rose, tri=L . . - d , %÷ existe

et ¥
,
⇐ CHER) }

On
pose CTR) :=fÎ CYR) .

Exorcise 1 .
.

Montrer que , pour tout ke
Nu {os},

-

Ck ) est un espace vectoriel sur ¢ .

De plus, si une CYR), alors vive (R) .

Définitionnel Un inutile est un élément deNd
,

& = Ca
, , .

. _

, La ) . On pose d- (2,23 )Ht :=L ,
+

. . . + xd (Longueur de d) ,
& ! ÷ (4 ! ) . . . ( La ! ) L ! = 2 ! 3! - 12

à ¥ . . - %.

Si ↳ ft Nd , on écrit
.

&> p ⇒ fç & ⇒ Vit , -→ d fi Edi



Si X.pend et Lsf , on définit

X-p i. = (x , -p , , . . . , La - pa ) c- N
' et on pose

("coefficient(G) PÈTE = !Ï( fi ) binomial")

Exercice soit ke IN { os} , ne CKCR) ,
OE Lek et ije { 1

, . . . ,
d} pour j' =L , . - -

,
l .

Pour me { 1
, . . _ ,

d} , posons

d-
m :-# { j : ij = m} ,

et soit & : - (x , , . . .

, da) c- Nd .

Montrer que
* 121 =L Schwarz symétrie
* ¥ ¥ . . . ¥ u existe et est continue sur l

' a u
de dérivées itérées

.

* Tu existe et est continue sur l

* ¥
..

. - - ¥ u = Eu .

Exercice (Formule de Newton )

Pour XEIRD et LEND
,
on pose xd :=xÎ . . - XÎD .

Montrer que , pour
tout x.yet

"
et de Nd

,

(x + g)
"
= Ça (f) d' y

"
,

où la somme est étendue sur l'ensemble de tous

les multi- indices fend tels que fed .



Exercés ( Formule de Leibniz)
soit ↳ ve C

" (R ) et deN
'
avec KKK .

Alors ôluv) = Ça (f) (du)(d'v) .

Pour x ER! on note txt : = FËX
àüüïïïëïüïnüe

±
.

dlx,F) ÷ rjnf lx
- yl .

Lemming Soit le
d
un ensemble ouvert

. ✓Pour tout c- NE soit (f)Kj -

_
= { xe Rd ; lxtsj et dlx , (D) 7¥ } .

Alors
Kz

⇒ **
*

,
est

, ¥
,
÷
." "paa.am

ii ) ¥* Ej = R ,

E )

iiiisia.ie?e::;::i:bte:;::xa..(xco#Rémarque Une suite de sous-ensembles compacts
de R vérifiant les conditions ï) , iï) et iii)

exercice

"÷:÷::÷÷::÷
" commuer . ✓

- E



Par la suite
,
( Kj )j est toujours la suite

exhaustive de compacts définie dans le Lemme 1
. .

Rqecpjklj est une famille
Definition ( semi - normes et pseudo- boules)
Soit KEN et uecker) . Pour tout je N'

t

,
on pose séparante, croissante

pjklu) :- Ça !:$ là
"" '

pjkluko rtj
Pour KEN

, j' EN
* et E>0, on pose

⇒ tulxkovxekj
Vjkle ) { uecker) ; pjklu) se } Vj .

( pseudo- boule de centre 0 et de rayon E) .

⇒ 1re ⇒ ttxevkj
"

Définition (Topologie sur CYR)) r
Soit KEN et UCCKCR) . On dit que U

est un ensemble ouvert dans CKCR) si utv

Il

pour tout uc-U.it existe jeN'
+ et e>0 tels

que
←

{w ; pjkfw-a) ce } C U .

ut Vjkle) : = {un ; ve Vjkle) } c U .

Pour montrer que cette condition définit une topologie,
il suffit, comme on l'a vu au Chapitre I,

que la famille ( pjl); soit séparante, ce qui est vrai .



Définition (Topologie sur CYR) )-

Soit Uc (b) . On dit que U est un ensemble

ouvert dans C
" ) si pour tout ne U il existe

KEN
, je IN

* et c >0 tels que

{ un ; ve CTR) ny:(e ) } cri .lwsipjklu-ukefcu.Rem-arquel.aetopologie est définie ici par
la famille dénombrable de semi- normes (p !),
indexée par JEN

* et KEN - On est donc toujours
dans le cadre du Chapitre I.

Exercice. Montrer que
c'est la moins fine topologie

sur C
" (R) telle que pour tout KEN

l' injection CTR)c CER) est continue .

Prnoposition Soit KEN et (a)n une suite d'éléments
de CYR) .

Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Un→ ri dans CKCR), pour la topologie ci-dessus,
ii) tt Kel compact et ¥ de Nd avec KKK,

un→ du uniformément sur K .

Démonstration. Rappelons que, par le Lemme 1

du Chapitre I, un → re si et seulement si

¥ç pjklun- re) = 0, pour tout j .

En remplaçant un par un- u,
on se ramène au cas u=D

.



( e

i)⇒ Soit j tel que Kckj .
Alors Ling pjlun)⇒⇒ d'un-70 unit . sur Kj ,

donc aussi sur K
, pour tout LE Nd tq ILIEK .

ii)⇒i_ Kj est un compact, donc

ftp.pjklun) - O -

a

Prnoposition Soit (un)n une suite d'éléments

de CYR) . Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) un→ ri dans CYR)

, pour la topologie ci-dessus ,
ii) tt KCR compact et de Nd ,

⑨un→ Eu uniformément sur K .

Exercice 7. Démontrer cette proposition .

-

Théorème Pour tout RCR " ouvert et Kendal
,

C
"
(R) est un espace de Fréchet .

Avant de démontrer ce théorème
, rappelons

le fait suivant .RappellentSi (fn) a une suite de fonctions C'(Ca, b ))
telle que fn-7f et f-n'→g uniformément sur Ca, b),

BC
" ( ( 91 ) ) espace

des fonctions

où f et g sont des fonctions bornées continues
,

l' idée étant le feu différentiables ( Ql)→ ¢

que f-f. avec la norme

alors f- C- C
' ( Ca, b)) et f-Kg . ←

Démonstration soit cela
, b) et Directement llfllpcic :< §ç%%p, If (x )) .

on voit que
- f(x ) : = f-(c) + § glyldy , V-xdaid.fr , = g

On sait que fncxt-f.de)+ Êfnlydy . BC " est de un espace
On en déduit que fnlx)→ flx), donc f-f. µ de Banach .



On obtient facilement une version en dimension d :

Lemmy Soit 3 Ca
, ,b,) x . . _ x (ad , ba) C R

"

et (fr), une suite de fonctions (
' (3) telle que

fn-sfetq.fr-agi uniformément sur 9 ,
où f- et gi sont

des fonctions bornées continues
,

alors f- c- C
' ) et Qcif - gi .

Démonstration En fixant toutes les variables

sauf une et en appliquant le lemme précédent,
on trouve que Ox

, f- = gi .
Corollaire Soit 3- Ca, , b)x. . _ x (ad, ba ) a Rd , KEN
et (fn)n une suite de fonctions Ctt) telle que
Ffn→ ga uniformément sur J , VXEND tq KKK,
où gx sont des fonctions bornées continues ,

alors f- Linz fn c- C " ) et Ff - ga ¥4 Kkk .

Démonstration Récurrence par rapport à K
.

Pour le 1 c'est le dernier lemme .

Soit le>2 . On obtient
, par l' hypothèse )

l'hypothèse de récurrence

de récurrence
, gi - nlinçoxifne (9) . appliquée à Oxifn .

Comme Ici f- =gi, on obtient la conclusion .

Démonstrationdulhéorènrelcconsidérons d'abord le cas KEN
.

Lemme 1 ⇒

÷:{¥:*:":
" à:p * * "e) *" ¥ " :

d' un 1¥ est une suite de Cauchy Ç qq.rs/OMum-unIleE
pour la norme sup , VKKK et j'EN

*
_. si mon> No -



On déduit du Corollaire que, pour tout jeN*
il existe vj.ec

" ( Ej ) tq
Fun → d'

yg unit. sur Ej . |

÷ïËü:* " x. ¥ . .④¥Alors v est bien défini, veck (R)
et un→ v dans CKCR) .

La preuve dans le cas C"(R) est similaire .

Vj= Vjtllkj



2. Fonctions de classe Ck à support compact .
-

Définition Soit ne CCR) . On appelle le stepper
de u l' ensemble
_

supp u : - 52nF où F-= {XER ; ulx)#0}

Comme F est un fermé de Rd, supp u

est un fermé de R
.
Il est caractérisé par

x.ERS supp u ⇒ x.ER et Je>0 tel que

Ix- x. le E ⇒ relx)-0 .

Proposition L'ensemble ll supp u est le plus grand-

ouvert sur lequel la fonction ne soit nulle
.

Démonstration Soit U un ouvert tel que
ralx) -0 pour tout XEU , et soit x. eu .

Alors il existe EN tel que lx - xdse⇒ x EU

⇒ relx) -0
,

donc x. e-Rh supp v.

Cela signifie que verssupp un

Définition Soit KCR un compact, KEN v { es} .
On note Cà (R) : = { uecker) ; supp rick}
L'espace des fonctions Ck à support inclus dans K .

Rerq¥ On voit que CE (b) =
,
ciècr) .

Définition ( semi- normes)
Si KCR compact, KEN et ueCÈ(R)

,

on pose piètre) : -Ê à:p, 104kV
.



Çposit 1) Si KCR compact et KEN, alors

CÉ (R) , muni de la norme pÈ ,
est un espace de Banach .

2) Si Kel compact , alors CICR) ,
muni de la famille des semi- normes (pèle ,
est un espace de Fréchet .

Démonstration 1) ( È (R) est un sous-espace

fermé de CKCR)
,
donc il suffit de vérifier

que pié induit la même topologie que la famille
des semi- normes (p!); .

Mais d'un côté
,
il est clair que pjklu)» pète)

si j est tel que Ka Kj .

D'un autre côté
, pilule piètre) pour tout,

si suppuck .

2) La preuve est similaire
,

et laissée comme exercice .



Remarque Si KEINU {es} et si on pose , pour XERD,
-
-

ûtx)- ulx) si x-P et ûlxto si xetl
,

alors rîeckltd) . En prolongeant par zéro une fonction
de CE (f)

,
on obtient une fonction de clé CRD) .

Définition Soit ke Nu {os} . On note
-

Coker) - {ueckll) ; supp u est un compact de R
"

inclus dans l } .
On a donc c! = U ciels) .

K compact
Kel

si Kees
,
on note aussi C? = DLR) .

On voit immédiatement que Cà ) est

un espace vectoriel .

Req¥ Dans la littérature
,
on considère souvent

[0kfr) muni de la
"

topologie inductive
"

,

mais nous n'allons pas le faire ici
.



3. Approximation par convolution
TT Ftpévidentspar CRR)
contient des fonctions autres que la fonction

identiquement nulle . Pour examiner cette question,
on commence par le lemme suivant .

Lénine ll existe une fonction qe (Rd)
telle que supp g = BÂ ,

gcx) >0 pour tout xtqlxkl , et § qlsddx-1 .
Démonstration soit f- : R→ R définie par

f- (E) = { e-
"t si t>0

0 si TEO .

Alors f- C- C
" ( IR) .

Soit jlx) : = f- ( t- txt
') .

On a je ( IRD)
, suppj-BCO.IT

et floc)>0 pour tout x tq lxkl .

Enfin , posons
q (x)
:=F
¥5445

.

Et

si qe c?( Rd) et f-c- L'* (Rd), on pose

@ * f)(x) : = ! qlx - g) fly) dy (A)
Observons que, pour tout x c- Rd

, ytsqlx- y)
est une fonction tisse à support compact,
donc l' intégrale (*) converge .



Lénine si qe (Rd) et feu! (Rd ),
alors q * f- c- C"(Rd) et
d' ( q #f) = ( d'g) *f, VXEND .

Démonstration

TLTUFFË de montrer que q # f- C- C
' ( IRD)

et que Ox
;
( q *f) = ( Qç. g) * f- , ¥ { b.⇒ d} .

En effet , une simple récurrence finira alors

la preuve .

Montrons d'abord que q # f- ECCRD) .
Soit x c- Rd et Cxn)n une suite tq xn→x .
Soit REIR te supp QCBCQR) .
Pour n assez grand,

supp qlxn - e ) C B ( O, Rtlxltt) , et

¥1 §:&,
lqlxn- y)- qlx- y ) ) = 0 , donc

¥;ç llqxfllxn) - (q #f) (x) ) =

= him I ! @lxn-yt-qlx-ydflyldyl-ntml.rs!"", Hun-ytqlx-yDfhgldy )
← Ï%px§*, là""

-

Y)-%-ytltflyldy = 0 .



Montrons maintenant que Qejlq #f) (x)
existe et est égale à 4) *f) (x) .
Soit ej

:= (O, . . .

, 1,0, . . _) . Il faut vérifier que

| (q *f) (x+ te;) - (y *f) (x)-fax, g) *f)(x) f-oct)
quand t-so.

On observe que , si ltkl , alors

( (q *f) Cette;) - (qx-fkxl-tkq.gl#f)lx)/---/!(q(x+tej-y)-qCx-y)-t0xjqCx-y))fly)dg/
= ¥#↳µ, (qlxttq

-

y) - qlx- y) - toxjqlx-y)) ftydy )

Par la formule de Taylor, cela s'estime par

t' szup l Qçqlzllpp! tflylldy = oct)
txt)

Remarque On dit qu'une fonction mesurable

f- : Rd→ CI est à support compact s'il existe
KCR compact tq f-(x)-0 pour presque tout

xe RIK . On voit que, si f- est à support
compact , alors q# f- C- CICR d) .
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