
Institut Galilée 2020-2021
Filière MI

DISTRIBUTIONS

JacekJendrejCCNRSetUsPNIjendrej@math.univ- paris B. fr

( d'après les notes de cours du même titre

par prof . Jean- Marc Delort, USPN )

( MI
,
09/03/2021



2-Fonctnsdedassuppertynpact.ms Exemple :

Définition Soit ne CCR) . On appelle le support si 52=30,1 [ ,
adhérence

de u l' ensemble
_

←
dans Ird

u(⇒= {0 si " E È [
supp u : - 52nF où F-= {XER ; ulx)#0}

x-tzsixe-tz.IT
Comme F est un fermé de Rd, supp u

est un fermé de R
.
Il est caractérisé par

Alors supp u = ?

x.ERS supp u ⇒ x.ER et Je>0 tel que

la- x. le E ⇒ ucx)⇒ .

{ "el ; ulx )# 03- 3f , 1 [

Prnoposition L'ensemble ll supp u est le plus grand supp u
= III = [¥ , l]

ouvert sur lequel la fonction ne soit nulle
.

Démonstration Soit U un ouvert tel que ← On doit mq Uc Rhsuppuralx) -0 pour tout XEU , et soit x. eu .

Alors il existe EN tel que lx - xdse⇒ x EU

⇒ relx) -0
,

donc x. e-Rh supp v.

Cela signifie que verssupp un

Definition soit KCR un compact, KEN ufos} .
Exemple : l -30,1f , K- [ § , ¥]

u,
On note Cà - { uecker) ; supp rick} o

L'espace des fonctions Ck à support inclus dans K . 44 "4

Rerq¥ On voit que CE (b) =
,
ciècr) . qe Cé (R)

Definition ( semi- normes)
Mursi KCR compact, KEN et "c- CÈCR)

,

on pose piètre) : -_§ç
.

.se#zlOdulxH .

"4 "4

me CKOCR)
IÀ



r

Prmqposition 1) Si KCR compact et KEN, alors Rqem Y KCR
,

le

CÉ (R) , muni de la norme pÈ , CÉ ) est un sous-espaceest un espace de Banach .

2) Si Kel compact , alors CE ,

vectoriel de CKCR)
.

muni de la famille des semi- normes (pèle , ui , uz C- CÉ ( R),
est un espace de Fréchet .

a) gaz C- E

*"Ë÷*
"
a.¥!?.ee?i:i:::::itierI--znam-iarnc-ailr-que pÈ induit la même topologie que la famille montre quedes semi- normes (p!); .

•
CÉ cc

" (R) est fermé .
Mais d'un côté

,
il est clair que pjklu)» pète)

si j est tel que Ka Kj .
Soit une l) , un→ ri

D'un autre côté
, pjklu) E piètre) pour tout, /

si suppuck . danscklrlabrsuec.ch#Un-su
uniformément sur2) La preuve est similaire

, Î
si Kckj tout compact Kj ,et laissée comme exercice .
et uecxkll), où Kj. la suite exhaustive .

"""""" " """ " ÊÏÎ" """¥ÏÎ¥%ÎÎÊÊêcar

¥121041 -{¥
,

.PH .

et l " : Ho-xk nx = ¢



que Si ke Nuts} et si on pose , pour XERD, Il existe j tq
ûtx)- ulx) si x-P et ûlxto si xetl

, { x : lxo - XIEE } c Kaj .

alors rîeckltd) . En prolongeant par zéro une fonction
de CE

,
on obtient une fonction de cièltd) .

et §" a un - {*. pç , }
Définition Soit ke Nuts} . On note
-

R):={ueckll) ; supp u est un compact de Rd ⇒ U =D Sur

inclus dans l } . (x : la -XIEE } .
On a donc Cicr) = Gill) . ⇒ x. te supp u -\Si Kees

,
on note aussi C? = DLR) .

snppuck .

On voit immédiatement que Coker) est C! cc "(r)
,

RÊÏÜÏÊ"littérature, on considère souvent pËËË÷.is?.:m::a::::t::e::::n:i:"
Exemple pour le-0 : #

Exempte Trouver une fonction uec ! ( IR ) ¥-0#qui est quadratique par morceaux . f 1

problème

←←←
° /

-0¥-

III



3. Approximation par convolution
TT FtpÆespace CRR)

contient des fonctions autres que la fonction

identiquement nulle . Pour examiner cette question,
on commence par le lemme suivant .

Lennie il existe une fonction se (Rd) {ÏÜy-q#telle que supp g = BÂ ,

gcx) >0 pour tout xtqlxkl , et § c)dx-1 -
-1A

Démonstration soit f : R→R définie par #
g- (f) = { e-

"t si t>0

-0si TEO .

0

Alors f- C- C
" ( IR) .

Soit floc) : = f- ( t- txt
') . ← f. composée de fonctions c

"

.

On a je ( IRD)
, suppj-BCO.IT

et floc)>0 pour tout x tq lxkl .

Si bel > 1
,
alors 1- txt so ⇒ jlxto

supp je BÜEnfin , posons
q (x)
:=F
{ jlytdy

.

Si lxkl , alors t - txt >0⇒ Fla) >0 .

Et

si qe C. ( Rd) et f-c- L'* (Rd), on pose ⇒ en particulier,

(q # f)(x) : = ! qlx - g) f- (g) dy (A) Cook Rd ) contient des fonctions
non nulles .

Observons que, pour tout " ER! J'→ QU'Y) 5- si A : = supp q , alorsest une fonction continue à support compact,
supp ( y↳ qlx-y)) = Ex- Z : ZEA }

donc l' intégrale (*) converge . ② "
= se - A "

compact .



hein 1) Si qe C. (Rd) et feu! (Rd ), Concernant 3) :
alors q * fe CCR

") . Hérédité :

2) Si qecé ( Rd) et f- c- Là (Rd) , alors IL faut montrer que
4Kf C- C

' d) et

Y #f) = ( Qciq) #f, V-iefb.n.dz .

Oxi (4Kf) est de classe C
"

,

K pour tout F1 .
.

. d.
3) si Kendal , qe C. (Rd) et felix d), On sait d'après 2) que 4Kf est CA

.ae?:.:!:.::!eEiIEk*iIv-xemm* ¥¥¥â÷Ëï
Fixer"

,
Ocs -1 et à c- Rd tq là-xks . par l' hypothèse de récurrence (Que)*f est de ¥¥

.

Soit REIR tq supp QCBCQR) . Notation :
Alors

, pour tout ce >0 710 tq S Eso implique
supp q (à _

. ) c BCO, RHXHI) , et q(x - . ) signifie

§:&,
lqlâ - y)- qlx- y ) ) s e donc la fonction y ↳ qlx - y) .

Ilqxftlât - (q #f) (x) ) = supp ( qlx- . )) = x - supp -qI
continuité

=p §, - y )- qlx- y)) f- (g) dy ) uniforme de q .

= !!"", Gli -ytqlx-ylfhgldy.se
Î§*↳, là

-HH"-ytltftysldy Qq
On a lâlslxtt SE lxttl

± ES lflylldy , ⇒

BCO
,Rxlxlxl )

ce qui prouve la continuité de q *f. 12T



2) Soit iefl , . . . , d } . D'après l)
, (dxiq ) *f-

est une fonction continue .

Montrons
que Oxilq #f) (x) existe

et est égale à ((Qçq) # f) (x) .
Soit e; (O, . . .

, 1,0, . . _) . Il faut vérifier que
IIème position

/ (y *f) (xttei) - (y *f) (x)- t g) *f)(a) fout , )
← Ça veut dire que

quand t-so. pin ( ld*fX*teH*H *g)*f) (xpPour cela
,
on exploite la continuité uniforme de Qciq, +→ 0

2-EO
de manière suivante : montrons que pour tout ce> 0

= 0
.

existe à>0 tq se so et ltlsso impliquentÏqlxxtei) - qlx)- tdxi.qc.es/eeIH,v-xera .

Ere Par l )
,

on sait que

En considérant séparément les parties réelle et imaginaire,
4) * f est une f. continue .

on peut supposer que y est à valeurs réelles .

Soit sa >0 tq
là - xles.es/Qciqlx)-QciqlxI/EE .

L'existence de So résulte de l'uniforme continuité de @a.q .
Par le théorème des accroissements finis,
JE tq IEKIH et

qlxttei) - qlx )- tQciqlxttei) , donc

( qlxeteil-qlxl-t-Q.iq (x ) ) =
= Itdxiqlxxtei) - t Qciqlx ) )
⇐ Itt ( Oxiqlxttei)-Qciqlx ) ) e EIH .

On conclut maintenant comme dans la partie 1) :



( (q *f) Cette;) - (qx-fkxl-tkq.gl#f)lx)/-=f!(qlx+tei-y)-qCx-y)-t0x:qCx-yI)fly)dyyI
= Itt)¥#↳µ, (qtxttei

-

y) - qlx-yt-tdxiqlx.gl/fCy)dyf--d

3) Récurrence par rapport à K
.

¥÷¥ï÷tà¥ü:*::c: ÷:

) ÷ ? .pt?o::;::::k ,KCR compact tq f-(x)-0 pour presque tout

xe RIK . On voit que, si f- est à support et Ixp > R, +Rz alors
compact , alors 9Kf également .

Notation Soit le CMR
") vérifiant les conditions

(4Kf) ("K §, Qlx -g) f- (g) dy
du Lemme 1- Si E >0, on pose felx) :=¥g(Ê) .
Alors supp se -_BÆ et §, getxdx-1 .

µ

= {pzqlx-g) f-(g) dy -

=D
,

41
Prepotto si u est une fonction continue sur Rd

, {parceque.ly/ERr--Slx-yl7Rg#à support compact, alors le # u→ re uniformément,

quand e- 0 . { felxtdx = §, ¥ HÉ)dx =Démonstration

¥-70 . Il faut montrer qu' il existe e >0

tel que / (gun) lx) - ulxsl es pour tout
siéra

.

= §, SCÊ) d (E) = §, glxldx =L .
et EEE. . {"

l

*
#ÏA-



La fonction u est continue à support compact,
donc elle est uniformément continue . ¥1Soit 0 tel que
Ix - y ) s e

. → Iulx)- uly) ) s s .
← -

Soit xe ¢ et EE Eo . On trouve :

Ils#a) lx)- ulx) )=/! gdx-g) uly) dy - ulx) )
= ( §, fdx-g) uly) dy- §, gdx-g) ulxldy )
⇐ §, felx-y) lulytulxldy s

=

§?,P« lulytulxtlfgdx
-g) dy E S .

Rd

corollaire 1 .
-

Si ke Nuts} et mec! ( IRD ) , alors
pour tout Klerk , d'( qe * u)→ du uniformément

lorsque {→ 0 . ← Lemme 2 appliqué avec f- =p
Prévue Par le Lemme 2

, 0% * u) *Cdu), et q= * .
donc il suffit d'utiliser la Proposition 1

,

Ry q e ↳ (Rd), f- C- L'
*
(Re)

avec Fu au lieu de u .

9Kf = . . .

Si QEÇIR
' ) et fec.lk

' ) , alors

q # f- = f-*q .

-
À



théorème 1) si ne LPCIRD) , alors

¥3 Ille * u - ville = 0 .

2) L'ensemble CÇIRD) est dense dans L' (Rd) .

Démonstration
-

Étape On montre que, Yvette
et ED

,

Il fçxvllhp se Nkp .

En effet,

Agathis - 5ffgdx-ylvlytdyfdx.RO/Rd
Par l' inégalité de Holder

, pour XERD fixé ,

| §, felx-ylvlytdy [ =/ §, fdx-g)
""
gdx-g)

" vtydyl
"

= lgdx- a)
"" vllip -§, gdxythlysldy .

En utilisant le théorème de Fubini
,
on a

Hsexvllu? ⇐ §, §, gdx-g) hlytldydx
← § (vlytl " §, gelx- g) dx ) dy = llvlhp

"
.

÷

Reqz 1) L' inégalité %,
gdx-g) vlyldyfqf.pk-g) hlytldy

peut être aussi obtenue facilement
de l' inégalité de Jensen . ( Exercice ) . #



2) L' inégalité ltgxvllhpellgllullvlhp
est un cas particulier de l' inégalité de Young
et un cas particulier de l' inégalité de Minkowski .

Exercice Expliquer la dernière Remarque .

Étape 2 .
Soit 8>0 . Il faut montrer qu'il
-

existe Eo>0 tel que EEEO implique
Hg , * u- villas E S .

D'après le cours sur la théorie de lamesurç on sait qu' il
existe v

, une fonction continue à support compact,
telle que Hu- vllhp E ts .

La Proposition implique qu' il existe E. 70 tq
EEE. ⇒ 11f, #v - v Hep e tss .

En utilisant l'étape 1, on obtient

Hféu -ullhpEHfex-u-qx-vlh.pt/lgg*v-vlhp-llv-ulkp=llqex-Lu-vllhp-llu-vllLp-llqx-v- vlhp
⇐ 21h-vlhptllgex-v-vlh.PE S .

Etapes Dans l'étape 2, on a vu que
11f, #v- ullus EÊS .

Mais fçxve Co"( Rd) et s est arbitraire >0
,

donc Ca"( Rd) est dense dans L'( Rd) .

\ Et
A présent, on formulera et démontrera des résultats

analogues dans le cas d'un domaine général Perd .#



Théorème soit RCRD un ouvert et KCR un compact -

IL existe une fonction qe CICR) telle que
Nx)=L pour tout xe K et DEUX)et Axel .

Démonstration
Soit (Kj); une suite exhaustive de compacts de R .

Soit j tel que Kc Ej , et posons

e- min ( f- lx- yl , ¥;
KH) > 0

yctkj

qlx) : = (qe * A-g) (x) , Ixe

÷.cn?::n:sis:::e::::::
On sait déjà que zec

" ) .
IIE

On va montrer que supp q c Kj , .
En effet, soit XERL Kj# .

On a

rt") = §, six-g) 1g.ly/dy-- { qecx-g) dy . (*) ← Yekj , xet Kjti ⇒ lx -yl > E .

j

Mais lx-y ) 7 E pour tout yekj , donc felx-y)-0,
donc Ux)- O .
Par la définition de CICR)

,
on conclut que

rec.HR) .
La fonction µ est positive , d' intégrale 1 , ←

0£ § file -g) dy E §, felx -y) dy =L .

donc (A) implique aussi Oçnlxk 1
,
Axel .



Enfin, si xek , alors

rlx)- § gdx-g) dy - §, six-g) dy-§.pk-g)dy .

= 1-§ fdx-g) dy
? ← Y # Ki , xek ⇒ lx-yla.ee .

Par le même argument que tout à l' heure,

§, felx-y) dy -0, donc ploc)- 1 . \

÷:c?.ie?ie::.:ii:rt:r .""
IL existe une suite de fonctions (Mj} telles que

Rj C- CFCM), pj (x ) =L pour tout xekj ,
supp Rj

C
+,
et OE Rj

. (x) et pour tout XER.

Démonstration On applique le théorème précédent
avec § ,

à la place de R
,

et Kj à la place de K -

là



Théorèmes . Soit RCR
'
un ouvert .

- ← au genre de l'espace de Fréchet
1) Pour tout ke Nuts, Coach) est dense dans CKCR) défini la semaine dernière

.

2) Pour tout pet, est, COMM) est dense dans

LPCR) et dans L'Lcl) .

Démonstration 1) Soit UECKCR) et ¢;);
la suite trouvée dans le Corollaire 2

"

.

"

Il est clair que, pour tout j'EN
*

Mine CICR) et ¥ç guerre dans )
.

← convergence de toutes les dérivées

d'ordre EK , mif sur tout
Mais
, pour je N'

+ donné
,
si ED est assez petit, compact .\ il suffialors je * Cnja) c- CICR), voir la preuve du Thin 2 . et donc de montrer que

pPar le Corollaire 1
, le * (Riu)→ tlju YEAH, rpju C- CECI ,

uniformément avec toutes les dérivées d'ordre Ek
,

" ""

÷
"

¥! ri"# ,
"adnéma

Y, %
.

2) Exercice .

Et Par exemple, soit

Remmarqué La famille (fc) , lorsque e→0
,

EE inf Ix -
y )
70

.

XEKJHest un exemple d'une approximation de l'identité .
-
- yctkjtz

Pour définir le * ll u ) ,
¥ On utilise le fait que

Comme supplnjulckj.tt ,
tlju peut être vue comme

l' argument dans le thon 2

ravin élément de Cd ( IRD) .

montre que

*
Supply , * Crie)) C ¥+2 .



Partitions de l' unité

÷÷÷÷÷÷÷÷:÷÷÷:c:" ""
ii) pour tout je CICR compact,
iii) Axel, 7 V ouvert tq xev et J

"
recouvrement

l'ensemble { je : Vncoj#A} est fini . localement fini
"

Alors il existe des fonctions qj C- CE (g) , telles que
Os g. (x) El et Ê qjcx)- 1 , Axel .

ÊÏÏËÏn montre qu' ii existe une famine ↳% ⑧ §!
d'ouverts tels

que
• ) VJEINK, ccoj ,

• ) D= ¥7 cf? .

On construit ce
,

'

,
oé , . . _ un par un,

de sorte que les conditions suivantes soient satisfaites:-X§auj pour je 1
, . . _ , m

- t

* ai ) ul
.

u;) - r .

Pour nel
,

cela est vrai .

Supposons, que 4
'

, . _ , um? , sont construits .

soit Rm :-( YÏ 9? ) v (¥Î , 4) '

*



C'est un ensemble ouvert et 52mV Un = R .

Soit Fn := RISK . C'est un ensemble

÷::*:S.ie?:-::i:iai::::a:::unc*a.a: IÏ
Il existe alors Uni ouvert tel que

Fn C Copé c Uni c com .

On a l = Fmu Rm C Win Ulm ,

ce qui prouve
l' hérédité .

Il reste à vérifier que D= É q? .

Or
,
si XER

,
il existe

,
d'après l'hypothèse iii),

N tel que xtecoj si j > N, donc x# ¥Î , Oj .

Puisque D= (t.IQ?)u(!Iucg)sxeYIuj?Etape2
.

Par le Corollaire 2
, pour tout je N'

+

il existe une fonction Oje CI ( cf.) , OEOJEI,
Oj = 1 sur § :

•

Posons olx) Iq. (x ) .

j'=/

Pour tout XER
,
c'est une somme finie sur

un voisinage de x
,

donc de classe C" sur ce voisinage .
Aussi

, e- (x) > 1 pour tout XER .

On définit qj
:= % .

13T



On termine ce chapitre par un autre résultat

du même type .

Théorème soit KCIR
"
compact

et (g)j-t.im un recouvrement ouvert fini
de K par des ouvert bornés . Alors il existe

qj C- Co
" (u;), OSQJEI , qj

Et pour tout xeltd

et Ëqj = 1 sur K .

Étape# On montre qu'il existe une famille
(agi )jÎ d'ouverts tels que
• ) cf c coj , tt j-1 , . - -on

• ) Kc ËÎ oj .

Exercice Faire la Étape 1
.

-

Étape. Soit Oj C- City ), OE-q.cl,
Oj = 1 sur q

?
,

O_O : - ÊÎOJ ,
donc a- (x) > 1 sur q

?
_

Soit qe CÎ( ËÎ g) , OE Et, g- I sur K .

On pose g. (x) :{ "ÊÊÜ
si xey.iq .

0 si xet ËÎ 0$ .

a



Chapitre I. Distributions
-

1- Définition des distributions
--

Définition Soit Mord un ensemble ouvert .

Une distribution T sur R est

une forme linéaire T : CRR)→ E

q '→ LT , q)
telle que pour tout Kel compact

Ttc;
? CÎ (B)→ ¢ est continue

.

Exercice Montrer que l'ensemble des distributions

sur R est un espace vectoriel ( sur E) .

Notation On note D'(b) l'espace des distributions surR.pro#sition-Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) T est une distribution sur l

ii) T : C? (b)→ 6 est linéaire et pour toute

suite (qn)n de CICR) vérifiant

a) il existe KCR compact de R

avec supp qnck pour tout
n

b) KLEIN "
,
d' qn→ 0 uniformément

on a finis 4T, a) = 0 .

iii ) T :C? → CI est linéaire et

HKCR compact 3- C >0
,
KEN tels que

pour tout qe ETR) avec suppqck on a

KINH CÉ làqlx"



Démonstration il # ï) résulte de la définition
de la convergence dans CÊCR) .

il# iii) On utilise la Proposition 2 .

du chapitre I , page 4
.

Rémarque Dans iii), K et C dépendent de K ! Et

finition ( distributions d'ordre Ek )
On dit que T c- D' (b) est une distribution

d'ordre inférieur ou égal à KEN si pour tout

KCR compact Tlççcr, s' étend en une

forme linéaire continue CÈ → ¢ .

Exercice 1) Montrer que l'ensemble des distributions

d'ordre EK est un espace vectoriel.

2) Montrer que TE D'(D) est une distribution
d'ordre Et si et seulement si

Y KCSZ compact 3- C>0 tel que

pour tout qe ETR) avec suppqck on a

KTQH E CÉ %:p lôqlxl .

Comparer avec la proposition ci- dessus .

Notation 1) On note D' '"(R) l'espace des distributions

sur 52 d'ordre ÇK .

2) On note D'Ff52) :- ¥, @
"" (b)

L'espace des distributions d'ordre fini .

là



Dnefinition On dit que TEDKSZ) est d'ordre

(exactement) KEN* si TED"" XD"- "(R) .
On dit que TEDKR) est

d'ordre (exactement)
0 si l' C- D' (b) .

Exemples de distributions
-

1) Fonctions localement intégrables .

2) Masses de Dirac

3) Dérivées de la masse de Dirac

4) Mesures de Raden
,
distributions positives ou nulles

5) Mesures complexes
6) vpfz
7) Pflxé) , de ]-2, -1f .


