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3. SUﬂmrt des duistributions
Défimtion 6 Sotent Q2 < IR® un ouvert et o un ouveri
non vide e . Si TedD(R), la restrckion
de T @ o, T|,, est define Comme lo torme
Lindaire sur CZCco)  donnée Par (@ G wn semn CGnr
<°T|w , Q_’)> = T, cP>) \fcfe CA(). o \r)ch Vel P Lot
van ek de ()

Comme CJ (w) c CJ (Q)) loc clé-i»mi.ﬁon O. un sens.
Cev\ VULOW (I(Lr Q
5. K< un C,OmPa.c’C) alors r = )
oo oo . ) L )
<Tie, €= <Td, Ve 2 (=), i
donc  la. continuité de ‘\"|w sur C;(w) résulte
directement de la contvauité de T sur C.° (£2) )
CLutrement dit le € g)’(co)- ' e COOOCCJ?
) &
On wvoik que, 1 Wewc L2, alors (T|w>|w):‘l'\m>. alon <T\u,)q>‘) =(Ted

fPVO?OSiHOV\ (Pm])ru‘é{f de —?Q,CSCCC\M)- Soit ReR? ouved <§1:)(“) k (()> :<"T N
et Cw5)3 une —‘—cuntlte localement  tince d’ouverts T o, ;\e> == F
telle que &\:j‘ O = 2. Pur tout J'GN*) soit of. fo C(e)

T eD(y) et suppsons que, ¥ Ujemt g o 0P,
=TT

v )cow-r\uj J 'w{nuj

distribubon  TeD(R)  telle que Tl“&’ =T;, Vjewr

DE monstration

Existence:  Soit X une padibin de U uniké
subordomnéde o la famille (wj)j ,  dont Vewitence
est 3arcmt\'q par le Théoeme A du Ch&‘)ﬁ:re 1.

A].OFS) il existe wune (th une sewle




61‘. Cf € C;@(Q)} alors X) Cf < C:’(C\JJ>

et <TJ‘) XJ Cr> .  un  %ens. On {Pose IO&Q& . sy "‘[‘J:T”
~ & an/UC/ S0 Vi m—g_
ST = 2 <T, %59 (%) L
| 2 LT, xyo0=

Comme 3u‘>? cf est un  ensemble Com()a.ct )

| 'ensemble {J T 0 supp ¢ iﬁ} et fand, i '
donc  lae  somme dans (*) ext %mfe. <\ 1

N x ¢ Swm\\e
xery Montrer w T e Q). :
=~ Cl : ( ) 1A Y Vous. % Couverk G-
Montvons que T\wj =T, VYjen* wn obie fi de o
On  doit \Iéﬂ’*ter Gue On ew extrak wa

L LOUN et %\\Nv .

CTe> =<T,er, Vel
<= 2<T xig)

CO\’\”\T\’\& ’)(\_LP S Cow(c‘)i n c‘)j) et Fue —]:‘Cotr\w" :‘T“C-wl-r\w\")
on a <T£> ?(»“f>= <TJ') X»"‘F> yi-dhouk
co I
<T)‘P>=g <Tj>’Xi ‘f>= ;<"]& Xc‘-P>=
o
= <Th Zxg> = <T 9

u'\fCﬁf . IL 3uHi‘t de Voir ﬂ‘ua T |w£ =0 Pour tout v
m’mpll'c{ua T=0. Maus , S Q€ Co (SZ))
alos il exste T, {;l p= IZ X P, donc

Or,

- RN ANE
Z%f(x) :; Q(_g('x)ﬁ 1

tf PNIS §W\JP “\7 .
@dwkdcﬁow'

To < £ —F e e b,
<—r)c’)> = Z <T) 'Xt('f> = ‘_Z\ <Tlco1- ) Xi (f> =0. ?‘Mf Vﬁr"qa‘t_, \es C,av\-cb/#’ow/\/

T, @locy (:F—T)l S =0.dU.
<Te)-= (T(i Xp\t@‘;\ \ AR

(Tw'_T»)\CJL




Déinition On appelle le suppot  de TeD(R)
le comPlémen'tQire de la réunion de tous les
ouveits o< G2 tels que T =©O
On  le note Supp (7).

f_r_o?osih‘or\ Soit Te€ @)(Q)
1) Xod supp T IVaQ) ouvet {c‘ %€V et T)y=0
1) %€ mﬂ,’\' & VY Vc Q0 ouvert ‘a‘ A€V,
3 g€ Cgo(\/) q T9>=+0.
) S Fe R oun {—ermé) olors
supp T < F S Tlsz\\: =Q.

Démonstation. 1) est une rértue de la dehintton -
W) Far la pete 1), on @
o € Supp Te YVcQ ouvet )cc‘ ocoe\/) T\V#O.
Maus ’TN =0 sx’jm’%\'e Préu’sémen’c
quil exisie € CI(V) {c‘ <_|:°€> =0
) & Sl T =90, dbs,
Comme S2\TF est un ouvert, Q\FCQ\suW'G
autrement dit %uwTCT:.
= St supTeF ok g€ C;”(Sl\"\:))
donc ¢ € CI(SN\ Supp ™).
Sot K := Supp 9 c 2\ Supp T
“ar la ]’)a,r‘c\‘e i)) Y xeK 1l existe wxocQ_
ouvert tci X, € C), et Tl i 0.
On en extrat wune —-?—CLmilLQ i qur recouvre K.

60\'& QQ leur réur\(on-

1) xoéf, $uﬂ)_r D
s &€ ouvert ©
&C‘ T\u = QO ,

L = %€ Gopp U

Q\AWL? = K cw



Oﬂ G (.f € Coa, (CJ) dionc ., par Lee (Pro]aﬂ'é{:e/

de .Y-o,vsceaq) <'r) q)> = 0.

Exem[ales . Soik «f-e L.I:C(SZ), et _r:‘_ lo. desbrbubion
associée . Alors Supp —r* est le suﬂmt
essentiel  de {— .
Dém - Exerwce
5w\9‘>(’8°‘8%)= {<] oLe N
Dém: Soit T = {'Jcog doms la qoro()as({\'on ci—dessus iii)
Svogc¢ C” et sup g c SIN§x],  aors
c-|> ext L’de,n‘tﬁa]uemen‘t nulle  sur  un \/ofsfnaﬁe ouverl
o o]
de Xo, en PCLVJCL'c,u,LCQr <9 Sxa) cf>: (—') KB’LC{ (Xo)-’—'o-
On a Aonc. suPP (9‘& 8,,() (N {’:CQ}.
IL suffit  mavatenant  de vérikier Que  supp (D“gu),e@

cest & dire que ey Or, 7O autrement dit ciu)iL exuste Swop ¢ Gowpedt,
Cf € C:JCQ) telle c[wa <9°L Sxo) ‘-]7> = ("),d'@‘&ﬁf (XO) 0 . X & Swﬂ) ¢

)L SMHL"E de_ Prﬁndfﬁ C_{J(’x)z X(’x) ('K—IO)M/ =) }Val‘l. o 7(,@)\/
ou fxé Cow(Q\ et fXEi Prés de X, . \//\Qvuw\f=o,

Théoreme Sowt Te @)(Q) et <. ecQ2.
Supposons gue  supp = { 'xo]. IL exvste alors

ke N et des nombres Com[ﬁexes (a"’b)lellsk tds quc
Gé) T= 2 a.oLDMS,%. 19

le|ek
Deémonstration Far translation, on se mmene au ws x,=0,
Soit >0 tel que ﬁ(gr)CQ. On sait clu’tL existe @)
C>20 et ke N +os que X oelC” avec Supp O <B(Or)




(:ée )<_T) @>| S C—Z Sugd )3“@(3&)'.

l)sk xeE |

Fixons une -f-onc,h'om c.u‘t—o.ﬁ X E Caj 5“[)\9 x<eB(TOr) .

Oa montresa (%) avec

C;(')! < T, ~~ 'X,> .

Q_,OL =

O observe que , pour tout (el <k,

<—r> /QF>: <—r) ‘\7>-’ Z (‘ ')M Qoz,guq)(o) =

Rlsk

donc il suffit de montrer que <—l‘) q?'> =0.

Tour cela, on observe que Y lklsk 3C, +q
l@“cﬁf/(x)) s C, lx,Hi—M) YV lx|se (Bercice)
Tour toukt ne IN*) posons g (x):= fc\f'(x) - ax).

La e‘-ormul,& de Leibnz donne | \)ouw touk \P]S\c)
g (x)] = 2_; (B g6l o ()

S, \x)? ﬂ,'-'f) adors la Somme yaut O.

50 ‘ l< L ] CFN&L W (g~ Aanle
C xfsnr, alos elle sestime Par/ mcxé?ww de W .

N
vsp L

donc (i) i\n‘)b'(iue l.fYY\, <T) c.fn' =Q .
Mais  supp (F-@) 20, donc T, &f,‘> =< 'tF>>
et on Condlut C‘ue <‘T‘) E\F"> =0, 0

( f{) Cs ()T P 5

y

(()Y‘Dl')om/l-\‘ovx /_Lx'{\f\/
f)BC\{ja 23
L fonk  por
Covvg_awc@we_

T\cg"‘@Z)

et "\_\u

= L cur
(VYN VOl|§\lv\f~3{

i Ko -

S

Fplo) <
T 25
= T4(0)
NEUR S0

()" a,

< TTTee—

(-)'3%0)=
:<D°LSO) Lf> ,
CF - C,ocp( Q) \)epn&&

S Glo)=0,
v (Llsk



Exercice 0 Sok x)jer@ et U une %Oncb’ov\.
de classe C«k+| Sur un VOLSLhaﬂe Ou\/e\"t du Se\rjmewt

WKCC\,Y\A\: X a ?C*tj, Demontrer la f}ormu.\,& de T&jlm-:

S S oL ol + ol \ ol
u(oc)uj\-—-—b%i ’9’!—9 w(x) + M%ﬂ Z!I Y Sg(l—‘t)k@ u(x»f*l:j)d’c

k)

2> Soik  w une J;onc:':\bﬂ de classe C sur |la. oule

de ceaktre X, et de rajon r>o) -kc‘ ryu(xm):o YV llsk.

Montrer Cl“)d' exste  C>0 {c‘ |cf(x)J$ C‘x_xo]kﬂ)
Pous touk x dans cette boule . o

() —

< 9%

= J vel- owvet

de O swr \utw&
Pr= ¢



4. Distritbutions g suﬂ)or)t C,om‘oa.c\:-

Delintkion
C—

On di ciue Te Q))(Q) est a SuPPort com")cu:t
S 6uPpT < Q est un ensemble ComPaCt .

On note 6)(32) Uensemble  des distribubions & Sum)art c,oml)a.c?t :
Thgoreme

S Q2R un ouved et _\"6@3(93)
alos Te &(R) s, et seulement sy, il existe
T c”(gz)_i C une fome Unéaie continue
tlle que  Temoy = T

On sait  (Théoeme 3 P-Zﬂ) que
Uenseoble  ((S2) est dense dans CRQ), danc %,

sU elle Q%L’sfe) est umt]ueﬂ

Dtmanstraton  du théoreme

(Qemarciue

Su[)‘)osons d abocd Clu)iL existe :T\: : CW(Q)—é C,
ung  extension  Conttnue de T. Tar la Prof)osilc\br\. Z, Page L,
il existe KJ' C Q ComPact | ke N et C=0 tels ({\Le

KTl = KTl s €3 swp [9%40, vgec(®)

Montrons que SuPpT c Kj'
En e,He‘t) sot X ¢ Kj') et VS un ouvert ‘)cc‘ x.e\V

ot \ (\Kj =¢5. N QVG COW(SZ) et SMPPLfC \J,
alors  sup \”ajcfw\ =0 four touk ls k,

XEKy

\
donc L) \'ne’ja((tt/ O~ dessus  montre Ciuc <(T) Lf>= Q.
Cel& montre que_ P, é 5\}.‘)\9 'T)

autrement dit Supp Tc |<J' )

Ge

¢

C(R) et

um e»lvauz de Tk



\nvevsezment Supposons qw' TE E\(Q)
S0k K c Q QomPact “Ec‘ SuPPT C K
For de{-\mhon dune dystribution, ()aﬂe 33,

Tl CKJCSZ) ' (9)—9 C st Conkinue,
autrement dik il exste ke et C=0 -Eq
<T > | Ch (x) Yepe C
I 1 | < Io¢l<k S f £ cf)“l supp ¢ < K-
\/@‘S OVL\IQrJ(

ixons xGCw Jc::‘ X(I): i) Vx Cdw SVQ\)T Suﬂ) ’X.C KS .
Soit Y € COOOC Q) et (onsidérons QF P= XY -
Tar o re\ale de  Leibniz ) Ll exste C 20 JCc]

2 e [M(xy)| < C 2 swp W‘Yl

loz) £ k. —Le}(, loL]<k IG:K
B %Phqu(u\t \ngaiute u~c[essus on  obhenk
KT s CCx2 aup (0|

|oz)<k x

Comme  supp ((1-9)y) 0 5u\>VT-%5) <T (k) w)=0 et
\<T) "Y>' s CC :\f x '\\a(x)\ X y€ Cw(SZ)

loz)<k x
On en  dédud que T s%tend en  unc o.f)Pl\c,cubom
Continue ? : C‘”(S'Z) — (.

"ee,marquk = Pa,r‘cfwl.a’er S toute distribubton oo 5umsor’t
COW\PC(,C,J( e,sJC d)O\‘C[fQ -%:nf.-

SMﬂOQ_‘DC.K
Qf:\f Sur ‘SW{)?T

v=xp® () y



_Qpefr&ﬂons sur les distribubions

Chapitre 1V

| Produit d’une distribution et dune fonction c”

Théordme et Délintin.  Soient Te D(RQ), aeC(RQ).

On défnit aT  ar

{aT, “\’> = <'T') G—°f>)
Alos aTe D(R).
Démon stration
St KeQ C,omPad: alors W waste C20 b kel q

[<TAdl 8 C sup B, Vye C2(.

Risk XK

51 QFG CK (SZ) Aoy CL(.IPGC.K_ (Q) Gusst, donc
| <T, aU(>‘

pour  toult c5f6C<,m (9.)

C ; S\A.P l 3&(0./(?> (1)' d’ oov ove
lot] € xeRK
Cb—r+ = TQ_,‘_

s O

k)sk =xe

Sup (D% (),

oo la dermidre  Mégalité est une Consec]ucnce

de lo —‘-Ormu,l,q de letbmz. On a donc
: “ — r\)cx u
aT CK (SZ) > C Continue, CTQA .
Beraie St 5 D(Q) et abe C?(KL). Montrer Ciue

) sprCcc‘l’) C suppa. N supT
2) (a4 b)T = aT+bT
3) a(T+3)=aT+as
) a(bT) = (ab)T.
a S, = alx) & <
fval - 4.

ea&L\ E& .

Exempks_

t-_c\

~—

et

or . T= T,

ONn G- enwe \\ ( PM

fe L&L ,  ahers

<0 = f3odeh)ds
2

51 ae (), obon

(

CLE e

AN
\&évw\, PR S SRV AT

Aot /[\OV\M)

<CLT ¢ > S(ovj})(x) ce(’l)dx

= {461 {al ¢l ) W =<1, o).

 — L
Pre Lioe 5 Glom
¢y \&_ = _rcb%

N gré CQWCQ)/ Ghovd

<CL 8’10) ¢f> = <%»,co) QA-") =
= (ayp)(x)

=6l %) p(xs) =
== &'COC‘°>< §7Co) ({7>

~ <alx) Sa o) .



Exercice

Soit TeD (R). Montrer que ~T=0
sty et seulement sU; il exste e € Jcc‘ =A% .

2. Dérvakion des distribubions
_?é—?iniﬂ'on, et théoreme 501:t Té"@)(gb . On dé—F{m:E une
%orme 2T Sur COWCQ) en Poscmt

Lindaire e
2T = er
<®xj > ¢ "‘(T) "9, 9

Alors %—;— e V(Q)

T)Our touk k?€ Cs (Q)

Demonstrakion S0 KSQ compadty alos il existe keW et C20
ks que [Tl s c‘; sup (), Yvecl®)
< XEK

donc ‘<:§%) c‘?>) S CZ SupP

]3"&31&‘2(13
klsk x&K )
donc —rg% C /.D)(Q)

sCO_ swp [Fop(x)],

Id| sk+\ ¥€

/l)roPr»'GJce/s 1) N T=-Tg_ Avec —ﬁ- de classe Cﬁ adors

2
—_— T - .
ng t Te%

J
W) Te DP(Q)> 3—1;6 DEIN(R)

'iﬁ')
W) o a,eCw(Q)) Te@’(ﬁ)) %(&T): %%T-ﬂ-a.—g—:i .

SUPF /;;—7;. C SuPP T

(R—euwe-
Q&m&rﬁiuk (dérivées dordre S\tfért'w,r)
St XeE Nd) on a <®°"T) c.?>= (-l)'&|<-r) (ad'c.F> :

er \-Ct.‘c.e

\ 50 e CIR), alom

0(\"371(‘ ) ”{>: ("f%{) X ‘f> —

= b () pxeBdixs fém(x)cu)
b7 i p(xddx =
; § /i“e(r)dx‘
=<1, 9>
T=T
(&5 = ~T,% ¢ <

— ——S§- {(1) QC], gf(fx)d:c
= ) 94G) gl éx
|Pf

(per de derme do bord
cor ¢ eCI(RQ) )

=<T§,§ ) L(’>

TBn PMWL\M) l'vxcl.e/{)wd, ar  rapport
(e fln

o Vordve doy  ddnvehon
do gM&) et vrad -



5. Exem ples de  ddrivées auw sens des dustr bu{\ons
EXe,mPLe 1. Sork  we LLo (n&) ok v(x):= u.(t)d\:

Alors v est wune fonchion  continue et Loj dérivée
de Ty aw sens des distrbubtons et Ty
Reouve - On éurk w auw lew de T,
et v au Llew de 7T

Soik € CS(R) On a

<v) cy> =-<v q>>=~g ( u(j)dj)cF(’X)c\x

OYL Pe,u,t utiliser fu‘m\\ .

<V (,l)> = — S ( S u(j> Cf)(x) ﬂ—0<j<x Ax) &j

+ S ( S u(j) c‘> (1 x<~j<0 dx) dj

—_--j( §0x)dx) o )y + 0 (§ Poa) £y onipay
R

(&

= § 9 Lpo vy + [ g o wldy =< >
R R

'_E)(e,\m.)le 2. Sk H(X)’z 11—{7(703' A\.o*s H = 80.

Exemvk 3. Au sens des distribubions, (Loglx\))z '\/P—‘x-_ .

)
V= W Aare Jonyy

d:.@} cﬂ.)\\jcnbudc&om :

J%Ovuk\'a e
Heew o1 che

<H)) "f>=-<H) “f)> =
= |- S LFO(’X)dI —

M
—_ — ggf)<3(>d3( = ‘-{’(O) -

\ﬁ,“\,) =R, %) .



/Pr,o?osi\:\'on, Soik I < ﬂ?, un  {ntervalle Ou\left, Te :D)(I).
Albrs T= Const @ T)=O‘

Démonsbrakion. =2  évident.

€ S T=0 abrs <T,0D>=0, VYoel(@)
Tixons ? < C:DCI) vec S?(x)dx =4
R

St 9e((T), ook
() = lx)— plx (Pdye C7(T).
() LFX o )éc{a Yiye &7(T)
Sork Q(’JC) :=—'S f\.\x(\j)d\j

Abrs &=y o 6el7(T)

En e,H?e,t) st a<b sont tels que
Suppep U Supp p & la,b]Jc T, alors
Supp O c [a, bJ) P’LL(S({M,Q) siv x 2b

/

O(x)—= S (?(Z)«f(%}fq(\j)dj) dz =
([

o

= nS( (LP(z)Ay(z)é Cf(j)dj) dz = O.
Tar C,ons€7uerd:) <.T; @)> = <—C \-|1>=O/ donec
<> =<8 4Gy = C <L

N

ou C:= <FT)f>) donc T= C = (onst.



