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3. Support des distributions
-

finition. Soient le Rd un ouvert et co un ouvert

mon vide cool . Si 1-c- D'(b), la restriction
de T à co

, Tpa , est définie comme la forme
linéaire sur Cisco) donnée par ça a un sens car

{Tu , q) :'-(T, q), V-qc-C.TO) . on peut voir q comme
un élément de cils)

comme Cisco) c CRR), la définition a un sens . ( en prolongeant par 0Si Keu un compact, alors

<Tlo , 4) = ET, y) , V-qec.is (a)= ,

en dehors de co ) .

donc la continuité de Tpa sur CÊ(co) résulte

directement de la continuité de T sur CICR),
autrement dit Tpoe D' (a) .

←
Si de co?

On voit
que, si alcool, alors (%) peu, là .

alors (Tw , q) e)

Proposition (Propriété de faisceau) . Soit le Rd ouvert
#tallais 9) =

- -

=Glu
,
g)=⇐ 4$

et Cui); une famille localement finie d'ouverts
A

telle qtue ¥9 uij - R .
Pour tout je NE soit d. de Côte)

J c-D'(g) et supposons que , tt isjet
*

tq coing#0,

i.±:S: ÷:
""

Démonstration
Existence : Soit ( xj)j une partition de l' unité

subordonnée à la famille (g)j , dont l'existence

est garantie par le Théorème 4 du chapitre I .



Si qe ETR), alors Xjqecécwj)
et (Tj , Xjq) a un sens. On pose Idée : si

"

Tj - T
"

c- cette somme

<qq ) - Îtisxïq) ' (*)
ÎLT, g)=

Comme supp q est un ensemble compact ,
l'ensemble { j : ojnsuppq #d} est fini,

{THÉ )
4

A-←
* ⇐ suppl ,

donc la somme dans (A) est finie .

Exercice Montrer
que
TE D' (D) .

- LA 7- vois . x couvert par

Montrons que Tpcg. -Tj , VJEN? un nombre fini de uj .

On doit vérifier que On en extrait un

4) = (Tj , q) , Hqe Cooley.) .

recouvrement fini .

Or
, ⇐ g)= ÊLTI , Xie)
comme Xiqe Co

" (coin coj) et que Titano, loing ,
on a {Ti , Xiq ) - (Tj , xiq) , d'où

⇐d-i-IT.in/iy)-- Ïtisxiq) -
← parce que

= (Tj , Ëxiq) = ( Tisa) izxilx) Xix)- 1

Unicité : Il suffit de voir que t' lui -0 pour
tout i fffxesuppq .

implique 7=0 .
Mais
,
si qe Cicr),

"" " """ ± ¥ ⇐ ÏË % "" ( RËÊ
"

"Üe ante dit"
< Iq) = IÈËLT, xiqd-IELTpq.sn/iq)--0 . qui vérifie les conditions ,

r alors 4F pu, ⇒
vi.

te)=tËÉxiÀ titiller.



Définition On appelle le zipper de TEDKR)
le complémentaire de la réunion de tous les

ouverts cool tels que Tu =D.

üË
" "

: ,

i) xo Et supp T ⇒ 7Vol ouvert tqxoev et THEO.
iii) xoe supp T⇒ tt VCR ouvert tqxoev,

3- qe CFA) tq (Tq)#0 .

iiï ) si tel un fermé , alors

supp TCF ⇒ 7) rap = 0 . il x. f- suppT ⇒

Zoe ouvert co

Démonstration i) est une réécriture de la définition .
tq Tpa = 0 .

ii) Par la partie i), on a

x. c- supp T ⇒ # VCR ouvert tq xoev,Tu#0.
Mais Tu #0 signifie précisément
qu' il existe qc-C.TV/tqLIq)t-0 .

iii) f- Si Tpr# e-0
,
alors
,

comme RIF est un ouvert
,
RIFCRI suppT,

autrement dit suppTe F-

⇒ Soit suppTCF et qe CÎ(RIF),
donc qe c? I supp T) .

Soit K : = supp q
c Rt supp T . Kock⇒ xo Et supp T

Par la partie i) , V-x.tk il existe wx.cl

ouvert tq x.Eu, et Tu
,

=D .

On en extrait une famille fini qui recouvre ki
guppy = K caSoit co leur réunion .



On a q c- Cice) donc
, par

la Propriété Tpu
,

-0
,
taco

de faisceau, LT, q) = 0 .
⇒ T' lu =D .

Exemptes • Soit f- C- Lidl) , et Ty la distribution

%: ¥:p .

" 7- est le support

Dém : Exercice
• supp (à sa.) = { xo} . ,

VLE Nd Tp ⇒0 .

Dénr : Soit F : = {xo} dans la Proposition ci-dessus , iü ) -
si qe c

"
et supp qe RLÇX.}, alors 1ère étape

q est identiquement nulle sur un voisinage ouvert supplées>c.) a fait
de xo

,
en particulier LES", g) = C- 1)

""
d'qlxo ) -O .

On a donc supp (d' sx.) c {xo} .
Il suffit maintenant de vérifier que supp Seo)#d,

c'est à dire que Odsx. #0, autrement dit qu' il existe supp q compact,

qe coach) telle que T.co , g)= f-D'
*

otqlxo) #0 . xoetsuppq
IL suffit de prendre q (x )

: =

× (x) (x- xo )? ⇒ 3- voir - de ses ,N

où ye CICR) et y = 1 près de x. . Vnsuppq - O .

Théorème soit l'C-D'(B) et x. c-R .

Supposons que supp l'
= {xo} .

Il existe alors

KEN et des nombres complexes (ad) ," × tels que

G) T - ¥,.

axddsx
.

.

R

Démonstration Par translation, on se ramène au cas x.=D .

Soit r>0 tel que BÆ - R . On sait qu'il existe
C. JO et KEN tels que , VEE avec supp D-cB#



(E) KT, 0-71 à ÇJ ¥, 10×0-44 . Proposition 1- iiii,
- page 33 .

Fixons une fonction cut-off X. C-CI supp XCBCQR) .
On montrera (A) avec r Remarque

-- .

g-= LT, xdx) . Il faut pas

2-0¥ confondre
Soit qe ÇCR), qrcx) : - qlx)- × ! xdxlx) .

KKK

" "

"↳%,»= ¥ .im

KKK et Tpw
=p-¥.ws..at#E::.iE:.donc il suffit de montrer que (T, F) =D .

Pour cela
,
on observe que , VILIEK ⇒ Ca tq -

Iotqlx ) ) s ↳ txt
"""

,
tlxler . (Exercice) LT, %¥àxxµ

Pour tout ne NE posons qn (x)
: = x.(nx) .

La formule de Leibniz donne
, pour tout IPIEK,

=

LJxdxlxD-u@Pq.ncxYç (f) lotqcxslln"" trxlnxsl HMx
Si lxl > rit, alors la somme vaut 0

.
(1)
"0410f

avec une constante
Si lxlçrilr

,
alors elle s'estime

perf indépendante de n . = So
, y) .

¥ (f) c.pair)
"-Hmm-t' Enm

""
0
, ÆÆpe

donc ¥ ) implique ¥ç LT, qn) - O . Otyloko ,
Mais supp (F- qn) #0, donc <Tqn) - tp) , tt ILIEK

.

et on conclut que LT, =D
.



1) Soit x. y c- Rd et a une fonction
de classe C"

'
sur un voisinage ouvert du segment Ë¥p

reliant x à xty . Démontrer la formutendayl

"""9) =¥ ETdelxt-E.fr?-y!jq-t)kdu(x+ty)dt
⇒ 7 vois - ouvert

KK
de 0 sur lequel
~

Qu = q .

2) Soit vu une fonction de classe C
" '

sur la boule

de centre x et de rayon r>
0
, tq Fu ( x.KO VINE k _

Montrer qu' il existe C>0 tqlqlxtfsclx-x.tw,
pour tout x dans cette boule

.



4. Distributions à support compact .

Définitoire F)est à support compact R

si suppTc R est un ensemble compact .

On note EKR) l'ensemble des distributions à support compact .

Théorème si RCIRD un ouvert et #D'(D)
,- Rq CHR) est

alors TE l' (B) si
,
et seulement si

,
il existe

un espace de Fréchet
F : (b)→¢ une forme linéaire continue

telle
que
T'
peser,

= T -

Remmatque On sait (Théorème 3, p - 29) que
l'ensemble ETR) est dense dans CTR)

,
donc F

,

si elle existe
,
est unique .

Démonstrationduthéorèmesupposonsd'abord qu' il existe I : CTR)→ ¢ ,
une extension continue de T . Par la Proposition 2, page 4,
il existe KJCR compact , KEN et GO tels que

KIM = KTIQXE C.¥, D'qlxhtqec.fr) .

Montrons que suppTe Kj .
En effet, soit xotekj , et VCR un ouvert tqxoev
et V nkj-d.si qec.HR) et suppqcv,
alors sup IOÎQLXY = 0 pour tout KKK,

XEKJ

donc l' inégalité ci-dessus montre que LT, g)= 0 .

Cela montre que xo ¢ supp T,
autrement dit supp Te Kj .



Inversement
, supposons que TCEEYR) .

%: Ânier: ne
:*:÷÷àËü,

"

1- Ici
: CÊCR)→ CI est continue

,

'
-
-
-
-
-

-
-

Ü
j

autrement dit il existe KEN et C >0 tq
$

KINE CÉ ! :p 10441 , tqeqçuppqcp . c¥Æ*)
j j " suppT

vois .

ouvert

Fixons XEC
"

tq X (x)- 1 , V-xc-dusuppjsuppxek.gr _
Soit ye R)

.

et considérons q
: -

Xy . supp q c Kj ,
Par la règle de Leibniz

,
il existe ↳ 70 tq y=p sur supp T .

Ère .IE/O4xHlsCxE* tôt .
j j

En appliquant l' inégalité ci-dessus
,

on obtient

KTxxtlsccx-z.es#ldxlxY . 5- xxxltx)q .

Comme supp ( ( t-x)x) m supp -1=0, ( t-x) 4)⇒ et

KTTHECCXE.is#.ldxlxY.v-xecoTr) .
On en déduit que T s'étend en une application
continue T : C

"
→¢

.

Rerque En particulier, toute distribution à support

compact est d'ordre fini .



Chapitre I : Opérations sur les distributions
- -

--

Rappel1. Produit d'une distribution et d'une fonction C
"
-

-

ThéÆéfinition Soient TE D'(b)
,
ae (R) . Si T= Ty ,

On définit at par f- C-Là , alors

{ai, y ) : = (Tag) , pour tout 9KFR) - Lg,g) =§flx)qlx)dx .Alors ATE D'(B) . |Démonstration -
- si aecscr )

,
alors

si KCR compact, alors il existe GO et KEN tq
age çaKTYY E Ç¥ ! loyal , Hye CICR) . ↳

Si QECÊCR) , alors aye (D) aussi, donc
Îdéfihie de manière habitue

on aenvie]
(produit ponctuel)

KT, aqtlsc-zsy.pe/OYaq)lxtl d'avoir fat , g) = {Cafllxlqlxldx
ATP - Tap

f

E C
'

,Ç ! 10%1×4 , = § acxtflxlqlxldx =
où la dernière inégalité est une conséquence =§flxtalxlqlxDdxKTpa
de la formule de Leibniz . On a donc

AT : CICR)→ ¢ continue
, cqfd a Rqen Si F- Tp ,

Exercice soit ISE D' (B) et a, be (R) . Montrer que : f- e- L'ue , alors

1) supp (at) c supp a n suppT égalité ? ATP = Taf2) (ou b)T = ATTBT
-

3) a(Tts) =attas (R)
,
alors

-
si qe ça

4) acbt) = (ab)T . La Sxo , g) = Lsa , aq) =
Exemptes . asx

.

= acxo) Sx
.

= Clay) (x) = alxo) qlxo) =

• xvpfz = 1 .

= acxoks.co , q)#
= Cacao) Sxosq) .



Exercice Soit TED' (R) . Montrer que xT=0 \ Si qe CICR) , alors
si
,
et seulement si

,
il existe AEQ tq F- Iso .

(xvp} , g)= Epfz , xq) -
Dérivation des distributions2-
-

Définitionnelle Soit TEDYR) . On définit une
= ¥5 (Ë¥#Ylxtdxtfxqlxldx)

forme linéaire ¥
,
sur CMR) en posant

⇒ Îsqlxldx =

{¥ç , q) : =-4,0¥) , pour tout qec.TL) .
as

= S txqlxldx .

Alors ¥
,

c- D' (B) .

- cs

= 41 , q ) .

Démonstration Si Kel compact, alors il existe KEN et ↳0

tels que KTY) ) s ÇÊ ¥7210441, VYECÊ
g-= Tg

donc K¥7 , g)le CÉ Œil "dk%ç
,
II "" b

(¥¥ , g)= -ftp.qq) =
donc ¥

,
c- D'(D)

.

Ptpriétés i) Si T-Tf avec f- de classe d
,
alors

= -§ f- (x ) Qcjqlxldx

ËT=T¥.

.

TED"" ⇒ ¥→ @sans ,

§ Qq f- (x ) qlxldx
iii) supp ¥,

c supp T ( pas de tenue de bord

iv) si aecscr) ,#D'(b) , ¥ = T+a§÷.

.

car y c- CTR) )

P Exercice =
, 4)

Rencogne (dérivées d'ordre supérieur) _
Si XEND, on a g)= G)"↳ d'q) . En particulier , indépend . par rapport

(
à l'ordre

ydes dérivations
le thon de Schwarz est vrai .



3.

Exzmptesdederiveesausensdesdistributions-F-xempk-1-S.itne Lui CIR) et vcx) - { uctdt . n'= u au sens
Alors v est une fonction continue et la dérivée

des distributions .

de Tv au sens des distributions est Tu .

Preuves . On écrit u au lieu de Tre

et v au lieu de Tv .

Soit qe CICR! On a

{↳ g) = -↳ g) = -§ ( Êuly)dy)qYx)dx .

On peut utiliser Fubini :

<i, g)= - § (§ ulylqkxlfxye.edu/dy
+ { ( { uly) célxtttxeyeodx) dy

= - § (ËqYx)dx) ftp.ulyldy + § (Ê qkxldxlky.eu dy fonction de

Heaviside

= § qly) ftp.ulyldy-fqlylkyeoucyldy - Luçq) .

-

Exemptez soit Hlx) - 1g,>oz . Alors t'= So
. -

Exempte Au sens des distributions
,
( hoglxl )

'
= vpfz . ( H '

, g) =-(H , q
') =

= - [ célxdx =
= - { célxtdx = qlo) .

µ
Ipp .

¥80,4) .



Prmoposition Soit ICIR un intervalle ouvert , l'C-D'CI) .

Alors 7- const ⇒ T'=D
.

Démonstration ⇒ évident .

⇐ Si T'=p alors {JE)=0
,
VOICI) .

Fixons geCÇ(I) avec

"
{gcxtdx-1.si

QEÇCII, soit

ylxli-qlxl-gcxpfqlydy.EC?CI) .

Soit Olx) :=Ëxly)dy .

Alors D-
'

=p et a- c- CECI) .

En effet, si aeb sont tels que

suppqusuppgc [a, b)CI , alors

supp Ac [a, b), puisque, si x7b
,

ocx)=Ï ( qlz)- plz)§q(g) dy) dz =

= { (qlz)-gfz)! qly )dy) de - On
Par conséquent, LT, 0-7--47,47=0, donc

<Iq) - tp)! qlytdy-CLI.cl,
où C-= (Ip), donc F- C = const .


