
Institut Galilée 2020-2021
Filière MI

DISTRIBUTIONS

JacekJendrejCCNR5etUsPNIjendrej@math.univ- paris B. fr

( d'après les notes de cours du même titre

par prof . Jean- Marc Delort, USPN )

( MI
,
30/03/2021



Prmoposition Soit ICIR un intervalle ouvert , l'C-D'CI) .

7- const ça veut dire

Alors 7- const ⇒ T'=D
.

T peut être identifiée

Démonstration ⇒ évident . à une fonction constante

⇐ Si T'=p alors {JE)=0
,
VOICI) .

7- 7
,

JE E
Fixons gecéci) avec {S'""" =L .

⇐ y> = 1.§ q(a) doe .

Si QEÇCII, soit

ylxt-qlxl-gcxpqlydy.EC?CI)SoitT--#-Cj
On calcule T

'
.

Soit Olx) :=Ëxly)dy .

<T '
, g)= - (Iq') =

Alors D-
'

=p et a- c- CECI) .

En effet, si aeb sont tels que
=-§ y'(a)dx = - 1×0--0 .

suppqusuppgc [a, b)CI , alors _

supp O-o [a,b), puisque, si xzb
,

Il est clair que Supply) tab)

ocx)=Ï ( qlz)- plz)§q(g) dy) dz = si xça
,
alors il est clair que

• (x )- O .

= { (qlz)-gfz)! qly )dy) de = On
Par conséquent, LT, 0-7--47,47=0, donc

<Iq) - ftp.fqlyldy-clbqt,
où C-= (Ip), donc F- C = const .
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4. Translations
, changement d'échelle, changement de variables .

--- fonction f- i. K'→6.

Notation : soit qecilRY.ae Rd .

translation de f :
On pose ( Tag ) (x) - qcx - a) .

Définition Soit l'C-D' CRY, a c- Rd . Chao f) ( x)# f-(x-xD
On définit Tate D' ( Rd) par
<TAT, q) :- LT, E-aq) . 1f

Et
-1

Soit le et
, pour f- c- L'we (Rd), soit

° le

f-> (x)- f- (Ax) . si qecésprd) , on a
Si T est une fonction f- (F-Tz) ,

alors

§, falxlqlxldx =! fttxlqlxldx- 9=7" {Tag , g) =ftp.T-aqs-dy-lxlddx
= ! f- (g) ttdq a) dy = §, ftylhtdqm.ly)dy .

= §, ftp.qlxxaldx =
On utilise donc cette formule pour définir

Ta lorsque 1- c- D' ( Rd) : = §, f- (x-a) qlxldx =
Dnféinition Soient 1ERE

,
l'E- D' Atd) .

On définit T.se D'Ckd) par = {Taf , y) .

{ Ta, q) = LT, Al
-

dq") .

-

1Er identifiant Tf à f, on écrit

ÉPI 1- = So ,
1ER * . C'est quoi Ta

? (Taf, g) = ( Taf , y)
On calcule :

↳D= lardon
.
) -Là, tariqa) = ¥ -1

= IH-dqm.co) = 111
- dqlo) ,

donc ( s.), -_ tatas. . fr,

F- IKKI



Soient 52
,
l' a Rd deux ouverts

,
x : M→ M

'

un difféomorphisme C
"

.

Soit f- il →¢ , f- c- L'↳ (R)
et font

'
: l' → E- Alors font

'
c- L'
*(R

' ) .
Pour qc-C.HR

') , on a

§ ( fox-tkxlqlxldx-fflxlqlxlxlldetzxlxyd.es
où J×(x) est la matrice jacobienne de K -

On a donc ftp.wsqy-LTpzqokldeth.D,
et sets qox (x) ) det Ix (x) ) est une fonction C"

car Ix (x) ne s'annule pas .

Cela permet de définir la composition d'une distribution Si T est une fonction :
et d'un difféomorphisme C" .

Notation : si qe l
')
, on pose KKqi-qoxec.HR), M s f)

donc-xx-i.CM → CMR) lorsque x :P-sh
'

.

Définition préposition Soit 1- c-D'(b) et K :P→l ' "T
" //un difféomorphisme C"

.

On définit K*TeD'(l
') par v

{x*T
, y) : -_ LT, (Hq) I det 3*1) . E

Tok
- t

÷ AI-→¢ .
Démonstration Soit K'ch ' compact .

On doit montrer qu' il existe K' EN et d'70 tq qe (M ') .

KKx-T.pt/ECE,.supl0dqCxYl .c- K' « *qe R)
Soit K KICK ') C R compact . Alors x* qe cite). Il

queSi on pose y=K*q I det 3×1 , on a donc

{ K*T, q) = LT, y) .
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Comme TEDKR)
,
il existe KEN et C 70 tq

KTYHE CÉ .es#ldxCxtl -

Il suffit donc de voir que

Ça à:B là [qoxcxlldetaxcxsbls-CYE.es?ug.lodqcxYl .
Or on vérifie par récurrence que

d' [ qoxlx )]
est combinaison linéaire d'expressions
( Aq ) ( xcx )) Pap ( (d'x) ,"" ,"

) avec PKK)

et Pap polynôme -

Exempte Soit x : R→ R difféomorphisme .

Calculons K* So . On a

{ K¥5 . , g) =L So , (q.ro/x4)--q.xco)IxYdI--lxYdKsxc.,,q7
,

donc K* 5. = INCO) ) sac» .

Remarque Les translations et les changements
d'échelle sont des cas particuliers
de changements de variables .
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5. Limite d'une suite de distributions
- Rqe

Définition soit RCIRD ouvert
, (1)n une suite -

Si Tns T
d'éléments de D'(b) .

On dit que Tu→T dans D'CR)

si {Tn, 4)→ (Tq) , V-qec.HR) .

et Trees

On écrit souvent Tn-T - alors 7=5
.

Prmepriétés i ) Si Tn-T, alors → OH
,
VXEND

.

ii) si Cfnln une suite dans L'full) , lepeos,
et fn-2f dans L'lock), alors Tfn→Tg .

LA

Définition Soit
n une suite de distributions

.

On dit que la série IÊ Tu converge dans D'(b)

Soit qecésltd) .
si la suite Su : - ÎÈ Tu converge Il faut vérifier que

Remarque si IÉT converge, alors

"CEÊTNI - ËŒ ,
* * a .

Un , 9) → qco) .*
Exemples §,

ndxlnx) q (x) dx =
7)
-

Soit y c-
L' (Rd) vérifiant fxlx)dx=1,

et Xn (x) - ndxlnx) . Alors xn- So .

ii) Soit X. (x) : - expcztin.cl, x. c- soir) . = § Xly) qlyln) dy =
Alors xw0 dans D'CIR) .

iii) 1"; → vpfz dans D'Ur) quand e-so .

= ,y§n , X (g) Qlylnldyt! .gr/lylqlyhddy
Remarquer Dans le dernier exemple il n'y a pas de suite ;

il faut comprendre que fin , 4) = Cpt,d, VI. psy



théorème Soit (Tn)n une suite dans D'(b) Pour tout E >0
,
la deuxième

telle que, V-qec.IR) , il existe lqee intégrale →0 quand mes .

avec <Tn , ce>→ le . Il existe alors )pÊÎÎ!ÎÉ} La 1ère intégrale :1- c- D'(B) telle que Tu
- T

.

Démonstration soit 5>0
,
alors JE >0 tq

IL est évident que LTQ) - lq YH lq lqlylntqlolcs VIYIENE,
est une forme linéaire sur ciel) . est une forme

ce qui impliqueIl suffit de montrer que Tpcêscsz) linéaire .

est continue pour tout Kel compact . #ça, xlylqlylntdy-qlqyf.mxlyldy)
Rappelons que CICR) est un espace de Fréchet .

Les formes linéaires (Tnlcêcr,)n vérifient £ fx S (x (g) ldyçcs .

les conditions du Théorème 1
, page 7, tyane

donc il existe KEN et Czo tq
KTN, qd E CÉ ¥10441, Yehia) . ⇒ Çndxlnxlqlxdx

En passant à la limite
,

on a
Rd

KTMHECJ.ae?%1dqCxsbv-qec,icrs,
→ 9101f Xlxldx

Rd

autrement dit la continuité de Tlc; .

= 410$ .
a _

Exercice soit 1- c-D' CRD) .
Montrer que µ UNI

Theil - TLim
-1N

= QÇT dans D'Atd) .
↳O -

Rqem Il est clair que , si Tnt,
alors ly existe et

Fg le - (Tq) .



De même
,
si (G)n une suite d'éléments de EYR)

,

on écrit Sn- S dans l'(D) si

¥:(sn.us = cs.es, V-qe.com . ) ÊÏegena faible - *

Imposition Soit ( Snln une suite dans l' (B) telle que, dans ( (R)) *
Hqe CYR) , il existe LYEE avec ( Sn, g)→ lq .

Il existe alors KCR compact tel que
supp (Sn) c K pour tout n,

et se ECR)
,

telle
que supp (5) CK et Swiss dans l'CR)

.

Démonstration Exercice
- -

Indication : CTR) est un espace de Fréchet -

LA
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6. Produit de convolution des distributions
- R = R

.

Convolution d'une distribution par une fonction test
--

Notation si qecéslrd), on note que ÇIRD)-

a -ctla fonction qtfx)-qfx) .

_

Si TEDYRD)
, on

note T' c- D' ( Rd) ° {

la distribution (TM) : - CTF) -

T' C- D'(E)
,

alors

Soit f- c- L'wird), et qyecôslpd) . Par le thon de Fubini,

<9*7 X) - § ( qx-ftlylxlytdy.ee! ! qlxtffy-xxlydx.ly
LT, ay) est bien défini

\ N

tqt même si q n'est pas lisse
= §, flxtlqx-xllxldx-lf.ci *x) .

Sur [0,1J .

ça; :
"* """ '"" { ⇒ a, "* sur un

Définition Soient qeco"( Rd) et l' C-D'(Rd) . espace plus grand .

On définit q*T=T*q par

{qx-Txt-LTx-q.sn) LT, à *x) , txec.TW . §! qlxlflynxlxlyldxdg=
Exercice Montrer que cette condition définit, g-ne← x

en effet, une distribution .
x←

y
- x

Ptposition 1) Pour tous TE (Rt), qecôlrd) et tend

049*7=(041*-1--9*04) . {§, 44 -a) f- (a)X.ly/dxdy
2) Pour tous l' C-D' ( Rd), q, YEÇIRD) Il

cêlx - y)(4*4)*7=4*(4*-1)
x

'

-

y - x , y
'
>

y

Ft x= y
'
- x

'



Démonstration

Æt xecélkd) .
Par les définitions, on a

{d'Cq #T), x) - C- D'"( q *Tox)

= C- 1)
"LT

, j'*d'd) = C-D'"LT,% * xD
= Là , à #x) = ( q * (OM) , x) , et

C- D'
"
LT
, à *d'xD- f- D'

"LT
, g) *x)

= LT, g)
"

* x) =L *Tx) .

2) Si XEÇ"( Rd), alors

{ (4*4)*9 x) - LT, ( y #x)
"

#x) et

( q * (y *Thx) - {y *Tsé * x)
= LT, T' * ( q#xD ,

donc il suffit de vérifier que (q #4)
"
*x- y

# (q
'
#x) .

On calcule :

((

qx-xtsxxkxt-fxlx-ykqx-xk-yldy-S.ir/(x-y)!q(-y-z)y(z-)dz-dy,

(x
'

# ( q
'

#xD (x) - §,yfx-iy.ly#xXyDdy'--!yl-x+y)!qlz--y)xCHdz'dy
'

,

ce qui est la même chose par le changement
des variables ( y

'

,
E) = (xtz, x- y) .

a
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Si f- C- L'↳ URD) et qecésltd), alors q #f- EETRD) et

(9*44)--5 qlx-g) f- (g) dy = ( f , qq.cn . )) .
←

< t' % où

yxly) : - qlx- y)
Cela reste vrai pour les distributions :

Théorème Si 1- c- D' (Rd) et qecéltd), alors
1-*y c- CYR') et txq) (x) -1T, qlx- . )) , tard .

← (I %
,

à

Démonstration dy) :c q¢x-y) .
Soit ylx ) (T, qfx- . )) . On montre d'abord

que y c- ( Rd), et ensuite que T*q=y .
Il suffit de vérifier que YEC

'

et dxjylx)- LT, Qçqlx- . )) .
Par récurrence

,
il en résultera que qe

(Rt)
.

Pour xettd
,
soit qxly) : qlx- y) .

←
Y (a)= qx) .

Soit xoeltd et xn→ x. . On voit alors qu' il
existe KCRD compact tel que supp (qxn) ok , Hn,
et fins sup 104*4)- dq.c.ly ) ) - o, ←

⇒ tifs suyplodqlxn-y)-04k¥
y c-Rd = 0

,

donc qxn→ qx. dans ÇÉTRD), donc ylxn)→ylx.), ce qui est vrai car
donc y est une fonctions continue

. Otq est uniformément
Soit x. c- Rd

,
et considérons

continue .

ylxothej)- ylxo)- kf-1,Qçqlx. - . ))
-7T
, q(x. + hej - . ) - qlxo- . )- hQçqlxo-. ))

Par la formule de Taylor,

qlxothej - y)- qlx. - y )- hdxjqlxo- y ) =

= n'§ ( ts)Qçqlx.- ythsej ) ds .



En dérivant par rapport à y sous
le signe Continuité de T ⇒

d' intégration, on obtient que KLEIN! 3- Ca >0 tq 7 C , le

tqyseupldlqlxo-hg-yt-qlxo-yl-hq.qc.ca-

y# Ecati, KTXY se ,Ê ¥210444 ,
donc / ylx.tk/-ylx.)-hLTQgqCxo-.D/EtE , ← ETE signifie Haggard) .
ce qui montre que Oxjvlxo ) = LT,Oxjqtxo- . )) . E ( Cath

.

Montrons maintenant que Txq- y .

Soit XEC? d) . Il faut vérifier que

{T*q , x) - Ly , x)# LT, ê*#=Lx. x)

⇒LT, yts! qlx-ytxlxldxy-faxlxk-syi-sqlx.us)) dx,
il faut donc justifier la possibilité d'échanger l'ordre

de T et f. L' idée est d'approcher l' intégrale
par sa somme de Riemann

,
et d'utiliser la linéarité deT.

Pour ho
,
soit Galy) :- N' ¥¥ qlhz -g)xlhz) .

te suppX

Alors tous les supp ( In) sont dans un compact
fixe K pour 1h41, et Lingen - y↳ §, qlx-yhdxldx
dans CÇ (Rd) . En effet , Haenel, d' En
est une famille de fonctions continues

,
bornées

uniformément , et d'ç(g)→ C- 1)
"'

§, d'qlxytxlxdx
pour tout yek .

'

IL en résulte que la convergence est uniforme .
*



Or
,
T est continue CICRd)→¢ donc

{T, y es §, qlx-ylxlxldxt-LI.no In) .

Pour tout hso
, la somme définissant En est finie, donc

{T
, %) = hd-2 LT, ytsqlhz -g)xlhz)) =

2- C- Ed
hz c- supp X

= hd-2 XCKZKT, ytsqlhz- y))= HE xltrzylhz) .
ZEZD ZEID
hzesupp× hesuppX

La fonction y est continue
,

donc la dernière

somme de Riemann converge vers {Y, K) -

Théorème Soit RCIRD ouvert et T C-D' (B) .
IL existe une suite (un)n dans CICR) telle que

Yai T dans DIR) .
7)

Démonstration Soit qe le noyau régularisant
"

, ¥ f. (¥ ) , f70, supp q -Bhai )
comme au chapitre I. 3, page 20 -

f q (x) dx =L .Soit (Kj )j une suite exhaustive de compacts
et yj EÇÊCR ), xj - 1 sur Kj .

On pose Un Xn ( fyn #T) .
Soit qc-C.TL) . Pour n assez grand, Xn=1

sur supp y , donc

Lyn , g)= fqlx) (x) (par#Thx) dx =
Rd

= §, q(x) (fa #T) (x) dx = (ça *T, g) =
= (T, fin # y} → (T, y) (cf - Corollaire 1, page 24) tg



Convolution d'une distribution et d'une distribution à support compact
-

Définition si TED
'

( IRD ) et Se l'CRP,
alors 7*5=5*-1 C-D'(Rd) est définie par

~

{T# S , q) : = LT , S * q ) .

Exercice Montrer que la condition ci-dessus définit

un élément -1*5 c- D'(Rd)
.

Indication : si 5 et y sont à support compact, 5*4 aussi:

Exemple . Si TEDYIRD) et x. c- Rd, alors J ( Eco *Il} =LT, Éco * q)
- -

Mais :
Srx
.

* T = Tx
.

T

• Si LEIND et 1- c- D' find ), alors
(Ôx
.

* g)( x) =

g) * T = FT .

niiïïïüïüüüü:" ÷: : ÷,
Tnt

,
et soit se EYRD) . Alors Tes#S

"

= q (xxx. ) =#x. g)(x )2) Soit ( Çdn une suite de l'CRD) avec

Sms dans EUR9, et soit TEDYRD) . (T, ↳q) =(Txotq) .Alors 1-* Sn- TAS dans D'( IRD)
.

Démonstration
1) soit qeco

" d) . On veut montrer que

<Tn , s' *g)→ LT, s' * q) .
Mais S' *y est une fonction fixe dans GTR") .

2) Soit qec.TK') . On veut montrer que
{T, à *g) → LT, s' * q) .

Il suffit de montrer qu' il existe KCRD compact
tel que SI *y→ S' *q dans CÊCRD) - t



On sait
que les supports de Sn sont Banach Steinhaus vs

des sous-ensembles d'un compact fixe (voir page 60 ), J C
, j , le fqdonc 7K compact tel que supp ( In *g)CK, Un -

Par le Thin 1 p -7
,
il existe C

,
le tq

ksinak.DK Cg:# Ça làqcyst, doncksnilYEC.IQ?!aldqlxtl,V-nsupsupK5n*qXxYsCysy&
, ,Çlàqly) les , ⇒

supp (E) ckj, Hn .NEN XEIRD

et de même sup.cz#IOdtEnx-q)(x)Iees,VxeNd .MEIN

v tt

Sn *coq)
Pour tout xe Rd, on a ( In *g) (x) → ( S' *g)(x),
donc le fait que toutes les dérivées soient

uniformément bornées implique que la convergence
a lieu dans cÎ( Rd ) .

Remarque Si TEDKRD) est fixe, alors--

↳ : 51-7-1*5 est un opérateur linéaire

E.
' ( Rd)→ D' (Rd )

continu ( pour la notion de convergence
de suites)

.

On appelle T le de l'opérateur Lt .

Un tel opérateur Lt est invariant par translations
:

-

↳ t.us/--T*(Tx.S)--Tx.(Tx-s)--TxdL-5) .

On peut montrer que tous les opérateurs linéaires

invariants par translations ont cette forme .

Et



Chapitre I. Solutions élémentaires
-

Définition Un opérateur différentiel à coefficients
constants sur Rd est un opérateur P :C

" d)→CTRL)
de la forme T'= Ê axé, où agee, KEN .

Remarque soit p : - ça,âge EYIRD) .
Alors Pq=p*q, tt qe (Rd) .

Un opérateur différentiel est donc un opérateur
de convolution . Il est locale , c'est-à-dire

g) (x) ne dépend que
des valeurs de q

au voisinage arbitrairement petit de x.
Les opérateurs différentiels sont les seuls

opérateurs de convolution ayant cette propriété .
Définition Soit D=¥,axé un opérateur différentiel ←

PAF = So
à coefficients constants . Une

sdutionélémentairedeP est une distribution EE D' ( Rd) telle que PE- So .

Si on connait une solution élémentaire E
Et

de l' opérateur différentiel P, alors on peut Pu- peu =résoudre explicitement l'équation différentielle C-
Pu = f pour tout f-EEYRD) : =p * (F- * f) =

↳ ÷ E- *f est une solution de Pu - f-
= (p*E) * f- =teimnarque La question de l'unicité est délicate .

Théorème (Malgrange- Ehrenpreis) Tout opérateur différentiel = to * f- = f.
à coefficients constants non nul a une solution élémentaire .

On verra en TD des exemples de solutions élémentaires .
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