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C'(\G«")U:re 1. EsPaces de Fréchet
fp@{t’nih’or\ 1.5 X un espace vedortel, sue C.
Une semi~norme est une eFor\d:»’or\ P X —> [0, 00[

O\,j ant les ProPrL'éjcés swivantes !

V) P(\.u-v) < P(uh— P(v) Fu,v eX

) P('X u)= |2l p(u) Y Ael, weX. =
Soit X un espace vedorelk  suv €
et /P, > 1’)2 yero une  Suite de semv—normes
:‘_D_éq(fni’c{om 2.0n dit c[u{ leo swuie de semi- normes
C 193')5 est sélsafanft st ‘d w€ XN\ gO}
L existe Je N*  tel que Pj(u)> 0. 2

%L’m’h’or\ 3; Soit P Py~ Une Sunte
Sé?cc,ra,n't{ de  Semi— normes. Or\ d»’ b cfu'\m.
ensemble U & X est ouvest s \{ we U il ewste
Jo e N* & >0 +els Clue
{VGXl FJ'(\I—U)<£_ 'FC\.W ‘tOut:‘(joKC .

(PFOPoSi{Tl'Or\;l. Lo condibion ci—dessus d&%{\’\.\t
une -tsvo\,ojde. de ch.sc&orﬂ sur X,

Exercice __I—_._ Deémontrer oo dernid re ffoi)osi’ct'or\- =3
0"@?05{{:\’0& 2 La «fom‘c\‘or\ d: X=X —[0w[
(7o)
.y =S L _p
de{-mle PCU' d(u)\l) = JZ\ ZJ' \+ P.'("-“)

est une distance et ndut la ‘{'oPoloT'e, déf Pve/céde,mmer\{:
|



D¢ mons{ra:hot\, Tosons dCLbord i
__L _pru
=2 g RS

Oa  montre Cfue do @ les Proprtétés swvantes

1“) d, ( W=0 =D w=0

W) do(usv) € dolu)+d, (V)) Vwve X
La {Fremu,ere {)ro')nd:& rQSult-e, directement du &u\:
que lee rg—(umug <()J) est Sé[)(trcmt'e

Busr montrer ) 1l swifit de Vo que

pilww) P AW .
| < Ps(u—\'v) HV‘(\A) H-?;(V) / VJGN.

La %on chon .[, (H):= e t est wossante ot Concave
pour  +20. Posons  ai= = pi(u), br=pyv ),
on a donc 191'(“‘“’) SAQ+b et

-"-( ﬂ(uw)) < —-‘—(CH‘)) s ‘('CCL){— —F(")

Les Pm‘)n'e”cés i) et 'ii) 1'm1)]»'(‘ue,hf @&kmfm\:
Clu,e d et une distance:



Soit UC X un  ensemble ouvert selon la (Dé{-- 3,

et we U. Soit \S° ek g donnds pas loo ’Dc"?-?;.

Sany  restreindre oo 3énéral\"c€ ;O peuk Sumxrscr es< |.
Sot veX el que d (u,\l\ < Z-Jf'&: .

Lo dé‘-»’nih’or\ de loo distance d {m{ab'c‘ue alors

4 pi-w) =)o~ %
28 |4py(v-u) <27 e, Yjewnt

En Pav'tt'c,uh‘ev ) N J S So on Q.
pilv==)
| P (v-u)
done P (\/-u\ <&  pPour tout j S j°’
Ce C]W x"m[)l,iqu& Vel Ax'nsi) la ":oPolotjl’e
de lo @4»’ni’c{m 3 est mons —Y-—t'r\,c que
loe ‘b‘\o\ij’e- ndute par d.

< ﬁ e < (2-¢) Fg(\’““) <€,

Pour  montrer cfu)dle, est ausst EL’E’E.)
L suffit de prouver que Pour touk ueX, €>0 il exste
jo e N* et £>0 tels que
{ve)(: Fj(v-u)<g VjSM < {\/ eX ! d(u,v)<2'},

Pour c,ela) ol suw’c de prw&re joeIN* {-dci'uz
2% <3, o e<f?

5



Puisgue X est un esplce mé’cn'c‘ue ;o et dar
Ce qua 9 n({\’en{,’ lo wnveraence_ de sudes
et la notton dlune suite de chdwj-
Lemme |- Une  swite (ua), déléments de X :

I)Corwerge vers w5t et sewlement sy
}\,&;\: Fi(uf\ -u) =0 5 Pour touk JCN*.
2Y) est une swite de Co““d‘j $v et sewlement v
V€>O) JQN* ANEN el que
Pj(um‘u'\) <S¢ pour tous m,n 2 N,
X

2 CPJ )3 est une swite de semu— hormes,
alors  en  remplagant P Par \’{\SL;& Poo
on Peu,t Sulai)oger sons vestreindre Séne/rdﬂ'e/

UR (T)f)&. e,st une swte Crox'ssmtg_ 5 (.)e,st —a. —due
FJ(DL) QPW (u) f’)our tous uexX et je\N*.

?roposﬂ:ior\. 2. Soit X un e/s]?ace veckortel,

omun c])w»e %mee, Crossante  de  semu~ Normes q)f)f .
WUne r%ornf\& nare T @ X—=2C et Gontinue

51, et seulement si, il exste SQN* et CrO

Lels Ciue, \_ru‘ < CFJ(U)) N ueX.

PDeémonstration
SOLL 'Ti X“‘"’C Une f-YOl‘me ur\e/q,[ra telle Ci’ue.
|Tu| s Cﬂ(u) ) Y ueX,
e,t Soit (un)n, une Swite cru( wnverse VErS O. n_’._




En ?wafc,\&UQr) ﬂ(un)——’ 0 (Vor Lemme 1)
donc Tu, =0, outrement dit T et conkinue
en u=0. La lnéark 1mPl»1ue que T est continue.

,nversemen‘c $uWosons que pour tout Je I}\l
il exuste U; EX tel que
\T“ﬂ Z ) ACHE

Considerons  la suwite \/\ = 31;-:-(_“-!—)'
Aloes \OJ<V1\ = ‘]l.—) donc \/j —>0  dans X)

maoun's lT\/j-, > i et TV r\'e,ﬁ: ?CL) Continuz -



%{M Soit X un espace veckoriel ,  muny
d'une tepologie sncluite par une famile sépacunte
de semi—normes. On dit Gue X est un espace
de  Frechet o1 X) vu omme un u")ac&
méi—mtiue , est com ,)lei' .

’Scem‘:\\ii_

0 St X et un espice de Banach , alow
Y et aumss un 031)&% de Fréchet -
Bn e&Hd‘,) WL Suﬁ-ﬂc de poser P‘(u):= “«.L\\)k
et {’J(U)‘—‘O pows touk jZZ
2% ) Soit X =W L’es?ue des swdes de nombrs
Complexes u=(um) umy--) et posons
pr(u) i= |u?
Montrons que X et un epece de TFréchet
Sott (uo, u,, .)  une sude de Ca.ud\t)
dans X. Far le Lemme |,
Pour tout J'GN*) la swite (uc,("),u.(p)---)
et une swie de Ccu-w\wn dons C S donc e
Cohveraa versS qu) e C .

Tncore  une «‘-o»'s pa le Lemme, U= uw dans K.



3) Solt C(ﬂid) lleS[)me des v-for\d:t’ons continues
u! “Zd —>C et rI)oSon.s

py(w):= WP ENCp

x]&\s

Alors C(RY) est un espace de Frédet .
‘L’) Soit lQPsw. On cle’.{.t'nit L.P C'Rd) Comme

loc

[’eA e des {—onc’n’ons mesura.bles W er—-—a(E

tellea cim é | u(jc)\pdx < oo pPour touk
A . ] _ i
K < 1% C,omimct ( Q'st GSEAP ‘fu('x)‘ svop= (/))_ ;

\
T%sons e, (w):= (S. | w(x))? cix)/P :
|

'nlsj

L'lo[: and) est alon  un esPau de Tréchet.
K

Théordme |. Sott K un esplue de Tréchet,
dont la to()olog{e est  donnée par  une sucte
Croissante  de Semi— normes C Fj)l 5 et soit
C-rr\)n wae Swte de «‘)-orme,s Lindaires  Conhinues
T X—=>C  tedles que
Sup | T u| <© , WueX.
Alos il exse C>0 et jeN' Wls que
Toul s Cp(w) ,  WneN, uex
Demonstration  La preuve est  bask sur le théordme
de PBaire, et ressemble becuxcou“o & la preuve
habituelle du théoreme de Banach— Steahaus.




Considérons  les ensembles
— . %
An = {uex - sup [Tau| < m{, menN*.

Far l)hj\oothése/ “\\gm* Am = X. |
Cho.ciue Am, €tant  une intersechion d’ensembles
&meés , et un ensemble {—ermé-
Far  le théoreme de Baire ,; il edste mé€ N
tel ciue, Am. et d’intérieur non vide .
L existe donc  weX, J'GN* et €20 s que
fveX: pi(v-u)<el o An.
On  observe que A et convexe et s\\jmé t\-nt‘ue.
r t & O, donc
PCL Fd\_(a:/[)-[)-au) € = ﬁ(u—v)a Ps ((Zu—V)—u)< £ => 2u-veEAn
= v-2ueAn,
done -2|_- (\I+ (\I~Zu-))= v-u € Am
autrement  dit
p(W)<e = weAn = sup [Taw|sm,

: m
et on obktlent S‘I\A”) .Trl u‘ < 3 PA(”)’ 0



Ch(LPi)C\re HIN Es])ues de *owcﬂbns d(ﬁémnﬁableé‘

1. Les espaces C(R)

Sok R c HZO‘ un e,nsemb‘e, owesf . On rPOSQ_

(Q) C (Q) {u Q“”C w est Continue sur Q}
C'(Q)={w: RQoC; u admet des dénvées pastille

dordre i Continues sur Q}

={u:RC; Vishod 2 ke

et ’Qx € C(S?) }
Tor  récurrence , on Pe,u,t dq&mw

k’(gz) {U. SZ—»C) Y=1. ) gvc existe
ot g“ eC“‘ (S?_)j

On T)ose COO(SZ):= ﬁ Ck(Q).

k=0

=xeruse 1. Montrer C‘ue, ) Pour tout ke Ny {W})
Ck(Q) est  un espace Vectorel sur (.
T plus, 5 w,vE Ck(Q)} alors uve CK(Q).
;Dé-?fnih'm / I\loto.ﬁon U mul'= \ndice est un élément ole N
OC‘—‘CQL\).--,oZd). On ?ose
|0L| = ol, + ... + oLy (\or\ﬂuew' de 04))
QL‘. = (d‘!)-_- (0&6!>
D= L

x, Xy

Su obpe NY on ot
2P e bsod < Vis=l...d B <o

|



Si oupe N' ot oL 2P, on dEfinit
—-(L s = (0&‘ —-{5,)_.,) 0&&—{506\\\‘! et on ‘)ose.

4 o
(&) p coc S U.— (%L ) ()Coﬁﬁif’)

=xercice 2. Soit ke N v {cfo}) ue C"(Q) )
Oslek et iieih.yd] pu j=1 L.
Pour me {|)...) d}) Posons

et soit ol:= (o(.| NERES ozd)e NJ ‘
Montrer que

x L] =L .
%: ,-3% . t,;’t-i-b w e,x\'s’ce e,’C e,SlC Continue Sur Q

ol .
IV u existe et est  continue sur Q

D 9 9 oL
* 75’5_4,_ g’CtL_\ - 'Q-r.i. w= Qu,

Exerace 3, (T-or\‘nul& de I\\eu’coa)
ol oL

Pour xeR e O&GNA)O\’L fose = xy
Moni’rer Clue) ]’)O\.H‘ 'tOut T)j€|€c\ e‘t Xe Nd

(0c+j)°L: = (P) P &-P

ou la somme ost étendue sur Ler\sem'ole de ous

les multr —indices (BGNA tels que /5$o( :




¥E><erc~'se 4, (EOrwm\e de Lebnz )
Soit  w,ve C(R) et oLeWN! avee [d]ck -

N 3w = 37 (BEME)

Pour ’x,\jefe“) on note 'fx'::: \st’x:’

A=)

A

lae  norme eudidienne de -

St xeR? & Fe “ZA) on o

d ('x)'l:') = 1'n,s’- 'x-ﬂ"
3eF
Lemme 4. Sout QC \120‘ un  ensemble ouvert.
Pous ‘Equt 5 e IN*) soit

%d' = {'zcenzd)’ ]'x'<d e d(x,CQ>>XL}

Alors
i) VJ'GN*) KJ est un Sous— ensemble CcmPact de Q2

o

Q.«'t K‘ < KJ-H )

(o]

W) U K o= Q

jewx
ni) 9r KeQ et un ensemble Coml')&ct
alors 3L exite i N*  tel que  K<K;
Cemamgue  Une suite de  Sous—ensembles CJDMPCLdIS
de G2 vérhant les Conditions 1), W) et wil)
est C\ﬁh\é& une Suite exhaustive de Cnmf[‘)a,c:ts de R

Exerace 5. Démontrer le  Lemme 1.
— zm




Tar la Sui’ce/ C KJ )\1 est ’CouJ'ours laa swite
exhaustwe de comPacts o\é‘-{m’e dans le Lemme A..

@é’(—\'r\ib’m CSemds normes ek /Pseu&o- LouLes)
Soit ke et we Ck(SZ)- Pour  tout de \N*) on o

F (W) = up | u(x)] .
Po() l%: feéfl U’"

Pour kelkl/ J'GIN* et €>O/ on pose

\/ik(g) = {ue CK(Q_) ) Pdk (LL)< g}
( Pﬁeu.&o—- boule cle centre O et Aa Fa.jon € )

@éﬁ.fnth'on. (—roPoloT'e sur CL(Q)>

Soit keN et Uc C'(R): On dit que U
est  un ensemble &L_\Iﬁl‘t__ dans Ck(Sl) Sv

Pour tout we U iU easte a’eN* et >0 s que

u + \/J-k(i,) re= {u.—\-\/)' V€ \/ak(g)} < U . v

/l%ur monkrer cIue cette condition dé—ffm’t une -‘ta[w\Ojve )
L 5uﬂ-:l;) comme on Vo VU O itre T,

Gue o »f—ﬂ.mi\\z ([7;)1 soit Sé’xlvard’e/ ce c]u,x' est vras .



%M (Tb?o\og;'a sur C7(52) )
Soit Uc CWCQ)- On dit que W est  un ensemble
ouvert dans CW(Q) st pour tout ue U 1l exsste
LEN J'e\N* et €>0  tels que

; ve CUR0 V(] < w-
Kemargue La ‘toFoloTe est cle-fuue ‘o par
la -frcumlke, denombral)[e. de semi— normes (PJ)
vndexée pPar jeN* et ke N. On et donc %ou)ours
dans le  cadre o Cha,{)il'fe I

{\L-ﬁ-\l'

EXG\'UC& G MOﬂt"(’.r Ci\.{e_ C,E,St la. mons %me. JcOPOIDS\e'
sSur Cw(Q) telle C,ue pour touwt kL EN
L’ in Jec:txor\_ C(R )C— C "(82) est Continue .

ﬂﬂ?ost’aba Soit kelN ot (u“)“ une suite  déléments
de CYH(R). Les conditins suivantes sont €quivalentes’
1) Wqe—> w dans CE(SZ)) pour ‘ca?olo o ci—dessus,
i) ¥ KEQ wmpadt et VoleN? avee gk,
" u. — u unformément sur K.

Vémonstration . QapPelons Gue, par le Lemme 4

du U'\af»’tm T, U — U St et seulement su
“Lin; ij(u“— u) = O/ Pour tout 6
En remplc»gan’c Uy par  Uy—\W,

. on g rumene au ws w=0,



1) => ) Soit J tel que K < K i
Alovs Lim P:(u") =0=> Mu.—>0 waf sure <,

n-50s (R

donc  amsw sur K,  pour tout ole V& q )ek .
w)=>1) K j et un compact, donc
: k
Aion Pa(UWB = Q-

N

ul

(meosih'on Sotk (Un). une suie d%éments
de C7(S2). Les condibions swivantes sont éﬂw\:&len&si
1) Ua—> WU dans CWCQ), pour la Jcn‘)oleCe_ U—dessus )
n) V¥V KeQ c,om‘)(u:t et o€ Nd)
fadum — Pu um'{—ormefmcnt' sur Q2.

TExercice - Démontrer cette Proposih‘on- 2

“Theoreme |, Dur  +out QC_—@A ouvert ek kel}\lu{m
Ck (g?-) est un espace de Tréchet - 7

Avant de démontrer ce théoreme, rappelons
le rFaCf swivant .

Lemme 51 (“-r\)n_ une swie de Ff-oud:\bns C'((CL, b))
telle que -‘,';\-—7—‘- et {.& —9 un(.‘-ormément sur (a, b))
ou .F et 9 sont des ‘.Fonch‘ons bornées continues
alors  t€ C'((a,®) et 1()33'

Démonstration Soitt ce€ (CL) b) <t

,/F(ac) P = -Y-(c) 4 S 3(&)(13 , Yeelab j

On sait que "fn_(’x)“—‘ —s-.\(c)Jr S-ﬁ-i(g)dj.
On en dédwit que fnlx) - F(x), donc §=L. -




On  obtient rfa.u”lement une veson en dimension d -

Lemme  Soit J:=(a,,b)x. = (ag, by) c R
et (*r\,)n' une suite de fonctions C'(I) v que
fi—of ot O — gy wniformément  sur J,
ou £ et g sont des fonctions bornées centinues,
alors  te C'(3) et Qq%zﬂ{ -

Démondration. TEn -‘—f%Cm‘c toutes len variakey
sauf une et en O/Ppl»'(‘\kar& le  lemme Pfécédent,
on trouve (1\.\& 9,“ % - 3‘- .

Corollaire ~ Soik D= (a,,b)x... x (a4, bs) < €Y, ke
et (‘F(\)n une swike de fonchions C*(D) e que
Cat e gy Mniformément sur J, Voten' ig sk,

ou L Sont des eslor\ctfons bornées continues, |
abos  £i= Lim §, € C(3) et T =g, Vhisk

DEé monstration Béaurrente pLr ro.ﬂ)or‘t o k.

Tour k=4 et le dermier lemme.

Soit kz2. On obhent, f\Da,r L’h\\.ﬂwothése

de réuurrence, 9 = }_\»“; fax{%m e (3)

Comme 9&-—‘-=3{) ot obhleat o Conclugion.

Vémonstrahon du  Théoreme 1.

Considérons d’abord e cas keN.

Soit (Uu)n, une sSWite de CCLLLd\\S.

Par le Lemme 4 du U\Du‘)ﬂ:re L, on voit que
D% Un |, st une swite de Caudxj
Nour la norme Sun ., Y klsk et eN*. %

i



On dédwt du Corollwire que, pour tout \"GN*
iLoeate  Vie C(K)) H
adum —> 9“\/}‘ wwf.  sur EJ"
O définit  une  Jfonctlon v i S —C
par Lo conditn  V(x)= vi(x) si xe K.
Alos v et ben défn;,  veCH(R)

et U, —> Vv dans Ck(R),

La Prwve dans le cay Cm(g) est simidaure -



2. %ncfwns Aa clacse Ck C?- Suﬁ)ort C,om[:a-tt;
j_Z(z—ffni‘cCon Soit uwe C(L2). On appelle le Support
de w  LUensemble
Supp W = Q A= oo F:= {‘KGQ)’U(':.):‘-:O}
7 |

Comme T est un -Yrerm’ de 112“) Supgp u
st un ff—errm’ de $2. Il et caractsisd par

X, € Q\Suﬂ)u. S %,€RQ et T30 tel que

[x-x,|<e = wulx)=0.

‘?\’0‘)051,{10& Lensemble  S2\C suppw est e P\us ymd

ouverL  Swur \Qque,L oo %Onchor\ W sat nulle .
_ﬂ}émansi‘ro;t{ov\ Soit U un ouvert tel que

u(x) =0 four tout <eU, et sot x,eU.

Alors il exlste £>0  tel que |x-~x|<e=>=x e U
=D ’LL(I):O/ done  x,e Q2N Supp -

Cele 9ﬁm‘ le que Uc Sz,\suﬂa u.

@éf»’n\'{n'or\ Soit KeS2 un C,Otr\'t1>ct,c..'l7J kel u {oo}

On  note C;(9)= {uGCk(Q) 5 Supp W& K,}
LCS[)CL(.& des Ffondnbns Ck a suﬂ)ort indue  dans K -
Kemo.r we On voib que CZ(R)= ij Ce(R).

’.De,?tmhor\ ( semi— normes)
Si Kc& wmpad, keN ot ue Ce(Q),

on [ose p'c (u) Z Sup \’Q u(vc),

I)sk *E€K




| j’i_albs_f_tig\‘_\_l)S{ Ke Q Compact et keN, alox
Cé (52) , muni de loo norme 10':)
ek un espate de PBanach .
2) S KeX compact, alovs Ce (D),
muns de la F‘lo,mcl\e des semi—normes (Pé)k )
est  un espace de Fréchet.
Demonstration l) C é (R) et un sous— espace
aferme/ de C“(SE)) donc il sufhit de eérfier
?ue Pé twdwt  loa meme fof‘mloy'e que la {-(Lm\'\\e.

des  semi— normes (P:‘)J

Mets dlurL CS%) il est dair que ij(u)a Pé(u)
st f et Mquc Ke K.

Dun aute 3,  prlu) s pg ) pour but
Sv Suppu € K.

2) o Prcuwe eat Sx’m\'lﬂ.ir{,

et | lQissée comme  exerule -

Exercig, Démontrer o padic 2).

""



r(’éem&rc‘u& N keNv \mj el sl on Pos< , pour erQa)
Gx)=ulx) sv xe Q ot AG)=0 s ocész.,

CL\Or& v e Ck(nzd) Er\ ‘Prolonaea,nt fl)C(,r 2¢éro Une %O‘nc,hb\‘\, |

de C:z (Q)/ on obtent wumne ,Y;oncbbr\, de Cé (MZd).

?_é[ix'nth'or\ Soit ke Nwvu {w} On note
C;‘(Q) = {ue C"(SE); Supp U st un coml)cu,t de YQ‘"'\
inclus  dans S2 }
On a denc C;‘(Q) = U C,:(SZ)

K compeck
Ke

St k=2, on noke auss Co(R)= D(XR).

A
On Voit  immédictement que Cok (SZ) eat
un es[m.ce veckorel .
Kemague Dans la Lt’ctérmre) on  Consvdere  Souvent
C;"(Q) run de  la ”'Er{)olojit wndudhve

) 1 . .
mais nous n allons Pa,s le «Y-&ure Q.

EKleo__l&_ Trouver une _szom,h'or\. ueE Cé(\ﬁ)
qw" ext CfuaAra'lt\'ciuc Phr  Morteaux.



%, Ame{mc\*u'ovx par_Cony oltion

IL et pas Evident 5v L’esPace Co (SZ)
Contient des fonchone  autres que la ei-onci'\'on.
1‘dmtfﬁuemmt nule.  Pour examiner cette Ciue&‘lf\bn )
on  Commence par le  lemme suwant.

Lemme l_ Il existe  une _'lonc’cior\ ?6 C“(rﬁd)

telle que  oupp ¢ = B(O1) ,

f(x)>0 Pour tout X i’C\ \x)d) et S ?(ac)&x:-
RS
Démonetration Sovt —‘.: R— R dé{t’r\ . par

™t st >0
_?(t)g {O si t<O.
Alors J;ecw(wa).
Sot ?(fx):: 'Y'('- hc\z). -
On o ?6 CwCﬂZd)) SuPP’ST:@(O,l)
et Px)>0 pour tox x kg Ixl<)
)

fglydy
R

En{»’vx ) /Pos:)ns

p(x)=

m|
St geC (RY) ot tel, (RY), on pese

(gx ) = é ¢ (x-9) 4y 4y (%)
Observons que,  pour tul =€ |']Zd/ yr C{?(’Kﬂj)

st une fOnCh'Or\ continue o suﬂ)or‘t Com[)act)

donc L’t’n‘cefaroda (*\ Con\ler(je.

(20



Le,mmzz 1) Sv C.YGC. UKO et %G L-\QUZQ)
alors Y * -FG C(Rd)
2) 5S¢ geCo(RY) et fe L (R, oo
prf e C'(RY) et
O (¢xf) = (Bu9)xf) — Wielh.4f.
3) S50 keNufd Qgec s (RY) ot e Ly ()
alors C (VZ"\ et
9‘”(?*1’:& (’&QCF)*%) ForeN?, |ulsk.
Démonstration |
) Soit xelR?) O<s<l et TeR tq [T-xl<s
St Kel 4 supp ¢ ¢ B(0,R)- |
Alors, pour tout €20 33 >0 g § S Lm[)luiu.
sup ¢ (X —+) < B(9, Q+|x|+1)
S l QY(Q( - \j)- cF(')C—-sj)) don,c

Y erd

l(‘F*@(;\—(cfadf)(x)) =
._-.I é@(?-j% ¢(x-y)) $(y) 0\3)

— \ S (‘((")Cv "fj)' c.f(x—xj)) %(z)c\j )

B (0, Retx )

< g l(((?c’ -3\—*(%-\3\\ \{—(3)\ dy

B(9R+hx\e)

<el RICLECE
(&(O)Q*(I(H) .
(P aGur  0Orouve laa continwte de w %%

N



2)  Soit iefl,..,d].  Dopres 1), (e g) et
st une Lonction  continue.
Montrons que gﬁtg(‘f A—_‘.) (x) existe
et est éaq).e o ((91‘.@\7)*%)(1).
Soit @ := (o)‘,.,l)o,_..). L dauk vérfier que

l (Lf k{—)(x—k Jc:e.-) — (\(2 *—(-)(’X)-‘t(@x; C\?) *%)(1)‘20(@, |
qu&nd t—0. |

Pour cela, on exfsloitc oo continuté undorme  de APy
de maniere suivante!  montrons que  pous tout ¢> 0
Lewste 870 g 86, ok Il £ 6, inpliquent
'Cf(’x_-t-te‘-)- L‘)(x)—-t/c)x‘-cf(x)l < E\t\, YxelR

BEn  tonsidérant séparément les ?cwtt’e.s réelle et u’maj.’na{rg |
on Pw;t Suppaser  que Lf ot a valeurs relles.
Soit 5, >0

| %-x|< 8 =)0, (%) — O g ()| < €.

L)ex(st'wce de &, résulte de Uum’form,e continuie de Dr;‘
Tar Lk théortme des accroiscements &—\'m’s )

3F 4 [Elsikl et

@ (xrte)—plx)= tOpq(x+Ee), done

| g (cee) = (x)- £ B g (x)] =
= [f@x{c‘;(ocf);e;)——&@x‘.cp(x)'
<+l \@,(CL?(XJf%ef)——@x\-xf(x)] g €\

Or\, Conclujc ma,{nfena.n‘: comme dcmg (,& Pa,r‘b‘e I) !
(22



l (Lf <) (et te)) — (cf*ff)(x)-t((axj@*j[ )(x) ’ -
mgd (g (er e =)= glxy)- £, ¢(x-y)) £ (y) dy |

—
~

3) Keuurrence par ra{:‘wft o k.

'eema:q'm On dit C[u)\me {—onct't'on mesuroble
.‘. - RI>C ot & suﬁ)or‘c Compa.ct sl existe
Ke R comPact tcl «\1(%)—:0 pour  presque tout
x€e QNK. On voit que, st f et a support
Compact, alors Cf*% éﬂ(’dament"

Notation St pe CO(RY) Vérifiant les condibions
du Lemme 1. S €>0, on [7056 yi(’x)'-zzlff(%).
Alors Suﬂ) f&z @iO,c) et S gtcfx)dxei.

led

_(P“Of)gsiﬂon,‘ | St w est une ~Fond:fon, continue Ssur (l?,&)

a  support Lompak, alors fe*u—>u uniformément,,
Ctuand e—>0.
Deémonstrabion
Sort §20. IL rfcw,t montrer c]u){l existe €20
tel que l (ggku) ()= ulx)] s § pous touk xewd
et €f5¢€,.

(23



Lc —Fon ctlon W est  conttnue o suﬂ)ort C,om")a.d:)
donc  elle et un&formément Continue -
Soit &0 tel que
lx—j\ S &, => ‘u(t)—— u(j)) < 5.
Soit xe YE“ et £€€¢€. On trowe :

l (giaeu)(u), u(x)’ = l g f‘ (x-g)u(j)dj - w(x)
1Rd

= ‘ ré; 572(145)1.\(3) dﬁ- é; 875(1":1) u(x) c\j )
S ,{ga fz(x’j> | u(\j)— u('x)\ d\j S
T sup ‘vu(\j)—u(x)’ S- fi(x’ﬂ)dj < §.

ly—~ls¢ R4

Corollare | Sv ke Nufw] & weCk(RY), alors
Pour ‘out lo).l < k ) 9%( S?a % u) o adu um‘{-mmémer\‘t
Loquua £ —>0.

Powe  Por Lo Lemme 2, (g xu)=gx (),

do\’\t_ iL SwH\‘t d)\xﬂ[\'ser lo (Pro“)os{’n'on \)

e
avec @ u [4VVR lu'euu de w.



"Théoreme ll ‘) SU  we LP(‘QG)) alors

S_L_\’ng "Ys*u“ wlle, =0

2)  Llensembe C2(R?!) et dense dans LP(RY).
D€ monst ration
'é't&pa i; On montre que, \V’\IGL.P(@d) et £>0
I pexvile s Ivip
En offet,
Myiwll; 25 \ S YQ(’X—S}V(‘j)d‘j\P dx .
g

,Zd

Tas [’tnéﬁalite/ de Hé'lder) Pour IGKA %txé)
r Ve %o P
\éd {e (.X"j\\l(\j)dj = ,,gd 57{(%-3)?5;{(1-\1) v(\j)cijl

\vo, P

2 “?{('x" 3) FP”LP)

L e —
=4

En  utilsant le théordme de _‘F\Abﬁ\() on G

\ S’g(’x‘ ')Vp\/ “Lpp =n§¢l gg(‘ifﬂ)l\/(j)lpdj

“ O % V I Lg < éd éd fi(’x-\j) 'v(tj)|p dj dx

= S Qv(j)lr)g gi(x—\j\ ob(>d\j — \\v(\u‘:
R W

ilZe,mcwawa l) L m{aah’% IKSA Yi(x—\j) v(\j)c\j‘psédgi(w-j) I\,(j)m .

pent ettt awwm obtenue facilement
de  indaalité de  Jencen. [ Exervice ). Prs



Z) L’fnéﬂcu&é \\f* v < el vl
et un  Con f\)&r’(.'fcub'ef de | tne’g alté de VYoun
et un s \sc\,v‘cu‘mh’cr de l.)fnt’j&,\&-{ de  Minkowske -
Exercice Exph’(‘u,er loo  derniere f‘Bemarc‘ue,.

Ttope 2 Soit 630 L Jaub monber quiil

existe £,>0 tel c‘ua €< E impliqu&

“9&* U — \L“LP < $-
(Jja.Prés le. cours Sur lo. théorie de la nesure, o saut qu) il

existe WV, une -%ond:\’on, continue & SU{)POft (,omPCLLt )

telle que lu-vlp s 36.
La OPosi\:\'on, \'m‘)h'(‘w& qu’ L exite €, O &.\
ESE =D \lfa*\l——\/u‘.p < 13-8-

Bn  wbibsant  Uékape i) on obkent
| pexu—ullp < [ g xvll ot Igew =l e el

= “Yi* (u—V)IILp+ "u~v||\_p + \\ﬁaw—\/l\\}
S 2 “u~vu\_p ~4+ ug‘_x—\l-—\l“u\ < $.

'Et_a.pe %, Dans L‘éhz-pe 2) on G vu que
“vfe')(-\/— UL"L(: < % 5.

Meus ga*\l € Cf(@d) et § et arbitrare >
donc CI(RY) ot dese dans LA(RY).

\ =
A ,I)pégcn‘t , o rY—o;-r\mlera, et ddmontrera.  des résultnts

oncloauwes dans le cay dlun  domaine aénéral S?Cf?d/z'é—




jhefor?me 2. Sott e un ouvett et K< Q2 wun compact.
IL excste une rf'm(, on e C:’(Q) telle que |
1()=14 pour tout xe K ot Osnbdsl  VxeQ.
D monstration

Soit (K1)5 une swte exhausbive de Coqu,d:S de 2.
Soit J tel C]uf. K< ’EJ-, et Posons

(g e g )
dd:lcd' tjéK:
rL(oc):-': (fi" il(]> (1))

ou ‘/ﬂ-k dé%ﬁne la rfonch'or\.
C,aracte/rish'ciue de Uentemble A.

. sait déj'cl que rLeCw(Q)-

d Ve montrer (iue SUpPp L - 'Cd"”'

En ?ff%et} soit e 82\ K\]\H- On a

10 = § pleg)d (Phy= §pCog)dy (0
R K

MMoaus ‘x-tj' ? € pour tout 26KJ')(10M. s (x-\j)=g
done qlx)= O.
For o dé][(n(h’on de CJ (Q)) on. condut que
q e C(82).
La {-onc’c\'or\ fe et Posfb've , d]fr\‘céjmh 1,
done (%) imoliwe auss Osnlxled. YaxeQ (27



Bnfin, st xek, alos

(x)= (x-y) dy= (x—y) dy— ¢ (x- -
( g felx-y) dy RS fe(x-y) dy VES\ J §)dy
=4 - plxyay

rad \\Qj
Tac le me a |
arc e meme &vjumwt que 'fou‘t o L heure )

S (x-v) dy =0, donc (x)=1.

‘2&\\(5 S){ ‘j j 7 Q

@mllaire& Soit Q2c R4 un ouvert et (Ki)j
une Sulte eth.u.S‘le\/C de ComPath de Q
”. existe une swite de e‘—OnthOhs (QJ)J fdtas C{\L&
€ CP(R), (=1 pur touk =ek;,

o

supp ;< Ky ot Os ru(x)si Pour touk xel

/-Démondra,h'om‘ On C\,PPLCC\M le +théoreme Pl‘€céden’c

~

avec ICQJ',,, & loo place de Se,
et lCJ‘ a la place de K.



Théoreme 3. Sot (2 clR? un ouvert. |
\) Tour tout ke N U{w}) COW(Q) et dente dans c(Q
2) Tour tout ?EELW[) C2(R) et dene dans |

LP(R) et dans L (RQ).

Démonstration ” Soit W€ Ck CQ) et (QJ)J
la. swite trouvee dans le  Corollaire 2-
Il est cdair crue B Pouv ‘tout je N |
U ™€ CE(QRQ) et Lim =\ dans CHQ |

="

H&«[%} Pouf J'E N* c&onné) st €70 est assez petit )
alors fg * (QJ u) e Cs CQ), 4 o prewe du Théo®me 2.
Toar e Corollasee 4, fe*(flj u) = ;i u
un:‘—forménxent avec toutes les dénvées dorde Sk,
en  particulier c&ms Ck(g), denc LY € Cl(S)
donc we CA(Q) €3alemen‘l:.

2) 51 ue L_.(:C(SZ)) alors  Lim Yw =\ dans L{ (Q)

J'-a(/a

donc il swiiit de montrer que  Qu e C(R) ,\fjen*
Mcus, pour J'é N* donné, s €>0 est assez petit,
alors g% (qu)e Co(R).
Par o Théoreme 4 ) Qe % ( U u)——> q;u
dans LF ('Kd) , donc auss dans  LP (),
donc ue m
Beewte Traiter le cas  de  lespoce LP(R).
Qemarqu_e_ La {-Cum'lte, ( Y&) | ].orsciue e =0,
" esk un exemnlk dlune asorowmakon de Uidenbité. 29




Tartibions de LU unité

“Théoreme Ll‘ Soik QCKQA un  ouverl, et soit (wj)l-
ﬂ‘-amcu e  dlouverts +elles que

)=

) Pour toul J'GN*) EJ < Q Com‘)a.c,t)
W) Vxe8, IV ouvert JCC‘ xeV et
Uensembe  § jeN*: N noy=@] et finl
:A(lors il existe des F‘fond:wns X € Co (CJ )) telles que

s xj(x)s) o xj(x)=4, Vzel.
Ja\
Démonstration
"é:f(o[)e | Oh montre qu)il. existe  une famlle (CJJ))J

d’ouverts  tels que
) \djeNE, o <,

J J
(7]
) ) Q — U w? N
=Y
On  construit CJl) ) w,)_) - un Par un,

de sorte que les conditions suiyantes solent sc&\'s%ai{'esi

% co? J f|>our J*—' \ 5, m=|
m-l
* ’> U )—-— .
“; _m
)
PBur  m= l celaa est v,

sw[)rosons que CJ\)) -9 wml, Sont  Construts.

Soik Q.. = (\ZJ )u(@ wj)'

=l



Cest  un  ensemble ouvelt et ,SZ.“LU O = N2 -
Soit Fi= QN Q. C )e,r\.' un  ensemble

-f—er-mé dans S2 et \lén;%\'a,nt t«\, < O

Tor hm)o’che\e , ‘CJ—“; et un (,onx[)ac.'t y donc Fm s’
)L existe a,lOrs CJnl ouvert tel c[ue

tm, < C«le < —C:):L’- < W -

O(LQ, SZ‘*'FF‘MUS?M_C wwlugzw\)

ce ciu,u' ?row/e \ hévédite .

o
Il reste @ vériher que R= U o .

J':| J

O\') SU xeSZ, WL e,m's{‘e) d)c{)rés [)}\jPoﬂ\E;e 1'1‘\2))

)

N ’E‘LL quc '>C€l: CJJ' S\ J'>N, donc ’14 J‘EJNH CJJ~ .

N S o N )
/)7u\'sc‘ue ,Q= KU cJ)U(U c“)j)) XG.U D -
j=\ J J'=N+| J=) J
2
:E‘Ea?e 2. Tar le  Corollaire 2) (Pour tout Je IN*
il existe une —f-mc,h'or\ @J' € C,OOQ(CJJ')) Os @J < |

@J = i sur -c:)-;; .

o0
sons o(x):= Zej(x).
J=!
Pur tout =€ Q) et une somme —%L'm'e Sur

un \!ofsfnade de x, donc de dase C*” sur = Vol'sir\a.ae.
Ausst ) 9(”() Z i Pou\' touk X e .
On déf(»fm'{': ’X'J 1= QJ/@ .

]



O  d+ermine ce d‘\&.’)ﬂ;re Pa,r un oukre  foultal

Au meme *\jpe_
Théoreme. 5. Sk K< 4 Compmt

et (CJJ)J'z |.m  un recouvrement ouvert dinc
de K 'PCLT des ouvert bornes. Alors L existe
Xj €Co(y), OSHsl, ZXEIS) puc bt mew
et ix, = :L CYVR I

mee 1. On montre ciu’iL existe  une {—G.mil\e
(CJJ') )J:‘l d)Ou\le \"tS ‘tds C‘UQ
V j= I) ‘-.)’IY\,

.) CJJ) < CJJ’ )
m

o) \<, < q o
J=

Exercie TFaire la 'éica(»a

”:':'LJca.)e 2. Sot 9 € G (c.)) Osg<l,

Qj= i sSute CJJ')) 0 = Z@
J—\

donc @(x)}i sut Qj‘ CJJ? .
E

Soit X € Cw(

J—\

(X)G’(fx) m
~e U o
On po 'Xj(at)’= O(x) . =
O S x & Lm) ¢y
J-‘
D



Kemarque |
IL Pelut etre x’ns’cmc’u’% de Comparer le Théoreme 2.
avee |e résultmk swvant du ours de -\:0?0103{@-
\Lemme o\)U“\Jsohw St Q2 un espace de Hausdort
et Ke &2 Compact, alors il exite une —T—Onctior\
rZ € CCCSZJ telle que Q_(’JL)=4. Pous ouk xeK-
A

Dautres  résultats de e d«a,‘)tbe ont éjalement
leur "Cousins’  en {To‘)olojfe) par exemPLe
on l’ana,lc)jue suvant du Théreme S
“Théoreme Soik G2 wun espace de chusclor{-{.
localement  compact, K< Q2 Compact
et (C‘JJ')J’zl...m. un recouvrement ouverl  fra
de K par des ouvert borngs.  Alot L edwste
X € C, (C‘)j)) OSXJS‘J ;xl-(x)S\ pour tout xe &2
et gx [ = 4 sur K.

%

/POur en savor 1‘)(»5 sur (es refsu\tu;b)

on T)ourra, C,onSuLter /Far Q,)CQX“‘)LL ].t Cha.r\’cre 2
du lL’Vre_ de Eu.d(n, K A\’\&ljse reelle o ComP\we)).



Cho.f)i,{"‘e— 7. x stributions

). (Dé,ﬁnjc»‘m des  dwstributions

Définikion |. Soik 2R un ensemble ouved.
Une dustrtbubion T sur G2 est
une  dorme  lingawre T CIAR)— C
| ¢ = <T> <V>
telle Gue Pour tout K c Q2 compact

Teogy * Cx (8)—> € et continue,

Prertice | Montrec que Uensemble des  distributions
sur Q2 et wun espace vectoriel (Sw* C)-
\lo’ta.tt'oi On note @’(SZ) Ue}PMe des distribubions sur Q. |
_(E_\'gposilcﬁon, | Les conditions suivantes sont écim'vcder\tcsi
1) T est une distrbution sur S2
w) T C?(Q)—b C et lWnéure et Pow- +toute
suite  (¢.), de C P(R) vérifiant
Q) L eate KeS2 Compack  de Q
Oves SUpp c K Tyouv tout h

b Woend, ¢, —> 0  uniformément
on a lm <"I') q),\> = O .

w) T C2(QL)>C et Unéaie et
V KeQ compat 3 C>0, kelN s que
pour toufc cféC:’(Sl§ avec Suﬂ)qu‘.K on G
KTl s C 2 sup 19490

sk xeK E‘T




?émon shrabion )€ W) rsulte de la Aé‘;ini‘:for\.
de la Converaea,nce dans CE’(Q) )

VYO w) On  utilise la Propostt\’on 2.
du  Chapitre T, page h.
Z_e_n_’\gqu_z Dons i), & et C de’Penden’( de X! |
(,Dé-\’-ﬁni,h'o\’\. 2-( distribubvons  d'ordre < k )
On dit que T e @)(52) st une  distebukcon
dordre  inférieur ou éﬂcu\ & keEN st T sétend
en  une ﬂfrorme, Undaie T CS(R)—C q

Y KeS2 Com‘m.c't) $|C‘£(_Q) .Cé (_Q)-ac et continue. |

Exertice | |) Montrer que Uensemble  des  distributions
dordre € k est ua espoce vectoriel -
2) Montrer que T & Q))(Sl) est une distribution
dordre <k si, et seulement si,
Y K corn\ﬁact A C>0 Gue
Pour tout oe Cf(SZ) Qvec Supp @ K ona

\<-r)cf>' < C.Z Sup \@ch(x)\

lek Xek

COH’\Pa.reC avece la \’)roPoSH:{,O\’\. . — dessus .
Notation |) Oa ake D (k)( Q) ! espace des distributions
sur G2 dordre < k.
2) On nbe DF(Q):= U DV(Q)

keiN

L)Q)F(L(,e des  dstributions d)ordfc %Cr\i.



%Cnth'or\ 3. O dit que TeD(LR) et dlordre |

(exactement) ke iN* st TeDOQND(L).

On dik C{ue Te iD)(Q) est dordre (exa,ci'eme,n’c)
O i Te D).

2. Exemples de distributions
1) :Fiovxctions localement Cntésrablei
Soit Lc ﬂed un  ouvert, %é L-LL(Q)'
Bour  touk g€ Cy (-Q)) on  pose
<"T' ; c‘>> = g $(x) p(x) dx

il
6. KeQ compt et ge CL(L), alors

KT = |S $(x) 9 d
K

< e flg - P G0

donc 'T«‘_ est une dustribution d’Or(&TE Zéro  Sur Q

Considérons l’applu'cai:tbn @ 2L \:,c ( Q)—=>D’ (Q)
donnée POA‘ @ (—p = —r{_ - |
Alors @ est  wne application lindaire  in j'ed:fve.
En e.Hiet, soit +e Lo (R) tq {T, q)>=O , V«FECOCO(Q)
Considérons UG cko loo démonstrabion du Théordme 3.

(OOLL‘- L E ﬂzd -@Cxe/ on Q

fee(ui)@ = b pilx-g) (9 $dy-

Comme j}—-) fi(x"j) QJ(\:O est un élément de C:(Q),

- Y
on a e *(‘/Zj]()“ O sur K" =



“or e Théaeme 4, P (qng) = ;%
dans  LY( \Zd) cTuax\d e=>0, donc i £ =0
?resc‘ue P&Ftowt- En particulier .‘.(1)—_— O 3
Pour presque tout xe Kj . Comme S2= H <i)
%(%)f- O Pouv Presc‘ue Youk (€ Q.

La.  lnéaritd de (E ettt daire.

On voik qu.e -Tf‘_ st une  distribubion dordre O.
By ofer, w0 g€ CO(Q), akos

\<T : Cf>\= ‘ é $x) g (x)dx S(g lHX)ldXX:‘:‘E |tf('1)'> ’

et on &Wlfque le résultak de UExerute 1.

2 ) Masses de Drrac
Soit %€ S2. On Aqini’c Oxs par
<6, cf>:== cf(xa)/ VQFGC:O(Q).
Alors  § L @t une distrbubin dordre O sur Q >
aﬂvdét la. masse de Direc en o .

Exerube MOV\JC“Q\' qu)ﬂ, rl)efo‘l'e P&) de p-?oncb’or\.
fe L () telle que 8., =TTy -

Lt



?3)  Mesures S5t M est une wmesure bor€lienne
Posibive  sur L2 telle que /\&U()<c/3 pours tout
Com])act Ke 82 5 alors o ?m’c i associer
lae distribution  “Tu définie per

<Ty o) o= § gl i) Ve c(Q)
j4

@ar le meme C\,rfjument C‘U& dens i))
on  voit que T et dodre O

5)\1 existe  une onctvon —?E LL| oc (SZ) telle c‘ue
f*(A)': g-‘-(x)c\x) W A< borélien, alors
A
on dit c[ue, "' est l\a denS\‘)cé de la. mesure )‘1

On Voit quej N Mo la.  densit€ ~i-)
CL[Ors —l_/( - _r{_ 5 OCL _T_-g est dé{fm’e dans \a \er Exemple-

On remarjue  que 5 M= %, ot la mesure
mase de Diad alos Ty= T, = S,
) M %o \
ou Lo distm bu‘h'or\ Sxo o éX déf-\'mh dans le ZQM Qxemple.

Exercice Exammer e war des mesures ComFlexes.




A) Dérivées de la masse de Dirac

Soit oLi= (& --- La)€ N, %, € Q.

On nae 9%S. ou S(:z l  distribution
définie par

<%5a,, g = (D)™ 9% ().

Proposition 2. FPour tout  ol€ e,

06, et une distabubion dordee o],
“Démonstration IL est dair que 0% 6§, est

wne  distribubion  dordre < |o).

Supposons qu'elle est dodre < lal].
Soit © € CO(RY)  kelle que 70 (0)=0.

Une  telle fgoncjc\'on existe, on peut prendre par exemple
O(x):= ’xxx(xl oul st une ‘Fonc’cion. cut-off-
Soit Ke Q2 un LomPac,t el que %€ I°<

T)Lux]u)on Suppsse  que (ax&co est dlordre € |ol\-l)
L existe C T
l@“c_f(%)) < CZ Sup )L‘?‘(p)(x)') chGC,f(SZ:
plell xex
Considérons  en particulier cf(’)t) =0 (Alx- Yo))) A 3ra,nc(
On bkt A | ¥ 00| s CA™,
Ce qui nert pas vrar s A et cssez jrand.

Lo Contradiction termfne, la P\‘e,\,we.

&



5) Exempk d’une distribution  dordre wnfim
Skt T dé—f{m’e por

<‘|'jc.f> = f‘i" cf())(j) ) wec?(rz).

Exertice M ontrec o‘m T & Q))(HZ).
Montrer que T nlest pas Une distribution d’ordre {-'mi.




Kappelons le sultat suwvant de la théorie de lo mesure. |
Délinition 4. Soit 2 wun espace de Hauscto‘-H localement
compact-  Oa dit qu)une forme  Unéaire L: UR)— C
est ?osd:fve ou hulle st L({—);O pour toute fY—onc’c»br\
% € CO(SZ> telle que %(%)20 Yzel.

T héoreme  ( thm. de rerre’sedzcbbr\ de Riesz
ou  Klesz— Markov— Kakucbcmi) .

Soit S un espace de HcmsdorH localement COT\‘\PG.Dt

et [ COCS-Z)—%C une Ji.owne_ Linéaire postjc»“ve-

Alors il existe une mesure borglienne M sur Q2 ‘tc‘
L) = é P plax),  4eC(Q).

X

@éffﬂi{‘for\ 5. Soit Q¢ ﬂZd un ouvert- On dit que,
TEe @‘ (SZ) est T)osih've ou nulle St
<_T) tf> =0 pour Youte -Fonch'or\ cfe CI(R) ) Y= 0. ‘

P \'Ofosﬂ:\br\. 9. Toute distribution (Pos»’h'vz ou nulle est dordre O .
Pémonstrakbion |1 SuHﬁc de Mmontrer Cfue) s1 ] est une
distribution ?ost’civc ou nulle ot KcS2 com‘)a.ct)
alors il existe CK. >0 )cq
KT, 451 5 Ce s lglol, vgecr@

Soit N € CI(R) t‘i Osnx)s) VY xel
et QCX)= 1 Y~ek ((une +telle r%onct\'or\- n
existe 3 Noiur [ heoreme 2 du d\a{)i{"e P“Q/C—e/der\‘t) )

et ot s CE(SZ) On  observe que) \'/’XGQ)
R




—(sup lo(w)In(x) s ) fsup lgly)]) nix),
[5ug 1oyl f kn Wj)ﬂ
donc  la POSH:L'\I&/ de T meltciue qu,e,
__(Suﬁ @) T << gds (su(, (1) <T 0,
d'os on déduit qu L sudfit l?rendre, Ck =T rl>

Corollaire 51 T une distribution Posih"ve ou nulle

suvr G2 ) odors 1l exste une mesure  bor€lienne

Posih’ve sur S22 telle C‘we.

<Tad = § g0 uldx),  Nqec(@)
* R



3. SwPPort des  dustributions

Défintion 6. Soient R < R un ouvet et  un owet
non vide we Q. Si TeD(R), la restriction
de T a c, T|,, est deline Comme lo Yorme

lindaire sur CZCco)  domnée Par
<‘T|Q , c.’)> r= <'T) cf>) VQFGC:’(CJ)‘

Comme C:o(ca) c C:’(Q)) lo clé-%mi,ﬂor\ O. un sens.
Si K< un compad, alors |
KTle, 0= STy, Yoe 2 (@)=CA(R),
donc  la. continuité de le sur C;(co) résulle
directement de o conbinuité de T sur C (),
autement  dt T, € D)
On wvoik que, si wewc Q, alors (T|m>\w)=-r\d .

/Pro?ostja'om (Pro])rl}é'l:é de —\’-cu‘sceau)- Soit QC ng ouvert
et Cw5)8 une —‘—amilte localement -Fnt'e d’ouverts
telle que q O = Q. Rur tout J’GN") Soit

a,:

TED(R) et spms que, Vet Y @noed
= T

’w,.-r\uj J lco‘-nus

distribubion. Te D(R)  telle que T =T, jen®
D€ monstration
Existence:  Soit (XJ)) une Part\?a'or\ de Vuni¢
subordomée o la famille (wj-)j' ,  dont Uexiskence
est cjarcu\t\'q par le Théoeme A du Chcc‘n"cv‘e Ay

s

Alors) il existe une




S cféC;”(SZ)) alors chrécfﬁwj)
et <'TJ‘) Q(jc,?> 0L Un  %ens. On  pose

<Ted = 2 <Toged

Comme Supp ¢ est un ensemble cOmPa_ct )

llensembu { J : CJJ' N Supp cf =ﬁ¢} et ,f-t’m‘ )

donc  lo.  somme dans ( x) et %im'e-
Exertice Montrer que TE @’(Q)

Montrons ciue T|QJ=TJ', VJ&N*-
On doit \Ié“f*t'er Gue

(T =<Te»,  Veel&ley)
<Tgp= 2<T, xi g

Comme ;¢ € Co™ (e ney) et que Tilgg =Tilegno;>
ona <y, X»‘“l’>= T xepy 5 dod
<T°P>=§ <—’]‘) X+ “f>= é T X =
= <7, i%ﬁ{’> = T 9
Unicite : L suffit de voir que Tley =0 pour tout

imPll'c[ue T=0. H(L\"S/ S\ I(.Pé CO”(SZ))
alos il existe T, -B:l p= Z Xi P, donc

To To
<—I')q>>= Z\ <T) 'X'L‘f>=;<‘rlcoi)/)({‘f> =0.

Or,

r



?é—f-fnihbr\ On appelle le wro_ﬁt_ de TeD(82)

le Com[)lémen'taire de la réunion de tous les

ouvets < L2 tels que Tl =0

On  le note Supp (7).

ﬁo?osih'orx Sovt Te @)(Q)
1) Xd supp T D INVEQ ouvert Y eV et T)y=C
1) %€ Suﬂ:T & V Va1 ouvert ﬁ‘ A€V,
IgeCI(V) ¥ Typ=0.
) S Fe R oun {—ermé) olors
supp T<F D Taw =O

Démonstration. 1) est une reériture de la dihintbion -
) Far la parte i), on @
Ao € Supp Te YV ouvet )c(‘ e NV T *O0.
Mais Ty #0 S\'jn(%\'e Préu’sément
qu’ L exiske € C2(Vv) )cc‘ <-’: GQ> =0
’l'l'f) < 9t Tigw =9, G.\ms/
Comme SLN\TF est un ouved, Q\FCQ\suWE
outrement dit Supp TaF.
= Seit swpTeF ok ge CJ(Q\F),
donc ¢ S COW(SZ\ Supp T).
Soit K 1= supp g < 2.\ supp T
ar la Pa,r’b’e V), Ve K il exste co S
ouverl )tci X, € D, et lex@ =0.

O\’L en QK“ETCL\:% une fY—CLmillQ .%im'e, C\\*\' recouvre K
Sotk cd lewr rfunion- 45



On a C.f € C:’(CJ) donc ., par Lec (P\‘of)’ﬂ/é{:e/

de -Y—a.{sceaq) ay q)> = 0.

Exemples  + Soit §€ L, (S2), et T, lo distwbubin
assouée.  Alors Supp ‘I'* est le Suﬂm-t
essentitl  de ,-Y» :

Dém . Exercice
supp (9%8,,) = 1] |
Dém: Soit F = §{x,] dons la ‘\oro(;as&\'on w—dessus iii)
Sn Lfé C” o Supp QFCQ\gon) alory
cf ext L"de,n‘tt’cjuement nulle  sur un x/o(sfnaje ouveit |
de %, en pasticulier <9°L 01, cf>< (")m?‘cf (o) =C
On a donc  supp (9"‘ 5..) & { ). |
IU suffit  mantenant de  vérifier Que  supp (gdg'u)’éﬁ)
cest & dire que ey o, 7O aubrement dit qu)iL exuste
ge CP(R) tuke que <9°L5xo,nf>=(—|)m@“cf(xo):#C |
IL sudbit de Prer\dre c{(cc)”‘—‘ X(oc) (’JC—TO)M,
ou Y€ CI(R) et rXEi 10r€s de X, .

Théorcme Soit TeD( Q) et «.eQ2.
Sup\)osonb C[ue SupPp = {’Io]. IL exuste alors

ke N et des nombres ComP\exeS (a'd«>\uusk chs Ciue
(*) T= 2 a, /%, .

le|ek
Démonstration Foar translation , on se ramene au s x,=0
Soit >0 tel que B(o) = R. On sc:ult, ou'il existe
>0 ot ke N 4ol ove . YOeC” avee sun A<B(O) 177




(;éé )<_T-) @>' S C—Z su@ )3“@(1)'.

sk xe|

Fixons  une 'Foqc,hbr\. cut-off f)CE:Coo) supp veB(ar) .

Qa  montrera ( %) avec
C—‘)N'

CL& = T<—T’) ’JC.OL’X’> .
St pe C(R2), Flx):=glx)—2

) sk

(o)
in f(?(..(")'

O(L Observe C[ue) Pou.r tout W'Ld‘)

(T, g>=< T p-2 ()" Fg0)=

klsk

done il suffit de montree que T, §)=0.
Tour cela, on observe que Y klsk AC, g
TGO s C T, s (Bercice)

Tour towt  nelN¥,  posons oo (%)= F)y(nox).
LCL —‘-ormut& de Le,t}bm‘z donne J ?ou,r ‘touk \P]Sk)

BRI %! ) RTF |y (wo)

SU x|z’ aos  la somme vaut O.
S¢ l’JL‘ < Fl—' 5 alows elle S’esh'me Par
F) P I e —~
2 () o™l g ot o

donc ( i) im‘abque };Wa\; <—|-) $n) = Q.
Mais  supp (F-@ )20, donc T, ‘fu> =<7 ?>>

“ T ¢ >=0.
et on Conduk Ciue < )QF> D =



Exeru'ce, l) So{,\;; 'L)jelzq et U une -Y—Onc)cfor\,
de dasse  C¥' sur un VOL'sL’naﬂe ouvert du Seﬁmuct

TE«UC\,Y\JC rs (I, x4 3 . @ém ontrer ]c\_ ,s.ormul& de T&jlg_

u(xhj\): Z %&;_gdu(’x)-‘- Z l::,' 3d§(|~‘t)k9“u(x—\—’tj)o\)c

2) S50it W une —?onc:l:\b\’\ de classe Ck“ sur la boule
de ceatre x, et de ayon r>o) ch Fulo)= 0, Y sk
Montrer c|u)i|. exste  C>Q 9 |cf(x)‘ s C ]""7“"“')
Pous touk x  dans cette boule . IZ



4. Distributions q Suﬂ)ort camlmcb-

Delintkion
C———

On dik que TeD(2) et a Su[»Port com‘ocut
SL 5u1:P'T' c G2 et un ensemble comPa.c‘t-
On note E(S2)  Uensemble des distributions & Sum)ort C,om‘)Cl-Ct'
“Théoreme Sy S2aR® un ouvest et ‘r‘eZD’(SQ))
alos  Te€ £(RQ) s, et sewlement si, il existe
T CW(Q)—/—)\— C une «-gorma Wnéaire Conbinue

telle clu,e | ‘G”(S’Z) = 1.

(Feemcmiue On sait  (Théodme 3, P 29) que
Uenseoble  ((S2) est dense dans CR), done $/
su elle exste, est Unique .

Dkmonstraton du théoreme

S\J..ﬁ)osons d)(l,';orA C[u) L existe /—F : C‘”(Q)—> C )
ung  extension  Continue de 1. Tar la Pro])osihbr\. Z ) ?G‘je Lb
il easte K compact , keN et C20 s que

KTl= KTl s > Sup 346, ¥gec2(®)

Iot)sk  XEKy

MOntfons cl“ua Su[)p K= Kj .

En e,HEt) soit X € Kj') et NV C Q un  ouvert %c‘ X €\
et N n Kj = @ N c‘)(% CJ”(SE) et SuﬂOLfC \J,
alos  swp [Pl =0 mur ik sk

xe K|
\
donc L)\'néja((tt/ i~ dessus  montre que <T <-F>‘-‘—'O.
CdoL montre cyue X, & Supp T,
’ Gutrement dit Supp Tc KJ’ .



Inversement, Supposons  que Te £'(L).
B0t K c Q C,omPact tq SuPPT C K
For de{-muho& d’ une  distrbution, /(Daﬂe 33

T b Cg CP(R)— C ok continue,
‘CKJ,(SD |
Qutrement dikt il existe kel et C=20 %C‘
{HoY 9% ()|, Vegec
I i \ lo¢|<k ‘f ! ) Qf"‘\ swpp ¢ < K

ixons rX_GCW ch X(x)= 1 sur un \lm'sff\ftje owvert
de suppT et supp x € K.

it YE Co”C Q) ot Considérons cf = XY

Tar \a r€3le de LQ(Lm’z) UL oexste C, 20 q

2 s [¥(ay)| < C 2 s |9 vl

lo2) <k, 're\<, Iog,]<k ‘(eK
E\'\ &Tphc‘uav\t ‘L)L'wef,ﬁal&c (,L——c(essuﬁ on obhenk
[<Toad| s 2 np )]

|ozl<L x
Comme  svp (((-2)¥) WPVT-¢) < (L) wp=0 et
[<Towd] s CCZ np ), ¥ ye @

On en  dédudt que T s%étend en  une Cul'))')hoa;bof\-
Contbine T C(R)—C.

’lee,marc‘w& | En Pa,rtfwh'er) toute distribubton a ‘.‘7u.m\0rt
COMPCLQJY. e,sJC d)OrC(f& —Y—Cnf.-

Tso



Chapitre IV Opérodions _sur_les distributions
. Produt  d’une distribution et dune  fonction c”
Théodme et Dékinitin  Soient Te D(RQ), aeC(RQ).
On définit aT  par
aT, u‘>> t= <'T) acf>) pour  tout o;C:Com(Q).
Alos aTe D(L2).
Débmon stration
St KcR Compack, alos <l waste C>0 et kelN g
[Tl & € sup 'y, Ve CE(RQ)

sk xel,

51 c{>€ C\?CQ‘)) alor CLLFGC]?(Q) Gusst, donc
KTagd| s CX sup | 9(agq) ()]

llsk XEK
S C_)X 5u\f \giqa(x)])
k)sk =xe

ox  la die ruRve “'Vle/ﬁa((’ce/ est une ConSefﬁucnce
de Lo —YeOrmu,Lz de lelbniz. On a donc

aT: CKWCSZB — € continue, cci’«go\ -

Eeerace S0t T;5€¢ D(Q) et abe C”(Q). Montrer que.
I) swpp(a,_\’) c Suppa. N suPPT
2) (a4 b)T = aT+bT
3) a(T+3)=aT+aSs
A) a(bT) = (ab)T .

Eremples - a &, = alx) 8




Exercice Soit TeD(R) Montrer que ~T=0
sty et seulement Sf) il existe AeC Jc.:‘ T= N9, .

2. @ért°va;ttbm des dustributions

_ﬂch{mi‘abn, et théodme  Soik TeD( SZ) On dé]efm'% une

%orme Lindasre {%:" Sur Cow<§2> en Posar\t

o 9 oo
75% > ‘-F> ::"<T) ”3%; 5 pour touk k‘?€ Co (_Q)

Alors S——}; e D(Q)

@émon&‘\?fw\:\br\ 6x' Kc Q Com’)a,d':) alors 1L existe kéN et C20
tels que |<—E\Y>| s C> SWP \auﬂ((’x)') \_/H/GC;Q(Q))

Kisk xex |
oT oL
donc )<7§;J-) cf>) < CMZ& f:f ]Qwéxj,cf(x) Scl%“ su l(c) cF(x)L

donc ‘rg% € /.D)(Q,)

pﬂo‘)m'é’cés ) S T=-Tg_ Qavec —i- de classe Ci oJors

2
—— T — .
ox; 4 Tg%

J
) Te DY(Q)=> e DI(Q)
J
1'1'1') Sumo %;% C 5uﬂ9 T

W) 5 aeC(Q), TD(Q), 5 @T)= 8 Trag

@—ew/o "Exercie

Q@m&rﬂwﬁ (dérivées dlordre S‘-Lfért'e,u,r)
S keNd on a T c‘>>= (—l)w<‘r)®°éc.|>>,

3
N



5, Exem ples de  dérvées au sens des dustee budvons
Exempu 1. Soik e LL;(K) ek vixn):= ;fu(‘c)d\:-
Alors v est une fonchion  conbinue et la dénvée
de Ty au sens des ditribubons et To.

Reouve - On écrk w auw lew de Ty

et v oum lew de .
Sotk LFG Com(m) On @

<V cf> =—v )= S ( u(j)dj)cf (x)dx.

On Pe,u,t utiliser _‘Fu\:m\ :

<V ‘f> S ( u(j) P (x O“j‘* c&fx) &j
N g ( S “(‘j) ¢'(x)1 1<~j<o di) dy

=) (5 (0)4e) Ly Py + § (§ 499) £
(& R ‘

S ‘f(:j) ﬁ:j)o “(j)d\\j + g C(’(‘j) 113«, u.(nj)o\\j =<y ‘l’>-
(8 R

Exﬂmlﬂe 2. Sork H(X): ﬂ—{')wo}' Alovs H= ds .

Exemvh 3. Au sens des distrCbukions, (\Dﬁ‘x\))z ‘\/PJ{ .



(—

/‘)\’of)obib'om Soit T <R un intervalle ouvedt, T€ :D)(l).

Alrs T= const < T'=0.
@émmsh&h‘om => évident.
< S T)IO/ alors <'T; Q’) =0, FOoelS(T)

Tixons gec,”(I) avec Sy(x)cbc: 4.
R

N CF € Com (I)) Sott
)= lx)~ plx (Pdye C7(T).
() trx) j’()é‘(’j)je ()
Soik  O(x) ==Sf\.‘/(j)dj

Albrs O’ = y ek Qe cZ(D).
En effet;) st a<b sont tels que
Suppep U Supp p & la,b]Jc T, alos
supp 6 € fa,b]) puisque, s x 2 b,

ot)= § (9la)~p(2)f q)(j)aﬂ)o\% =
R.

-

— g (QP(Z)"‘Y(E> S Cf(j)dj) dz =O.

R
@C{x Conséziuen‘b) <_T: @)> = <_[j \P> :O/ donc

<Te> =<Tpd ) lpdy=C<hw,
IR

ou Cr= TpY, doc T=C=const.



4, Tr&nsla}c\bns) c/lf\anﬂement d’échelle ) dr\anjement de varobles.

Notation :  Seit ¢ € Co(RY), ae RY.
O pose (Tag)lx) = plx-a).
Défrnition Soit TED(RY); aeRY
On défnit TT € D(RY) par
{Tgd = KT Ta gD

Soit NelR* et pour F€ L. (nZd)) soik
£a ()= $(0x). S ge C(RY), on a

éal -%,‘ (x) ¢p (x)dx = SA —“-(’)\x)cp(x)clx =

mo(

— ~d — ~d
= éa Fy) 1N g (%) dy = éa ty) 1A Pyn (4)dy -
On wtilise donc cette r{-@ rmaule (Pour dé—‘—l'f\ ur

T lomque TeD(RY) :
(.De/j-\'n(h'or\ Sovent N\ € R* ) TeD’ (er)
On défnt T, e D(RY)  par

Ty = <T e, 2



Soient 2, Q' =K deux ouvests , w: 82— Q' |
wn ddféomerphime C7. Dot §1Q—>C, te L (Q)
ek fort QR ¢ Al fox” el (Q). |
Tur pe C2(RQ), on a

QS) (-Y—o’]('l>(x))c(’(1))dx) __-,é,‘,(oc)ce(’)((x)) ldgtjk(x)ldx)

ou Iy (1) ot lo makrie J’aco(m’enne de K.

On a done <, fon cf> <T,r) ¢p oK | det T, \>

et x> ok (%) | det Ty (x)] est une Jonchion  C?

Clr U,K(x) ne sannule pas.

Cela Permet de define la Compasibion. d'une  distrbubion

et dlun d\'ﬂéomw?}\t’sme Cc?”.

No‘\f&k\bnf Sy ge C?(Q’)) on ose «*cg::cfokngw(Q]
done  K*: C(R) = CIA(R) lomsgue v Qs

/J)@Flmhor\ et Pm\’)oﬂ'\:\om Selt _1-6@)(52) ek X1 Q- Q)
un d;ﬁ-eomor[)htsme C?. On &é-guh&{ ’K*TG(D)(S?.)) par

<’!<*T) Q’)> =T, (k*cg) | det Dy \> ,
/Démonsjtra:tt'on. Soik l{)C Q) c,om'aa.c:t-

On  doit  montrer ciu,)tt wste kK'en et C)ZO &C\
\<’K*T,&f>\ S C-,Z Sup I c[?(_x’)'

sk =€ K
Stk Ki= x'(K) < Q2 Compact - Alors X* g € C;(Q: |
St on pose Y= ’K*‘c‘v | det jx\) on @ donc
<Cxx T 9> = <Tw>.
E



Comme TED(K), il exsse keN &£ C20 14
KTyl < sup |9y ()]
|oL|sk X €

L 5\4,‘\'{ donc de voir Qua
E& sup, | T [por () [det I, (01
s O2 su |9 Cf(%)l

) € k xeSZ’
. ol
O\- ovn. \Iérl}ﬁe PGA‘ 'I’e/c,urrence ciue D [q)o’l((x)]
Q,S% C,ombmw'sm\. Unefa,t'rc d)v(')rem’ons

(9fg)(x ) Q)P((’a‘x) ) e Bls k)

lslgle )

et /Poz,}s Poljné‘me,-

EX?‘“‘P.L& Dot K R — KR d\'Héom’aV‘\\\\'Smt-
Calaulons  Xx S,. On «
<(\<3€ 80) ('?>—-<So') <C?°/K)\fK)'>
= q-K (o) | x'(a] = (28, ¢
done Ky So = x| s, ‘

qeemarolu,e Les translakions ok les ckcmﬂemew‘cs
d’échelle  sont des cas P(L\-ﬁc,uh'ers |

de dqanae/men’cs de variables.




5.  Limite dune suite de distributions
q}_{’{im Soik Q< IR ouvert ) C-T:L)TL une  suike |

déléments de D(R) On it que To—>T dane DE
S TP =Ty, Voel(Q)
On €uik souvent  7[ — T

Poprétés 1) S0 T T, alos T = 97T, FTINLE
1) Si ({-n)n une suite dans L&L(SZ), \&Psw)
e fn—=§ dans L0 (SY), alors 'T*N——-"Tx_.
P
Detincbon  Soik (T une swite de  distribukons.
On dit que la séve 2. Ty Converge dans D(S)

n—:o

h

Sv la. suke S, := 2_ T cor\.\/erje,

\’\-’.—_Q

@@maﬁclm Sy ?_::_ T c@nue\-je? alors

()= = T, daent

Eséin'xples
O Stk yel'(RY) vedaat  (xx) dx= 4,
et Xn (x):= nd'x(ruc). Alors X = B -
W) Sk o (%)= ex?( Aminx), N € D (R)-
Alows o= O dans D'( (R) |

) ii""""s —_ VP‘?'Z dans W(YR) C[ua.ncl £o0.

>x

Qcmrq% “Dans le dernier exemple 1L n’U & pas de swite ;
il ok romorendre oue Lim ¢ Ly Lo = (vpd ) Ve 5%




—rhéOre\f\u.‘ §ot’c (Tr\,)rL une Swite dwr\s Q))(Q)
telle o e Cr(R2), i exste LL‘, eC

avee T,y — Lyw 1L existe alors
Te Q)CQ) telle ﬂue T.— T.
Deémonstration

L est évident que LT, tf> = L‘,
est une -%Orm,e Lndaire  sur  CJ(S2).

IL suffit de montrer que TlC?(SZ)
est Continue Pouv tout KcQ COmPa.cl:-

/E&Ppelons que C (”(52) est un espace de Fréchel .
Les  Jormes linéares (To|co)n  vérdent
les Cond.ikions duw Théoreme 1 5 Pa.ﬂe q—)

done 1l existe kén\/ e:l: C20 tq

KT ¢ s svp 10%(), Vel ().
En Passard o la Lt'mH:e/ on G

KT s CX swp 194, V4eCS(R)

sk xeK

louck x€E

Cwtrement dit  la  Conbinuik de T)C (52)

Exercice Sovk Té@) (sz) Montrer CIUUL

————————,

Lim. T T=T _ 9, T dans Q))(Yed)-
h~0 h J

%

-



De méme, si (S)n  une sute d¥éléments de E)(Q))
on €énit S —= S dans £(R) st
L[m, <Sr\.) q’> = < S, (.F>/ \dcfe C”(Q)

fzopom Soik (S une suide dans gx(Q) tlle que,
Nye CW(Q)) il exuste l“, eC avec < Sn, q>>—-> L? .
Il existe alors Ke Q2 cOmPchc tel que
Suppcsn) c K pour tout n, et Se €/<SZ))
telle que Supp (5) cK et S —8S5 dans E,(Q).

(De/ mon s%ra:h'on. ’Exerq'ge .
ladication:  C2(R) est un es pace de Fréchet -
| X




6. Froduit de cowolubtin des distributions

Convolubion  d'une  dustribution par une fonction test
Notwbin 6 g€ C(RY), on note $e (R
lo ,Y.ond:xor\ cf)(x) gl;(-—x)
5¢c TeD(RY), on noke T € D(R)
lo. distribubion T ,9D =<, $ 2

Soit ’%e L‘\,o(. (’Zd)) et $HXE Cow(ﬂzd)' Far le thm de Fubin,
<°f*ﬁ[) X>= SJ ( %)(3\ K (Ydy = _( S C{’(l\—%(j»-x)x(\j)dj da
S -‘—(x ( *')C (x dx = <—F (f*X.>

R
Comme d’habitude, on ublise cette relatron powr  défanic

@&T  pour Té(l))('ed) "

Définikion, Soient g C7(RY) & TeD(RY)
O défint @*T = Txq par
{exTad=<Teg x> = T, Fxxy,  ¥xeCTs

Txercice Hord'\-er C)uc cette condihion dé{-{r\il'}

S—

en  effet, une dostribution -
Proposition. 1) Pour tous TeDRY), ge C(RY et den’
g xT) = (0%)4T = 9 (3"T).
2) Pow tous TeD(RY), o,y eC2(RY)
()¢ T= g« (y*T)




@émons{'ra,\:mb&
) Seit  x e CP(RY) Par les définkions, on o
(g, > = 0K q # T, 9%y

0N, G = (0T TG0
— <@°(T) c\féex>: <?*(@MT)) ’X.>/ et

(-0, § x @y = (VO )0

= {TEY gy = <EYT 2.
2) S qeC(RY) alos
(gep)eT O=<T, (L{’*V’\P)vae/)g> ot
<C? ”(“T*T))’X,>=<“r*_5 o *\/@O
=<7 v *(CV*X—»/ y
done 1L 5\.\{&\% de Vér\:,‘_l‘e\- c‘u (‘f*"r)v*x-—‘«;*(ce *%)
O caleule
((“f*“v)v* %)(’0"‘ § 'X,(x“j)(‘f*\Y)(“j)dj
Rd

= g’X(X‘j) g if(-*j—Z)\r(%)dzd\j)
iR R4
(v #(§ +0)(x)= ) ()G o) Pay

= (=x+y (2-W) v (2) d2d

éd“i’ 3>y§dcf ‘j>X( N
Ce ﬂut‘ est la  meme  chowe par le c,ha.njemrvt
des VG ri0bles ( j)) Z’) = (0C+ Z) xX— \j) .

O
ez



Si fe Ll (RY) et geCl(RY) alos @rf eCo(RY) et

(CP%)(X)“ g Lf(%—‘j)—}(j)dj = <-ﬁ-) cf(m——-)>.

Cela reste  vraw Pour les  dustributions:
Thiortme 51 TeD(RY) et ge C(RY), alors
Trg € C7(RY) et (Teg)(0)=CT, g(x—-), V=xeR!
Démonstration
h Sort ’\|/(7C <T) C.P(')c— )> monkre  d’abord
que «recw(r@)) et ensuite Gue T*g\?‘:«\/.
IL 5u,Hi{: de \/ér\}f{er que \YGC
et 9, x; xr(x <"I' @x cr(oc— )>
Por  réourrence, (L en  résultera que «yeC” (Kd)
Pour e soit ¢, (y):= ¢(=-y).
Soit xeR? et ~«n—> .. On voit alors qu’ iL
existe K cR? Cornf;ac’c tel que  Supp (q)x ) cK , \¥n,
et Lin Sup )9 2% (3) 9’(% (fj))

O{Onc. Cf’xn——? Cfxo da,ns C;g (fE ), GIOHC “-)’(Xn)-—> \{’(’JCQ))
donc '\}/ est une f'fonctt'ons Continue .

S0tk x. € /Zd et considérons

vz +hg)— ()= h{T, P qp(z~-)p =
=<TT, (z+hej—> op (x—-)=h'S,, rf(?c—)>
Tar o .fovmula de Ta,j[or)

CF(TO "H’LeJ-_.j)“c.r(?Co-bJ)—— "\QxJ-Cf(xo_lj) _
[
= hlf (l-5) 3, cr(ﬂc y+ hsej) ds,



En dérvant 1704- raﬂ’)ort o 3 sous le signe
d'intégration, on  obtient que  Vele N = Cu20 tq
s5up /’a”‘(c((fm-hej—\j)—y(xo—g)—hgg-so(fo—y))SCOJLZ)

ge K
donc , xr('ro-l-h)-—'\r(’xo)-' }'\<T, ij Cf(xo—~)>) S h:L)
cc 714,{ montre C]H,e, ijxy(xa)—_: <T;®xj(f7(’7(o—-—e)>

Montrons  mauntenant que T’“‘f" 2
Soit X € C2(R d)- IL —f—a,«,d: Vén}f-t'er que
CTeg, x> = <v,x e <T > =<v, >
¢><T) 'j‘—> g Cf(x-‘j)'x_&)dx>: S fx(x)<T) \jacr(—x-\j)> dx
R4 R4
WL —f—a,ut donc jusﬁ.{ﬁ'er Lo ?ossd?i‘,(lx/ d)e/c}\a,njer L'Orc{re,
de T et S L) udde est c[)a,p)!rodwer L)L"n{:{jfalﬂ—
Par 5. Somme de Qt'emarm) et d'ublier la lindante de T
. d
Tour >0, soit fh(\j):——' al Zd( cf(hz-tj)x(h%).

Z2eZ
hz esupp %

AlOrs tous les SuPP(E k) sont dans un Com]mc:t
{‘t’xe ¢ pour lh|sd, et ;{\Lngfhz jgéc‘:(x—aj)x(x)d

aans "z ( HZd). En effet Voten\ld) o™ €
est une ~FCLm e de .Fon chons  conhinues R bornées
, , =8 lo] ot
uniformément , et 9 th (tj)——é (-1) S; d c[?(x—j)x(x)dx
Pour tout Y€ K . &

'IL en refsnlt-a c1u,e la (,On\/elaence. est um'{-orme.
7
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Or, T est conbiue CO(RY)—>C, donc
<oy § gl Glxy=lin <5 §>
Rd ~

/POLW Tout h>0/ lo. somme O\é‘i\hfjsa,nt ‘{h est %x’n(&} donc

<—r; 251\> = hdZ <—T') Yy Cf(hé—\j\‘)((hé» =

ze Z*
hz esupp
=h' Dy (ha)<T ym glhz-y)y= ‘D glhadylhe
hiiippx h:.;:z{,:%

Lo afondc\'or\ Vv est continue, done la derniére

Somme de ‘Qfema,nn conven\c]e Vers < \I/) h>. \:l

Théoreme Soit Qc R ouvert et TECD)(Q)
U existe une suite (o) dans C, (R2) telle que
Yo T dans D(S2).
Démonstration  Soit g le

) -, . N
no:ja,u reﬁulansan’c ,

Comme  au Chapi)cre I35, Pdﬂe 20.
Sot ( KJ)A une swite exhaustive de c,om’:ac’ts

ety €CO(R), xg =14 s K

On pose Yo - = "Xn (yVn ié—r) .
Soit (_FECOW(SZ) . Pour N assez Srand) fX.n-:/.L

Sur SUFP n{) olon(

<N(n> ‘-f>= g Cf(x) Xn(x) (f,/n*T) (x)dx =
!

- g p(x) (fvn*—r)(x) dx = <§an‘l") c‘>> =
M.

=T o xwY = (T @S (. Collaire 1. page 2) T3



_onvolution  d’une  distribution et d'une distribubon A SuWort Compad
‘(.Déﬁrlhl“}:l:on. St TeD(RY) & Se 5’(!’?“’))
alos Tx5=5xT €D( R“') est débinie par
<—r*5) LI)>'.:= <T) é*cr>
Exertice  Montrer que la. condibion ci—dessus  définit
un célément T *¥SE -/D)(W).
Indication : S¢S et q sont a support compact, 51&[) auussi’
FE"W!E . 35 TeD(RY et xeRY alors
o X T = T, T
- S5i oCéNd et Te :D)('Kd)) alors
([Fe )T = FT.

/Proposih'orn ( Continuité de la Cowolu’a'orx)
D) Soit (To)y une sute de D(RY) avee
Ta—>T ) et it Se .E)(Ne“). Alors T x5—T=%S.
2> Soik (ﬁx)n, une swie de E)szd) avec
5.~ S dans E’(ﬂzd)/ et soit Te@’(lﬁd).
Alors TxS.—= TxS dans D(R)

“Démanstration
/> Soit ¢ € Co"’(rﬁd). On  veut montrer que
<Thy Sxgd — < 5*“r>-
Mais é %c,f est  une %or\c‘c\'on ,‘l\'xe dans ng( VQ‘").
2) Sovt ¢ € C?(*Qd). On veuk monkrec que

v

<T) Sn*c{>———‘> <'_r) é*c\;>
L S\A—g—%ﬂ? de  montrer O(u’i[ existe KC IQ('( (,oml’hact
v

N4

L aue S . x0o—> Sxo dane CZ(RY). 3



Oa  sait que les Supports de S, sont |

des sous— ensembles d’un com‘)mt {—\"%Q ( Voir Page 50),

donc 3K compack  tel que 9“‘{’P( gn *LP)C K, WVu. |
Tar le Thm 4 p’;t/ il exste C, k q

< é/rt) ‘-?(”“"D’s C sup D la*q»(v)]) donc

ye RY sk

a2 O 9 s € g 2 Pelyle

gk

et e meme Sg;ﬁ Sw y \ 9‘1(5““?)(1)\ < o, Voten\]d |
n xe | |
v I\
Sn*(’a&cf)
V v
/lyour 'tout x & \Qd) on o ( 6\1_ ’H-f)(’JC) —_> ( S*Cf)(x))
donc le -‘-G,\k (iu_a toukes les dérivées sovent

un\'{o\-mémen‘c bornées w’mPUciua que la wn\/etﬁence

a  leu dans CKw(”Zd).
@marc‘u’_&_ 5. TE€ @)OQC‘) est —%\’xe/ alors
L'T: SH> T %5 est  un oPérCL{—mr Lingaire
€'(RY)— D(r)

Continu (/Pour la. notion de Converqence de Suites).

On O.Jﬂ)e,ﬂ{ T e ﬁj@i de L‘o[)e/r-a:teur I—T :
Un  tel opérai'mr L+ et invariant pax +ranslations
L (T8)=T* (To,8) = Tu(T*9)=Tel(-5).

On Peu,’c montrer que tous les opéra:teurs Undasres
INVAMGrTts par translations ont cette r$Qer,

rg;



Chq,PtfrC V. Solutions €lémentaires
@é{ifm‘{:wa Un oPérni:eur différenticl o Coeffivients
constants  sur Y est wn cpérateur - C”(l’Rd)AC”(IEd)

de le dorme  P= 3> a,9%, ou ¢eC, keN.

L) =k

Remarque ~ Soit @ = > a, IS, e E(rY).
Alors o= P*q, Y g€ C?(RY).

Un  opéradeur  différenticl  est donc un opérateus

de convoldion - (L est local , cest—&-dire
(Pq)(x\ ne  dépend que des valeurs de g

au \/ofst‘no.je arbitrairement  petit de = -

Les Opéﬂ.te,ur di{’férenf\'ets sont les seuls
opéiteurs  de convﬂx_m'on &j ant Cetle propnéte.
Deéfinton. Soit P= 2 @ ™ un opérateur différentil
a Coe,ﬂfu’ents Con stants- Une golution  &lémertaure
de P et une distibubin Ee D(R?) telle que PE=5

e

S5 on comat une solution élémertaie =
de L,OPéFCL’CQ,ur différentrel T, dlors  on peul
€ soudre eplicitement L'e/qm{:\bn. d\%é\’en’c\'e,l(q.
Pu= % {Pour tout %6 E)Oed) ‘
u = ‘E*{- est  une solution de RA=L-
‘(zemar1 ue la C[uesh'om de  Uunicik€ est délicake .
| héoréme (l“lalgrq,nje— T:'hrec\[)refs) TTout q‘)érutwr dbférentiel

¥ Coe»f—{\'der\fs Constonts non nul A une solution élémentaire.

On verrae en 1D des exemplzs de solutions @lémentaires - ‘

3
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