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Exercice 1. Montrer qu’une suite séparante de semi-normes définit une topologie de Hausdorff.

Exercice 2. Soit ⌦ ⇢ Rd un ouvert, k 2 N et u, v 2 Ck(⌦). Montrer que uv 2 Ck(⌦) et pour tout
↵ 2 Nd tel que |↵|  k on a la formule de Leibniz

@↵(uv) =
X

�↵

✓
↵
�

◆
(@�u)(@↵��v).

Exercice 3. Soit ⌦ ⇢ Rd un ensemble ouvert. Montrer qu’il existe une suite exhaustive de compacts
de ⌦.

Exercice 4. Soit ⌦ ⇢ Rd et (un)n une suite d’éléments de C1(⌦). Montrer que les conditions
suivantes sont équivalentes :

i) un ! u dans C1(⌦),
ii) pour tout K ⇢ ⌦ compact et ↵ 2 Nd, @↵un ! @↵u uniformément sur K.

Exercice 5. Soit f 2 C1(R). Montrer qu’il existe  2 C1(R) telle que
f(x) = f(0) + x (x), pour tout x 2 R.

Exercice 6. 1) Soit g : [0,+1[ ! R une fonction continue, dérivable sur ]0,+1[. On suppose que
limy!0+ g0(y) = ` existe. Montrer que g est C1 sur [0,+1[ et que g0(0) = `. (On utilisera le
théorème des accroissements finis sur [z, y] avec 0 < z < y).

2) Soit h une fonction C1 impaire sur R. Montrer que l’on peut écrire h(y) = yh1(y) avec h1
fonction C1.

3) a) Soit f une fonction C1 paire sur R, à valeurs réelles. On pose pour y 2 [0,+1[, g(y) = f(
p
y).

Montrer que g est C1 sur [0,+1[. (On utilisera la première question).
b) Montrer que g est C1 sur [0,+1[.

4) Soit f une fonction C1 sur R. Montrer qu’il existe deux fonctions C1 sur [0,+1[, g0 et g1,
telles que pour tout réel x, f(x) = g0(x2) + xg1(x2).

Exercice 7. Soit ⌦ ⇢ Rd un ouvert. Montrer que :
i) si T : L1

loc(⌦) ! C est une forme linéaire continue, alors il existe K ⇢ ⌦ compact et g 2 L1(K)
tels que

Tf =

Z

K
f(x)g(x) dx, pour tout f 2 L1

loc(⌦),

ii) si T : C(⌦) ! C est une forme linéaire continue, alors il existe K ⇢ ⌦ compact et une mesure
borélienne complexe µ sur K tels que

Tf =

Z

K
f(x)µ(dx), pour tout f 2 C(⌦).
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Exercice
Montrons d'abord qu'une famille de semi- normes

définit une topologie .
Il faut vérifier les conditions suivantes :

i) Si ( Ueda est une famille d'ensembles ouverts
,

alors U : = ¥, Ua est un ensemble ouvert
,

ii) Si m'EN
*
et U, , . . . , Un sont des ensembles

m

ouverts
,
alors U : = M Ur est un ouvert

El

iii ) ¢ et X sont des ensembles ouverts .

Adi) Si ne U
,
alors 7- AEA tq ne Va .

Comme Ua est un ouvert
, I-j.eu# etc >Otq

{vex : pjlv- re) cc pour tout jcxjofcua.CN,
donc U est un ouvert .

Adi :) Soit ve tt , donc ne U, pour tout
t-l.im.

Comme Un ouvert
,

3- j'" ENA, c '" >0 tq
{ VEX : pjlv-a)ce" pour tout jej.pe Un .

Prenons ja- ¥ç:{ jill, e : le"} .

Alors

{ vex : pjlv-re) cc pour tout jej. }
• ÇVEX : pjfv-u) se" pour tout jejo

"'!
pour tout leLem .



donc

{ vex : pjlv-a) ce pour tout je-je } C U .

Adiii ) Evident .

Hausdorff.

Si UNE X ,
nev

,
alors 3- UN ouverts

tq rien
,
vev
,
Unv =D .

①re
Suggestion : Mq que V-je.INT *EX

Çp est un ouvert .

Soit v top pilv-u) ce .

Soit E E - pjlv- u)
et w EX tq pilw- v ) - S .

Alors pjlw-ulepjfw-vtpp.lv -u)
< 8 + pjlv- re) L E , donc

wc-fvc-Xipjlv-ulo.cz .

Ce dernier est donc un ouvert .

Hausdorff : u
,
VEX

, u# v.

Comme lpitj est une suite séparante,



¥# tq pjlv- re) > 0 .

- -¥0
Soit ⇐ < tzpjfv- re ) ,
vi.= Çû : pjfû- a)cel, V- fû :pjfv-vkd.tl
et V sont ouverts .

Il reste à vérifier que UN - $ .

Soit à eu
,
ûev . Il faut mq ÛÆ .

Être-v ) çpjlu- ûxpjlû- F) + pile)
< 2e + pjlû-û)

⇒ pjlû- Hao ⇒ û #û
.



Exercice 2.

uÆR) :

par récurrence par retapait
.

Kel : connu :

Si u
, v différentiable une en xo , alors

uv aussi et

@xiCuvDlxot-fQciulxoDvlxdtulxdCQeivlxoD.k
-1 OK .

Hérédité : K>2

Si u
,VECKCR) alors en part

. avec ' ) ,
donc un c- l' IR ) et

Qci (avk (Qçu) v * u ( Qciv ), Hi - t
-
d
.

- -

C- ( le - t c-Ck - t

Comme Qeiuec" et vec
"

,
alors

par l' hypothèse de récurrence Êu)v c- Ck - t

de même uldxiv) c- C
""

.

⇒ reve c
"

.



Formule de Leibniz :

> d'Luv) = Ça (f) (alu) ( ortho) .
Récurrence par rapport à f21 . ← possible .{÷.is?:::::::;..::nt:::.iasu--( fg)

""
= Ï (E) f- "" g "" .

-
Si d.= (L , _ . . La ) , alors

÷ .
_aïeul - Ë

.

-Hilla:aïao÷ü":)

Récurrence par rapport au nombre de variable
.

ox.MN - Ê.lt:) ?!:O. " v .

- ai:-X =Ëo:X naïve:*:?)
vue comme

une fonction
de d- l variables



Exercice
i ) Il faut montrer que

→Kj est un compact ÷
⇒ Kj est fermé et borné .

-

÷::±:÷÷÷*¥Æ¥¥Xn→ see Rd .

Il faut mq xekj .

1) Bien sur
,
tacle § .

2) distlx , CR) Êj .

On sait que distlxn
,
IR) > f-

Il

yiiîtr lxn - yl
Fixons ye R . On a ben-g) 7¥

⇒ lx
- ylxjt ⇒ disthç!!

⇒ xekj -

-

Kjc Koji
Soit x C- Kj .

Il faut mq Jp> 0

tq ly- xlcg ⇒ y c- Kitt .



xe R
,

donc JE >0 tq

* :
"

?
et ly -xlsg .

Montrons que JE Kjxa .

On a ye R .

Aussi lyl E ft txt ⇐ gtj a jtt
IL reste à monter que dit (y , [ R) > ¥ .

Autrement dit
, V-z-efrly-zlzj.pt .

Mais ly - ZI > Ix - z ) - ly-xl> Ix-H - q
7 j' - g > ¥,

⇒ y C- Kim
.

ii) ¥+4 ± R .

On a K
,
c ÊCKZCÉ ckzc Êc, c . . .

donc ¥.* koi = ¥ ki s Ki-t

= ¥+4
IL faut mq si xe R

,
alors 3- j' c- INT

tq xe Kj .



Mais si xe R
,
alors Ix ) Ccs

et distlx
,
CR) > 0

donc 3- je N'
t tq lxloxj
et distlx

, c 7¥
⇒

x. C- Kj :

iii)
K cl compact ⇒ 3- j' EN

#

tg Kc Kaj .

KCR = ¥* Koj , donc

il existe joe N'
×

top

Kc j'VÏ Kj ⇒ Kc Koi. .

a



f- (x) - f10) -1f
'
xt f-

" (a) toit . _ + #f-
""lobe"

+ olx ") .

Objectif : f- (x )- floltxvlx )

⇒ + (a)= fHt six#0 .

Mq + (x) : - {t"t¥ si x⇒

f-
' lo) si x=0

est de classe C"
.

Vous me dites :

fuit = qcottzfldx -1ff " '(doit . -
+ # f-

"" (a) xn
- '

+(x") .

1) y est C
"

sur tes,0[ u 30,5L

2) y a un DL à tout ordre en 0
.

* y c- C"( R)
.

Eggert Utiliser le thon fondamental

f- (x )- f0) = Îfltdt
Si x# , changer la variable s - ¥ .

ta sx



A [ f- ' (t)dt=x§f' ( sx) ds
⇒ tkt = § f- '( sx ) ds six#0 .

Pour x-D
,

on a § t' lsx) ds = f40),
donc

+(a)= { f- '(sx) ds , Axer .

Dérivation sous le signe de l' intégrale :

+
'" (x) = § s'rf "" ' ( sx) ds .



Exercice
i) On veut montrer que

la dérivée à droite

de
g en 0 est égale à l, autrement dit

¥.no/94tyI-L/--0 ,
autrement dit TE >0 7-

y.>0 tq
0< yoyo implique
( H lgly)- geo) - Lyle ey .

Soit 0oz - y .

g est continues donc

lglyt-gkd-lyl-z.li#lgly)-glzHy-H40nagCy)-gCz)--gKtIly-z) pour
un certain 2-c- [⇒ y] .

Comme ¥ç, g) (g) =L, il existe yotq

ycy. ⇒ lojlt)- Llc E
,

donc

Igly)- glz)- lly- a) le e. ( y - z)

En passant à la limite 2-→0
,

en obtient (*)


