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Exercice 1. Montrer qu’une suite séparante de semi-normes définit une topologie de Hausdorff.

Exercice 2. Soit Ω ⊂ Rd un ouvert, k ∈ N et u, v ∈ Ck(Ω). Montrer que uv ∈ Ck(Ω) et pour tout
α ∈ Nd tel que |α| ≤ k on a la formule de Leibniz

∂α(uv) =
∑
β≤α

(
α
β

)
(∂βu)(∂α−βv).

Exercice 3. Soit Ω ⊂ Rd un ensemble ouvert. Montrer qu’il existe une suite exhaustive de compacts
de Ω.

Exercice 4. Soit Ω ⊂ Rd et (un)n une suite d’éléments de C∞(Ω). Montrer que les conditions
suivantes sont équivalentes :
i) un → u dans C∞(Ω),
ii) pour tout K ⊂ Ω compact et α ∈ Nd, ∂αun → ∂αu uniformément sur K.

Exercice 5. Soit f ∈ C∞(R). Montrer qu’il existe ψ ∈ C∞(R) telle que

f(x) = f(0) + xψ(x), pour tout x ∈ R.

Exercice 6. 1) Soit g : [0,+∞[→ R une fonction continue, dérivable sur ]0,+∞[. On suppose que
limy→0+ g

′(y) = ` existe. Montrer que g est C1 sur [0,+∞[ et que g′(0) = `. (On utilisera le
théorème des accroissements finis sur [z, y] avec 0 < z < y).

2) Soit h une fonction C∞ impaire sur R. Montrer que l’on peut écrire h(y) = yh1(y) avec h1
fonction C∞.

3) a) Soit f une fonction C∞ paire sur R, à valeurs réelles. On pose pour y ∈ [0,+∞[, g(y) = f(
√
y).

Montrer que g est C1 sur [0,+∞[. (On utilisera la première question).
b) Montrer que g est C∞ sur [0,+∞[.

4) Soit f une fonction C∞ sur R. Montrer qu’il existe deux fonctions C∞ sur [0,+∞[, g0 et g1,
telles que pour tout réel x, f(x) = g0(x

2) + xg1(x
2).

Exercice 7. Soit Ω ⊂ Rd un ouvert. Montrer que :
i) si T : L1

loc(Ω)→ C est une forme linéaire continue, alors il existe K ⊂ Ω compact et g ∈ L∞(K)
tels que

Tf =

∫
K
f(x)g(x) dx, pour tout f ∈ L1

loc(Ω),

ii) si T : C(Ω)→ C est une forme linéaire continue, alors il existe K ⊂ Ω compact et une mesure
borélienne complexe µ sur K tels que

Tf =

∫
K
f(x)µ(dx), pour tout f ∈ C(Ω).
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