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0  �j(x)  1 j 2 {1, . . . ,m} x 2 Rd
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j ⇢ !j j 2
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Exerciez

a) Soit dnlx)- $% ,
ne Sois ? . - -3,

Ar- à:p ton"" Htt
.

On observe que fnlxtcntàndnltnx),
donc fé

" ( x)- en tir
" dé"( tnx) .

Si tn > 1
,
alors

%.IE/tnMxYEcnItn' An .

Il suffit de prendre tn - max (1,2
" lent An) ,

b) Puisque tu 71
, fn est une fonction

continue à support dans [ -2,2 ] .
La série ¥ fn converge uniformément
vers une fonction continue f , à support
dans [ -2,2 ) .

Montrons que f- est de classe C
"

.

Par un Lemme du cours
, page 14 du poly,

il suffit de vérifier que, pour
tout KEN

,
cs

la série [ fn
""

converge uniformément -

no

( voir plus loin un argument
plus détaillé )



Mais
, pour le fixe , ççplfn

" (x) ) f2
"

pour n assez grand, donc en effet
la série converge uniformément .

(n)
Il reste à montrer que f- Coton

pour tout KEIN .

Il suffit de vérifier que

f- Coton et f- loto pour men .

On a fini" (a)= cmt , d
"' (o)

,nn

donc il suffit de vérifier que ton ( 01--1

ln)
et dm (07--0 si on # n .

C'est une conséquence immédiate

de la formule de Leibniz

et du fait que d'" (07-0 si l > 0
.

nn nn

En effet, (¥
.

)
"
= %*I pour Oskar,donc,

M

sinon
,

oh x ) - ¥ ( î )oË" (x) î

Si man
,
tous les termes de dm

"" (O) sont nuls .

si man
,
alors d CXKÎÊL ? )dm"txt ,

et d
"
107-0 pour OEL em .



c) Soit g
de classe C

"
sur [pas [ .

Soit on g
"'
(o)
,

où il s'agit des dérivées

à droite .

Soit f- c- C
" d) tq f-

""Coton
,
Une N

.

On définit

Ux) { 9" ) si x >0

(*)
f- (x) si XEO .

Il faut montrer que hee (R) .
On montre pour cela le résultat suivant :

Lénine Soit KEN
, g de classe C

"
sur [0,5L

,

f- de classe C
"
sur ]- es, 0] et

f-
"' ( O) = gallo) pour toi, - - -

,
K .

( lci, f-
"'
lo) est la tienne dérivée à gauche

de f- en 0 et g'" (O) est la tienne dérivée

à droite de
g en 0) .

Alors la fonction h définie par (*)
est de classe C " sur R .

La preuve est par récurrence par rapport à le .

Pour le-0 l'affirmation est vrai .

Pour le 1
,

c'est un résultat bien connu

d'analyse réelle ; on a en plus t'COKFYOKGYO).



Hérédité : soit K> 2 . Alors
,
d'après le résultat

évoqué tout à l' heure
,
he c' ( R)

et n' (a)= f-
'

(07--940) .
Par conséquent,

n' (a)= { gtx) six > 0
f-
' (x ) si XEO

.

Par l' hypothèse de récurrence
,
hee
" (R)

,

donc
, par la définition de CYR)

,
HECKCR) .

Et

Par le lemme
,
on a heck (R)

pour tout KEN
,

donc tre
.

Remarque Dans la question b)
, pour montrer

-

que f- est à support dans l'-22J
,

on peut aussi invoquer le résultat connu du cours
,

disant que ÇÎ» ( R) , muni de la famille
de sémi- normes

a

pu?» ( re) ÷ [ sup lu
"
(x ) ) ,

KEN
,

1=0 XEIR

est un espace de Fréchet .

On a le résultat général suivant
sur les espace de Fréchet :



Théorème Soit X
,
muni d'une famille séparante

de semi- normes (pj); , un espace de Fréchet,

et soit (un), une suite d'éléments de X

telle que

Ë pj (nm) cas
, Kjell .

Alors la série Ê Un converge dans X.

Démonstration Pour Ne N, soit

N

qu i. = [ un .

p=0

On montre que @µ) est une suite de Cauchy .

N

Pour cela
, on

utilise le Lemme 1 page 4

du poly .
Soit j' EN

* et e>0
.

Comme ¥Î pj( un) ca, il existe

No EN tq IÉ
.
"
pjlun) se -

Soit M > N >No .

On a donc

Ëu
,
Pilum) ⇐ IÊ

,
pilum) ce,

donc par l' inégalité triangulaire

pilum- un) =p,- ( ÎÊ
,

un) pilules,
donc (g)µ est une suite de Cauchy .

Comme X est de Fréchet
,
( sub converge, cqfd .



Maintenant, pour montrer que Îzfn converge dans ÇÎGLRI,
il suffit de vérifier que , HKEIN ,

Ê Pré» ( fn) ca,
ce qui est vrai car p, (f) e- CKH) 2

"

si nsk .


