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Exercice 1. Donner un exemple d’une fonction f € C}(R), quadratique par morceaux.

Exercice 2 (Théoréme de Borel). On se donne ¢ : R — R une fonction C*°, a support dans [—2, 2],
égale a 1 sur [—1,1]. Soit (c,), une suite de nombres complexes et (t,), une suite de nombres

strictement positifs. Pour tout n € N, on définit la fonction f,, : R — C par
n

fn(x) = cn¢(tn$)$—', pour tout z € R.
n!

(a) Montrer qu'il existe une suite (t,), telle que ]ﬂ(lk) ()] < 27" pour tout n € N, 0 < k < n et
z € R. ;
Indictation : Soit ¢ (z) = 29" et A, 1= mMaxg<k<n SUPgeRr 16 (2)]. Vérifier que

n!
A
(k) < |cn|An
Orgggnigglfn (z)] < o

(b) Soit f(x) := Y202, fu(x). Montrer que f € C§°(R) et f(™(0) = ¢, pour tout n € N.

(¢) Montrer que toute fonction C*°([0, co[) se prolonge en une fonction C*°(R).

pour tout n € N.

Exercice 3. Soit Q C R? un ouvert. Pour f € L (), on pose

loc

A= [ flahpto)asig € @) ol <1}-
Montrer que f € L'(€) si, et seulement si, A < 400, et dans ce cas A = || f||.:.

Exercice 4. Montrer le dernier théoréme du Chapitre II, c’est-a-dire le résultat suivant.

Théoréme. Soit K C R? compact et (wj)j=1,..m un recovvrement de K par des ouverts bornés.
Alors il existe des fonctions (¢;)j=1,..m telles que :
(1) pj € C§°(wj) pour tout j € {1,...,m},
(ii) 0 < ¢j(z) < 1 pour tout j € {1,...,m} et z € R%,
(i) S 5
(iv) 2272, &5
/

Indication. Montrer d’abord qu’il existe des ouverts (wj)jzl,,,,ym tels que wié C wj pour tout j €

{1,...,m} et K C UL w). O

x) <1 pour tout x € RY,
x) =1 pour tout xz € K.



